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Borrede zur fünften Auflage 


Von Seiten der Verlagshandlung wurde mir die ehrenvolle Aufforderung, 
bie durch den Tod des Verfaſſers unterbrochene Herausgabe der fünften 
Auflage der Ingenieur= und Maſchinen⸗Mechanik weiter zu führen. Wenn 
ich dieſer Aufforderung entſprach, fo geſchah es nicht, ohne daß ich mir 
die großen Schwierigfeiten eine derartigen Unternehmens Har gemacht 
hätte, und zu dem Bewußtfein gelangt wäre, daß ich meine ganze Kruft 
und großen Yleiß würde daran ſetzen müſſen, mollte ich der geftellten 
Aufgabe auch nur einigermaßen gerecht werden. In mie weit lebteres 
mir gelungen iſt, muß id) dem Urtheile de geneigten Leſers anheimgeben, 
baß ich e& wenigſtens an Fleiß nicht habe fehlen laſſen, darf ich wohl 
verfichern. 

Die hervorragende Stelle, welche der veretvigte Autor im Gebiete der 
techniſchen Forſchung und Literatur einnimmt, und die günftige Auf- 
nahme der Ingenieur und Maſchinen⸗Mechanik ſeitens des technifchen 
Bublicums, von welcher dieje fünfte Auflage ein deutlicher Beweis ift, 
waren Gründe von genügendem Gewicht, um mich von jeder mejentlichen 
Aenderung an dem Plane und der Anlage des vorliegenden Werkes von 
vornherein fern zu halten. Daffelbe mußte den ihm von feinem Urheber 
gegebenen Charakter, der fich jo vorzüglich bewährt hatte, beibehalten, troß= 
dem vielleicht von mancher Seite dies oder jenes anders gewünſcht werden 
mag. Es fonnte fi nur dort um einzelne Abänderungen handeln, wo 
fie durch die fortgefchrittene Forſchung oder die veränderten Zeitverhältnifje 


u Borrede zur fünften Auflage 
geboten erjchienen. In jedem Yalle habe ich mich immer erſt nad} ſorg⸗ 
fältiger Prüfung zu einer derartigen Aenderung entjchloffen. 

Die elementare Behandlungsweiſe der Mechanik, welcher das Werk zum 
großen Theile feine Beliebtheit und anſehnliche Verbreitung unter den 
Praktikern verdantt, und welcher Weisbach noch in der Vorrede zur 
vierten Auflage jo lebhaft das Wort redet, ift auch in diefer fünften 
Auflage beibehalten, nur ſchien e8 gerathen, daneben au) auf die analy« 
tiichen Methoden, wenn aud oft nur in Heingedrudten Anmerkungen, 
Nücficht zu nehmen. Auf ſolche Weile ift auch dem Wunfche derjenigen 
entiprochen, welche eine ſolche analytiiche Behandlung der meift umftänd- 
licderen elementaren vorziehen. Mit Rüdficht hierauf ift insbeſondere 
der Abſchnitt über Elafticität einer neuen Bearbeitung unterworfen worden 
und hat manderlei Zuſätze erfahren, wie 3. B. die Bemerkungen über 
Feftigkeit gegen Stoßwirfungen und gegen Zerkniden, ſowie das Capitel 
über Federwerke 2c. Im fünften Abfchnitte ift der Lehre von den Trägheits⸗ 
momenten ein Gapitel vorausgeſchickt, welches die Hauptjächlichen allgemeinen 
Lehren der Dynamik enthält, und im Anhange find die Grundfäße der 
graphiichen Statik angefügt, welche bei der Beliebtheit, deren die graphiichen 
Methoden fich in neuerer Zeit mit Recht erfreuen, wohl Manchem will« 
fommen fein werden. 

Sämmtliche Beifpiele und Formeln find für dag metriſche Maßſyſtem 
umgerechnet, für die Conftanten find meistens nebenher auch noch die für 
das frühere preußiiche Maß geltenden Werthe beibehalten. 

Aachen, den 8. October 1874, 


Guſtav Herrmann. 
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Hi (fslehren aus der Analyſis. 


Functionen. Die Abhängigfeit einer Größe y von einer anderen Größe $. 1. 
x wird durch eine mathematifche Yormel, z. B. y — 37°, oder y = az" 
u. |. w. angegeben. Man fchreibt allgemein y = f(x) oder = p(Y) 
u. ſ. w, und nennt y eine Function von x, fowie # eine Junction von y. 
Die Zeichen /, p u. f. w. deuten nur allgemein an, daß y von x, oder & 
von xy abhänge; fie Laffen die Abhängigkeit diefer Größen von einander ganz 
unbeftimmt, jchreiben alfo die algebraijche Operation, durch welche y aus =, 
oder 2 aus Y hervorgeht, nicht vor. 

Eine Function y = f(e) ift eine unbeftimmte Gleichung; e8 giebt um⸗ 
endlich, viele Werthe von z und y, welche derjelben entjprechen, giebt man 
jedoch die eine (2), fo ift die andere (y) durch die Yunction beftimmt, und 
verändert man die eine, fo erleidet Die andere ebenfalls eine Veränderung. Man 
nennt deshalb die unbeftimmten Größen z und y Variablen oder veräns 
derliche Größen, dagegen die gegebenen oder als gegeben anzufehenden 
Größen, welche alfo die Operation vorfchreiben, durch welche y aus x hervor- 
geht, Conftanten oder beftändige Größen. Don ben veränderlichen 
Größen heißt diejenige, welche willfürlich anzunehmen ift, die Urvariable, und 
dagegen diejenige, welche als Function der legteren durch eine beftimmte Ope- 
ration aus biejer beftimmt wird, die Abhängigvariable Iny= ar" 
find @ und m die Eonftanten und es ift 2 die Ur⸗, Dagegen y bie Abhängigr 
variable. 

Die Abhängigkeit einer Größe 2 von zwei anderen x und y wird durch 

Weis bach' Lehrbuh ter Mechanik. L 1 


2 Hülfslehren aus der Analyjis. [$. 2. 
da8 Zeichen z = f(z,y) ausgedrückt. Es ift in diefem Falle e Function 
von x umd y zugleich, und man hat e8 daher hier mit zwei Urvariablen zu 
thun. 


$.2. Krumme Linien. Jede durch eine Function oder Formel y = f(x) 
ausgedrücte Abhängigkeit einer Größe y von einer anderen Größe = Täßt fich 
durch eine ebene Curve oder krumme Linie APQ, Fig. 1 und 2, daritellen; 


Fig. 1. Sig. 2. 





T x A 


A MN T MN X 


verjchiedenen Werthen der Urvariablen © entfprechen die Abſeiſſen AM, 
AN u. f. w., ımd ben verjchiedenen Werthen ber Abhängigvariablen y die 
Ordinaten MP, NQ u. ſ. w. der Curve. Die Eoordinaten (Abfcifien 
und Ordinaten) der Curve ftellen alfo die beiden Variablen der Function vor. 
Die graphifche oder bildliche Darftellung einer Function oder die 
Zurüdführung derjelben auf eine Curve vereinigt mehrere Vortheile in fich. 
Sie liefert uns erftens einen Ueberblid über den Zufammenhang zwifchen 
zwei veränderlichen Größen; fie erjegt und zweitens die Stelle einer Tabelle 
oder eines Inbegriffes von je zwei zufammengehörigen Werthen einer Function, 
und fie verjchafft und drittens die Kenntniß von den mannigfaltigften Eigen- 
haften und Beziehungen der Yunctionen. Der mit dem Halbmefler CA 
—= (CB = r beichriebene Kreis ADB, ig. 3, welcher der Function 
Fig. 3. y=V2rx — x? entſpricht, worin x und y bie 
Coorbinaten AM und MP bezeichnen, gewährt 
uns z. B. nicht allein eine lleberficht fiber die ver⸗ 
ſchiedenen Werthe, welche diefe Function annehmen 
kann, fondern macht und aud) mit anderen Eigen- 
thümlichkeiten dieſer Function befannt, da die 
Eigenfchaften des Kreifes auch ihre Bedeutung in 
der Yunction haben. Wir wiſſen 5. B. hiernadh, 
ohne weitere Unterfuchungen, daß y nicht allein flr z — 0, fondern auch 
fir z = 2r Null ausfällt, daß ferner y ein Marimum ımb zwar — r 
wird, wenn z — r iſt, u. f. w. 
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Graphische Darstellung. Die Naturgefege laffen ſich in ber Regel $. 3. 
durch Functionen zwifchen zwei oder mehreren Größen ausdrücken und find 
deshalb auch meift einer graphiichen Darjtellung fähig. 

(1) Beim freien Fallen der Körper im Luftleeren Raume hat man 
z.B. für die Fallgeſchwindigkeit y, welche der Fallhöhe x entipricht, „— V 29x; 
diefe Formel ſtimmt aber auch mit der Gleichung y — Vrz der Parabel 
überein, wenn man ben Parameter (p) der letzteren gleichſetzt ber doppelten 
Beihleunigung (2 9) der Schwere; daher läßt ſich auch das Fallgeſetz durch 
eine Parabel APQ, Fig. 4, mit dem Parameter p — 29 graphiſch dar» 

ſtellen. Die Abſciſſen AM, AN. . dieſer 


Big. 4. Curve find natürlich die Fallräume, und bie 
g entſprechenden Orbinaten MP,NQ.. bie zus 
2 gehörigen Geſchwindigkeiten. 
P 3 (2) If a ein gewifles Luftvolumen unter 
, ı der Preffung von 1 Atmofphäre, fo hat man, 


dem Mariotte'ſchen Gejege zufolge, das 
A Im 4 N 9 Volumen derfelben Luftmenge unter der Prefſung 


von x. Atmofphären: y = — 


v [73 
Ir Si, iſt y Za, fire, y=nflte=my=l, 


a | 
für z==10, ift y=Ty fir = 100, y= Toy füre= o,y==0; 


man fieht alfo, daß das Bolumen immer Heiner und Heiner wird, je größer 
die Spannung ift, und daß, wenn das Mariotte’fche Gefeg bei allen 
Spannungen richtig bliebe, einer unendlich großen Spannung x ein umenblich 
Heines Bolumen y entipräche. 

Ferner: æ — 1, gebty—= 2a 2—= 1; giebt y— 4a, 

z=Un »„ y=-1a =0,„ ym=»a, 

je Heiner biernad; die Spannung wird, befto größer fällt dagegen das Volu⸗ 
men aus, und wenn die Spannung unendlich Hein ift, jo ftellt ſich das 
Volumen unendlich groß heraus. 

Die Curve, welche diefem Geſetze entipricht, ift in gig, 5 (a. f ©.) ab» 
gebildet; AM, AN... find die Spannungen ober Abfcifien x, MP, NQ.. 
die entiprechenden Volumina oder Drbinaten y. Man fieht, diefe Curve nä- 
hert fi) allmälig den Axen AX und AY der Coordinaten, ohne fie je zu 
erreichen. 

(3) Die Abhängigkeit der Erpanfivfraft y des gefättigten Waffer- 
dampfes von der Temperatur = läßt ſich mwenigitens innerhalb gewiſſer 
Grenzen durch die Formel: 

1? 
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y—= (7 +® " Atmofphären 


ausdriiden, und es ift erfahrungsmäßig, innerhalb ziemlich, weiter Grenzen, 
a — 76, b— 175 und m = 6. Wenn wir hiernad) 


— ( 4 
*E7 





Fig. 6. 


Fig. 65. 





LM 2M3 4 x -75 4 Mı»0 N 200 


jegen und eine unbeſchrünkte Richtigkeit diefer Formel annehmen, fo erhal- 
ten wir: 





6 
Sürz= 100% y—= (7 1,000 Atmojphäre, 

125\® 

„= DH, y—= (7 = 0,133 n 

—— 0 — — 

„8 0%, y = (=) 0,006 n 
0 \6 

„t= — 750, y= (173) = .0,000 n 
6 

ferner für & — 120% y—= (7 — 1,914 n 

„= 150%, (5) — 4517 n 


275 

„ 2= 2000, y= 6 
Die entfprechende Curve führt PQ, Fig. 6, vor Augen; man fieht, die: 

fefbe geht in einem Abftande AO — — 75 vom Anfangspunfte A der 
Coordinaten durch die Abfciffenare, und in einem Abftande AS = 0,006 


) = — 15058  , 
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von eben dieſem Punkte durch die Ordinatenare; ferner einer Abſeiſſe 
AM <- 100 entſpricht eine Ordinate MP unter 1 und einer Abſeiſſe 
AN > 100 gehört die Ordinate NQ > 1 zu; auch ift wahrzunehmen, 
dag nicht nur y mit © ind Unendliche wächſt, fondern auch, daß die Curve 
immer fteiler und fteiler anfteigt, je größer = wird. 


Gekrümmte Flächen. Eine. Function ⸗ —= f(z,y) mit zwei Ur- $. 4. 
variablen läßt fich durch eine frumme Fläche BCD, Fig. 7, darftellen, 
in welcher bie Urvariablen z und y durch die Abfciffen AM und AN auf 
den Aren AX und AY, und die Abhängigvariable ⸗ durch die Ordinate 
OP eines Punktes P in der Fläche BCD repräjentirt werden. Giebt man 
bei einem beftimmten Werthe von x, y verjchiedene Werthe, jo erhält man in 
8 die Ordinaten der Punkte einer mit der Coordinatebene YZ parallel laufen= 
den Eure EPF; nimmt man dagegen bei einem bejtimmten Werthe von % 
für x verfchiedene Werthe an, jo ergeben ſich in # die Ordinaten der Bunfte 
einer mit ber Coorbinatebene XZ parallel laufenden Curve G PH. Es läßt 
ſich Folglich die ganze frummme Fläche B CD als eine ftetige Verbindung von 
mit den Coordinatebenen parallel laufenden Curven anfehen. 


Das Mariotte-Gay-Luſſac'ſche Gefeg s — arm, wonach 


ſich das Volumen & einer Luftmenge aus der Preſſung x und Temperatur y 
derjelben berechnen läßt, ift durch die krumme Fläche CKPH, Fig. 8, gra⸗ 
phiſch darzuftellen. Es ift AM die Prefiung x, AN = MOdie Temperatur 


Fig. 7. "Fig. 8. 





2, Z 
t 
Hi 
J F en c 
Hi EN \ | \ 
j + 
F' . \ 
Ä an x‘ F — 
4 4 B 
[ ı J | * 
N MI BEN 448 
— 
— — — N 1: 
j Ü Y 
y und OP das entiprechende Volumen s, ferner geben die Coordinaten der . 


Curve PGH die Bolumina bei einer und derfelben Temperatur AN = y, 
fowie die der Geraden KP die Volumina bei einer und derjelben Preffung 
AU =NO=rm, 





un 
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Differenzisl. Wenn man die Urvariable einer Function oder Abſeiſſe 
AM= x, Fig.9 und Fig. 10, der ent|prechenden Curve um eine unendlich 
feine, fünftig durch 9x zu bezeichnende Größe MN wachſen läßt, fo geht die 
entſprechende Abhängigvariable oder Ordinate MP=y in NQ=yı Über, 
und wird um den durch Oy zu bezeichnenben unendlich Heinen Werth RQ 
— NQ — MP größer. Beide Wachsthümer O2 und 9y von x und y 
nennt. man Differenziale oder Elemente ber Beränderlichen ober Coordi⸗ 
naten = und y, und es ift nun unfere Hauptaufgabe, für die am häufigiten 
vorkommenden Yunctionen die Differenziale, ober vielmehr die Verhältnifie 
zwifchen den zuſ ammengehörigen Elementen ihrer Variablen z und y zu fin⸗ 
den... Segt man in der Function y =/f(@), wo & die Abfciffe AM und 
y die Ordinate MP vorftellt, 

fat: +92 = AM + MN= AN, ſo erhält man 
fatt y: „+ 9y=MP-+-RQ=NN, alſo: 
y+oy=/f( + 0%), 
und zieht man hiervon den erften Werth von y ab, jo bleibt das Element 
oder Differenzial der Bariablen 9, d. i.: 
y=of@)=f@ +0) — f@ 


er) 


übrig. 
Fig. 9. Fig. 10. 
p R Q 
HR 
T A MN x A T MN x 


Dies ift die allgemeinfte Regel zur Beſtimmung des Differenziales 
einer Yunction, aus welcher fi durd) Anwendung auf verſchiedene Yunctios 
nen wieder andere mehr oder weniger allgemeine Regeln ableiten Laflen. 

St z.B. y— 22, fo hat man: 

oy = (x + 02)? — 2°, 
oder, da 


zu ſeben if: 
Oy = 2202 + 02? = (2x + 02) 0x; 
und einfacher, da 9x als unendlich, eine Größe gegen 2x verfchwindet, 
oder 2% durch Hinzutritt von Ox nicht angebbar verändert wird und des⸗ 
balb unbeachtet gelaffen werden Tann: 
0y = 09a?) = 2x0x. 


@ +9) =x + 2202 + 02° 
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Es entfpriht y = 2? dem Inhalte eines Quadrates ABCD, Fig. 11, 
Fig. 11. defien Seite AB = AD = : ifl, und es läßt fi 
N PQ auch aus der Figur entnehmen, daß durch Zunahme 
der Seite um BM= DN=—-2z, das Quadrat um 
D 9 zwei Rechtecke BO und DP— 20x und ım ein 
| Quadrat OP — (9x)? wählt, daß alfo bei einem 
ımenblich Meinen Wachsthum 9x von 2 das Quadrat 
jr au 77 x um dad Element 2 20x zuninmt. 
Tangentenlage. Die gerabe Linie TPQ, Fig. $. 6. 
9 und 10, welche durch zwei unendlich nahe Tiegende Punkte P und Q einer 
Curve geht, heißt Tangente oder Berührungslinie diefer Curve und 
beftimmt bie Richtung derfelben zwifchen bdiefen Punkten. Dan giebt die 
Richtung der Tangente durch ben Winfel MTP = «a an, unter welchen 
die Abfciffenare AX von dieſer Linie gefchnitten wird. Bei einer concaven 
Cure wie APQ, Fig. 9, liegt die Tangente außerhalb der Curve und 
Abſciſſenaxe; bei einer converen Cure APQ, Fig. 10, hingegen befindet 
fie ſich zwifchen der Curve und Abfciffenare. 
In dem unendlich Heinen rechtwinkeligen ‘Dreiede POR, Fig. 9 und 10, 
mit den Katheten PR = Or und RQ — 9y ift der Winkel RPQ gleich 
dem TZangentenwintel MTP = «, und ba 
— OR 
tan. QPR= PR 
it, fo hat man aud): 
tang.a — %. 
0x’ 
es giebt aljo das Verhältniß oder ber Quotient and den beiden 
Elementen Oy und da bie trigonometrifche Tangente des Tan» 
gentenwintlels an. 
3.2. flir die Parabel, deren Gleichung y? — px ift, hat man, wenn 
man y? — px —= 8 jeht: 
s—=y+oW’—y—y?’+2yoy to —y’—=2yoy + oy®, 
oder, da Oy? gegen 2y0y, ober, was auf eins herausfommt, Oy gegen 2% 
verſchwindet: 
08 = 2y0y, 
und ebenfo: 
02 —=p(x + 02) — pa. 
Es ift hiernach 2 y9y — p9x, und daher für den Tangentenwinkel der 
Barabel: 
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In der Regel nennt man das beftimmte Stud PT der Berührungslinie 
zwifchen dem Berührungspuntte P und dem Durchſchnittspunkte Z' mit der 


. Gig. 12. Sig. 13. 





Abſeiſſenaxe Tangente, und bie Projection Z’M deffelben in der Abſciſſen⸗ 
are Subtangente, und hat daher: 
subtang. = PMocotang. PTM 
GE; 
= ycolang.a = Y——, 


0Y 
3. ®. bei der Parabel: 


subtang. = y = = 22. 


Es ift alfo hier die Subtangente der doppelten Abſciſſe gleich, und hier 
nad; die Rage der Tangente für jeden Punft P der Parabel leicht anzugeben. 
Bei einer krummen Fläche BCD, Fig. 7, find die Neigungswinfel a 
und 4 von ben Tangenten PT und PU an einem Punkte P durd) die 
Formeln 
fang. e = = und tang.ß — r 
beitimmt. 
Die durch PT und PU gelegte Ebene PTU ift Tangentialebene ber 
Krummten Fläche. 
$.7. Differenzialformeln. Fir eine Function y=a + mf(z) hat man: 
oy=[a + mf@ + 22)] — [a + m/@)] 
=a—uaH+ mf(z +02 — mf(x) 
u =mnfat m) - ah 
‚bi 


1) 222.2. 2a + mf@)] = mof(e), 

.B.: j 

0(5 + 322) = 3[(x + 92)? — 2?) = 3.2279 = 6r20r. 
Es iſt ebenjo: 

(4 — 1a) = — — Yale + 92)” — 8°] 

— — 1 (2? + 32200 + 32022 + 02° — 2) 

= — 1.322902 = — Yy20a. 
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Bir Tönen hiernach folgende wichtige Regel aufftellen: Die conftan- 
ten lieder (a, 5) einer Function verfhmwinden beim Diffe- 


venziiren, und die conflanten Factoren (m, 3) bleiben hierbei 
unverändert. 


Die Richtigkeit dieſer Regel läßt fich auch graphiſch darthım. Für bie 
Curve APQ, Fig. 14, deren Coorbinaten ein Ma AM —=x und 
Fig. 14. Big. 15. 

Q Qı 
B R. 





Q 


A N 


MP—=y=/f(x), und e ein anders Mal AM = und MP=a+ty 
=a+ fl) ſind, ft PR=09z md RQ=Oy=6f(x) und auf 
=9(a +y)=0[a + f(@)]; und für die Cumen AP, Q, und APQ, 
dig. 15, deren zufammengehörige Orbinaten MP, und MP, ſowie NQı 
und NQ ein gewifles Berhältniß zu einander haben, ift auch das Verhält- 
niß zwiſchen den Differenzialien 
RQı = NQ, — MP, un RQ = NQ — MP beitänbig baflelbe; 
denn jegt man MP, = m.MP und NQ, = m.NQ, Io folgt: 

R,Qı = NQa — MP =m(NQ — MP)=m.BQ 


d. i.: 
o[mf(z)] = möOf(e). 
Iſt ferner y=u+v, alfo die Summe von zwei Bariablen w und 
v, jo bat man 
dy — u4du tv +9 — (u - v), d. i. nach 8. 6: 
0) . ..0W-+ v)= du + Ov; ebenſo: 
ee) + PyaI= AK) + dp). 

Es iſt alfo das Differenzial von ber Summe aus mehreren 
Bunctionen gleich der Summe von den Differenzialien der eins 
zelnen Sunctionen; z. B.: 

%27 +32? — 20a + 6202 ara +62 ar)0x 

Die Richtigkeit diefer Regel ift auch aus der Betrachtung einer Curve 
APQ, Sig. 15, abzuleiten. Iſt MP = f(x) und PP, = g(e), fo 


hat man: 

MP, =y=/f(x) + yp(e), un: 
y=RA=RSH+ SQ = RQ +SQA =Ofle) + 9yle), 
da P, S parallel zu PQ gelegt und deshalb RS=RQ nd QS=PP, 
geſetzt werden kann. 








§. 8. 


10 Hülfslehren aus der Analyfis. [8. 8. 


Differenzial eines Products und eines Quotienten. Yty=w, 
aljo da8 Product zwejer Bariablen, 3. B. der Inhalt eines Rechteckes 
ABCD, ig. 16, mit den variablen Seiten AB= um BC=v, 
fo hat man: 
oy = (u+Ou) HIV) — ur = ur + uO0 + v9u + 9udv — ur 

= u0v + vOu + Ou0v = udv + (v + Ov)Odu. 
Fig. 16. Nun ift aber in o + do, do unendlich Hein ges 
p gen o, daher läßt ſich 
v9 + 9er =v, und (v + O90)9u = von, 





fowie 
wov + (v + Ov)9u = uOv + vOu 
Ä ſetzen, jo daß 
IL). . . Oluv) = udv + vOu, ſowie 


oa). Pa)) = )d pl) + Pladfle) 
folgt. 0 


Es ift alfo das Differenzial eines Productes zweier Variablen 
gleih der Summe aus den Producten von je einer und dem 
Differenziale der anderen Variablen. 

. Wenn bie Seiten bes Hechtedes ABCD, Fig. 16, um BM — du und 
DO = dv wachſen, fo nimmt der Inhalt y—= AB. AD = ur deſſelben 
um die Rechtede CO —= uOv, CM —= vOu und CP = 9udv zu, wo⸗ 
von das letztere als unendlich ein gegen bie erfteren verjchwindet, und 
e8 ift daher das Differenzial diefes Flächenraumes nur gleich, der Summe 
udo + vOu ber Inhalte der beiden Nechtede CO und CM zu ſetzen. 

Diefer Regel zu Folge ft 5.2. für y— x(32? + 1): 
oy=x0(322 +1) + (32° + 1)0x = 3209(22) + (32° + 1)9% 

— 32.2202 + 3229z + 9x = (92? + 1)0x. 
Ferner ift, wenn 0 einen britten variablen Factor bezeichnet: 
Oluvw) = ud(vw) + vwOu, 
oder, da o%lvw) = vow + wör iſt, 
Oluvw) = urdw + uwOv + vwdu; ebenfo 
Oluvwe) = uvwOez + uvsdw + uwsdv + vwsdu. 
gſt u — v — «a, fo folgt dlut) = 4u?du, ſowie allgemein: 
IV.).... O (m) = mm!dz, 
wenn der Exponent m eine ganze poſitive Zahl bezeichnet. 
Z. B.: la’) = 7x°0z, ſowie 9 (ꝰ/, 2°) = 6 270. 
Iſt in / — 7”, m wieder eine ganze pofitive Zahl, fo hat man auch: 
yar —= 1, und I (ya”) = 0,d. i. 
yolzr) + zrdy = 0, und daher 
yo9(z®) rmidn 


— _ I! _ _ 1.0.7000. — —1 
y= * * mo "10, 
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oder, wenn man — m — n feßt: 
ar) = na dx. 
Es gilt alfo die Regel IV.) auch für Potenzen mit ganzen negativen 
Erponenten. 3. B.: 


— — Bart = — IE, 
ebenfo: 
DB = 2 


Aunym=ar, = irgend ein Bruch, deffen Nenner n und Zähler m 
ganze Zahlen find, fo hat man aud) y* = x”, und Ily*) = 9a”), d.t.: 
ny"10y —= mar!0z, daher 
mariOz mar1dx m >-ı 
y=- —=—- —=- oo" 0. 
n yı n an" n 
Setzt man = — p, fo folgt: 
Oy=09(aP) =pardz, 
alfo ebenfalls entjprechend der nun allgemein als richtig anzurfehenden Regel IV.) 
Auch iſt 9 (ur) =pur-19u, wenn u irgend eine abhängige Function von 
3 bezeichnet. 
Hiernach ift 3. 8. 9 (Vz?) = 9 (29) = 40a = 3, Vr9z, 
dan OV2rr — = oYr = lu) = Yu du 
—ı, ‚C(2rs — a?) _ 2r0x — 2208 _(r-n)08 . 
ur 2 Yu Varz — 2° 


Um das Differenzial eines Duotienten y = — zu finden, fee 
man u — vy, wonad dann Ou — vOy + yOv, folglich 


u 
du ya 0,0% 


oy= ‚di 
v v 
vr) (RER pol 
Hiernad iſt z. 2. 
) _& +29 (& — 1) — ( — DO 42) 
s+ 2) TEN — 


_ @ + 2).2205 — (® — 1).0x x +4x + — )dr. 
@+ 39: - T@+39% 
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Auch ift 


(= rnl)=- 2R--% 


$.9. Die nigebraische Function x*. Die Function y = x" ift die wid): 
tigfte der ganzen Analyfis, weil man faft bei allen Unterſuchungen auf die- 
jelbe ftößt. Wenn man dem Erponenten r» alle möglichen Werthe, pofitive 
und negative, ganze und gebrodjene u. ſ. w. beilegt, fo liefert fie aud) die ver: 
jchiedenartigften Eurven, wie durch Fig. 17 veranfhaulicht wird. Es ift hier 
A der Null» oder Anfangspunft der Coordinaten:, XX bie Abfeiffen- und 
YY die Ordinatenare. 

Trägt man zu beiden Seiten der Coordinatenaren in deu Abftänden e—+ 1 
und y —= + 1 von A die zu diefen Axen Parallelen X, X,. X; X, ıYı 
und Y, Y, auf, und verbindet man die Durchfchnittspunfte Pi, P,, P, und P, 
derfelben noch durch die Transverfalen ZZ, Z,Z,, fo erhält man daburd) 
ein Diagramm, am welches fich fänmtliche der Gleichung y — x* entipre- 
ende Curven mehr oder weniger anjchliegen. Uebrigens ift fr jeden 
Punkt der Abfciffenare XX, y — 0, fowie für jeden Punkt der Drbinaten- 
are Y Yı= 0; ferner fir die Punkte in den Axen X, X, und X,X,, 
y=+t 1, und für die Bunkte in den Aren K und ,Y,2=H+1. 

Setzt man in der Gleichung / — x", x — 1, fo erhält man, was auch 
der Erponent » flir eine Zahl fein möge, ftet8 y —= 1, und nur flir gewilfe 
Werthe von n, überdies noch / — — 1; es gehen ſolglich auch alle der 
Gleichung y = x” angehörige Curven duch den Punkt P,, deffen Coordi⸗ 
naten AM = 1 und AN = 1 ſind. 

Nimmt man n —= lan, fegt man alfo y = x, fo befommt man die 
von beiden Aren XX und Y'Y gleichviel abweichende Gerade (ZAZ), welche 


auf der einen Seite von A unter dem Winfel von 45 Grad (7) auf-, und 


auf der anderen Seite unter demfelben Winkel abfteigt. Dagegen erhält man 
für y= — 2.die unter dem Winkel von 45 Grad auf der einen Seite 


von A nieber-, und auf der anderen Seite auffteigende Gerade Zi AZ. 

Iſt dagegen n > 1; fo fällt y — 2" für z < 1, Heiner und dagegen 
für x > 1, größer als za, und ft n < 1, fo ftellt fih y — x" für 
x < 1, größer und dagegen für x > 1, Heiner als z heraus; dem erfteren 
Falle (n > 1) entſprechen convere Eurven, welche anfangs unter, von 
P, aus aber über der geraben Linie (ZAZ) hinlaufen, und dem zweiten 
Falle (n < 1) concave Curven, bei weldyen das Umgekehrte ftattfindet. 

Wenn im erften Falle der Erponent n immer Heiner und Heiner und 
endlich verſchwindend Fein oder nahe Null angenommen wird, jo nähern ſich 
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die Ordinaten dem conftanten Wertde y —= 2° — 1, und die entfprechenden 
Curven über AX der gebrochenen Linie AN P, X, immer mehr und mehr; 


Big. 17. 





wern dagegen im zweiten {alle der Exrponent » immer größer und größer 
wird, fo nähern ſich die Ordinaten allmälig dem renzwerthe y = x” 
= 2 — ©, dagegen die Abfciffen nach und nad) ber Grenze x = y' 
= 1, und es rücken deshalb die entfprechenden Curven der gebrochenen Linie 
AMP, Y, immer näher umd näher. 


1 
Nimmt man n = — Lan, fegt man liyer'=- jo iſt für 


0, y= o und für æ — @o,y— 0, und man hat es mit einer 
aus S. 3 befannten und in Fig. 5 abgebildeten Curve (1 P, D zu thun, 
welche ſich einerſeits immer mehr und mehr dev Ordinaten- und andererſeits 
immer mehr und mehr der Abſciſſenaxe nähert, jedoch dieſe Aren nie wirklich 
erreicht. 
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Iſt der Erponent (— n) der Function y=ct—= — ein ächter Bruch, 


jo fällt für <1,y< 3 und dagegen für P >1y> — aus, und 
ift dieſer Erponent größer als die Einheit, fo hat man umgelehrt, fir z<<1, 
„>ı und für x > 1y<- Die der Function y = 2” ent- 


Iprechenden Eurven laufen alfo, je nachdem » Heiner oder größer als Eins 
ift, anfangs unter oder über, und fpäter vom Punkte P aus, über Oder umter 


dr Curve / bin. Während überhaupt die Curven, welche 


pofitiven Werthen von n entjprechen, ſich anfangs unter, und von P, aus 
über dev Geraden (X, X,) hinziehen, Iaufen die Curven, welche aus negati- 
ven Erponenten (— n) hervorgehen, erſt über und von jenfeits P, unter 
(X, X,) hin. Bei jenen Curven ift für x = 0, auch y — 0, und für 
z—= 0 uhy= w, bei biefen hingegen für 2 — 0, y— », undflir 
z—=0,y=0. Denn fid) jene immer mehr und mehr von den Coor⸗ 
dinatenaren XX und YY entfernen, je weiter man fie von dem Anfangs- 
punkte A aus verfolgt, nähern fich diefe immer mehr und mehr einerjeits 
der Are X X und andererfeitö der Are I’Y, ohne diefe Geraden jedoch wirf- 
fich zu erreichen. 

Uebrigens rücken die legten Curvenſyſteme entweber der gebrochenen Linie 
YNP, X,, ober der gebrochenen Linie Y, PL MX immer näher und näher, 
je nachdem fid) der Erponent der Grenze n — 0 oder der Green — © 
immer mehr und mehr nähert. 


Stiny= x”, m eine ganze ungerade Zahl (1,3,5,7...), 
fo hat y mit x daſſelbe Zeichen; pofitiven Werthen von x entjprechen aud) 
‚ pofitive Werthe von y und negativen Werthen von 2 aud) negative Werthe 
von y. Iſt Hingegen m eine ganze gerabe Zahl (2,4,6...), fo 
fällt ſowohl für pofitive als auch fir negative ©, y pofitiv aus. Die Cur⸗ 
ven im erften Falle, wie 3. B. (3 PRLAP,3) oder (1P1,1P;1), laufen 
folglich auf der einen Seite der Ordinatenare Über und auf der anderen 
unter der Abfciffenare XAX Hin; die Curven im zweiten Falle, wie z. B. 
(2 Pı APı2) oder (2 Pı2, 2 P42), ziehen fich dagegen nur über der Abſeiſ⸗ 
fenare hin und nehmen folglich auch nur den erften und vierten Quadran⸗ 
ten ein. Jene entfprechen für m — + w ben Örenzlinien Y, MAMı Y, 
und XMY,,XM, T,, diefe hingegen den Grenzlinien Y, MAM, Y, und 
XMY,, XMı};. 
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1 

Iſt in y — Xi", n eine ganze ungerade Zahl, fo hat y mit x 
einerlei Zeichen, und ift m eine ganze gerade Zahl, fo giebt jedes pofi- 
tive æ fir y zwei Werthe, einen pofitiven und einen gleich großen negativen, 
und es ift dagegen fir jedes negative x, y imaginär oder unmöglih. “Die 
Curven, wie 3. ®. (1/, P, A P,!/s), welche dem erften Falle entiprechen, be 
finden fich daher auch nur im erften und dritten Miadranten, und die Curven 
für den zweiten Fall, z. B. (!/, PL AP,!/,), nur im erften und zweiten 
Quadranten; jene haben fir n — @ bie Örenzlinien X, NAN, X, und 
X, NY, X, N, F, dieſe die Grenzlinien X NAN X, und X,NY, 


X, N YF. 
1 
Day PR 2 = y+* bedingt, fo folgt, daß das legte Curvenſyſtem 


ı 
( — xt=) von dem vorhergehenden (y — +”) nur in der Lage gegen 
das Arenkreuz abweicht, und daß durch Drehen und Wenben die Curven des 
einen Syſtems mit denen des anderen zum Yufammenfallen gebracht werben 


fünnen. 
1 


m 1 
Dr.y=ır — (z=) — (x")" ift, fo kann man ben Lauf der ent: 
ſprechenden Curve nad) dem BVorftehenden im Allgemeinen ſtets angeben. 
3. 8. die Curve für _ 
var (= (Vz) 
hat ſowohl für pofitive als auch für negative x, pofitive Ordinaten. Das 
gegen die Curve für, 
var (ah) — (Vz) 
hat nur für pofitive x, reelle Ordinaten, und zwar je zwei entgegengejekte. 
Ferner bei der Curve für _ 
y=t=(Yr) 
hat y mit  ftet8 einerlei Zeichen, da weder die fünfte Wurzel noch der Cubus 
da8 Zeichen der Grundzahl ändert. 


Endlich find die Curven, welche der Gleihung y — — x” entipredhen, 
nur durch die entgegengefette Rage gegen die Abfciffenare X X von denen der 


Gleichung y — 2” verſchieden, und bilden die ſymmetriſchen Hälften eines 
Ganzen. 


Tangentenlage der algebraischen Curven. Aus ber wichtigen $. 10. 
Formel d (a) —= nz" 19 folgt auch die Formel fr den Tangentenwinkel 
der entſprechenden und in Fig. 18 (a. f. ©.) abgebildeten Curven; e8 ift nämlid): 

oy _ı 

lang. a = — = na!, 


0% 
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und daher die Subtangente diefer Curven 


EEE RE. 30 
— Oy nam m 
Hiernad hat man z. B. für die fogenannte Neil’fche Parabel, deren 
3 
Gleichung ay? = 22, oder y= — ft: 
1 9(&%) 1 = 


umd die Subtangente — ?/; 2. 


3 
Ferner ift fir die [don aus dem Obigen befannte Curve - = atıT, 
A) LA a\? 
tang.a = a? = -5=-(%), 


T 


1 


und die Subtangente — 


— — x. (Bergl Fig. 5.) 
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Bolglich wird fir x — 0, tang. = — 0o, alſo a —= 90°, 
ferner für z —= a, tang.a = — 1, alſo « = 135°, 
und für z = »,tang.a = 0, alfo & = 0%, u. ſ. m. 
Gleichung der geraden Linie und Asymptoten krummer 8. 11. 
Linien. Wenn eine gerade Linie AO, Fig. 19, die Abjciffenare unter 
dem Winkel XKAO — « fchneidet, und vom Coordinatenanfangspunkt C 
um CK — n adfteht, fo ift die Gleichung zwifchen den Coordinaten CM 
— NP=xwmb CN—= MP =y eines Punktes P in derfelben, da 
s»—= MR — ML, und MR == cos. c, fowie ML —= zsin.« ift, 
008.0 — zsin.a —=n. 
Sir 2 —= 0 nimmt yban Bath (— B b Fr an; daher ift auch 
ss = 508.0, ınd y cos. « — zein.a — bcos.«, ober 
y=b- ztang.e. 
Gewöhnlich nennt man die Linien CA und CB, um welche die Durch⸗ 
ſchnittspunkte A und B der Öeraden mit den Coordinatenaren COX und CY 
Sig. 19. von dem Anfangspunfte CO abftehen, 
Ä o die Payameter ber Geraden, und 
bezeichnet fie durch die Buchſtaben a 
und d. Der Figur entſprechend ift 


CA= — a, baher: 
CB b 
tang. « — a” — 


und folglich die Gleichung der Ges 


raden: / — b — * x, oder: 





— + z — 1 (f. „Ingenieur“ Seite 164). 


Denn ſich eine Curve einer Geraden, welche um eine endliche Größe vom 
Coordinatenanfangspunft abfteht, bis ins Unendliche immer mehr und mehr 
nähert, ohne daß fie diefelbe je wirklich ganz erreicht, fo heißt diefe Gerade 
bie Afymptote der Eure. 

Die Alyınptote läßt fich als Tangente oder Berlihrungslinie fir einen uns 
endlich entfernten Punkt der Curve anfehen. Ihr Neigungswinkel © gegen 
die Abfcifjenare ift daher beſtimmt durch 

tang. = = ; 
und ihre Abftand n von dem Nullpunkt der Coordinaten, durch die Gleichung 
n = yc05.0 — æSin. — (y — ztang.a) 08.0 


2 


Belsbacd's Lehrbuch der Mechanik. L 


u 
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vycotq. — % 
VI. 4 (cotg.«)? 
/ 0x | / Oz2\? 
wenn man darin z und y —= w fekt. 
Damit eine Tangente für einen unendlich entfernten Berührungspunkt 


eine Aſymptote fei, iſt nöthig, daß fir © oder y— ©, y — wtang.a ober 
ycotg.a — nicht unendlicd) groß ausfalle. 


fowie durd) n —= (ycolg.x — x) sin.a — 


"Für eine Curve von der Gleichung y =” — — iſt 





m m 1 
tang.a = — ZmHl und y — xtag.ae —= a "+ zu = ** 
Mi — x 
fowie yceolg.a — 2 = — Fr (m +1) 7— daher 


)frz=.o,y= 0, tang.e —= 0, y — ztang.e = 0 und 1— 0, 
und 

2) fry= 0,2 = 0, tang.a = o,yolg. -— = 0b n —=0. 
Den Bedingungen tang.« —=0 und n—0 entſpricht aber die Abfciffenare 

XX, und ben Bedingungen « — 90° und » — 0 die Ordinatenate YY, 

daher find diefe Aren zugleich Aſymptoten von den Curven, welche der Gleichung 

y— x” entipreden. (Bergl. die Curven 1Pı1, 2Pı2 und 1) Pı1/s 

in Fig. 18, Seite 16.) 


8. 12. Ellipse und Hyperbel. Die Öleihung einer Ellipfe ADA,D,, 
Fig. 20, läßt fi) aus der Gleichung: 2 a4r 

Fig. 20. des Kreiſes ABA,B,, deſſen 
Halbmeſſer CA= CB= CP 
— a und Coordinaten CM=—=x 
md MP = yı find, ſogleich ab⸗ 
leiten, wenn man in Betracht 
zieht, daß die Ordinate MQ—y 
der Ellipfe in demjelben Verhält- 
niffe zur Ordinate MP = yı 
des Kreifes (bei gleicher Abſciſſe) 
fteßt, wie die Kleine Halbaxe 
CD = b der Ellipfe zu dem ber 
großen Halbare berfelben gleichen 
Kreishalbmeſſer COB=a. Es 

iſt alſo: 

a 


b q a3 , 
7 7 daher 0 = und ⸗ ta y=a,bi: 


Y 
BI 
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3 
= + “ — 1, bie Gleichung der Ellipfe. 


Setzt man in diefer Gleichung ftatt + b2, — 59, fo erhält man die 
Gleichung 
x  y° 
der aus zwei Zweigen PAQ und Pi Aı Qu, Fig. 21, beftehenden Hyperbel. 
Denn wir in ber hieraus folgenden Formel: 
y= 2 Ve’ a®, 
z unendlich groß nehmen, fo verſchwindet a? gegen z2, und es ift: 
b 
y =- Ve=H+ = — + ztang.e 
bie Gleichung von zwei durch den Coorbinatenanfangspunkt C gehenden ges 
raden Linien CU und CV. Da fid) die Ordinaten: 


+2 := 2 Vom 2 Ya—a 
-Y Fig. 21. U 


Y 
N, 


x | DE KL, 
— 


— 


immer mehr und mehr der Gleichheit nähern, je größer z angenommen wird, 
fo folgt, daß die geraden Linien CU und CV Aſymptoten der Hyper- 


bei find. 
Nimmt man | 
CA = a, fowie die Perpendikel AB= + AD—= — b, 


fo beftimmt man dadurch die beiden Aiymptoten; denn es ift für die Winkel 
+ «, unter welchen bie Abfciffenare von den Aſymptoten gefchnitten wirb: 


AB, . _b 
tang. ACB = Ts d. i. tang. = 7 und ebenſo: 


AD,. b 
tang. ACD = T4' db. i. tang. (— 0) = — * 


Nimmt man ferner die Aſymptoten UU und Vr ale Coordinatenaren an; 
2* 
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fest man die Abfciffe oder Ordinate ON in der einen Arenrichtung — u, 
und die Ordinate oder Coordinate NP in der anderen Arenrichtung — v, 
fo hat man, da die Richtung von « um den Winkel &, und von v die um 
den Winkel — « von der Abfcifjenare CX abweicht, die Abfcife: 

CM—= x = OXcos. + NPcos..a = (u + v)cos.a, 
und die Ordinate: 

MP=y= CN sin.a — NP sin.a = (u — v)sine; 
bezeichnet man nun noch die Popotenufe CB = Ya: + b? durd) e, fo 
bat man: 


a . b 
cos. = — umd sin.ea = —, 
e e 
. c08. & sin.a 1 
folglich: „-_ -7-- und 
2— 
—— cos. &? — (u 2 uv FON) un.08 
a? b? a? D3 
u + 2uv +V? u? — 2uv + v? _4uv 
=. - —-—>=1 
e? e? e? 
woraus die jogenannte Afymptotengleihung ber Hyperbel: 
— e? d — e? t 
wm, ober ⸗ 77 hervorgeht. 


Hiernach iſt die Hyperbel zwiſchen den gegebenen Aſymptoten leicht zu 
zeichnen. Die Coordinaten für den Scheitel A fd CE= EA— > 


ig. 22. 
-Y U 
V 


— J — 
"TR 


-U v 
dagegen die Coordinaten für den Punkt K find CB—= em BK— 7 


v 


ferner hat man für die Abfciffen 2e, 3e, de u. f. w. bie Ordinaten Us re 


e e 
Us 7 1 qT» ſ. w. 
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Maximum und Minimum. Wenn man in dem Efementenverhältniß 8. 18. 
=H ober in ber Formel fir die Tangente tang. a des Tangentenwinkels, für 
x nad) und nad; verjchiedene Werthe fett, jo erhält man durch diefelbe die 
verjchiedenen Lagen von der Berligrungslinie der zugehörigen Curve. Nimmt 
man x — 0, fo erhält man die Tangente des Tangentenwinfels im Coordi⸗ 
natenanfangspunfte, nimmt man dagegen 2 co an, fo ergiebt ſich diefelbe 
für einen unendlich entfernten Punkt der Curve. Am wichtigiten find die 
Punkte, wo die Tangente einer Curve mit der einen oder der anderen Coordi⸗ 
natenare parallel läuft, weil hier in der Regel die eine oder die andere ber 
Coordinaten z und y ihren größten oder Heinften Werth hat, oder, wie 
man fagt, ein Marimum oder Minimum ift. Für den Barallelismus mit 
ber Abfcifjenare hat man «= 0, aljo aud) kang. « —= 0, und für den mit ber 
Drbdinatenare & = 90°, alfo tang.e = ©; und hiernach folgt die Regel: ° 
Man findet diejenigen Werthe ber Ubfciffe oder Urvariablen z, 

Sig. 23. welchen die‘ Marimal- oder Minimalmwerthe 

y: der Ordinate oder Abhängigvariablen y 

entiprehen, wenn man das Differenzials- 


verhältnig Z — 0, und = © Seht, und bie 


erhaltenen Sleihungen in Hinfiht auf x 
auflöft. 
3.2. fir die Gleichung y = 67 — Y,x7+ 23, 
AM N X  welde der Cume APOR in fig. 23 entfpricht, ift: 


= —=6 — 92 +37 —=3(2 — 32 +) = 31V (2 — 2). 
und es erfolgt durch Nullſetzen von =. 


1l— = 0 und — — 0, 
d. i. — 1und » — 2. 

Dieſe Werthe in die Formel: y — 67 — 9/32? + x? geſetzt, ergiebt 
fi) der Marimalwerth von : MP =6 — 9% + 1= 5/,, und ber 
Minimalwerth: OH = 12 — 8 +8 —2. 

Berner für die Eure KOPOR, Fig. 24 (a. f. ©.), deren Gleichung 


y=xz-+ Ve — 1)? ift, hat man 


oy 2 
— tang. « — 1 2 — 4 —1 . 
pi 9 + 2%, (& ) + 3% TV 
2 . 
und zwar — 0, fir a d. i. für AM=:=1—.(?/,) 


— 1/7 = 0,7037, dagegen = no, fir AN= x —= 1. Dem erfteren 
Falle entipriht der Marimalmwertb: 





8. 14. 
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MP=m—=1— (9) + Y) = ar — 1,148, 
und dem letteren der Minimalwerth: NQ = y, —=1. | 
Auch ift no für 0, AO 
— y— 1, dagegen y — 0 fir 
die Abfciffe AK = x, welche der 
eubifchen Gleichung 
23-22 — 2x +1=0 


entjpricht und den Wert} = — 
2,148 bat. 


Fig. 24. 


Wendepunkt. Sowie bei 
x einer vom Anfangspunfte A aus 
-2 —1 A MN +2 qguffteigenden Gurveymitz 





wächſt, und deshalb Oy pofitiv ift, bei einer niederfteigenden hingegen 


y abnimmt, wenn © größer wird, und deshalb Oy negativ ausfällt, und 
endlic, an der Stelle, wo die Curve mit der Coordinatenare A X parallel läuft, 
Oy Null ift, ebenfo find die den gleichen Abfciifen-Elementen öoc—= MN—=NO 
= PS=OT..., %ig.25,261u.27, entfprechenden Orbinaten-Elemente: 
89 = PStang. SPQ, d. i. Oyı = Ox.tang.aı, 
TR —= QTtang. TOR, d. t. oy = Ox.tang.ag u. |. w. 
und alfo auch die Zangentenwinkel a, @ u. f. w. bei einer convderen 
Curve APR, Fig. 25, im Wachſen und bei einer concaven Curve 





Dig. 25. ig. 26. Big. 27. 
R 
a7 
X 
Ä MNOX AUNOoOXY A MNO 


APR, Fig. 26, im Abnehmen begriffen; es ift folglich im erften alle: 


O(tang.e) = © (5) pofitiv 


— 9% 
d (tang.e) = 0 (3 


negativ, und man hat endlich auch für den Inflerions- oder Wendepunft 
Q, Fig. 27, d. i. fir die Stelle Q der Curve, wo Converität in Concavität 
übergeht, oder das Umgefehrte ftattfindet, auch SQ — TR, und daher: 


—9(%\ — 
O(tang.a) — © (5) — Null. 


und im zweiten 
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Es gilt alfo die Kegel: Iſt das Differenzial der Tangente bes 
Tangentenwintels pofitiv, fo befigt die Curve Converität, ift 
es negativ, fo hat diefelbe Concavität, und ift es Null, fo hat 
man es mit einem Wendepunkte der Eurve zu thun. 

Auch ift hiernad) Leicht Folgendes zu ermeſſen. Die Stelle, wo die Curve 
parallel mit der Abfciffenare läuft, für welche alfo kang. « — 0 ift, ent» 
fpricht entweber einem Minimo, oder Marimo, oder Wendepunfte 
der Curve, je nachdem diefe Curve conver, ober concav, oder feines von 
beiden, alfo O(tang.«) pofitiv, oder negativ, oder Null iſt. 

Dagegen die Stelle, wo eine Curve mit der Orbdinatenare parallel läuft, 
alfo kang. « —  ift, entjpricht entweder einem Minimo, oder Marimo, 
oder Wendepuntte der Curve, je nachdem diefelbe concav oder conver 
oder theil8 concav, theil8 conver, alſo Ol(lang.«) vor und nad) diefer 
Stelle negativ oder pofitiv ift, oder vor diefer Stelle ein anderes 
Zeichen hat al8 nad) derjelben. 

Ein Eurvenftüd mit Wendepunkt Q der erften Art führt Fig. 28, und ein 
ſolches mit einem Wendepunkt der zweiten Art Fig. 29 vor Augen. Man 
fieht die entfprechende Orbinate N Q ift weder ein Maximum, nod) ein Mini: 
mum; denn e8 find in feinem alle beide benachbarten Ordinaten MP und 
OR größer und Feiner als N Q. 


fig. 28. Fig. 29. Fig. 80. 





A MNO 


In der Geometrie, Phyſik, Mechanik u. ſ. w. ift die Ausmittelung von Mari⸗ 
mal- und Minimal» oder fogenannten eminenten Werthen einer Function 
oft von großer Wichtigkeit. Da in der Folge vielfadhe Beſtimmungen folder 
Functionswerthe vorkommen werden, fo möge hier nur noch folgende geome⸗ 
trifche Aufgabe diefer Art zur Löſung gebracht werden. 

Es find die Dimenfionen eines geraden Kreischlindere AN, Fig. 30, 
anzugeben, welcher bei einem gegebenen Inhalt V die Heinfte Oberfläche O 
hat. Bezeichnen wir den Durchmeſſer ber Bafis diefes Cylinders durch z, 
und die Höhe deilelben durch Y, fo haben wir: 


7 
— — 7 
=7 72 und 


die Oberfläche oder den Inhalt der beiden Grundflächen plus den Inhalt des 
Mantels: 
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0— er + xy, 


oder da der erſten Gie hung zufolge, 





—AA T. alſo zzy — 4 Va! geſetzt werden kann: 


2 
0=T- +4, 


und folglich, da wir O und x als Coordinaten einer Curve behandeln 
fünnen: 
tang.a = < = a2 —4Ve”. 
Segen wir nun diefen Quotienten Null, fo erhalten wir die Beſtim⸗ 
mungögleihung: 


== 4, oder za? = 4 V, 


deren Auflöfung auf: 


x = (ET 


— 47 _ yur,. ®@_ ve ac? — —g 
y— na 22 1693 
führt. 


Da noch 2 (tang.e) — (= + =) de pofitin ift, fo fllhrt biefe 
Beltimmung auf das gefuhte Minimum. 

Dieſe Beſtimmung findet audy ihre Anwendung, wenn e8 darauf ankommt, 
die Dimenfionen eines chlindrifchen Gefäßes zu finden, welches bei einem 
gegebenen Faflungsraume die Hleinfte Menge an Material erfordert. Sie 
entipricht diefem Falle unmittelbar, wenn das Gefäß außer feinem Freisför- 
migen Boden auch noch einen folchen Dedel erhalten fol; wenn aber ber 
letztere. nicht gefordert wird, jo hat man: 


3 
0— — + 4977, folglich 





TE 4 _ 
F — woraus nun: 


v m 
e—2 VER = - VI 
folgt. 


Während aljo im erjten Falle die Höhe gleich der Weite des Cy— 
linders zu nehmen ift, hat man im zweiten Falle diefelbe nur der halben 
Cylinderweite gleich zu machen. 
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Mac Laurin’sche Reihe. Durch fucceffives Differenziiren einer $. 15. 
Function y —= f(x) findet man eine ganze Reihe neuer Yunctionen der 
Umeriablen x, und zwar 





A(0) = Fr no JS (x x) = 2) uf. w. 
Z. B. für y = re) = = Pr folgt 
(2) = 5/,2%, fa (x) = 10/0", fs (x) — — 10/, 0% u. ſ. w. 


Fuür eine Function, welche in einer nach Potenzen von z mit poſitiven 
ganzen Exponenten fortfchreitenden convergenten Reihe 
‚=-/)=-4Aı + Ar rs” +40 + Art --- 
dargeftellt ift, erhält man 
A@W)= A +247 +34 +4A0® + --- 
Js(2) = 24 + 2.342 + 3.447 + - 
IS) = 2.34 + 2.3.4 4x: u. ſ. mw. 

Setzt man num in diefen Reihen — Null, fo erhält man dadurch lauter 
zur Beſtimmung der conftanten Coefficienten Ay, Aı, As . - . geeignete Aus⸗ 
drüde, nämlich: 

f(0) = 4, (0) = 14, h(0) = 24,5) = 2.3.4 u f.m. 
und e8 folgen daher diefe Coefficienten felbft: 


A =f(0), A =fı (0, a = 1/aJs (0), 4 = * Js (0), 


A=34 AO uf. m | 
Es ift hiernad) eine Function in folgende, nad) Mac Laurin benannte 
Heide 
2 8 
a=s0 + Am = +40.5, +40. 


+/fı (6) . 7 + ++ gu verwandeln. 


Für die Binomialfuntiny=f@)= (1 + 95 iſt 3. B. 
IE + Er Yard, 
G) —(G -Y)Rr — 2) 1 + u. ſ. w., 

wenn man daher z — Null fest, jo erhält man: 
SOV=1,A10)=nA%()=n(n — 1) 
AO) =nın — ) (Gn — 2) uf. m. 

und es folgt die binomifche Reihe: 
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I) OB EE EPG ————— 


1.2 
4 n(n —— 2) 22 +: «uf. w. 


Auch ergiebt ſich: 
n n(n—1) 2 _na-DRn-—2) , 


— nu — — — — — — — — — ..o 
1-=1- 787707075 12 ren 





fowie: | 
Atari tar, nad... 








1 % 
nn 3 —1 — — 
Ferner 1I 4- (1 — = — geſetzt, folgt ⸗ — 1 z Und 


a+y=u-n=1 + ns + rer. 


DEN. ni 











+ 
n_ n(n + 1) x N? 
N)A+a=14+47 5) + 1.2 (1) 
nt 2 x 
+ 1.2.3 (=) re 


Die Reihe unter I. ift eine endliche für ganze pofitive, und die unter II. 
eine folche flir ganze negative Werthe von n. 3.8. 
(+09 =1+5xr+ 1022 + 102° + 5x + 05, und 


a+a°=1-5(77,)+1 ( 0 (5) 
+ 56) -() 
Da+ı=a(i + =) ift, fo folgt auch | 
e+=e(1+&)=elı+%(2) 
—D ——— 


N 


U)a+P=a+- 


n(n — 1)(n — 2) 
r | 1.2.3 





ac + ed 


ar? +3 


ang +... 
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2.8. V1009? —= (1000 + 9)%® = 100(1 + 0,009)% 
— 100 (1 + 2) 0,009 + a Ch =D, 9,0093 +) 
— 3% 9 ⸗ 
— 100 (1 + 0,006 — 0,000009) = 100,5991. 
Auch ift: | 
@+y=rtam4 te Day... 
daher für fehr große Werthe von x annähernd: 
+ YP = + na, 


Hiernach folgt —— ‚ ferner: 


n 
(@ — 1 — Ze, 
(x — 21 — er -e= 3, 
@-3m= Zen, 
und zuletzt: u ’ 
a 


Durch Addition zu beiden Seiten der Gleichheitzeichen folgt num: 
ZAHE- NAHE NAHE et. 41 
_ @+)"— 1? 
= f — 
dern — 1 m, alſo à— m + 1 gefeht und bie Reihe in umgefehr- 
ter Ordnung gefchrieben: 


m m m u _ m — (z + ])r+1 — ] 
+ 2# +35” 4 ..+@—1) re= 17 


Noch Tann man, da © fehr groß, eigentlich unendlich groß fein ſoll, 
(= + —)t1 41 ſetzen, weshalb die Summe der Potenzen der 
natürlichen Zahlenreihe folgt: 

zm+1 


IV.) „reset te, ombd 


Yız + Var + Ya: + Var +... 4+Y/1000% annähernd 
—. re — ®/, Y10005 — 60000. 
/8 





8. 16. 
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Integralrechnung. Die der Abfciffe AO x, Fig. 31, entſprechende 
Sig. 31. Drdinate OP — y läßt ſich aus unendlich 
vielen ungleichen Elementen Oy wie F'B, 
GC, HD,KE...zufammenfeten, die lauter 
gleichen Elementen 9x = AF—=FL= 
LM= MN... der Abſeiſſe entjprechen. 
Wäre daher %y — 9 (x). da gegeben, 
fo würde man y durch Summation aller 
derjenigen Werthe von Oy finden, die ſich 
herausftellen, wenn man in @ (2). 0x 
flott x mh und nad 9x, 20x, 30x, 
402 ... bi8 ndz — einſetzt. Diefe Summation deutet man durch das 
fogenannte Integralgeichen S an, welches man vor den allgemeinen Aus⸗ 
drud für die zu fummirenden Elemente fett, ſchreibt alfo ftatt: 
y=[9(0r) + 9(202) + P(302) + --- + P(@)]0z, 
y= [9 2a. 

Auch nennt man in diefem alle y das Integral von 9 (æ) dæ, fowie 
p(2)09xz = 9y das Differenzial von y. 

Zumeilen Tann man das Integral [P(@)9r durch wirkliches Summiren 
der Reihe ꝙ (dx), P (20x), ꝙ (30x) u. ſ. w. beſtimmen; viel einfacher ift es 
jedoch, bei Ausmittelung eines Integrals eine der im Folgenden entwicelten 
Kegeln der fogenannten Integralrehnung in Anwendung zu bringen. 

Iſt n- die Anzahl der Elemente 9x von ©, alfo z — nOx, oder 9% 





= —, fo kann man fegen: 


fo@r.=[s (Z)+,( 2\+ (= =) + +9 (=#)]*- 


Für das Differenzial 9y —= axdz hat man 3. B. das Integral: 
y— [axdz — adz (0x + 202 + 3092 4100) 
=(1+2+3+-- +nala), 
oder, da nad) $. 15, IV, für an = o, die Summe der natürlichen Zahlen- 


tie l H2 +3 +. tn und (02) = z it, 
2? 
y= [axdz = !yn!a = hat. 
Auf ähnliche Weiſe oe man: 
— fon | [Boy Ham 
—(1+22 43° +..4+ m) ee, 
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wenn z — nd gefeßt, oder aus n Elenıenten 0x beftehend angenonmmen 
wird. Num ift aber nad) $. 15, IV, fürn o, 
It 2 +8 +... + tl, daher folgt: 
= MO _ mo _ ER, 
a 83a Ba, 8a 
Integralformeln. Aus ber Formel O[a + m/{z)] = mOf(«) ergiebt $. 17. 
fich durch Umlehrung [möf() = a + mf)=a + m for@), 
oder of(2) = P(x).Oz geiekt, 
I) [my )dz = a + m /p(2)dz, 

und bierans folgt, daß der conftante Factor m beim Integriren ſowie 
beim Differenziiren unverändert bleibt, und baß durch bloßes Inte⸗ 
griren ein etwa vorhandenes conftantes Glied a nidht beftimmt 
werden Tann; daß aljo das Integriren allein ein noch unbeftimmtes 


Integral liefert. 
Um das conftante Glied zu finden, mliffen zwei zufammtengehörige Werthe 


von z mb y — /YP(m)dx befannt fein. Iſt fur — ec, y— k, mb 
hat man y— /YP(2)dz = a+ fe) gefunden, jo muß aud) 
k=a+f(o) 

fein, unb e8 giebt daher die Subtraction: y— k = f(z) — f(e), alſo in 
dieſem alle: 

= [pr We =k+ FÜ) -SO = H+E— SO; 
und man hat hiernad) die Eonftante a —= k — S(e). 

Benn man 3. DB. weiß, daß das unbeftimmte Integral: 

y= 0" fa — 1,y = 3 giebt, 
fo hat man die nöthige Eonflante a —= 3 — !/s — 5/,, und daher das 
Integral: . j 

* ν. 

Selbſt die Conſtantenbeſtimmung läßt das Integral noch unbeſtimmt, 
weil noch file 2 als Urvariable jeder beliebige Werth angenommen werben 
fan; will man aber einen ganz beftimmten Werth K, des Integrals haben, 
der einem beftimmten Werth cı von 2 entſpricht, fo muß man noch diefen in 
das gefundene Integral ein, alfo kı = k + f(cı) — S(c) fegen. 

So giit .8.y = | r0= = ‚frz=edb,y=15. 

Meift ift derjenige Werth von z befannt, bei welchem y = 0 ausfällt; 
in diefem Falle hat man alfo x — 0, unb es führt daher das unbeftinmtte 
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Integral S p(z)9x = f(x) auf das beftimmte k, = flca) — fe), das 

aljo gefunden wird, wenn man in den Ausdrud f(x) für das unbeitimmte 

Integral die beiden gegebenen Grenzwerthe c, und c von x einfegt, und die 

erhaltenen Werthe von einander jubtrahirt. Um dies anzubdeuten, fchreibt 
x 


man ftatt f p(z)0x, / p (x) 0x, wenn alſo z. 2. f p = ft, 


a 2 — 3 
/ (dr — | 2 ”. 
Die Umkehrung der Differenzialformel 


olf@) + Py@J =) +99 (@) 
giebt die Integralformel: 
SI) +29 @]=f@) + YP@), 
oder wenn man Of(x) = Y(z)Ox und dp (X) = y(z)0x Sekt: 
1) Sly@)0x + x@)92] = [v(@)dr + [x 0x. 
Es ift alfo hiernach das Integral von einer Summe meh- 


rerer Differenzialien glei der Summe von den Integralen 
der einzelnen Differenzialien. 


3.2». fi + 52)0r—= [30x + [5.02 —= 3x + 9,28. 


Hauptformel der Integralrechnung. Die wichtigſte Differenzial« 
formel IV des $. 8: (a) = nad, 
führt durch Umkehrung auf die Hauptformel der Integralrechnung. 

Es ift hiernad) S ne 192 = ar, oder n S ar19x — 2", daher 





/ al09r = N. 
n 

jet man alſo — 1 = m, und hiernad n = m + 1, fo erhält man 
folgendes wichtige Integral: 

gr+1 
m + 1’ 
weiches in Anwendung mindeftens ebenfo oft vorkommt, als alle übrigen 
zufanmen. 

Die Form diejes Integrals weift auch darauf hin, dag es dem in 8. Q 
abgehandelten und in Fig. 17 abgebildeten Curvenſyſteme entſpricht. 

Hiernach ift . 8. [502 — 5 [ardr = !uat; ferner: 


| [Vros — [#3 — 31, dh — !ı Ver; 


ano — 
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JS — 627 + 5N)dr— [40a — [602 + [bztdr 
—=4/02 — 6/0 +5/MOr r — 20 + m; 


ferner, werm man 32 — 2 —= uw, allo 30x — du, oder dx = = 
einſetzt: 
— 1.0 [win io yo 
= 2, V(3% — 2)?; 
ou 


endfih, wenn 2232 — 1=u, alo 4x9 = Ou, db. i. dr = T 
gejegt wirb: 


—J —A 50u -2 (en -1% 
22: — aYu 4 4: 
— F * Vez — 1% 


Durch Hinzufügung der Orenzwerthe laſſen fich die unbeftinmten Integrale 
fogleich in beftimmte verwandeln, 3. B.: 


j5 2302 — 3), (2 — 19 — ’,.(16 — 1) = 18}/,, 
"e=V -Vi=i 
F Vs: — 2.2 Y, (Vie —- VY)=9%,(4 — 1) 14 


Wäre z.B. [(4 — 62° + 521) = 7 fur æ 0, fo hätte man 
allgemein: [ (A — 62° + BY) —=7 +42 — 2m + 2°. 





Exponential- und logarithmische Funcetionen. Die fogenannte $. 19, 


Erponentialfunction ya”, welche in einer Potenz mit variablem Ex⸗ 
ponenten befteht, läßt fich mittel8 Mac Laurin’s Theorem wie folgt in 
eine Reihe verwandeln, wobei auch zugleich das Differenzial derjelben mit ge⸗ 
funden wird. 

Set man a — A, + Aız + Asr? + As2? + ---, oder, da für 

2 — 0, a* den Werth a —= 1 anniuımt, alſo Ay = 1 ausfällt, 
a — 1 4 Az + Ar? + Asa? + ---, fo hat man auch: 
az —1+ A, 9x + A022 + 40x23 + -.-, und daher 

Ola?) = art? — ar — arad? — a” — ar(a — 1) 

= a? (4,9: + 402° + 402° + --.) 

—=a’(A, + AOdz + --)92z = A,ardz. 
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Nun folgt durch fucceffives Differenzitren der Reihe 
S/Q=«#«=1+A2+42°+ 42° +4 ---, 


Jı («) - NM 4e— 4 + 2 As + 3 A,” + ..., 


Js (z) = ae) _ = Al —24 +2.3.4,7 +, 
nn = 240) = Ale — 2. 8. Aʒ 4 *.., 


fest man daher x — 0, fo folgt: 

4dı = Au 2 Ar = 4}, 2.3.4; = AP ---, 

daher 

A= I 23-2, = —-4nf{m 
1.2.0 1.2.3" 1.2.3.4 10700 

und e8 nimmt bie Srponentitreih die Form 


8 
l) «=1+ 4% taten 


HAıggatım 


Der conftante Coeffictent A, ift natürlich eine beftimmte Function ber 
conftanten Grundzahl, ſowie letztere eine Function des erſteren; giebt man 
daher bie eine von beiden Zahlen, jo ift Dadurch die andere auch beftimmt. 
Die einfachfte oder jogenannte natürliche Potehzenreihe erhält man 
für A, = 1, beten Grundzahl (a) in der Folge mit e bezeichnet wird. Es 
ift alſo: 

x3 x 


* x 
N) e=1+T tiatiastıasat 


und fegt man 2 = 1, fo ergiebt fi) die Grundzahl der natikrlichen 
Potenzenreibe: 
el=e=1H41+ 1 + Ye + a + = 2,7182828 . 

Setzt man e = a”, oder a — er, fo ift m — = Log. nat.a, der 1 for 
genannte natlirliche ober hnperbotifäe ‚serie von q, und 


m ee -e=14, (+5) 


er 


Da biefe Reihe der Form nach mit der unter I. übereinftimmt, fo ift auch 


Ai —5 und 
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IV. O (ax) = A,ar0zx = a”or 


V) Ole) = erde. 
3.8. 9(ed*t!) = e?t19 (32 + 1) = 3 e-t!9dx. 





== Log. nat.a.a*dx, ſowie 


Et man y — ar em, jo Hat man umgefehrt: 
x — Log..y und — == Log. nat.y, daher 
L09..y = m Log.nat.y, jowie umgefehrt 
Log.nat.y oder Log. y = - L09.4%. 


Die Zahl m heit der Modul des der Grunbzahl a entjprechenden 
Logarithmenſyſtemes. Es läßt ſich alfo mit Hilfe deſſelben der natlirliche 
Logarithme in jeden künftlichen, und umgekehrt, ein folcher in den natür- 
Iihen verwandeln. Für das Brigg’fche Logarithmenſyſtem ift die Baſis 
a = 10, daher !/m = Log. nat. 10 = 2,30258....., und umgelehrt, 
der Modul " 

1 
= nd” 0,43429 ... 
Es ift alfe: 
Log.y = 0,43429 Log. nat.y, und 
Log.nat.y == 2,30258 Log.y. 
(Bergl. „Ingenieur“, ©. 81 u. f. w.) 


Exponentialcurven. Der Lauf ber Curven, welche den Exponential- 8. 20, 
functionen y = e* und y — 10° ‚entfprechen, wird durch Fig. 32 (af. ©.) 
veranschaulicht. Yür 2 = 0 ift in beiden Fällen y — eo a4ao 1; 
deshalb gehen denn auch beide Curven OQS und OQ, Si durd) denſelben 
Punkt (O) in der Ordinatenaxe AY. Für æ — , iſt: 

y=e — 2718...,und . 
y= 10" = 10, 
fr 2 = 2, giebt: 
y=e — 2718? = 7,389 und 
y = 10* = 10? = 100 u. |. w.; 
es fteigen alfo auf der pofitiven Seite der Afciffenare beide Curven, zumal 


aber die letztere, ſehr ſtark an; dagegen ift für x — — 1: 
1 
== ———- = 8... 
e=e!\= TB... 0,368 . ., und 
10° = 10-1 = 0); 
ferner fr z = — 2: 


Weidbach's Lehrbud der Mehanit. J. 8 
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e=met—= = 0,135 und 10° = 10° = 0,01; 


— 
2,7182 
endli für z — — @ geben beide Gleichungen: 
1 1 


Gig. 32. Es nähern ſich alfo beide Curven 
auf der negativen Seite der Ab- 
S, ſeiſſenaxe diefer Are unmer mehr 
und mehr, und zwar die legtere 
ftärfer als die erftere; jedoch findet 
ein wirkliches Zuſammentreffen 
12]-----[------- mit diefer Are nie ftatt. 
Da aus 
y=er, x = Log. nat.y 
und ebenſo aus 
y= a”, x —= L09..Y% 
folgt, fo geben diefe Curven auch 
eine Scala der natürlichen und 
Brigg’ichen Logarithmen ab; es 
find nämlich die Abſeiſſen die Yo- 
garithmen der Ordinaten; fo ift 
2. 
AM = Log.nat.MP 
— Log,MP, 


—— 


-m—. 
— 


u. f. w. 

Nach der Differenzialformel IV. 
bes legten Artikels ift der Tanz 
gentenwinfel & der Erponential- 
curve durch die einfache Yormel: 

tang. = °Y = "0% 

0x möz 
X = x a 4 __ 
2 ITAM =— = = y Log. nat.a 
beitimmt. 

Bei der Curve O Pi Qı Sı, Sig. 32, iſt folglich die Subtangente 

— ycotg.a=m, aljo conftant, und bei der Curve OPQS ift fie ſtets — 1, 


3.2. für den Punkt Q, A1=1, für den Put 2 —=1u ſ. w. 
8.21. Iſt æ — @, fo hat man aud) 
02 =0(a) = 


-—. 


13 
Kae) 


2 


8 
= 
= 


—X 





* 
— 
| 
— 
—— — — — — — — — — —— —— — — — — — — —— — — — 


F 
IE 


|} za asp ozurjsonrencoescazocoosjnjsenreßne 


[7 


aoy 
m 9 
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und umgelehrt, 
2 — mOx _ mOz 
ya zz 
Nun ift aber aud) y — Log..x, d. j. der Logarithme der variablen Pos 
tenz & bei der conftanten Grundzahl a, daher hat man aud) folgende Differen« 
zilformeln ber logarithmifchen Functionen 
y == Log..2 und y —= Log.nal.x: 


L) 0(Log.az) = — = —— : K22 fowie 


IH.) Ol(Log.nat.x) = — 
Brzeichnet & den Tangentenwinkel der Curve, welche ber Sleihung y — 
Log. x entipricht, fo ift tang. —= =, und die Subtangente 


— — 39 
= ycılg.d = m’ 
aljo proportional dem Inhalte xy eines aus den Seiten z und y zu cons 
fruirenden Rechteckes. 
Mittels der gefundenen Differenzialformeln I. und II. erhält man: 


Yı Ya 
2 oa = En ee 


oder auch —= 9 (1), Log. nat.x) = 1/, 0 (Log.nat.x) = !; Zi . 


2) dLog.nat. 5) — 9 [Log.nat.(2 + 2) — Log. nat. x] 
== Q Lug.nat. (2 + 2) — 9 Log. nat. (2?) 








_.0% 908 _ . 
2+x z= 72 +) 
3) 0 (Log.nat. —9[Log.nat. (ee — i)] - O[Log.nat.(e® + 1)] 


_ _2ede, 


el el e—l e+1l e—ı 


Integrale der Exponential- und logarithmischen Formeln. 
Denn man die Differenzialformeln der legten Paragraphen umfehrt, de ftößt 
man, wie folgt, gi andere wichtige Integralformeln. 


Aus da) * j Z,f Igt = =ar,d.i.: 
1) [ex = ma” — a*: Log.nat.a, und daher: 
I.) Se d⸗ = e, 








8% 


$. 22, 





8.23. 
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Ferner aus ee = men, folgt / ms — L0g..%, d. i.: 
er _ 


II.) = — — 109.2 — Log.nat.x, und bafjelbe giebt auch die 


— ber Formel d (Log. nat.z) — 22, 
Hiernad) laſſen fid) leicht folgende Beifpiele berechnen: 
Sex =h,; —- )=1e-. 


30 0(7 


eg ARE 


—fa02 + far + 2 [EV =% =" + +2 Log.nat.(@—1). 





gm+i 


Logarithmische Reihen. Die erfte Imtegrafformel erdz =- 71 
läßt das lette Integral unbeftimmt; denn m — — 1 geſetzt, folgt: 


0 - 
e — Irııı — T + eine Conftante = o + Conftante; fegen 





wir aber = 1 + u und de — du, fo erhalten wir: 


0x ou —(1—u+u— u + u —...)du, und daher 


x 1-+t u 
2: _ = fü-ıtwntm- + )du 

— [ou — [ueu + Jean — [wow +. 

43 u3 u* 

=u—- 4 5-7 oe 
es läßt ſich aljo auch Log. nat. (1 +9=,— + + * — hen oder 
@—1! , @-I @-1% 
— —— — 





IV) Loq. nat. & —-1) — 4.. 


ſetzen. 

Mit Hülfe dieſer Reihe laſſen ſich die Logarithmen folder Zahlen berech⸗ 
nen, welche wenig von 1 abweichen; hat man aber von größeren Zahlen die 
Logarithmen zu finden, ſo ſchlage man folgenden Weg ein. 

Nimmt man u negativ an, fo giebt die vorletzte Reihe: 

u u uf 
Log. naut. L U) = —u— - — — — — —. 


und e8 folgt nun durd) die Subtraction beider Reihen von einander: . 
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Log.nat.( u) - Loo nat 1 —)=2(u+® 48 +. ti 
+ u 





Log.nat. url rt) 





—— de u= 2 gelebt, 
v.) Log.nal.z — 2|°—, (Z)'4 „(et Se +] 


Diefe Reihe ift auch zur Beitimmung der Logarithmen von on ſolchen 








Zahlen zu gebrauchen, welche bedeutend von 1 abweichen, ba — 2 fets 
unter 1 ausfällt. 
Es ift auch Log.(z + y)— Log.e— Log. (TI nal + x) 


= (2) Hd) == 


lt (5) +) re ] 
und baher: 


VL) Log.(z + y)= Log.z + 2, + 1; (=) +]. 
Diefe Formel ift anzuwenden, um aus bem Logarithmen einer Zahl den 
Logarithmen einer nächlt größeren 3 zu berechnen. 
3. 8. Log.nat.2 = 2 |, — 7; + 1%. = 7 ni) Le. | 


—=2(), + Y.Yar + Y-Yıa +) 
Pie 





0,01234 
0,00082 
0,00007 


genauer — 0,69314718. 

Log.nat.83 —= Log.nat.2° — 3 Log.nat.2 ift hiernady — 2,0794415, 
und endlich nad) der letzten Formel: 

Log.nat. 10 — Log.nat.(8 + 2) 


2 2 8 
— 2,0794415 + 0,2231436 — 2,302585. 


— 2.0,34656 — 0,69312, 
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Man kann aud) 
Log.nat.10 = Log.nat.2 + Log.nat.5 = Log.nat.2+ Log.nat.(4 + 1) 
— Log.nat.2 + Log.nat.(2?) 


I 1 N 
+2 bar: ir (547 ) +] 
—3.Log.nat.2 +2], + 1; (1)? + Yo)’ + ---] 
— 2,0794415 + 2.0,1115718 — 2,302585 feßen. 
(Bergl. $. 19.) 


$. 24. Trigonometrischo und Kreisfunctionen. Bon praftifcher 
Wichtigkeit find endlich noch die trigonometrifchen und Kreisfunctionen, 
deren Differenziale und Integrale ebenfalls im Folgenden ermittelt werben. 
Die Sinusfunction y — sin.z giebt für x = 0, y = 0; 
1 3,1416 


rg — 1” —— — 0,7854..„y= VY; = 0,7071, 


fr =, y=hflizemy=0; 
re = ’ın y—= — Lftüiz=2%, y=0uf.w; 
trägt man daher z als Abfciffen AO und y als die entfprechenden Orbina- 
ten OP auf, fo erhält man die ſchlangenförmige Cure (APBaC2x), 
Fig. 33, welche fich nach beiden Seiten von A ins Unendliche fortfegen läßt. 
Gig. 38. | 
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x 
Die Cofinusfunction cos. æ giebt fir z—=0, y=1, frz=[7. 


y—=Y!. für =o,y=0, rer, — Lfrz=%r,y=0, 
fir 222, y=1 u. f. w.; ihr entjpricht daher genau diefelbe Schlangen» 
linie (+ ıP@D = + ı) wie der Sinusfunetion, nur ift dieſelbe auf der 
Abſciſſenaxe um * — 1,6708.. weiter vor oder hinter der Sinuscurve 


ſtehend. 

Ganz anders find aber die Curven geſtaltet, welche den Tangens⸗ und 
Gotangensfunctionen y=tang.x und y— colang.x entſprechen. Sekt 
man in y —= lang.z, 2 ==0, Yın, Yar, fo erhält man y = 0, 1, ©, 


und daher eine Curve (AQE), welche fich einer durch den Theilpunkt () 
ber Abfcifienare AX gehenden Parallele zur Ordinatenare AY immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie je zu erreichen. Nimmt man ferner —=7, , dar, 
fo erhält man y„—=— ©, 0, + ©, und daher eine Curve (Fr G), die ſich 
den Parallelen durd) (7) und (2/; 7) bis ins Unendliche nähert, oder wie 


man fagt, dieſe Parallelen zu Aſymptoten (ſ. $. 11) bat. 

Bei ferneren Annahmen für x wiederholen ſich diefelben Werthe von % 
und deshalb wird alfo auch der Function y = tang. x durch lauter Curven, 
wie (Fr 6), weldye um x — 3,1416 in der Richtung der Abſciſſenare von 
einander abſtehen, entſprochen. 

Die Function 


9 cotang.x, giebt dagegen fir — 0 =, zn, 0, 1, 0, — 0, 


472 
daher entſpricht derſelben eine Curve (x Q 2). welche von ber Zangen» 
tencurve nur der Rage nad verfchieben ift; auch läßt fich leicht einfehen, daß 
noch unendlich viele Curvenzweige, wie 3. B. | M Fr) u. |. w., dieſer 
Function angehören. 

Während fowohl die Curve fir Sinus und aud) die fir Coſinus (die fo- 
genannte Sinufoide und Cofinufoide) ein ftetig zufanmenhängendes 
Ganzes bildet, befteht die Eurve für bie Zangenten, ſowie aud) bie flir Die 
Eotangenten (die fogenannte Tangentoide oder Cotangentoide) aus 
fauter getrennten Zweigen, indem ihre Ordinaten für gewifje Werthe von © 
aus dem pofitiven Unenblichen in das negative Unendliche Überjpringen, wo⸗ 
bei natürlich die Curve ihre Continuität verliert. 


8. 25. 
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Differenziale der trigonometrischen Functionen. “Die Diffe 
venziale der trigonometrifchen Finien oder Functionen ergeben ſich 
durd) Betrachtung der Fig. 34, in welcher 

CA=C(0P=(CQ=1 39.AP=x,PQ=0z, 


ferner: 
MP= sin.z, COM = cos.x, AS = tang.z, 
endlich: 
0Q=NQ — MP = sin.(z + 0x) — sin.z = Osin.z, 
PO=—(CN— CM = — [co.(x + 9x2) — 005.2] = 0c08.z, 
und 


ST=AT— AS= tang.(x + 9x2) — tung.z = dtang. æ 


ift. 

Da das Bogenelement PQ rechtwinfelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, 
umd der Winkel PCA zwiſchen zwei Linien CP und CA dem Winkel PQO 
zwifchen ihren Perpendikeln PQ und OQ gleid) ift, fo find die Dreiede 
CPM und OPQ einander ähnlich, und es ift: 

0Q _ _CM, . Osinz _ cos® 


PO" or"  T" 

daher 

1.) O(sin.x) = c08.2.07; ebenfo aud): 
OP _MP bi; —0005.2 sin. æ 
PQ CP’ 0 1° 

daher 

11.) 9 (cos.x) = — sin.x0x. 

Dan fieht hieraus, daß Heine Fehler im Bogen oder Winfel auf ben 

Fig. 34. Sinus un fo mehr Einfluß haben, je 


größer cos. x, je Heiner aljo der Bogen 
oder Winkel ift, daß dagegen diefelben 
den Cofinus um fo mehr verändern, je 
größer sin. x ift, je mehr aljo der Bo⸗ 


gen ſich n nähert, und daß enblic) das 


Differenzial des Coſinus das entgegen⸗ 
geſetzte Zeichen von dem des Bogens 
hat, alſo, wie bekannt, eine Zunahme 
von x eine Abnahme von cos.x liefert, 
und umgefehrt, eine Abnahme von x ein 
Wachſen von cos.x giebt. 

Legt man SR redytwinfelig auf CT, 
jo erhält man ein Dreied SET’, welches 
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wegen der Gleichheit der Winkel RTS und CQN oder CPM dem Dreiecke 
CPM ähnlich ift, und weshalb man hat: 


ST _ CP 1; Otang.xz 1 
SR CM  " SR  csı 
‚BR__PQ _ 08.08 
Nun ift aber auch: es” ..SR= 1 
und j 
CS = secans.r = —. daher SR —= 02 
cos.æ cos.æ 
und 
—X 
UL) d (tanq. x) = — 


über man ſtatt æ, 2 — 2, alſo ſtat 92,0 e& — 2) — 2% ein, 
jo erhält man: 


Bang. (ED) Ey; 


FG" 


— (sin. x)? 


Ourch Umkehrung geben diefe Formeln für das Differenzial des Bogens: 


IV.) d (cotang.x) — 


(= Osin.z _ _ 918.8 == (c0s,2)? O tang.x 
008. sin. 
= — (sin.z)? 9 cotang. x, 

Oder: 

de — Osin.x __.. Otang.x 

YVı- (sin.z)? 1 + (tang.x)? 

ſowie 

I —_ __ ML __ _ _Icolang. 


Vı — (os.2)? LH (ootang.z)? 


Bezeichnet man nun sin.z durch y, und = durch axc. (sin. —= y), fo ers 
hält man: 


V) d arc. (Sin. y) = 
und auf gleiche Weiſe findet man: 
VI) darc. (cos. = y) = — — 


Yy 
VYı = y:’ 
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fowte: 
m) darekan.=y)—= —, 
. .(tang. = y) = I ty’ 
und 
VII.) dare.(cotang. = y) = — er 


8.26. Integrale der trigonometrischen Functionen. Dielegten Diffe 
renzialformeln geben durch Umkehrung folgende Integralformeln: 








1.) [eos.292 = sin.z, 
II.) [sin.z02 = — c0s.2, 
x 
III.) f — * tang.z, 
0x - 
| IV.) — *— cotang. x, 
ferner: 
V.) 02 = arc.(sin. = x) = — are.(cos. = x), 
yı— a 
0% 
VI.) irn” arc.(tang. = 2) = — are. (cotang. = x), 


und hierzu laſſen ſich Leicht noch folgende finden. 
Osin.z _(C08.2.0% 

















Es iſt 0 (Log. nat. sin. x) — nn = ru = cotang.z. d æ, 
folglich: 
VII)  feotg.x02 = Log. nat. Sin. x, ebenfo: 
VIII) Stang.x0x = — Log.cos.nat.x; ferner: 
Otang.x __ x 
0 (Log. nat. tang. c) = tang.xz cos.æ tang. æ 
— 02 20240) 
sin.æ cos. x  sin.2x’ 
daher: 
1 — 
O(Log.nat. fang. Jhx) = nz’ und 
02 x 
IX.) / For Log. nat.tang. 7° 
ebenjo: 
0% % x 
X.) — * Log.nat.tang. (z + =) 


— Log.nal.tang. GC — 3)" 
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1 _ a bo _ al—D)+blta). 
Is if 1  drga—n si 
pt — 4 (1I - DD +b(l +2. Numtmunli+tz= 0, alfo 
* — — lan, fo erhält man hiernach 1 = a (1 + 1), daher a), 
und jegt man 1 — 2 = 0, alfo x — 1, fo ergiebt ſich 1 — 2b, daher: 


Ferner 





1 1 1/g 
— 1/ — — — — — 
Deu a its tI-7 


endlich aber: 


dz 0% 0x 
an; ruf; —ı 
= UsLog.nat.(1 + 2) — Ya Log.nat.(1 — 2), 








d. L: - 

GE; 1 +x 
XI.) Na = Ys L09. nat. GE). 
und ebenfo: 

x x—]1 
XTl.) — 1 == ur Log. nat. =) . 


Segt man VI + 2? — xy, fo erhält man 1 + 2? = z2y? und 
ox(1 — y?) = xydy, daher: 
0x oy 1 6 + ) 
TTT— — — == 1/0 Loo. nat. — |, 
hllena\T—y) 
wonach: 
XIII.) / ur — Iog.nat.(xe + Vı + 22), 


fowie: 


XIV.) | == Log. nut. (x +Vz-— ı) folgt. 


Trigonometrische Reihen. lm arc.(tang. = x) — / a 
zu finden, darf man nur durch Diviſion in eine Reihe verwandeln 
und dann Glied für Glied integriren. Man erhält ſo: 

1 14⸗ — 6 s — .. 
ira” 1 x? +2 2 — ; 
und 
Is 0: — [won + [02 — [wc +... 
1 +2 ’ 
folglich: 


3 5 7 
L) arc.(ang. x) =ı — z +5 -7 4 





44 Hülfslehren aus der Analyfie. [$8. 27. 


3. B.: 

= arc. (tanq. ⸗ 1) — 1 — +4 — U +1 — *.. 
alſo den Halbkreis = 4(1 + —- + b— 

oder: 


a 


=are.(tan.=VY)=VY 1 NY HP Nlh)’+-) 


— 
a — 6Vmr (1 — 1 + Ya — Yın ) = 3,1415926 --- 
Auf gleiche Weife erhält man aus: 


rn th th 


[tern wer} uf 202 + he | 0e+- . 











d. i.: 

12? 1.325 1.3.5277 
1) arc. Gin )=et gg tzggg taası tr 
z. B.: 


r 

green æ ) Yo + ms +") 
aljo: 
1,04167 
0,00469 
0,00070 
0,00012 
Berner folgt durd) fucceffives Differenzüiren, wenn man 


sin. x — A, + 4, + A,x? + A,x? + A,‘ + ... 


2 —=3$3. — 3,1416 .. 








jest: 
en) _ 5 — Ay +242:+34,2°+442°+ -- 
scene) _ — sinz—=24A4A;, + 2.342 + 3.442? + --- 
— ch _ _ cos.2 = 2.3.A; # 2.3.4. A,x + --- 

O (05.2) _ ... _ 
7, sinn 2.3.4.A + 


Nun ift aber fir z = 0, sin.z —= 0, und cos.z — 1, daher folgt aus 
ber erften Reihe An — 0, aus der zweiten A, = 0085. 0 — 1, aus der 


. 1 
dritten A, = 0, auß der vierten A = — 2,5’ aus der fünften A, = 0 ıc., 
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und wenn man diefe Werthe in die fingirte Reihe einfegt, bie Sinus 
reihe: 


. x a3 x x? 
NND gas tıasas 19.3.0807 7 


Auf gleiche Weiſe ergiebt fidh: 


%C. 


3 och 26 
IV. s—ı— — — —— — — 
I)es=1l- 3 + 73341 7338 
ferner ° 
2x5 17 27 
V tl — — — — ..o 
) tang.z = +7 + s T3373 7 
und 
1 x x3 223 
VI. tan. = — —- I — — — — — — 
By a nn“ 


(Bergl. „Ingenieur“, Seite 159.) 

Anwendungen der Reduotionsformel. Wenn man die Differen- 8. 28, 
zualformel O (uo) = uOv + vOu, aus $. 8, integrirt, fo erhält man den 
Ausdruck ur — S[ wor + S vOw, und folgendes unter dem Namen „die 
Reductionsformel“ bekannte Integral: 

[vd — u — [wo ober 
Sa @) = Pf) — SID Pla). 

Diefe Regel kommt fletS zur Anwendung, wenn das Integral S vou 

= S P(z)Of(z) nicht, dagegen aber das Integral S u0v—= S. /&)0yp (z) 


befannt ift. 
Mittels der Reductionsformel läßt fich 3. B. das Integral von folgendem 


Tifferenzial: 
oy= V 1 + 22.092 
auf ein anderes befanntes Integral zurüdführen. Es iſt hier 
0x 
9@)=YıH+ 2, alſo dp) = — 
F() = x, alſo Of(&) = 0% 
zu ſetzen; folglich hat man: 
[V Fr = vi ra — [ER — 


272* 
aber: 


2? „It __1__yır# a _ 


1 
Yı += i+2! Yırz Yı ta’ 


“ 
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Daher folgt: 
vi + 292 —=eVı + ir = /Yıra 220% + rn =’ 


oder: 
al 0% 
a /yı +20: =2Vı+=@+ Vi ra 
und folglich: 


»  [Vir@e= —— — 
nf. — YslaYı+ 2 + Im(e+ Yı+ =) 
II) [Vers = Wien 
— 1, [x Yı — 22 + arc. (sin. —x)] 
— = mevazi [E 
Audi = Y,[eYar —1— ne vn 


[ein.2)?92= [sin.zsin.z0r—= —./ sin.xd (cos.x) = — 5iN.2008.% 
+ [08.20 (sin.2) = — sin.x.cos.x + [(c0s.2)°0% 
== — sin. æ cos. + S [1 — (sin. x)?]ox, 








baher folgt: 
2 [(ein.2)?02= [Or — sin.z.cos.z, 
und 
IV)  St6in.)?02=1,(@ — sin.zcos.2) = 1, (@ — \/zsin.22). 
Ebenfo ift 
V.) J (0s.2)?9%& = !/s(w + sin.xcos.2) —/a (0 Sin. 20). 
Ferner hat man 
VI)  /[sin.zeos.2dr=!, sin. 2022) —1/scos. 2%, 
VIEL) S (tang.z)? Ox ⸗ tang. — x, 
und 
VII)  fteotg.2)?92—= — (cotg.x + 2). 
Endlich iſt 
IR) Szsinzd2=— zc0s.2 + [08.298 - &008.2 + sin. x, 
X) Seede= [ıke)=ze— [eda=@—1)e, 
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XI.) / Log.nat.2O2==x Loq. nat. — / — ——— 


2 
) Ser. nat. 20)” Log. nal.x — — 


= (Log.nat.x — 1,)Z = . 


L 

Qusdraturen. Kommt es darauf an, eine Curve APB, Fig. 35, zu 8. 29. 
quadriren, d.i. den Inhalt der Fläche ABC, welche von diefer Curve AP B 
Fig. 35. und von ihren Coordinaten AC und 
| BC begrenzt wird, zu beflimmen oder 
Dr U  durd eine Function der Abfciffe diefer 
Curve auszudrliden, fo denfen wir ung 
diefen Flächenraum durch unendlich viele 








11 J 
di ' 4 9 Ordinaten AP, NQu. ſ. w. in lauter 
4 ſttereifenförmige Elemente, wie MN QP 
4 üs u Dean von der conftanten Breite MN = 0x 
— e und der veränderlichen Länge MP —=y- 


zerlegt. Da fi) nun der Inhalt eines 
folgen Flächenelementes 


or = (IP). un — (y + dy)Oxr = y0r 


fegen läßt, jo findet man den Inhalt der ganzen Fläche F, indem man das 
Differenzial y92 integrirt, alſo 
= S yözx 
ſett. 
Z. B. fir eine Parabel mit dem Parameter p ift y? — px, und daher 
folgt die Fläche derjelben: 


= Vrröe= Vo / a nn pz—",xY. 


Die Barabelflihe ABC it alfo zwei Drittel von dem fie umſchließenden 
Rechtede ACBD. 

Diefe Formel gilt auch fir fchiefwinkelige, unter einem Winkel 
XAY « zufanmenftogende Coordinaten, z. B. fir die Fläche ABC, 
Fig. 36 (a. f. S.), wen nur flatt BC —= y, der Normalabitand BN 
= ysin.a eingejegt wird; man hat alfo hier: 

F = sin. a /yOdz, 
3. D. bei der Parabelfläche, wenn bie Abſciſſenaxe AX einen Durchmeſſer 
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und bie — AY eine Tangente der Parabel bildet, alſo 


iſt (j. „Ingenieur“ Seite 177): 
F= 2), xysin.e, 


y„P=pi= 


d. i.: 


25 


Fläche ABC — */; Parallelogramm ACBD. 


Fig. 36. 
Gig. 97. 





Fir eine Flähe BCC,Bı = F, zwiſchen den Abſciſſen ACı = cı 
und AC = c, Fig. 37, ift nad) $. 17: 


= J 


3.8. firy— it: 


cı nm? 
F= "TE = 01 (Log.nat.cı — Log.nat.c), d L: 


F= ale (2). 


Der Gleichung = — = entfpricht die oben in $. 3 kennen gelernte Curve PQ, 
Fig. 38, und wenn baher AM = c und AN = iſt, ſo giebt 
Big. 38. F — a? Log.nat. (*) 
c 


den Flächenraum von MNQP an. 
Nimmt man nod) der Einfachheit 
wegen, y — — 1 und ci — * 
an, fo hat man: 
F' = Log.nat.z; 

es find hiernach die Flächenräume 
(1IMP1), (INQI) u. f. w. die 
natürlichen Logarithmen der Abfciffen 
AM, AN u.|.w. Die Curve felbft 
ift eine fogenannte gleichfeitige 
Hyperbel, in welder bie beiben 
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Halbaren a und beinander gleich find, folglich der Ajyınptotenwintel « — 45° 
it, und die Geraben AX und AY, welchen fi) die Curve immer mehr 
und mehr nähert, ohne fie zu erreichen, find die Aſymptoten berfelben. 
Wegen dieſes Zuſammenhanges zwifchen den Abfciffen und den Flächen⸗ 
räumen werden bie natürlichen Logarithmen fehr oft Hyperbolifche 
Logarith men genannt. 


Simps on'ſehe Rogel. Mankann auch jedes Integral [yor— / P(z)Ox 8. 30. 
Fig. 89. gleich dem Inhalte einer Fläche F fegen, und wenn 

fi) num die Integration durch eine der befannten Re⸗ 

geln nicht vollziehen läßt, jo fann man e8 wenigſtens 

annähernd finden, wenn man durd) Anwendung ber 

befannten geometrijchen Hülfsmittel den Inhalt bes 

entſprechenden Flächenraumes ausmittelt. 

Fur eine Fläche ABPOQN, Fig. 39, die durch die 
Grundlinie AN = x und durch die drei gleich weit 
von einander abftehenden Drbinaten AB = Yu 
MP = y, md NQ = % beitimmt ift, hat man 
den trapezoidalen Theil: 


AB 
und den ſegmentförmigen Theil BPQSB, wenn man BPQ als Parabel 
anfieht: 
R=Y,PS.BR=',(MP—MS).AN=!, (nF). 
daher die ganze Fläche: | 
'F=-h+R= 1. + %) + % (u — "#)]» 


= +9) + ıyıle= rayı + Mar 


Führt man eine mittlere Ordinate y ein, und fest F—=xy, fo erhält 

man daher für diejelbe: 

+ 4yı + % 

— 6 
Um nun hiernach den Inhalt einer Fläche MABN, Fig. 40 (a. f. ©.), 

ju finden, welche über einer gegebenen Grundlinie MN = x fteht, und 

dur eine ungerade Anzahl von Ordinaten Yo, Yır Yar Ya - - - Yu beftimmt 

it, durch diefe alfo in eine gerade Anzahl von gleich breiten Streifen zer» 

legt wird, bedarf es nım einer wiederholten Anwendung ber legten Regel 
Beisbbach'e Lehrbuch d. Mechauik. L 4 & 





y 
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Es ift die Breite eines Streifens — — und hiernach bie Fläche des erften 


Streifenpaares: 
Fig, 40. _ +4 +9 28 
— 6 n 
—  fowie die des zweiten Streifenpaares: 
. 399 _ Ah t+4% +9 2% 
6 n 


des dritten Streifenpaares: 
_At4s +% 2% 
6 


al der Inhalt der erften er Strei⸗ 
fen oder erſten drei Streifenpaare, da 





Zum; 


hier n — 6 beträgt: 
F=y+t4yı +2» +45 +24 +44 + %) 3 


= [y+y+t4Yı +Y+%)+ 2(ly + Yu] =; 


und es läßt ſich num Leicht —— daß der Inhalt einer in vier Streifen⸗ 
paare zerlegten Fläche: 


F=mtn tn tn ts tmW+2n+n tn] 
und daß allgemein, der einer Fläche von n Streifen: 


F=ytntihmtynt- — +2 ++ tm) 
gejetst werden kann. 
Auch ift die mittlere Höhe einer folchen Fläche: 


— % +. +4 ts + +u-)+2 ep tyu+ tu) 
3n 
wobei » ftet8 eine gerade Zahl fein muß. 
Diefe unter dem Namen der Simpfon’fchen Kegel bekannte Formel 
(l. nyugenieur- ©. 190) findet ihre Anwendung bei der Beſtimmung eines 


Integrales "yoz— = / *p (z)9x, wenn mn 2 — ci — cin eine 
gerade Anzahl n gleicher Theile theilt, die Ordinaten 


n=rd.n=P(e +),n=p(e+ 


32 , FE 
y; = 9 +) = ya) 
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berechnet und diefe Werthe in die Yormel: 


[vs = ["pw2z 
= tn +t43yı tu + tu) t2u ty + +9] 
einſetzt. 
3. B. [® giebt, da hier —E————— — 





c —C 
6 





x . 
it, wenn man n — 6, alfo Fr — 1/, annimmt: 


1 
I =, =08571, y. ⸗ 5 7 
_— 6, = 0,6666, u —= =, = 0,6000, y; = — 0,5454 und 


— 8/, — 0,7500, 


9% 0,5000, daher: 
% + 96 = 1,5000, Yyı + Ys + ys = 2,0692 und ya + y4 = 1,3500, 
und das geſuchte Integral: 


[® — = (1,5000+4.2,0692 +2.1,3500).1/ = 
Nach $. 22, II, ift: 
[? — Log.nat.2 — Log.nat.1 = 0,693147, 
aljo die Uebereinftimmung die eriinfehte 


12,4768 
18 





—0,69315. 


Integration durch Annäherung. Im Folgenden ſoll noch eine andere 8. 31. 
Hegel mitgeteilt werben, welche auch 
Sig. 41. bei einer ungeraden Anzahl n von 
Sy Streifen angewendet werden Tann. 


Behandelt man ein fehr gedrücktes 

Segment AMB, fig. 41, als ein 

4 EDE B WBarabeljegment, jo hat man nad) 
$. 29 für den Inhalt deffelben: 


F='/,AB.MD, 
oder, wenn AT und BT Tangenten an ben Enden A und B find, und 


deshalb CT— 2CH if: F—= 5 - — — 2/, des Dreieds 
ATB , des gleich hohen gleichſchenkligen Dreiecks ASB, und alſo 


auch —=Y,AC.CS—=%,AC!.tang.SAC, Der Winkel SAC=SBC 
4* 
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ft= TAC + TAS= TBC— TBS; fest man daher die Heinen 

Winkel TAS und TBS einander gleich, fo erhält man für diefelben: 
TAS—= TBS= an 

und | 


sac—rac+ ZBCZTAC_TACHTBO_ d+e 


2 = 2 
wenn man die Tangentenwinkel 7A C und TBC durd) Ö und & bezeichnet. 
Da nun noch AC=BC—= 1,AB /, Sehne s ift, fo hat man: 


F — 1, 8?tang. ( = )- 


Diefe Formel läßt ſich nun auch auf das Flächenſtück MABN, Fig. 42, 
Fig. 42. anwenden, deilen Tangentenwintel T AD 
—=e md TBE=P gegeben find; 











S — © ſetzt man nämlich noch den Sehnenwinkel 
—— BAD—= ABE= 6, fo hat man: 
/ A TAB=d—= TAD— BAD 
IN, =a—0 
— —— und 
ff TBA=e:—=ABE— ABT 
| =6—ß, 
—* daher: 
Ar EN, + e=a—P, 
und da8 Segment über AB: 
— 1, s?tang. (7 *), 
oder, wegen der en von & — er 
s? = tang. — tang. B\ 
= 5 Fang. Eu Um 12 56 + tang. atang.B) 


oder, da « = i nicht bedeutend von einander abweichen und deshalb im 
tang.atang.ß ftatt @ und 3 der Mittelmerth 0 eingefegt werben kann: 


— tang. — tang. ß 
F= \8?- TI ge — 1125? cos. 0? (tang. x — tang.ß), 


und alſo ftatt scos.6 die Grundlinie MN — ſubſtituirt: 
2 
Fi — (tang. — tang.), 


und daher das ganze Flächenſtuck MABN, wenn y, und yı deſſen Ordi⸗ 
naten MA und NB bezeichnen: 


x a? 
F=(y + Yı) — (tang.& — tang.P) 15 
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Stößt an das vorige Flächenſtück noch ein anderes NBCO mit einer 
gleichen Grundlinie NO — z, den Ordinaten BN md CO=y, und y 
und den Tangentenwinteln SBF= P und SC@ =, fo hat man für 
dafjelbe den Inhalt: 


=( + w) 5 — + (tang.B — tang.y) = ns 
und daher fiir daS Ganze, da F hier — tang. ß gegen + tang.ß hebt: 
F=Rh+R=(hy +yı + 'ay)a+ (ang. —tang.y) 7, 


Für eine Fläche aus drei gleichbreiten Streifen ift ebenfo, wenn & ben 
Zangentenwinfel des Anfangs- und Ö den des Endpunktes bezeichnet: 


F=lhy ty +9 +Yy)r + (lang. — tang. 6) = 


und allgemein für ein burch die Abſciſſen —, En, = » 2, bie Orbdinaten 


Yo, Yı, Ya’ Yu und die Langententeinte Pi und. &, ber Endpunfte bes 
ſtimmtes Flache ſuc 


= (hytıtyt ++ 1/9) - 


3 
+ "ız (tang. a, — tang.&,) () 
Ein Integral wird hiernach mittels der dormel: 


J 9(2)0% 
= tntnt tat 


2 
+ "ıs (tang.a, — tang. 0) (=) 
gefunden, wern man 2 —= ci — e jeßt: 


„=+Qn=r(+t,n=9 + 
n= (+) n=elet 7) ron 


fowie tang., = = = Ye) — %(c) und tang. 0%, — %(c,) berechnet, 
und diefe Werthe in derfelben einfett. 


3 
3.2. für f e hat man, wenn n —= 6 angenommen wirb, da bier 
1 


l, 
zs=4—- c=2- 1my=9yW)=-il: 





8. 32. 
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1 1 
y- = lyu=7I7 | 7A / 2 = Ja % = / 
Yı = ẽ/ ro — — ı und y — ni 


ferner, da ſih 22 — — — — —_ herausſtelt: 


tan. = — 1 — mn). = — Un 
und daher ift: 


[? +++ + at lat HH) hrs 


41692 , 
—= 1 3), .Yıs- ss = 0,69487 — 0,00173 — 0,69314. 


(Bergleiche das Beifpiel des vorigen Artikels.) 


Rectification krummer Linien. Um eine Curve zu rectificiren, 
oder aus ihrer Gleichung y = f(x) zwiſchen den Coordinaten AM —= 2 
und MP —= y, Fig. 43, eine Gleichung zwifchen dem Bogen AP == s 
und der einen oder der anderen der beiden Coordinaten abzuleiten, beſtimmt 
man zunächſt das Differenzial des Curvenbogens AP, und fucht dann hierzu 
das Integral. Läßt man zum MN = PR = 9x wadjen, fo nimmt 
y um RQ = Oy und s um das Element PQ = 95 zu, und e8 ift, dem 
Pythagoräiſchen Lehrjage zufolge: 


Big. 43, PQ=PR+ OR, 
d. i.: 
03? = 02? + O9}, 
aljo: 


os —= Vor? +09y%, 
und hiernach der Curvenbogen 
felbſt 
A MN x = | Voz Fög. 

3. B. für die Neil’fche Parabel (fiehe $. 9 und ig. 17), deren Gleis 
Hung ay? — x? ift, hat man: 2aydy — 3x?0x, daher: 

31220 9022 _9Ixr02? 
— 2 — 
y= 2ay und Oy Aayı Ada 


08? = (1 + — | j “ 





T 








hiernad): 


und 
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= /Vı + 2 92—=% [fi + 2)% ==) 
= 22 [non — * 2/ u — 8/ıa \ (1 + =). 


Um die Hierzu nöthige Conftante zu finden, wollen wir s mit x und y 
zugleich anfangen laſſen. Wir erhalten dann: 


= /naVYıE + Con., alſo Con. = — /aı @ 
und baher 


s — Ao 4 ==) — |, 


+2. für das Stüd AP, deffen Abfciffe x — a ift: 


s—= %yalY(/,)® — 1] = 1,736 a. 
Führt man noch den Tangentenwinkel RPQ=MTP=a (ig 43) 
ein, jo hat man aud;: 


QR= PQ.sin.RPQ un PR—= PQws.RPQ, 
d. i.: 
Oy = OXsin.a und ds — AXcos.«, 


und aljo außer tang. = y (1. $. 6) aud) 


 .,__0y __ 0x 
sin.a = 7. und 008.0 = 5 
ſowie noch 


0Y 
— 2 — — 
8— / Vi + tang.os + fang. as. d⸗ c08. & sin. 

Iſt nun die Gleichung zwiſchen zwei ber Größen x, y, s und & gegeben, 
fo kann man hiernadh auch Gleichungen zwiſchen je zwei anderen dieſer 
Größen finden. Iſt z. B. cos. — 7 6 hat man: 

sos 


c2 + 8? 





02 = Oſscos. — 


und 





280 0) 
rn Vers L S * = / Ru 
— Ve? +3? + Con. 


und wenn nun z und s zugleid, Null find: 
z—=Vc’+3?— c. 
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Krümmungshalbmesser einer Curve. Eine Gerade winkelrecht 
zur Tangente PT, Fig. 44, ift aud) normal zur Berührungsſtelle P der 


Fig. 44. 





Curve, weil die Tangente die Richtung diefer Stelle angiebt. Das Stitd 
PK diefer Linie vom Berührungspunkte P bis zur Abfciffenare heigt Nor 
male ſchlechtweg, und die Projection MK deflelben in der Abfciifenare 
Subnormale Für die legtere hat man, da der Winfel MPK dem Tan- 
gentenwinfel PT M = « gleid) ift: 

MK= MP.tang.o, 


d. i.: >» 
Y 0y ⸗M 
die Subnormale —= ylang.c —= y 5 
Da für das Curvenſyſtem y — x", tang. & = mx”-1 ift, fo folgt hier die 
y? 


m . . 
Subnormale = ma® ar! = mai" = —. und für die gemeine 


Parabel, deren Gleichung y? — px iſt, hat man 


die Subnormale = y 7] = 5 
alſo conſtant. 

Errichtet man ferner in einem zweiten, der Stelle P unendlich nahen 
Punkte Q eine andere Normallinie Q C, fo erhält man in dem Durchſchnitts⸗ 
punfte zwifchen beiden Linien bas Centrum C’für einen durch beide Berührungs- 
punkte P und Q zu beichreibenden Kreis, den fogenannten Krümmungss 
freis, und es find die Stüde CP und CQ der Rormallinien die Halbmeffer 
diefes Kreifes oder die fogenannten Kriimmungshalbmeffer. Jedenfalls 
ift diefer Kreis derjenige unter allen durch P und Q@ zu legenden Sreifen, 
welcher fich am meilten an da8 Curvenelement PQ anjchmiegt, und deshalb 
anzunehmen, daß fein Bogen PQ mit dem Eurvenelemente PQ zufanmenfalle. 

Bezeichnen wir den Kriimmungehalbmefler CP = CQ durd r, den 
Curvenbogen AP durd) s, alfo fein Element PQ durch Os, und den Tan 
gentenwinfel oder Bogen von PTM durch «, aljo fein Element SUAZ 
— STMdb.i. — UST= — PCQ, durd) da, jo haben wir einfach, 
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da PU — CP. Bogen des Winkels PCQ if, 9s—=— 7 da, und folg- 
fih den Krümmungshalbmeſſer: r = — = . 

Gewöhnlich läßt fih « nur mittels der Coordinatengleichung beftimmen, 
indem man feßt: 


tang. = * 
Nun iſt aber noch: 
2 0a nd _ 0% 
tang. « = 7 und 008.0 — 5 
daher hat man: 


0« = (c08.0)?.Otung.a — 0" -dtang.o, 
und den Krimmungshalbmefler 
(%) 


(608.0)? Otanı.e Oxtdtang.e 
. 08 0533 
Für eine convere Curve iſt r=+ Da —= + 927° 0tang.a’ und für 


enen Wenbepunft, r = ®. 

Für die Coordinaten AO —= u und O0 —= v dei Krlimmungsmittels 
punkte C iſt 

u — AM+HC=z+CPsin. CPHdb.i.u=r-+rsin.e, 
fowie 

v„= 0C=MP—HP=y-— CPco.CPH,b.i.v=y— rcos.a. 

Fig, 46. Die ſtetige Folge der Krüm⸗ 
mungsmittelpunkte giebt eine Curve, 
| welche die Evolute von AP ge- 
nannt, und deren Lauf durch die 
Coordinaten « und v beftunmt 
wird. 

Denn mandie Ellipſe ADA,D,, 
Figur 45, mit einem Kreiſe 
ABA,B, in Berbindung bringt, 
fo kann man die Coordinaten 
CM =xz und MQ = y deriel- 
ben durch den Gentriwintel POB 
— 4 des Kreiſes ausdrücken. Es 
ift nämlich: 

xz—= (Psin.CPM = CPsin.BCP a sin. ß 
und 





y= MO = * MP= 3 CPcos. CPM = bcos.ß. 
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Hieraus ergiebt fidh: 
0x —= acos.BOB nd O = — bsin.Poß, 
folglich für den Tangentenwintel OTX — « der Ellipfe: 


aljo für defien Nebenwintel QTC —= a, — 180° — e: 
tang.cı = * tang.B und cotg.cı = = cotg.P. 
Hiernach ift die Subtangente ber Ellipfe: 
MT= MQoog.MTQ 
m ycolg.c, — = eotg.B = yıcotg.ß, 
wenn %ı die Ordinate MP bes Kreifes bezeichnet. Da bei dem letzteren 
die Tangente PT rechtwinkelig auf dem Halbmeſſer CP fteht, fo ift auch 
PTM=PCB = B, und daher die Subtangente beijelben ebenfalls 
MT = MPecog.MTP = y,cotg.B. Es haben alfo die beiden Punkte 
P und Q des Kreifes und der Ellipfe, welche einerlei Abſciſſe angehören, 
eine umd diefelbe Subtangente MT. 
Verner tft fir da8 elliptifche Bogenelement: 
08? — 0x? + 9y? — (a?cos.ß? + b?sin.B?)Oß?, 
und das Differenzial von tang.e, d. i.: 
_ b 5b o0ß 
Otang.ı = — 7 d tang. ß — — 2 c0s.B*’ 


daher folgt der Krümmungshalbmeſſer ber Ellipſe: 


— — 053 __ (a?cos.ß? + b?sin. B?)% 
Ox?dtung.a : j 
a? cos. } a.c08. ß? 


__ (a?cos.ß? + b?sin. BY) 
—— — 
Z. B. für 30, alſo sin.ß = 0 und cos.ß = 1, folgt der größte 
Krümmungshalbmefler: 


a 


a3 
y — — 
m ab * 


und dagegen für 6 900, alſo sin.ß — 1 und cos.B —= 0, ergiebt ſich 
der kleinſte Krummungshalbmeſſer: 
b3 b2 
=, 
Der erftere Werth von r entſpricht der Stelle D, und der legtere dem 
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Punkte A; beide find durch die Arenftüde CL und CK beftimmt, welche 
die in den Endpunkten A, und D auf der Sehne A,D errichteten Perpen- 
difel von C aus auf beiden Aren abſchneiden. 


Zusammengesetste Functionen. ®iele Functionen, welche in ber $. 34. 
Anwendung auf die Praris vorkommen, laſſen fi) aus den oben kennen ge 
lernten Hauptfunctionen: 

ya, yz=zewmdym sin.z, y— cos. 1. |. w. 

zulammenfegen, und es find daher auch ihre Eigenfchaften, betreffend die 
Tangentenlage, Quadratur, Krümmungshalbmefler u. f. w. leicht mit Hülfe 
ber vorftehenden Lehren aufzufuchen, ſowie auch die ihnen entfprechenden Curven 
zu conftruiren, wie folgendes Beifpiel zeigen wird. 

Fur die Curve, welche der Gleichung: 


nl — )— — 
entſpricht, iſt 
folgfich 


oy = 2x0x — rd, 


ug.a=2r - "—=ı(2 — n). 

Da diefe Tangente für z — 0 und z — 2, Null ausfällt, fo hat fie in 
den Punkten, welche dieſen AbfciffenwertHen zufommen, die Richtung der 
Abſciſſenaxe. Ferner ift: 

Otang.a = 202 — 2r0z—=2(l — — 
wonach alfo für 


fowie filr 
x = 2, O tanq. = — 20r 
ausfällt, und daher die Ordinate des erften Punktes ein Minimum, da⸗ 
gegen die des zweiten Punktes ein Maximum ift. Segt man dtang.e— 0, 
jo ergeben ſich dadurch die Coordinaten z — 1 und y — 2/, des Wende⸗ 
punftes, in welchem fich das concave Eurvenftiid an das convere anfchlieft. 
Ferner ift für das Curvenelement Os: 

02— 0x + Oy — 0224292 — Or = 1 + 2?(2 — x)?]0 x?, 
md daher die Krlmmungshalbmeffer der Curve: 


x —= 0, Otang.a = + 20z, 





_ 033 _ _. 14 #@— D% 
_—o Oxtdtang.a 26(1 — 4) 
— 1 Hy 
3 B. für r—=0, r = — , = — 1, für æ 1, „yv=-7=%, 


für -—=2, == +1/,, für = 3, r—1/,.10%—= + 7,906. 
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Die entfprechende Curve ift in Fig. 46 vor Augen geführt, worin A den 
Sig. 46, Urſprung der Coordinaten, 
und XX, YY die Coor- 
nee — dinatenaren darſtellen. Dem 
erſten Theil y, = x? der 
Gleichung entipricht die 
Parabel BAB,, welde 
fid) von A aus zu beiden 
Geiten der Axe AY ſym⸗ 
metrifch. hinzieht, dem zwei⸗ 
ten Theil y = — Ya? 
gehört bagegen die Curve 
CAC, an, welche fi) auf 
der rechten Seite von YY 
unter, und auf der linken 
Seite von 77 über der 
Abfciffenare XX hinzieht, 
und ſich dabei immer mehr 
und mehr von XX ent 
fernt, je weiter fie von U’ Y 
abrüdt. Um für eine 
gegebene Abfciffe = den 
entfprechenden Punkt der 
Curve ya? — 1,22 zu 
beftimmen, fommt e8 nur 
darauf an, die diefer Ab⸗ 
feiffe zugehörigen Ordinaten 
der erften Curven algebraifch 
zu addiren. Da z. B. für 
=}; yı = 1 und Ya 
— — 1, ift, folgt die ent- 
jprechende Ordinate des 
Punktes W, y=yı + Y 
=1— 1=?%),, ferner, 
da fürz=2, y —=4und 
y—=—Yil, fo folgt 
die Coordinate bes Punktes 
My=4-— °/ = ts, ebenfo ergiebt fih fra 3, y—=yı + 9% 
=9-9-0 frr=4, y=16 — 4, = — 1), frac —1, 
y-1l1+, =%, fir = —2, y=4+ 9% =?% u. ſ. w, und man 
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erfieht, daß die legte Curve von A aus rechts den Lauf AWMKL... bat, 
wobei fie anfangs über der Abfciffe AK 3 binläuft, fid) aber von da aus 
weiter bis ins Unendliche unter XX hinabzieht, und daß fie von A aus 
lints nur einen ins Unendliche auffteigenden Zweig APQ... bildet. Auch 
it nach dem Obigen, W ein Wende-, fowie M ein Marimalpunft der Europe. 
Während bie Curve in A und M bie Richtung von X X hat, fleigt fie in 
W unter dem Winkel & = 45 Grad auf, weil für denfelben tang.« 
—=2(2 — 2)=1 iſt, dagegen ift für den Neigungswinkel in X, tang.« 
= — 3, folglid) diefer Winkel ſelbſt & — 71034’ u. f. w. 
Die Quadratur ber Curve ift durch das Integral 


F= vos = fe — 1, 2))02 = wor — 1, [2% 


a3 x* x3 x 
=7 75-7 (1 — 2) vollzogen. 
Hiernach folgt z. B. für das Flächenftid AWMK über AK — 8, ber 


Inhalt F— = (1 — 3%) — %4, und dagegen der Inhalt des Flächen- 


— — 3 
ſtüdes 3 L4, über dem Abſciſſenſtücke 34, F, -- (1— 1) — = (1—3/,) 


=, = — Yu 
Um endlich, noch .die Länge eines Eurvenftüces, 3. ®. von AWM, zu 
finden, fegen wir 


8 = /yi + 22(2 — z)?dx = ("p@2z, 
e 

und bringen die im $.30 abgehandelte Integrationsmethode zur Anwendung. 
Es if hier c—= 0, und c, — 2; nimmt man n— 4 an, fo folgt 
= — — — 1,, und ſetzt man nun für & nad) und 
nad) die Werthe O, 1/,, 1, 3/5 und 2 in die Function 

6) VI 4 272 — a) 
ein, fo erhält man die Werthe: 

90)=Vı=ı, 
HEY + = FÜ) =Yı +I=Y2—= 1,4M.. 

9a) =V1l+ Ye = wg )=Vi 1, 
und daher die Fänge des Bogens A WM: 


= (90) + 49h) + 290) +49@) +90) 4° 
=(145+42823 — 64. j. 2471. 
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Mittels der Eure y — 7? (1 — 3) läßt fi) nun auch leicht der Lauf 


der Curve y= 7 \ 1 — 7 angeben, denn wenn man aus den Coordi⸗ 


natenwerthen der erfteren die Quadratwurzeln auszieht, ergeben ſich die ent- 
fprechenden Soordinaten der Iegteren. Da die Quadratwurzeln aus negativen 
Zahlen imaginär find, fo erftredt fid) diefe Curve nicht Über den Punkt X 
hinaus, und da jede Quadratwurzel aus pofitiver Zahl zwei gleich große. 
entgegengefegte Werthe hat, fo läuft die neue Curve (II.) in zwei ſymmetriſchen 
Zweigen QAMK und Qu AM, K zu beiden Seiten der Abfciffenare 
XX hin. 


Functionswerth 2 Wenn der Quotient y — ne aus zwei Func⸗ 


tionen P(x) und Y(z) fir einen gewiſſen Werth a von æ den unbeſtimmten 
2— 42 


0 BR , 
Werth 5 annimmt, welches ſtets eintritt, wenn, wie z. B. in y = — 7 





Zähler und Nenner eines Bruches einen Factor x — a gemeinſchaftlich 


haben, ſo kann man den wirklichen Werth deſſelben finden, wenn man Zähler 
und Nenner jeden für ſich differenziirt. 
Wächſt x um das Element 92 und entiprechend y um das Element Oy, 


jo erhält man: 
_ Pa H+IP@) 
TE TTE" 
Nun ift aber für x = a: 
(2) =0 und Ylz) = 0, 
baher hat man für diefen all: 
Op(«) 
yty=7, 5 
oder, da 9% als unendlich kleine Größe gegen y verſchwindet: 
_ 22— — 


ve) Ya)’ 
wo 9, (2) und Vi (2) die Differenzialquotienten oder fogenannten zweiten 
Ableitungen von P(x) und Y(z) bezeihuen. 











Stellt ſich y = 9:2) wieder — — > heraus, jo kann man von Neuen 


Yı (2) 
differenzüiren, und 
— 091(2) __ Pa 9: (X) 
cYy(l) v. %,(&) 
Auf gleiche Weife find aud) die unbeftunmten Ausdrüde y —= 2 und 





fegen u. |. w. 
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olo 


0. u. f. w. zu behandeln, da oo — n folglich ud 0.o = 


gejest werben fünnen. 3. 8.: 
__8322— 72°?— 8r-+ 20 
v5 —_2lar t 210— 4 
erlaubt, ' 
282 — 72— 82420) 92 —142— 8 
va 2le +24 — 4) MBe—_zr2a 
zu ſetzen. 
Nun fällt aber für z = 2, y wieder — * aus, daher ſetzt man von 


giebt für x —= 2, *. es iſt daher auch 


Neuem: 
Yet) 30° — 2 We—2l 9 
Es ift aber auch wirklich der Factor y — 2 zwei Mal in dem Zähler 
und Nenner der gegebenen Yunction enthalten. Dividirt man beide durch 
z — 2, jo erhält man: 
3202 — 10 
ya ler 2’ 
und wiederholt man dieſe Divifion im legten Werthe, jo ftellt fich 
932% +5 
u 





alſo 2 — 2 geſetzt: y = = heraus, 


— V 2 — 
dene: y = —— giebt fiir z = 0, ebenfalls 2 
Nun ift aber: 


e-Ve=n)=— 2a - = 


R) 
a — x 


daher folgt für biejen Yal: y = ee = Zu . 





Ferner in / ⸗ ri z=1 geſetzt, folgt y — 3 nun iſt aber: 


In. mb O Vı — -— — ——. 
z 2VYı — x 
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Endlich: 
y= — men 1 T sim + —— giebt für = — 2 (909), 
_ 1-1+0 _0 
I ZII1Iır0 0 
daher ift auch 
__.09(1 — sin. æ + cos. ) — 008.% — sin.z 
JTAZIH sine to02) 008.0 — sın.a 
—0 — 1 
— — — * 1 
0 — 1 
zu ſetzen. 


8.36. Methode der kleinsten Quadrate. Wem fir eine Function 
y= au + Po eine Reihe von zufammengehörigen Werthen der Variablen 
u, v und y durch Beobachtung oder Meſſung gefunden worden ift, fo kann 
man nad) denjenigen Werthen der Eonftanten & und 4 fragen, welche von 
den Heinen zufälligen unb ungefegmäßigen Beobachtungs⸗ oder Mefiungsfehlern 
möglichjt befreit find und daher auch den Zuſammenhang zwiſchen den Größen 
u, v und y, wovon « und v auch befannte Functionen einer und derjelben 
Bariablen x bedeuten Fönnen, möglichſt genau ausdrüden. Unter allen 
Kegeln, weldhe man zur Beantwortung diefer Frage, d. i. zur Ausmittelung 
der möglich oder wahrfcheinlich richtigften Werthe der Conftanten anwendet, 
ift die fogenannte Methode der kleinſten Quadrate die allgemeinfte 
und vwifjenjchaftlich begrindetfte. 

Sind 


%, vi 1 
u, U, % 
Us, Va, Ys 


Un, Un Um 
die der Function y = au + Po entiprechenden Refultate ber Beobachtung, 
jo hat man für die Beobachtungsfehler und deren Quadrate folgende Werthe: 
2a = Yı — (eu + Bu) 
3 —=Yy — (au + Po) 
23 = Yı — Gus + Pu) 


= — (am + Bu.) 
und 
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—y —2amyı — 2ßoıyı + au + 2aßuıvı + A?) 
y=y —2amy —2ßuy + atu + 20ßum, + P?o; 
3=w— 2a —2ßuy + au? +2aßuv + B?ov} 

L 


= ya — 20Uu 4 — 2 Bvnyn + au + 2aßu,v, + B?v} 
und erhält mun für die Summe der Fehlerquadrate, wenn man ſich der Ab⸗ 
fürzung wegen des Summationszeichens S bedient, um eine Summation 
gleichartiger Größen anzuzeigen, alſo + wW ty + - + =), 
Hy + up + vy ++ + ua = &(vy) ſetzt, u. f. w.: 
& (82) = Z(y!) — 20 2(uy) — 2BL&(vy) + 0? (u?) 
+ 2aß2&(ur) + B?&F(vN). 

In diefer Gleichung find natürlich außer der als Abhängigvariablen zu 
behandelnden Fehlerquadratfumme Z (3?) nım die hier als Urvariable anzu⸗ 
fehenden Eonftanten a und ß der Function y—=au + Bu unbelannt. Die 
Methode der Hleinften Duadrate fordert num, ſowohl a als auch 4 fo zu 
wählen, daß die Duabdratfumme I (6?) zum Minimum werde; und deshalb 
miüfjen wir die gewonnene Function für (2) ein Mal in Beziehung auf 
c und ein Mal in Beziehimg auf 4 differenzüiren, und jeden ber ſich heraus⸗ 
ftellenden Differenzialguotienten von (8?) gleich Null ſetzen. Dadurch 
ftößt man auf folgende zwei Beitimmungsgleichungen für « und ß: 

— Z(uy) + a&(u?) + Blur) = 0, 
— Zioy) + BE) + Zu) = 0; 
deren Auflöfung auf folgende Ausdrücke führt: 
__ Z(w)Z(uy) — Z(ur)2 (ey) 
** 2Z(u)& (0) — Z(uv)Z&(uv) 
und 
_ Zw) (vy) — Z(ur)&(uy) 
P= (u) (v2) — Z(ur)Z& (ur) 

Tiefe Formeln gehen für eine Function y= & + Pr, da hier u = 1, 
alſo E(uv)—L(,Z(uy =) d2k)—=1+1+it-=n, 
d. i. die Anzahl der Gleichungen oder Beobachtungen ift, in folgende über: 

u ZzIEWw) —- ZWE(ey) 
— nE(w) — Z(v)&lv) 
B — nZ(vy) X Z(e)Z(y) 
 nZ(v)) — Z(e)2& (v) 
Fur die noch einfachere Function y= Br, wo a — Null ift, erhält man: 
| A) 
Z(vr)’ . 
Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. L B 


(vergl. „Ingenieur“ ©. 77). 
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und endlich für den einfachften Fall y = a, wo es fi aljo um die Aus⸗ 
mittelung des wahrjcheinlichften Wertes einer einzigen Größe handelt, ift 


_ ZW 
N I 


a 


alfo diefer Werth das arithmetifhe Mittel aus allen durch Meffungen 
oder Beobachtungen gefundenen Werthen. 


Beilpiel. Um das Gefeg einer gleihförmig bejchleunigten Bewegung, d. i. 
deren Anfangsgeſchwindigkeit c und Belchleunigungsmaß p kennen zu lernen, 
hat man die verjchiedenen Zeiten 2, Zy, fg u. ſ. w. entiprechenden Räume oder 
Wege 81, 89, 83 u. |. w. gemeflen, und dabei Folgendes gefunden: 














101 Fuß 


Bm ....... 0 | 5 |» | 88 | 30% 





Iſt nun ⸗ — ct 4 —* das dieſer Bewegung zu Grunde liegende Bewegungs⸗ 
gejeg, jo handelt es fich um die Ermittelung der Conſtanten ce und p. Setzt man 
in die obigen Formeln v=tudv—= td, jwera=cß = z undy=s, 
jo erhält man zur Berechnung von c und p folgende Yormeln: 

__ Zftt) Z(st) — Z(t?) z(st9) 

— FA) ZN) — ZU) (0) 

D _ Z() Z(st?) — (1) z (st) 


2 ZI) LTE) — Z(d) (3) ’ 
wonad ſich folgende Rechnung führen läßt: 


und 









t | 12 ı3 t | 8 | st str 

1 1 6 b 5 

3 8l 20 60 180 

6 625 58 19% 950 

7 2401 535 | 4095 | 2866,5 
10 10000 101 1010 10100 






Eummen | 184 
| = (1?) 


1496 
= Z(t) 


18108 
— Zt) 


222,5 
= * (8) 


1674,5 
= (st) 


14101,5 
= zZ 12) 
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Hieraus beftimmt fid: 
13108. 1674,5 — 1496 .14101,5 __ 853502 


= 15106 10061006 — 173856 = 4,909 Fuß und 
184 .14101,6 — 1496 . 1674,5 89624 
ı — Gh _— end — 
AP = — 54.151068 — 1496-1298 iTssgg — 5155 Zuß, 


und daher folgende Formel für die beobachtete Bewegung: 
s = 4,99: + 0,5155. 12. 
Nach diefer Formel hat man: 











für die Zeiten . 























die Räume... .. | 0 5,42 | 19,86 | 37,43 | 59,62 | 100,64 Buß 
i Wenn man die Zeiten (£) 
. 47. 
Big 47 B ala Abſciſſen und ſowohl die 


beobachteten als auch die be- 
rechneten Wege (s) als Or⸗ 
dinaten aufträgt, fo läßt ſich 
durch die Endpunkte der be- 
rechneten Coordinaten eine 
Curve AB, Fig. 47, legen, 
welche fich zwiſchen den durch 
die beobachteten Coordinaten 
beſtimmten Punkten M, N, 
O,P,Q jo hinzieht, daß die 
QDuadratfumme der Abwei— 
dungen derfelben von dieſen 

X Puntkten beiderjeits möglichft 
klein außfallen. 





A 
t-0 1 3 5 7 10 


Anwendung auf die praktische Geometrie. Sind nicht allein $. 37. 
bie einzelnen Werthe, fondern auch die Aggregate einer Reihe von Größen 
©,2,Y,8.. duch Meſſung gefunden worden, fo laſſen ſich die wahrfchein- 
lichſten Werthe derfelben durch die Methode der kleinſten Quadrate beſtimmen, 
wie in folgenden Beiſpielen gezeigt wird. 

1) Man hat durch Nivelliren gefunden: 

die Höhe von B über A, = a, von O über A, — b, 

„nn .€Cc,.B, GG „D„B=4, 

» 2 .D%,.06 & „ E, B=YJ, 
fwe » nm E,„D=9 (ig. 48 af. ©.) 
und fragt nun nad) ben wahrfcheinlichften Höhen wo, x, y und ⸗ der Bunfte 
B, C, D, E über 4? 

Es ſollte fein: 

v—_- ar — b, æ -wv=coy—-vw=mdy—-tr=e,s—-u=f 
ms — y=9g; 


Im 


5* 
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daher find bie Fehler: 


v„— a: be —- v—- eoy-u—dy—ı—e, 
s— u —- Swese —y—9, 
und e8 folgt die Summe ſämmtlicher Fehlerquabrate: 
P=w—- oa? +@—- WM’ +@— ev — 2? +YW—w—d)? 
+W- 2-9! +@—- 0 —- +@— y— N. 


Damit dafjelbe ein Dinimum werde, müfjen bie Differenzialquotienten 


Gig. 48. 





e 
5 NMA=a AMB=b, 
BMC=«e, CHD=d, 
IN NMB=e AMC=S, 
— C BMD=g NMC=h, 
N — 


dieſes Ausdruckes, welche aus dem 


ſucceſſiven Differenzüiren deſſelben in 


Hinſicht auf wo, x, y und ⸗ hervorgehen, 
einzeln gleih Null fein, es ift aljo 
(w— a) — (2 —w— 0) 
—y—-90— d)—(e-0—f)=0, 
(.—b) + («—w—.c) 

— y—-2—-0)=0, 
y—-w—-)+W—2—o 

— ( —-y- 0 m 
B-®—N+@—y—g)=0 


zu ſetzen. 

Die Auflöfung diefer vier 
Gleichungen giebt die ge= 
juchten wahrjcheinlichen 
Höhenwerthe w, x, y und &. 

2) Um die möglicht ge⸗ 
nauen Richtungen der finien 
MA, MB,MC mb MD 
gegen eine gegebene Grunb- 
linie. MN, Fig. 49, zu er⸗ 
mitteln, find folgende Winkel 
und Winkelſummen gemeſſen 
worden: 


AMD=—k,ınd ND., 
welches ſind nun die wahr⸗ 
ſcheinlichſten Werthe der 
Richtungswinkel NMA 
D —=wNMB=x.NMC 
— und NMD—= ee 
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Hier find die Fehler 


.— x — uv—byv—r—o828—y—d, .—-ay—-w—f, 

e — — 9, y — kR — — kws—|, 

daher folgt die Summe der Fehlerquadrate: 

F G— q + W-2—)! + (—y—g) 
6- 
+@—-9—’+(—9, 

umd es ergeben ſich durch Differenzüiren u. |. w. folgende vier Gleichungen 

zur Beitimmung der Richtungswinkel w, x, y und 4: 

(we — 0a — @ —-—u—b)—- yv—-ev—f)=0, 
@— w—-b)—- -2-)9+@-)- @-2—)=0, 
W-2-)-0-9-+W—n—N 
y—h)—(e-y—-kh)=0 und 
“ — y—-)+@—- 3 —-+le—-y-h+re@—d—0. 
Beifpiel 1. Durch ein NRivellement zwifchen vier Punkten A,B, O und D, 

Big. 48, find folgende Höhenunterſchiede gefunden worden: 

Höhe von B über A, a — 45,487 Meter; von C über A, b = 69,877 Meter; 

C über B, c = 24402 „ von Düber B, d = 105,127 „ 

und von D über CO, e = 80,768 Meder, 

welches find nun die wahrjceinlichen Höhen wo, x und y der Bunlte B, C und 

D über 4? 

Es find die einzelnen Fehler: 
w — 45,437; x — 69,817; 2 — w — 24,402; 
y— w — 10,127 und y — z — 80,768 Meier, 

und folgt daher die Summe jämmtlidher Fehlerquadrate: 

Fi = (w — 45,437)? + (x — 69,817)? + (2 — w — 24,402)? 

+(y— w — 106,127)2 + (y — = — 80,768)% 

Durch Differenziicen nah w, z und y und Nullſetzen der Differenzial 
quotienten ergeben ſich folgende Beſtimmungsgleichungen: 

(vw — 45,437) — (2 — w — 24,402) — (y — w — 105,127) = 0, 

(z — 69,817) + (2 — wo — 24,402) — (y — x — 80,768) = 0, 

(y — w — 105,127) + (y — x— 80,768) = 0, 
oder 


8 — z — y= — 84,092, 
82 — w— y= 13,451 
und 
2y— w— x = 1855,5%. 
ieraus ergiebt fidh: 
v z + w = 115,254, 


ſowie 

und ſqhicuq = — ww 24,886, 
w=— 45,484, 
x —= 69,820 

und 


y = 150,574 Meter 
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Beijpiel 2. Aus dem Punkte M, Fig. 49, find die Horigontalwintel 
NMA=a AMB=b, u. |. w. gemeflen und hierbei folgende Reiuliate ers 
halten worden: 

NMA=a= 36021'90", AMB=b= 239049 0" 
BMC=c =450 680", NMB=d= 66% 3’50" 
AMC=e = 775030" und NMC=f = 114017 0"; 
welches find nun die wahrſcheinlich richtigſften Werthe der WintelNMA=x, NMB 
= yund NMC=z, um melde die Rigtungn MA, MB und MC von 
der Grundlinie MN abweiden? 

Es find auf bier die Fehler: , = ze — af =y— du. |. w., und 
ift, wie im vorigen Beifpiel die Summe der Fehlerquadrate: 

Pr=(w—a)4 (DH) + Hy) 
und daher zu jeßen: 

v— a — (ce — u—b))— y-u—!)=0, 

e—- w—b— (y„—-zs — )+re—-d=0 


ſowie 
y-z—-c+y—-vu-‘ery-f=), 
wonach 
Bu — — y=a—b— e = — 710120" 
3 — wv— y=b+d-— ec = 47400" 
und 
3y — w— xz=c-+teH+f = 240090" 
folgt. 
Durch Elimination von ergiebt fi: 
w— x = — 29048’ 0f' 
und 
2x — w — 90 47'156”, 
jo daß nun 
x = 669 4’ 15”, 
w = 36° 21’ 0" 
und 
- y= 1149 10 45" 
folgt. 


Die Summe der Fehler: 

vw — a = — 09030", 
z—- wvw—-b=+ 09015”, 
y—-—zr—- c=(000", 
z—-d=+ 0004", 
y—uw-e=+ 00045", 
y—f = — #115” 

it, wie nöthig, = Null, fowie die Summe der Fehlerquadrate: 

302 4 152 + 02 + 453 + 452 + 152 — 5400, 
im Minimum. 


Interpolationsverfahren. Kommt es barauf an, in Ermangelung 
einer Formel für das ftetige Fortfchreiten einer Größe y ober ihre Abhängig: 
feit von einer anderen Größe z, einen Werth ber Größe y, welcher einem 
gegebenen Werthe von x ent|pricht, mittel8 entweder aus Erfahrung befannter 
oder aus einer Tabelle entnommener Werthe von © umd y zu beftimmen, fo 
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wendet man das fogenannte Interpolationsverfahren an, von welchen 
hier nur das Wichtigfte mitgetheilt werben fol. 
Denn die Abfciffen AM, — 2, 
Big. 50. AM, = a und AM; = x, Fig. 
50, umd die zugehörigen Ordinaten 
MPR=y, MP =y um 
Ms Pa = ya gegeben find, fo kann 
man die einer neuen Abfciffie AM — x 
entiprechende Drbinate MP — y 
durch die Hormely—a + Br + yz? 
ausdrüden, wofern bie drei dadurch 
beftimmten Punkte P,, Pi, P, nahe 
in’einer geraden Linie oder in einem 
wenig gekrümmten Bogen liegen. Legt 
man den Coordinatenanfangspuntt 
von A nad) My, fo wird dadurch ber 
Algemeinheit nicht gefchadet, wir befommen aber dann einfad, fir z — 0, 
y= a und folglich, das conftante Glied & — y.. 
Fllhren wir nun ein Mal 2, und yı und ein anderes Mal x, und y, in 
bie fingirte Gleichung ein, fo erhalten wir folgende zwei Beſtimmungs— 
gleichungen: 





Yy -yv=Pßa +Y2 


und 
,-yv=ßs + pe), 
woraus fid) 
= (Yı — Y)ız — WW — y)a? . 
— a2: — 2} | 
1% 1 
und 
_ A Wa — W — Y)aı 
_— Br — aa " 
ergiebt. 


Es iſt alſo hiernad): 
— MVα— — Yı — %ı) 5) 
a) 
ı (ı- Wr — (u — Su) . 
* 0 — 27% “ 
Läge bie Orbinate y, mitten zwifchen y, und %s, fo hätte man , —2x, 
und daher einfacher: 


— 3% — Ayı + 2) — te) 
on (tt, 4 57 x. 
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Sind nur zwei Paar Coordinaten zy, 90 und zı, Yı gegeben, jo muß 
man die Begrenzungslinie Po Pı als gerade Linie anfehen, und folglich 


y=y+ Pr 
aljo aud) 
ymy + Pa 
fegen, wonach 
VYi — %e 
P=— 
und 
y=y+t — — ") z 
I 
folgt. 


Wenn verlangt wird, zwifchen den Orbinaten Yo, Y,, Ya eine vierte Or⸗ 
dinate „ durch Conftruction zu interpolicen, fo legt man durch die End⸗ 
punkte Po, Pı, Pa diejer Ordinaten einen Kreis, und nimmt y als die Ordi- 
nate deſſelben an. Das Centrum O diefes Kreiſes wird auf die befannte 
Weiſe dadurch beftimmt, daß man die Punkte Po, Pi, Ps mit einander 
durch gerade Linien verbindet und in den Mittelpunkten berjelben Perpendikel 
errichtet; der Durchſchnitt C diefer Perpendifel unter einander ift das ge= 


- fuchte Centrum. 


Sind bie Entfernungen des mittleren Punktes P, von den beiden anderen 
Punkten P, und P,, s, und 8, und ift der Abftand PK des Punktes ?, 
von der Berbindungslinie 55 — Pr Pa, —h, fo hat man für den Peripherie= 
winkel & — Pı P, P, = 1/; Gentriwinfel Pı OP;: 


. h 
sın.a = — 
5 
und folglich für den Krĩmmungshalbmeſſer C(P—= CR —= CP —= CP: 
— —— HI, 
2s8in. 2h 


Man findet folglich das Centrum C des durch P,, Pi, Ps gehenden 
Kreiſes, wenn man mit dem nach diefer Formel berechneten Halbmeiler r 
aus P, oder P oder Ps das in ber Mitte D der Sehne PP, errichtete 
Perpendikel durchichneibet. 


Das Mittel ſämmtlicher Drbinaten über der Grundlinie M,M, ift bie 
Höhe eines Rechteckes Mo Ms N; No, Über derſelben Grundlinie MM, M,, 
welches mit der Flche Mo M; P, Pı P, einerlei Inhalt hat, und Laßt fi 
daher aus diefem Flächenraume leicht beftinunen. Nach $. 29 ift derſelbe: 
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| F= | "yo = /"o + Bz + 72%)0% 
=p%+ ea + Ye 


ya + (E — „)æ — (y — we, 2% 


za — aa} 2 
ee) 
(ee) 


und folglicd) die mittlere Ordinate: 
F — %_+ 9% + (E — Y)fı — (V2 — we, 
% 2 6% — 2%) j 


Im — 


Wäre — = =, fo Hätte man es mit einer geradlinigen Begren⸗ 
1 —— 0 1 « 
zung zu thun, und es wäre dann einfach: 


F— C + "m 


% + % , 
. 2 

Wäre ferner bloß x; — 27,, alfo yı von den Örenzordinaten yo und ys 
gleichviel abftehend, jo würde fein: 


F=(p +49 +9) 2 diehe 8. 30), und 


_ ht + % 
Im = —. 

FR ein Flächenraum M,M,;P; P,, Fig. 51, durch vier Koordinaten 
MP, = % M,Pı — 9 M,P; — %, M,P; — Y beftimmt, welche 
in gleichen Abftänden von einander jtehen, fo kann man die Größe deſſelben 
einfach annähernd auf folgende Weife beſtimmen. 

Bezeichnen wir die Grundlinie M, M, durch 2; und drei zwischen y, und 
Y; in gleichen Abftänden von einander eingefchaltete Ordinaten N, Qı,N5 Q;, 
N; Q; durch 5,, #3, 45, jo fünnen wir annähernd bie Fläche: 


MMPPR=F=(hytrt+ts +8 + "y;) = fegen. 


fowie 


9a — 
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Nun it aber: 


4 ++ _2ı +23 +25 _22+% 
en 


— 2% + % 
6 —— 6 + 


6 
und 
2 & 
y=ıa+ Ya — ı)= tn, 


Fig. 51. fowie 


243 + % 
= am 


. daher folgt: 
Atst2 __Yı +9 
- 3 2 ’ 
und 


— + hl +a)+ 97 
—=[y + 3(yı + %) +12, 


fowie: 


— ———— 0 — 
8 





Während die vorige Formel für y zur Anwendung kommt, wenn die 
Fläche in eine gerade Anzahl von Streifen zerlegt ift, läßt fich die letztere 
anwenden, wenn die Anzahl diefer Flächentheile eine ungerade ift. 

Hiernach fann man aud) annähernd 


[ve = ("pa 2« = +3Yı + 9) + Ye] — 
wenn 
= ol), ı = (> a, y = (I +? by =ylc) 
vier ent Werthe der Function y —= (x) find. 
3.2. für J * (ſ. Beiſpiel 8. 30) bt mn — 1, c =2 und 


() = * daher folgt 


| 3 8 
y = Nı ml, y=375 in y=ır4 Th und 9 — "/,, 


und hiernach der angenäherte Werth diejes Sntegrald: 
Pe +3 + W+ = 4, =069%. 


Erſter Theil, 


Die allgemeinen Lehren der Medanit. ı 





Erſter Abſchnitt. 


Phoronomie oder rein mathematiſche 
Bewegungslehre. 


Erſtes Capitel. 
Die einfache Bewegung. 


Ruhe und Bewegung. Jeder Körper nimmt im Raume einen ge⸗8. 1. 
wifien Ort ein, und ein Körper ift in Ruhe (franz. repos; engl. rest), 
wenn er feinen Ort nicht ändert; er ift hingegen in Bewegung (franz. 
mouvement; engl motion), wenn er aus einem Orte nach ımd nach in 
andere übergeht. Ruhe und Bewegung eines Körpers find entweder abfolnt 
oder relativ, je nachdem man den Ort deſſelben auf einen Raum bezieht, 
der entweder felbft in Ruhe oder in Bewegung ift, oder darin gebacht wird. 

Auf der Erde giebt es keine Ruhe, denn alle Körper auf der Erde nehmen 
an ihrer Bewegung um bie Sonne und um ihre eigene Are Antheil; denken 
wir uns aber die Erde in Ruhe, fo find fiir uns auch alle diejenigen Erb» 
förper in Ruhe, welche ihren Ort in Beziehung auf die Erde nicht ändern. 


Bewegungsarten. Die ftetige Folge von Dertern, welche ein Körper $. 2. 
in feiner Bewegung nad) und nach einnimmt, bildet einen Raum, den man 
den Weg oder bie Bahn (franz. chemin, trajectöire; engl. way, path tra- 
jectory) bes bewegten Körpers nennt. Der Weg eines bewegten Punktes ift 
eineLinie. Der Weg eines geometrifchen Körpers ift zwar wieber ein Körper, 
man verfteht aber unter demjelben gewöhnlich diejenige Tinte, welche ein ausge⸗ 
zeidmeter Punkt, z. B. der Mittelpunkt des Körpers, bei der Bewegung befchreibt. 

Die Längeneinheit, womit der Weg eines bewegten Punktes gemefjen 
wird, ift in der Folge Ein Meter — 3,1862 Fuß (preuf.). 
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Eine Bewegung ift geradlinig (franz. rectiligne; engl. rectilinear), 
wenn ihr Weg in einer geraben Linie befteht; fie ift aber krummlinig 
(franz. curviligne; engl. curvilinear), wenn der Weg des bewegten Slörpers 
eine krumme Linie iſt. 

In Beziehung auf Zeit (franz. temps; engl. time) ift die Bewegung ent- 
weder gleihförmig ober ungleichförmig. 


8.3. Eine Bewegung ift gleichförmig (franz. uniforme; engl. uniform), 
wenn durch diefelbe in gleichen und beliebig Heinen Zeittheilchen gleiche Wege 
zurlidgelegt werden; fie ift ungleichförmig (franz. varis; engl. variable), 
wenn dieſe Gleichheit nicht ftatthat. Werden mit dem Wblaufen der Zeit,die 
in gleichen Zeittheilchen direchlaufenen Räume immer größer ımd größer, jo 
heißt die ungleichförmige Bewegung befchleunigt (franz. accslörs; engl. 
increasing), nehmen diefe aber immer ‚mehr und mehr ab, fo heißt fie ver- 
zögert (franz. retards; engl. decreasing). 

- Bon der gleichförmigen Bewegung ift die periodische Bewegung (fram. 
periodique; engl. periodic) dadurd) unterjhieden, daß bei diefer nur inner: 
halb gewiffer endlicher Zeiträume, die man Perioden nennt, gleiche Räume 
durchlaufen werben. u 

Das befte Beifpiel der gleichförmigen Bewegung giebt die ſcheinbare täg- 
Tiche Umdrehung des Firfternhimmels; nächſtdem das Fortrliden der Zeiger 
einer Uhr. Beiſpiele der ungleichförmigen Bewegung geben fallende und in 
die Höhe geworfene Körper, der fintende Waſſerſpiegel beim Ausflug des 
Waflers aus Gefäßen.u. ſ. w. Für die periodifche Bewegung findet man 
Beifpiele an den Penbelichwingungen, an den Kolbenjpielen einer ‘Dampf: 
maſchine u. |. w. 


8.4.  Gieichförmige Bewegung. Geſchwindigkeit (franz. vitesse; engl. 
speed, velocity) ift die Stärke oder Größe einer Bewegung. Je größer der 
Raum ift, welchen ein Körper innerhalb einer gewiflen Zeit durchläuft, defto 
ftärfer ift auch feine Bewegung, ober deſto größer ift auch feine Gefhwindig 
keit. Bei einer gleichfürmigen Bewegung ift die Geſchwindigkeit unveränderlic, 
bei einer ungleichförmigen Bewegung hingegen ändert fie fic) in jedem Augen 
blide. Das Maß der Geſchwindigkeit in einem gewiflen Zeitpinıkte 
ift der Weg, ben der Körper von diefem an innerhalb der Zeiteinheit oder 
Secunde entweder wirklich zurücklegt oder zurüdlegen würde, wenn von 
diefem Augenblide oder Zeitpunfte an die Bewegung in eine gleichförmige 
überginge, aljo die Geſchwindigkeit unveränderlich bliebe. Gewöhnlich nennt 
man diejes Maß fchlechtweg Geichwindigfeit. 


8.5. Wenn ein Körper in jedem Zeittheilchen den Weg 6 durchläuft, umd die 
Beitfecunde aus n (jehr vielen) ſolchen Zeittheilchen befteht, fo ift der Weg 





$ 6. 7] Die einfache Bewegung. - 79 
innerhalb einer Secunde, die Gefchwindigfeit oder vielmehr das Gefchruindig- 
keitsmaß: 

c=n.. _ 

In Laufe einer Zeit & (Secunden) verfließen n.t Zeittheilhen, und in 
jevem wird der Raum 6 zurüdgelegt; es ift daher der ganze Weg (franz. 
V’espace; engl. the distance, space), welcher der Zeit & entipridit: 

s—nted—n.d.tbi 
I) s = ct. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift alfo der Raum (8) ein 
Product aus Geſchwindigkeit (c) und Zeit (f). 

Umgefehrt ift: 


I)c= 





und 


| jo 


IL)t= 


® 
* 


Beifpiele. 1) Ein Dampfwagen, welcher mit einer Geſchwindigkeit von 

10 Reter fortrollt, legt in zwei Stunden = 120 Minuten = 7200 Secunden den 
Reg s = 10.7200 —= 72000 Meter zurüd. 2) Wenn zum Herausziehen einer 
Tonne aus einem 1200 Fuß tiefen Schachte eine Zeit von 41), Minuten = 
270 Secunden nöthig ift, jo hat man die mittlere Geſchwindigleit diejes Foͤrder⸗ 
beiches () = 4 = > — 4% = 444... . Fuß anzunehmen. 8) Ein 
Pferd, welches fi mit 6 Fuß Geſchwindigkeit fortbewegt, braucht zum Zurüd- 
legen eines Weges von einer Meile oder 24000 Fuß die Zeit t = Tr =4000 
Secunden oder 1 Stunde 6 Minuten und 40 Secunden. 

Bergleicht man zwei verſchiedene gleichfürmige Bewegimgen mit einander, $. 6. 
fo ftößt man auf Folgendes: 

Die Räume find s — ct und 5 — citj, es ift daher ihr Verhältniß 
s ct 


8 c 
-— — —_. Get man nunt, —t — = —; nimmt man 
s ab, tz t, fo hat man 7 Fr nimmt m 
ti 


ec = c, fo erhält man 2— , iſt endlich 5, — s, fo folgt tt —ı. 
81 liji cı t 

Die in gleichen Zeiten durchlaufenen Räume verhalten ſich 
alſo bei verſchiedenen gleichförmigen Bewegungen wie die Ge— 
ſchwindigkeiten; die mit gleichen Geſchwindigkeiten zurückgeleg⸗ 
ten Wege dagegen wie die Zeiten; bie gleichen Räumen entſpre⸗ 
henden Gefhwindigkeiten find endlich den Zeiten umgekehrt 
proportional. 





Gleichförmig veränderte Bewegung. Eine Bewegung ift gleidh= 8. 7. 
förmig verändert (franz. uniformöment varid; engl. uniformly varied), 





80 Erfter Abfchnitt. Erſtes Capitel. [8. 8. 9. 


wenn ihre Gefchwindigfeit innerhalb gleicher, beliebig Meiner Zeittheilchen um 
gleichviel zu= oder abnimmt. Sie-ift entweder gleichſörmig befchleunigt 
(franz. uniformöment accgler6; engl. uniformly accelerated), oder gleid)- 
förmig verzögert (franz. uniformöment retard6; engl. uniformly retarded); 
im erften alle findet ein allmäliges Wachfen, im zweiten ein fletiges Ab» 
nehmen an Geſchwindigkeit ftatt. 

Gleichförmig befchleunigt fällt ein Körper im Iuftleeren Raume, und 
gleichförmig verzögert würbe das Steigen fenfrecht in die Höhe geworfener 
Körper erfolgen, wenn die Luft feinen Einfluß auf den Körper ausübte. 


8.8. Die Stärke oder Größe der Veränderung in der Gefchwindigfeit eines 


8.9. 


Körpers heißt Ucceleration oder Beichleunigung (franz. aceslöration; 
engl. acceleration, rate of variation of the velocity); fie ift entweder 
poſitiv (Beichleunigung) oder negativ (Berzögerung, retardation), je nach⸗ 
bem eine Zu⸗ oder eine Abnahme der Gefchwindigfeit ftatthat. Je mehr die 
Geſchwindigkeit innerhalb einer gewifien Zeit zu⸗ oder abninımt, defto größer 
ift auch bie Acceleration. Bei der gleichförmig veränderten Bewegung ift die 
Hcceleration unveränderlich; es läßt fi) daher auch diefelbe durch diejenige 
Zu⸗ oder Abnahme an Geſchwindigkeit meſſen, welche im Laufe einer Zeit- 
fecunbe ftattfindet. Bei jeder anderen Bewegung hingegen ift da8 Maß ber 
Kcceleration diejenige Zu⸗ oder Abnahme an Geichwindigfeit, welche ein 
Körper erhalten wiirde, wenn von dem Augenblide an, für welchen man die 
Ücceleration angeben will, diefelbe ihre Veränderlichleit verlöre, die Bewegung 
alfo in eine gleichförmig veränderte überginge. 

Sehr gewöhnlich nennt man biefes Maß felbft die Acceleration ober Bes 
ſchleunigung. 

Wenn die Geſchwindigkeit einer gleichförmig beſchleunigten Bewes 
gung in einem fehr Kleinen (unendlich Heinen) Zeittheilchen um x zunimmt, 
und die Zeitfecunde aus n (unendlich vielen) ſolchen Zeittheildhen befteht, fo 
ift die Zunahme an Geſchwindigkeit in einer Secunde, oder die fogenannte 
Ucceleration: 


pn, 
und die Zunahme nach Secunden, 
—=ni.a—=na.t=pt. 


Iſt die Anfangsgeſchwindigkeit (im Augenblide, wo man die Zeit £ 
zu zählen anfängt) — c, fo hat man hiernach die Endgefhwindigkeit, 
d. i. die am Ende der Zeit t erlangte Geſchwindigkeit: 

v=c+H pt. 

Tür die ohne Geichtwindigfeit anfangende Bewegung ift ce — 0, baher 
e=pt, und für die gleihförmig verzögerte, negative ‘ Acceleration 
(— p) befigende Bewegung ift: 

v=c— pt. 
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Beifpiele. 1) Die Ucceleration eines im Iuftleeren Raume frei fallenden 
Körpers if 9,81 Meter — 31%, = 31,25 Fuß; e8 erlangt daher ein folder nad 
9 Secunden die Geſchwindigkeit = pt = 9,81.3 — 29,43 Meter = 31,25.3 
= 9,75 Fuß. 2) Eine von einer fchiefen Ebene herabrollende Kugel hat im 
Anfang ſchon die Geſchwindigkeit c — 25 Yu, und erlangt beim Herabrollen in 
jeder Secunde no 5 Fuß Zujag an Geſchwindigkeit; es iſt daher ihre Geſchwin⸗ 
digkeit nah 2%, Secunden: v = 25 +5.25 = 25 + 12,5 = 37,5 Fuß, 
d.h. fie wird, von dem letzten Zeitpunkte an gleihförmig fortgehend, in jeder Se: 
cunde 87,5 Fuß Weg zurüdiegen. 3) Ein mit 12 Meter Geſchwindigkeit fort: 
gehender Dampfinagen wird jo gebremft, daß er in jeder Secunde 1,5 Meter an 
Geihwindigkeit verliert, feine Acceleration aljo — 1,5 Meter beträgt; es ift des⸗ 
halb feine Geſchwindigkeit nah 5 Secunden: v = 12 — 15.5 = 12 — 75 
=47 Meter. 

Gleichförmig beschleunigte Bewegung. Innerhalb eined unend⸗ $. 10. 
lich Heinen Zeittheilchens 7 läßt fich bie Geſchwindigkeit v einer jeden Bewe⸗ 
gung al8 unveränderlich anjehen; man kann daher den in diefem Zeittheilchen 
durchlaufenen Raum b=vı 


ſetzen, und erhält fo den in einer endlichen Zeit 4 durchlaufenen Raum, wenn 
man die Summe biefer Heinen Räume ermittelt. Nun ift aber für alle diefe 
Nänmchen die Zeit 7 eine und diefelbe, es läßt fich daher auch ihre Summe 
gleichfegen dem Producte aus eben diefen Zeittheilden und aus der Summe 
der gleichen Intervallen entfprechenden Gejchwinbigfeiten. 

Bei der gleichfürmig befchleunigten Bewegung ift aber bie Summe (0 + v) 
der Geſchwindigkeiten im erften und legten Augenblide fo groß als bie 
Summe pr + (v — pr) ber Geſchwindigkeiten im zweiten und vorlegten 
Augenblicke, auch gleich der Summe 2 pr + (v — 2pr) der Geſchwindig⸗ 
feiten im britten und vorvorlegten Augenblide u. |. w., und diefe Sınnme 
überhaupt gleich, der Endgejchwindigkeit v; es ift daher hier die Summe aller 


Geſchwindigleiten gleich dem Producte (v . :) aus ber Endgeſchwindigkeit v 
und ans ber halben Anzahl aller Zeittheilchen, und der durchlanfene Raum 
das Product (v . 7 . ) aus der Endgeſchwindigkeit v, der halben Anzahl 


der Zeittheilchen und ber Größe eines folchen Theilchens. Nun giebt endlich 
bie Größe (7) eines Zeittheilchens, mit ber Anzahl n derjelben multiplicirt, 
die gamze Zeit t an, beshalb ift der innerhalb der Zeit t gleihförmig 
befhleunigt zurüdgelegte Raum: 


Bei ber geiförmig befchleunigten Bewegung füllt hiernacdh der Raum 
ebenfo groß aus wie bei der gleichförmigen Bewegung, wenn die Gefchwin- 
digleit der letzteren Bewegung halb fo groß ift als bie Endgefchwindigfeit 
der erſteren. 

Belsbadh's Lehrbuch der Mechanik. L 6 


8.11. 


8. 12. 
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Beilpiele. 1) Wenn ein Körper innerhalb 10 Secunden durch gleihförmig 
beiäjleunigte Bewegung eine Geſchwindigkeit u von 26 Fuß erlangt bat, fo if 
der zu gleicher Zeit zurüdgelegte Weg s = 26 10 —= 130 Fuß. 2) Ein Wa⸗ 


gen, welder bei jeiner gleihförmig beichleunigten Bewegung im Laufe von 7 Se- 
eunden 25 Meter zurlidgelegt hat, geht am Ende mit der Geſchwindigkeit 
2.26 





= =7 7,14.. Meter fort. 
Die beiden Grundformeln der gleichförmig befchleumnigten Bewegung: 
Il) v=pt 
und 
vi 
I. ) 8 = 7 


welche ausdrücken, daß bier die Geſchwindigkeit ein Product aus 
Kcceleration und Zeit, und ber Raum ein ſolches aus ber halben 
Gefhwindigleit und Zeit ift, ſchließen noch zwei andere Hauptformeln 
in fih, die man erhält, wenn man aus beiden Sleichungen ein Mal v und 
ein zweites Mal & eliminirt. Es folgt nämlich: 


2 
III.) 88 

und 
v⸗ 
IV.) s— 35 


Hiernach iſt alſo der gleihförmig beſchleunigt zurückgelegte Weg 
ein Broduct aus der halben Acceleration und dem Quadrate der 
Zeit, und aud der Duotient aus dem Quadrate der Endge- 
ſchwindigkeit und der doppelten Beſchleunigung. 

Diefe vier Hauptformeln geben durch Umkehrung, je nachdem man bie 
eine oder die andere der in ihnen enthaltenen Größen abjondert, noch acht 
andere Formeln, und man findet diefelben im „Ingenieur“ Seite 325 in 
einer Tabelle zufammengeftellt. 


Beilpiele. 1) Ein mit der Acceleration 5 Meter bewegter Körper legt in 
1,5 Secunde den Weg 5. cn 5° _ - 42 _ 5,625 Meter zurüd. 2) Ein durch 
die Acceleration p = 4,5 Juß in die Geſchwindigkeit “ = 16,5 Fuß verſetzter 


Körper hat den Raum 8 = (16, = — 80,25 Fuß durdlaufen. 





Bei der Vergleichung von zwei verfchiebenen gleichförmig bejchleunigten 
Bewegungen mit einander ftößt man auf Folgendes: 
Die Gejchwindigfeiten find v — pt und vi — pıti, die Räume hin⸗ 
pt 


gegens — — und 5, = * es folgt hieraus: 
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v t 8 pi? vi vꝰ pi 


mine — CME — EEE u TE nt 


= un — — == 
vi Pi ti 81 2 vh . vip 


e8 verhalten fich alfo bei gleichen Zeiten die durchlaufenen 
Wege wie die Endgefchwindigfeiten, oder auch wie die Beſchleu— 
nigungen. 

Nimmt man ferner pı — p an, fo ergiebt fid;: 


min 
vo 48 a #7 2’ 


bei gleihen Befchleunigungen und aljo aud bei einer und der⸗ 
felben gleihförmig beſchleunigten Bewegung find alfo die End» 
gefhwindigleiten den Zeiten und die durchlaufenen Räume den 
Duadraten der Zeiten, oder auch den Duabraten der Endge- 
ſchwindigkeiten proportional. 

ti 
7 
hen Endgeſchwindigkeiten find die Accelerationen den Zeiten 
umgekehrt, die Räume aber den Zeiten birect proportional. 


Ferner 9%, — v angenommen, giebt r Im Lu bei glei⸗ 
pı u ii 


3 N) 
Endlich s, geſetzt, giebt = a = 5 es verhalten ſich alſo 
N 


bei gleihen Räumen die Accelerationen umgekehrt wie die Qua⸗ 
Drate der Zeiten und birect wie die Quadrate ber Endgefchwin- 
digkeiten. | 
Gleichförmig beschleunigte Bewegung mit Anfangsge- 8. 13. 
schwindigkeit. fir die mit der Geſchwindigkeit e anfangenbe 
gleichförmig bejchleunigte Bewegung hat man nad) $. 9: 
lL) v=c+pt, 
und da der unveränderlichen Gefchwindigfeit c der Raum ct, der Acceleration 


pt’ 
» aber der Weg > zukommt: 


2 
I) s=et + r . 
Entfernt man p aus beiden Gleichungen, jo erhält man: 








III.) 8 — ⸗ T nn 
und befeitigt man t, fo ftellt ſich ; 
V) s= 2 — heraus. 


6* 
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Beilpiele 1) Ein mit der Anfangsgeihtwindigkeit.c —= 3 Meter und mit 
der Xcceleration 2 —= 5 Meter bewegter Körper legt in 7 Gecunden den Weg 


' 2 
s—= 8.745 5 — 21 + 122,5 — 143,5 Meter zurüd. 
2) Ein anderer Körper, welcher innerhalb 3 Minuten = 180 Secunden feine 


Geſchwindigkeit 21, Fuß in die von 7%, Fuß umändert, madt in diejer Zeit 


25 + 7,5 
2 


den Weg von —.180 = 900 Fuß. 


$. 14.  Gileichförmig verzögerte Bewegung. für die mit der Öefhwin- 
digkeit c anfangenbe gleihförmig verzögerte Bewegung gelten die 








Hormeln: | 
Il) v=e-— pt, 
— pe 
OD) s = ct 2 
Il) s= ° + 2. t, 
a — y3 
IV) s— TER 


welche aus ben Gleichungen des vorigen Paragraphen fogleich hervorgehen, 
wenn man darin p negativ jet. Während bei der gleichförmig beichleunig- 
ten Bewegung die Geſchwindigkeit ohne Ende wächſt, nimmt bei der gleich- 
fürmig verzögerten Bewegung bie Geſchwindigkeit bis zu einem gewiſſen Zeit- 
punkte ab, wird in demfelben — Null, ımd fällt ſpäter negativ aus, d.h. es 
geht fpäter die Bewegung in umgekehrter Richtung vor ſich. 

Segen wir in ber erften Formel v — 0, fo erhalten wir pt = ce, alfo 
die Zeit, zu welcher die Geſchwindigkeit Null geworden ift: 

c 


t — 23; 


ſetzen wir endlich dieſen Werth vonet in die zweite Gleichung, fo erhalten 
wir den Raum, welchen ber Körper zu diefem Zeitpunkte zurückgelegt hat: 
. u nr 


2p7 
Iſt die Zeit größer als 2 fo fällt der Raum Kleiner als 5 aus; iſt die 
Zeit = =, fo ift der Raum Null, es ift alfo der Körper nach feinem 


Ausgangspunft zurüdgelehrt ; ift endlich die Zeit noch größer als = fo ift 


s negativ, d. h. es befindet fich der Körper vom Anfangspunkte aus auf ber 
entgegengejetten Seite. 
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Beifpiel. Ein Körper, welder mit ce — 12 Meter Anfangsgeſchwindigkeit 
auf einer ſchiefen Ebene hinaufrollt, durch welche er eine Verzögerung von 2 Meter 
pro Secunde erleidet, fleigt nur = = 6 Secunden lang und 2 = 86 Meter 
hoch, rollt dann zurüd, kommt nad 12 Secunden mit 12 Meter Geſchwindigkeit 
in den Anfangspuntt zurüd und bat nach 15 Secunden den Weg 8 = 


3 
-12.15— 2 = — 180 — 225 — 45 Meter yurädgelegt, if} alfo 45 Meter 


unter den Anfangspunft gelangt, wenn fi die Ebene au abwärts fort erftredt. 





Freier Fall der Körper. Der freie oder ſenkrechte Fall der $. 15. 
Körper im Iuftleeren Raume (franz. mouvement vertical des corps pe- 
sants; engl. vertical motion of bodies) giebt das wichtigfte Beiſpiel der 
geeihförmig befchleunigten Bewegung. Die durch die Schwerkraft (franz. 
gravits; engl gravity) erzeugte Acceleration diefer Bewegung bezeichnet 
man durch den Buchftaben g, und bat unter den mittleren Breitegraden von 
Europa den mittleren Werth von 

9,81 Meter, 
30,20 pariſer Fuß, 
32,20 englijchen Fuß, 
31,03 wiener Fuß, 
311/, = 31,25 preußijchen Fuß und 
32,7 Schweizer⸗ oder Meterfuß zu je 0,3 ‘Meter. 
Wenu man einen diefer Werthe ftatt g in bie gefundenen Formeln: 
2 2 
— mı=r= 298 
einführt, fo kaun man alle Fragen, welche ſich in Anfehung bes freien Falles 
der Körper vorlegen laffen, beantworten. Für das Metermaß ift: 
v—= 981.1 — 4,429 Vs, 
8 — 4,9051? = 0,0510v? und 
t = 0,1019v —= 0,4515 Vs; 
bagegen für das preußiiche Fußmaß: 
v — 31,25.t = 7,906 Vs; 
8 15,625 .1? = 0,016v? umd 
— 0,0320 = 0,253 Vs. 

Beispiele. 1) Ein Körper erlangt beim ungebinderten Fallen in 4 Secun⸗ 
den die Geſchwindigleit —= 31,25.4 = 125 Fuß und durdläuft in dieſer Zeit 
den Weg 8 — 15,625.42 = 250 Fuß. 2) Ein von der Höhe s = 9 Fuß 
herabgefallener Körper hat die Geihmwindigleit v — 7,906. V9 — 28,72 Fuß. 
3) Ein mit 10 Meter Geſchwindigkeit vertical emporgeworfener Körper fteigt auf 
die Höhe 8 = 0,061.102 = 5,1 Meter und braudt dazu die Zeit: 

t = 0,1019.10 = 1,019 oder reihlih 1 Secunde. 
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8. 16. Wie fich beim freien Fall der Körper die Bewegungsverhältniffe im Laufe 
der Zeit geftalten, wird durch folgende Tabelle vor Augen geführt: 








Zeit in Secun- 
den ® [2 “ } 


Geſchwindigkeit 
Weg .... 1005 


Differenzen .. 3135 2 195 


Die letzte Horizontalcolumne diefer Tafel giebt die Wege an, welche ber 
frei fallende Körper in den einzelnen Secunden durchläuft. Man fieht, daß 
fich diefe Wege wie die ungeraden Zahlen 1, 3, 5, 7 u. |. w. zu einander 
verhalten, während die Zeiten und Geſchwindigkeiten wie die natitrlichen 
Zahlen, 1, 2, 3, 4 u. ſ. w., und die Yallräınne wie deren Quadrate 1, 4, 
9, 16 u. f. w. wachſen. Hiernach ift 3. B. die Gefchwindigfeit nach 6 Se⸗ 
cunden, 69 —= 58,86 Meter, d. h. ber Körper würde, wenn er von biefer 
Zeit an gleichförmig fortginge, etwa auf einer ihm Feine Hinberniffe darbie⸗ 
tenben Horizontalebene feine Bewegung fortfegte, in jeder Secımde ben Weg 
69 = 58,86 Meter durchlaufen. Diefen Raum durchläuft er im Laufe der 
folgenden ober fiebenten Secunde aber nicht wirklich, fondern derfelbe beträgt 


nad) der legten Columme genau 13 2 = 13. 4,905 — 63,765 Meter; 


in der achten Secunbe ift er fogar 18-2 = 15.4,905 = 73,575 Mes 
ter u. ſ. w. 


Anmerkung. Xeltere deutſche Schriftfteller bezeihnen den Raum von 4,905 
Meter = 15,625 Zuß, welder vom frei fallenden Körper in der erſten Secunde 
durchlaufen wird, dur g und nennen ihn wohl auch Beſchleunigung der Schwere. 
Sie haben dann für den freien Fall der Körper die Gormeln: 


v—2gt = 2Vgs, 


q 2 
z*9 7 
® 8 
i=— =-Y-: 
29 9 


Dieſer nur in Deutſchland vorkommende Gebrauch iſt nun faſt ganz verſchwunden, 
aber beim Leſen älterer deutſcher Werke über Phyſik und Mechanik, z. B. der 
Werke von Eytelwein, Gerſtner u. ſ. w. zu beachten. 
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Der freie Fall mit einer Anfangsgeschwindigkeit. Geht der $. 17. 


freie Fall der Körper mit einer gewiffen Anfangsgeſchwindigkeit (franz. 
vitesse initial; engl. initiale-velocity) c vor fi, jo nehmen die Formeln 
folgende Yormen an: 

v—=c+gt=c + 9811Meter = c + 31,251 Fuß, 


v—=Ve: + 293=Ve? + 19,625 Meter = Ve? + 62,5 3 Fuß, 
s—=c+ 7 18 — ct + 4,905 tꝛ Meter = ct + 15,625 1? Fuß, 
auch: 


s = 


auch 


ve — c 
29 
Wird hingegen der Körper mit der Geſchwindigkeit c ſenkrecht in die Höhe 
geworfen, jo hat man: 
v — c — gt=c— 981:Meter = c — 31,25 t Fuß, 
aud) | 


v —Vca — 293 =V ec? — 19,623 Meter = V ec? — 62,5 s Fuß, 
s=c— Zu — ct — 4,905 0 Meer — ct — 15,625 P Fuß, 
aud): 


s = 


— 0,0510 (v2? — c?) Meter = 0,016 (0? — c?) Fuß. 





c — v ⸗ 

y- 0,081 (c? — v2) Meter — 0,016 (ct — v2) Fuß. 

Betrachtet man eine gegebene Geſchwindigkeit c al8 eine durch den freien 

Fall erlangte Endgejchwindigfeit, jo nennt man den entjprechenden Falls 
raum 





35 — 0,016.c? Fuß = 0,0510 c? Meter. 
die Gefchwindigfeitshöhe (franz. hauteur due à la vitense; engl. height 
due to velocity). Durch Einführung derjelben laſſen fich einige der obigen 


Formeln einfacher ausdrucken. Bezeichnet man die Geſchwindigkeitshöhe 
2 
(—) von ber Anfangsgefchwindigfeit c durch % und bie ber Endgeſchwiu⸗ 


digfeit (z) durch A, fo hat man für fallende Körper: 


h=k+sws—=—h—k, 
und für fteigende: 
h=k— sws—=k—h. 
Es ift alfo der Fall- oder Steigraum ſtets gleich der Differenz 
der Geſchwindigkeitshöhen. 








— 
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Beiſpiel. Sind bei einer gleichförmig veränderten Geſchwindigkeit die Ge⸗ 
Ihwindigleiten 5 Dieter und 11 Meter, alfo die Geſchwindigkeitshöhen = 0,051. 5? 
— 1,275 Meter und 0,051.112 = 6,171 Meter, jo ift der Raum, welcher wäh: 
rend des Ueberganges aus der einen Geſchwindigkeit in die andere zurüdgelegt 
wird: 8 = 6,171 — 1,275 = 4,896 Meter. 


— 22 





2 
$. 18. Das senkrechto Emporsteigen. Setzt mar in der Formels — < 


für das fenfrechte Emporfteigen der Körper die Endgeſchwindigleit v 0, 
ſo giebt s die größte Steighöhe 
c? 
k = 27° 
Es ift folglich die der Aufangsgeſchwindigkeit c entjprechende größte 
Steighöhe gleich der ber Endgeſchwindigkeit c zukommenden Fallhöhe %, 
und alfo auch ce —=V2g% nicht allein die Endgeſchwindigkeit für bie freie 
Fallhöhe %, jondern auch die Anfangsgefchwindigkeit für die größte Steighöhe 
k, und es folgt daher noch, daß ber fenfrecht in die Höhe geworfene Körper 
an jeder Stelle diejenige Gefchwindigfeit v — V2 93 bat, die er, jedoch in 
umgefehrter Richtung, haben wiirde, wenn er von der noch übrigen Steighöhe 
8 bis zu diefer Stelle frei herabgefallen wäre, die er alfo auch) beim darauf 
folgenden Niederfallen dort wirklich befigt. 
Daſſelbe Verhältniß findet natürlich auch bei jeber anderen gleichförmig 
beiehleunigten Bewegung ftatt, 3. B. bei einem auf einer geneigten Ebene 
AB, Fig. 52, hinauffteigenden Körper A, welchen die Schwerkraft mit einer 


Fig. 52. 





gewiflen von dem Neigungswinkel CAB abhängigen Xcceleration p herab zu 
treiben fucht. Bei der Anfangsgefchtindigfeit c fteigt der Körper. auf die Höhe 


2 
AB=k= 5 und bat an einem Ort M, welcher un MB = s von 





§. 19.] Die einfache Bewegung.  . 89 
der höchſten Stelle 2 abfteht, die Gefchwindigkeitt vo — 2 ps, mit welcher 


er aud) in M anfäme, wenn er beim SHerabfallen ben Weg BM = 8 
zurüdgelegt hätte. 


Beilpiel. Ein Körper wird mit 15 Fuß Geſchwindigkeit ſenkrecht empor⸗ 
geworfen und trifft bei 2 Fuß Steighöhe auf ein elaftiiches Hinderniß, welches 
ihn momentan mit derjelben Geſchwindigkeit zurädwirft, mit welcher er aufichlägt. 
Wie groß iſt nun dieſe Geſchwindigkeit und wie groß ift die Zeit zum Steigen 
und Zurückfallen defielben? Der Anfangsgejchwindigfeit ce = 15 Fuß entipricht die 
Steighöhe k — 3,60 Fuß, die Geſchwindigkeitshohe Für den Yugenblid des An⸗ 
foßes ift nun A = 8,60 —2,00= 1,60, und folglich diefe Geſchwindigkeit ſelbſt 
= 796 Y1,6 = 10 Fuß. Die Zeit zum Steigen auf bie ganze Höhe (3,6 Yu) 
wäre: t —= 0,032.c = 0,032.15 = 0,480 Secunden, die Zeit zum Steigen 
auf die Höhe 1,6 Fuß aber: t, = 0,082.10 = 0,320 Secunden, es bleibt dieſem⸗ 
nad die Zeit zum Steigen auf die Höhe von 2 Fuß oder die Zeit vom Anfang 
bis zum Anſtoß: & — &, = 0,480 — 0,320 = 0,160 Secunden, aljo endlich 
die ganze Zeit zum Steigen und Fallen = 2.0,160 —= 0,320 Secunden. Dieje 
iR olfo nur ber elle — 8te Theil von der Zeit, welche zum Auffleigen und 
Zurüdfallen nöthig wäre, wenn der Körper unaufgehalten fliege und fiele. Diefer 
Gall findet beim Schmieden des glühenden Eifens feine Anwendung, weil e8 bier 
wegen des ſchnellen Abkühlens darauf ankommt, in einer kurzen Zeit fo viel 
Hammerſchläge wie möglih erfolgen zu lafien. Wenn der Hammer durd eine 
elaſtiſche Prallvorrichtung zurückgeworfen wird, fo kann er unter den im Beifpiele 
jum Grunde liegenden Berhältnifien in derſelben Zeit ziemlich dreimal jo viel 
Schläge thun ala beim ungehinderten Auffteigen. 

Anmertung 1. Das limfegen der Geſchwindigkeit in Geſchwindigkeitshöhe 
jowie au das Umſetzen ber legteren in die erftere, ift ein in ber praftifdhen 
Mechanik und namentlich in der Hydraulik ſehr oft vorkommendes Geſchäft. Eine 
Zofel, wodurch dafielbe in ein bloßes Nachſchlagen verwandelt wird, leiftet des⸗ 
halb dem Praktiker jehr nützliche Dienſte. ine fi auf das preußiſche Fußmaß 
beziebende Tabelle diefer Art enthält der „Ingenieur“ Seite 326 bis 329. 

Anmerkung 2. Die im Vorhergehenden entwidelten Formeln find allerdings 
nur für den freien Fall im’ Iuftleeren Raume ftreng richtig; fie lafjen ſich jedoch 
auh beim freien Fall in der Luft mit einer noch erträglichen Genauigkeit ge- 
braudden, wenn die fallenden Körper in Beziehung auf ihr Volumen ein großes 
Gewicht haben, und wenn die Geſchwindigkeiten nicht jehr groß ausfallen. Webri- 
gens werden fie auch noch unter anderen Umftänden und Berhältniffen in vielen 

anderen Fällen gebraucht, wie fih in der Folge zeigen wird. 





Ungleichförmige Bewegung überhaupt. Die Formel 3 — ct $. 19, 
($. 5) für die gleichförmige Bewegung gilt auch für jede ungleichförmige 
Bewegung, wenn man ftatt £ ein Zeitelement oder unendlich Kleines Zeit» 
theilchen T, und ftatt s das innerhalb dieſes Zeittheilchens zurlidgelegte Raums 
element © fett, da anzunehmen ift, daß innerhalb eines Augenblides die Ges 
ſchwindigkeit c, welche hier durch v bezeichnet werden ſoll, ſich nicht ändert, 
aljo die Bewegung gleichförmig bleibt. 
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Man hat demnach für jede ungleihförmige Bewegung: 
Il) = vr, fowie v = < (vergl. $. 10). 


Es iſt alfo die Geſchwindigkeit (o) für jeden Augenblid durch 
den Duotienten aus dem Raum: und aus dem Zeitelemente 
beitimmt. 

Ebenſo ift die Formel v — pt ($. 11) für die gleichförmig befchleunigte 
"Bewegung auch für jede ungleichförmige Bewegung überhaupt giltig, wenn 
man ftatt 4 und v das Zeitelement v und den innerhalb defielben erlangten 
unendlich Heinen Geſchwindigkeitszuwachs x fubftituirt, da fid) die Beſchleu⸗ 
nigung p innerhalb eines Augenblides = nicht angebbar verändert, aljo die 
Bewegung während defjelben als gleichförmig befchleunigt angejehen werden 
kann. 

Hiernach hat man für alle Bewegungen: 


IL) <= ps, ſowie p = =. 


Es ift alfo die Acceleration (p) für jeden Augenblid der Bewe, 
gung gleich dem Quotienten aus dem Gefhwindigfeits- und dem 
entfprechenden Zeitelemente. 

Set man die ganze Bewegungszeit * = nr, und die Gejchwindigfeiten 
in den einzelnen Zeittheilen 7, der Reihe nad) v1, %s, % . . v., ſo find die 
entfprechenden Wegelemente ı = vır, mt, ;—=tYyr.., vUur; 
und es ift daher der ganze in der Zeit & zurlidgelegte Weg 


s — (vi 4 . 4 )i= en a d. i.: 
I) 3 re — pt, 


n 
wenn ,. die mittlere Geſchwindigkeit bei 
Zurücklegung des Weges s bezeichnet. 

Ebenſo iſt, wenn e die Anfangs⸗ und v die Endgeſchwindigkeit bezeichnet, 
und 92, 93 ».. 9 bie Üccelerationen in ben ftetig auf einander folgenden 
gleichen Beitefementen r find, 


v—-tc=(p pr + Ha=(atntotm),, 


d. i. 
m) v—c—{?: Tat Fr op 


wenn p = atmtıtm die mittlere Acceleration bezeichnet. 
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Durch Verbindung der Formeln J. und II. erhält man folgende nicht min⸗ 
der wichtige Gleichung: 
II. vx =p6. 
Nimmt bei Durchlaufung des Weges s — n0, die Xcceleration nad) und 
nach die Werthe 91, 93, - . 2, an, fo ift die Summe der Probucte 9 0, 


= (p, + 9» + .. Ip AL ZT a er. 


- (tm I Fre, op 


wenn p die mittlere Acceleration bezeichnet. Und geht die Anfangögefchwin- 
digkeit © durch wiederholtes Wachfen um x — ° — ° in die Endgeſchwin⸗ 
digfeit o über, fo ift die Summe der Producte vx: 
a +(c+x)a +. +Ww— x) +VX—=[c+H(c+x) +. +Ww— x) +v]x 

_ nz _ w+o)@—e. _v—cd 

= Fr) =, —. 
und daher zu feken: 

x v0? — ce? vo — c? 

IL*) ==» oder 8 = 37 (vergl. IV. $. 13). 

Auch ift die Zeit, in welcher ber Raum s — n6 mit der veränberlichen 
Geſchwindigkeit U, Ya, . . - Um zurückgelegt wirb, 

8 8 


11-0 +.+,)=% + — ++,)= 2’ 








v n 
wenn der Werth I ( +lı.ır —) —L gefept, alſo beffen Re— 
n\vı % v. v 
ciprole o als die mittlere Geſchwindigkeit angefehen wird. 
Ehenfo ift die Zeit, innerhalb welcher bei ber veränderlichen Aeceleration 
Pr, Pi, - - » 2a die Geſchwindigkeit c in v übergeht, 


14 — ? — 1 1 .. 1 _ 6 
IE n tat +,,)= p ' 








wenn p — — — ie mittlere Acceleration be— 
(+, +-+;,) 
P3 Pr 
zeichnet. 


Mit Hülfe der vorftehenden Formeln laſſen fich die vielfachften Aufgaben 
der Bhoronomie und Mechanik Ten. 

Beiſpiel. Wenn fih ein Körper nad dem Geſetze u — at? bewegt, jo if 

t+x=al + 2 = all?! +27 + 72), alio x = ar(2t +7), folglich 


— £ _ 2at. 
7 


420. 


92 Erſter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [8. 20. 
Die Geſchwindigkeiten des Körper am Ende der Zeiten 7,27,37..nr find 
ara, a (2r)?, a (31T)2..a(nı)?, 
und e8 folgt daher der durdlaufene Weg nah E = nr Secunden: 
s = [ar? + alt: +..a(n)]r = (2? +22 +32 +.. + nNaıS, 
oder da nad) 8.15, IV., der analytiſchen Hülfslehren, 12 + 224 82+-..+n? 


n°. 
3 ift: 


at® 


— on Em — 
s= at =) =75 


Das einfache Schwingungsgesets. Mit Hllfe der vorftehenben 
phoronometrifchen Formeln laſſen fich die Bewegungsverhältniffe ſchwingender 
Körper wie folgt entwideln.. Das Gefeg, welches denfelben zum Grunde 
liegt, wird durch die Formel 

pP=— us 
in welcher u einen conftanten Factor ober Coefficienten bezeichnet, ausgebrüdt. 
Bezeichnet c die Anfangsgefchwindigkeit, ſowie v die variable Geſchwindigkeit 
des bewegten Körpers M, in dem YWugenblide, wenn er den Weg COM — s 
(Fig. 53) zurlidgelegt hat, jo läßt fich nad) Formel IIIL.*) des vorigen Para- 
graphen fegen: 


vu” — c? 


= — ps — — us.8. 


Nun ift aber der Mittel- 
werth der cceleration 


p=us, E, daher hat 





man einfad): 
ve — ce! —= — us}, 
oder 
v0 — us, 
und 
v =YVe? — us. 
Hiernad) nimmt während 


der Bewegung bes Körpers 
von C nad) A die Gefchwindigfeit v bdeffelben immer mehr und mehr ab, 
und es ift diefelbe Null, wenn us? — c?, ober s Yu = c,d.i. wenn ber 
Körper den Weg 


u 
zurüdgelegt hat. Führt man den Werth ua? — c? in ben obigen Ausbrud 


ein, jo erhält man: v — a — s68. 


S|e 
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Rum ift J Va? — st — der Ordinate MO, eines mit dem Halbmeſſer 
A=-(00=-0DdD=a beichriebenen Kreifes, daher folgt aud): 


—. 756. 
a 


Das Wegelement MN —= 6 — vr, welches im Zeitelemente v durch⸗ 
laufen wird, ift die Projection PQ eines Bogenelementes OP, und läßt ſich 
wegen Achnlichleit der Dreiede COM und PORQ ſetʒen: 

„_ P0.MO _PO.MO _PO.o 
00.7 a ce’ 
hirwech iſt 
oe PO 
r=-=2 _, 
v c 
md e8 folgt die ganze Zeit, innerhalb welcher fich der Körper von C nad 
st, 


A beiwe 
= Summe aller Bogenelemente Quadrant DA 


ce c 
d. L: 


Diefelbe Zeit ift auch zu dem darauf folgenden Ruckgang bes Körpers 
nöthig, wobei die Geſchwindigkeit befielben wieder von Null bis c ftetig wächſt. 


Rach der Zeit 4 — 24, = * gelangt der Körper auf die andere Seite 
u 


von C und durchläuft hier in denfelben Zeiten den Weg CB — a hin und 
zurüd, jo daß fehlieglich die Zeit eines vollftändigen Spieles oder Hin⸗ und 
NRüdganges 


ı,—=4h = 
vr 
"Dem variablen Weg CM — entſpricht ein Bogen DO = aß, für 
weichen 
sin.ß = sin. DCO = sn. COM —= 
ift, daher hat man: 


ausfällt. 


CM _ 8 


00 —a' 


ß = art. (sin. — +): 


DO= aarc.(sin = ) 
und die Zeit zum Durchlaufen des Weges s: 


jowie 
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DO __a (ei ) 
i= — = -—ar.\sin. =—), 
c c 


= I arc. (sin. = Ver E) . 
Ve e 
Umgekehrt folgt aus ber Zeit t: 


)s= * sin. (Yu) = asin,. ). 


ferner 


v * Ve — [le sin. (Vu): — eVi — (sin.tV u)®, 
2) v — ccos.(tY u) —= ccos. (2): 
und 


3 
3 p — — e sin. (Va) = — 2 sin. ( = — us. 
Anfangs, alfo fir = 0, ts=0,v—=cubp— 0, fpäter für 


— A 
t — —, odert — iſt — —, v — O und p— 
ve=: Tr ei 








u 

ferner für 

Vu =a, Be ze —e und po— 
u 

ebenjo für 
3” c 

{Vu = 8/7, oder i = s=—- —,v—=-0wWp=cY», 
2Vr Vr 

und für 


27 
tVu = 2%, vart= wieder s = 0, — c und p * 0. 
Ve 
Der bewegte Punkt hat folglich eine fchwingende Bewegung auf beiden 
Seiten bes feſten Anfangspunktes C, zu welchem er jebes Mal nad) Zurlid- 


legung des Weges a =. + Yu mit der von Null allnälig bis oe — e 


u 
wachienden Gefchwindigfeit zurückkehrt. 

(8. 21) Phoronometrische Differenzial- und Integralformeln. Die 
allgemeinen Bewegungsformeln, welche im vorftehenden Paragraphen ent- 
widelt worden find, nehmen im Gewande ber Differenzial- und Integral 
rechnung, wo man da8 Zeitelement 7 durch Ot, das Wegelement 6 durch ds 
und das Geſchwindigkeitselement x durch ©» bezeichnet, folgende Formeln an: 


I) v= = oder Os — vot, daher s — [vor fowie t - /®. 
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00 
1’ 


2 re? 
II) v0v = pds, = [TE fowie - 5 < — /pos 


wenn c die Anfangs» und v die Endgefchwindigfeit bei Durchlaufung des 
Weges 3 bezeichnet. 

Es ift alfo hiernach die Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate 
gleich dem doppelten Integrale von dem Producte aus ber Acces 
leration und dem Elemente O8, oder gleich dem doppelten Pro- 
ducte aus der mittleren Acceleration und dem Raume, welder 
während des Ueberganges der Geſchwindigkeit aus c in v zurück⸗ 
gelegt wird. 

Der Lehre vom Größten und Kleinſten zufolge hat der Raum einen em i⸗ 
nenten Werth, alfo die Bewegung ihre größte Ertenfion erlangt, wenn: 

08 


I)p= oder Ov — pöt, daher — pot, joe = / © 





5*2* Null 
iſt, und iſt die Geſchwindigkeit am größten oder kleinſten für: 
- =p — Null. 


Die vorftehenden Formeln bilden die Grundlage der höhern Phoronometrie 
und Mechanik. 

Beilpiele. 1) Aus der gegebenen Bleihung s = 2 + 38 + #2 für den 
Raum folgt durch Differenzüiren für die Geſchwindigkeit die Bleihung v— 3 +28, 
und für die Acceleration P—=2; es ift aljo die legtere conftant, und die Bewegung 
gleihjörmig beichleunigt. Für t—= 0, 1,2,8... Secunden hat man aber 

v=38,5,7,9... (Meter), und 
s—=2,6,123,%... (Meter). 

2) Aus der Formel = 10 + 3 — 2 für die Geſchwindigkeit ergiebt ſich durch 
Integriren die Gleihung s = [10pt + [stat— [Rd 1044 E, 
dagegen durch Differenziiren die Formel p = 3 — 21. 

Hiernad if für — 2:—0, d.i. fürd— %, Secunden, bie Acceleration Null 
und die Geſchwindigkeit ein Maximum (v = 12Y/,), und für 0 +8:— 0, 
Lie=y,+VoDrTY%=: F ?. = 5 Secunden, die Geſchwindigkeit Null 
und der Raum ein Marimum. 

jürt=0 1 2 3 4 856, 6 Secunden hat man 

v=3 1, — 1, — 8, — b, — 7, — 9 Nee, 
v=10, 12, 12, 10, 6, 0, — 8 Meter, 
s— 0, 11), 2315, 3444, 42%, 45%, 42 Meter. 


Attractionsgesetz. Rad) dem Attractionsgeſetze wächft die Acceleration (8. 22.) 
der Schwere umgekehrt wie da8 Quadrat der Entfernung CM des Körpers 
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M vom Mittelpunkt C der Erbe (Fig. 54), hat daher diefelbe an der Erb» 
oberfläche oder im Abftande CB = r vom Mittelpuntte C der Erde, bie 
Größe 9, fo ift fie im Abftand CA — a, 

Fig. 64. gr? 








pı = 7 

ſowie im Abftande OCM= CA=a— 8, 

_ _Ir 

Pa 

zu fegen. Nun hat man aber: 
vo — € 

2 - = /pds, 
7 daher folgt hier für die Endgefchwwindigfeit v eines 


mit der Anfangsgeſchwindigkeit ce fallenden Körpers: 











v2. — ce? cs 
— | _°_— pr (a — Sr2s—rla— gr 
27 = [ ae Sa -—-979s=r!(a — 3)! + Con. 
. y? 
=, rm 
2 
Da für s — 0,0 — e ift, fo folgt Con. — — — und ſchließlich 
2 dad rn 1 rt | 
29 0a —s35 a ala—s5) 
oder Bu 
Dgr?s 
_ ao I 
| "—e ala — s)’ 
und 





⸗ 2gr?s 
— Te 


Iſt die Fallhöhe s im Vergleich zum Abſtand a und dem Erdhalbmefler r 
flein, fo fann man a— s—= ar, und daher p—g, fowie s — er e? 
jeten, welches in den gewöhnlichen Fällen der praftiichen Mechanik geſchieht. 
Iſt die Anfangsgeſchwindigkeit Null, jo hat man einfad): 





BE VE Lad 
e— ala — 9) 
und umgefehrt die Yallhöhe: 
a?v? 
8 


—75 ta 
Die Fallzeit, innerhalb welcher der Körper den Weg 3 durchläuft, ift durch 
die Integralformel 
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= [EV [Ve 


zu beftimmen. 
Nun hat man nad) der Reductionsformel in $. 28 der analyt. Hulfslehren: 


—— 
-Vra + — 
| — 


ſetzen, daher folgt die alt: 


— — 


Ira — 8 a — 
— — dur u, fo kann man 
Us 4 G ch ’ | 


und 














Bezeichnet man 
adu 


1 — IH 


2 , 





a 2 / ou 

f — VI a ſetzen. 
I/ya ) 

Endlich iſt nach 5 26 der analyt. Hulfslehren: 


-/ —— — arc.(cos. = u), 





daher folgt: 
i= Vi F — 3) )+5 — art. mi — — —)] 
Führt man 2 — 082 — 1 — = + 5 ({. IV., 8. 27 der 


analyt. Hülfslehren) ein, jo erhält man annäherud: 
x? 1 5) = 28 


2 2 a 
= 2Y& (! +)» 


San m) = Yaalıı 


Beinen: ® Lehrbuch d. Mechanik. IL 7 


daher den Bogen 


und 





8.23. Mittlere Geschwindigkeit. Von ber Gefchwindigkeit v — — 
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während fi 


Va —-9=VsaVı E-vo(ı — 5) 


ſetzen läßt, daher iſt die Fallzeit für eine Mein Fallhöhe s, 
-V,.Valı- & 2\-2Vi(e_ 2 
= en sa(1 414 ba) Fr (2 5) 
_ (1 8 eye, 
und endlid) —* eine fe Heine Fallhöhe s, wobei ar geſetzt werden kann, 
t—= ve. ſowie s — 1, gt?, wie belannt. 


0s 
ot 
für einen Augenblid oder während eines Zeitelementes 7 — 98 ift diejenige 
Geſchwindigkeit cı — * verſchieden, welche ſich ergiebt, wenn man den 


Raum, welcher während einer gewiſſen Zeit, z. B. während einer Periode 
einer periodiſchen Bewegung durchlaufen wird, durch die Zeit ſelbſt 
dividirt. Man nennt dieſelbe die mittlere Geſchwindigkeit (franz. vitesse 
moyenne; engl. mean-velocity) und fann fie auch als diejenige Gefchwin- 
digkeit anfehen, die ein Körper haben müßte, um in einer gegebenen Zeit (2) 
einen gewiſſen Raum (8) gleichförmig zurüdzulegen, welcher in Wirklichkeit in 
eben diefer Zeit ungleichförmig durchlaufen wird. So ift z. B. bei der 
gleichförmig veränderten Bewegung die mittlere Geſchwindigkeit gleich der 


halben Summe ( — ) aus der Anfangs⸗ und Endgeſchwindigkeit; denn 








es iſt nad) $. 13 der Raum gleich dieſer Summe ( T ) multiplicirt 
durch die Zeit (f). 


Allgemein ift(nach$. 19) die mittlere Gefchwindigfeitc, — „Atari 
wenn 9,9, ..%n eine gleichen und fehr Heinen Yeitintervallen entipredienbe 
Geſchwindigkeitsreihe bezeichnet. 


Beilpiel. Während eine Kurbel CO gleihförmig im Kreiſe AEBD, 
dig. 55, herumgebreht wird, geht die daran hängende Laſt Q, 3. B. der Kolben 
einer Zuft- oder Waflerpumpe u. f. w., ganz ungleihförmig auf und nieder; die 
Geſchwindigkeit dieſer Laft ift im tiefften und höchſten Punkte A und B ber 
Kurbelwarze am kleinſten, nämlid Null, auf der halben Höhe derjelben, in D und 
E, aber am größten, nämlich der Kurbelgeſchwindigkeit c glei. Innerhalb einer 
halben Umdrehung ift die mittlere Geſchwindigkeit gleich der ganzen Steighöbe, 
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* di. dem Durchmeſſer AB des Kreiſes, in welddem die Kurbel herumgeht, bivi- 
dirt durch die Zeit einer halben Umdrehung. Segen wir ven Halbmeſſer OA= CO 
Sig. 55 des Warzenkreiſes = a, alfo jenen Durch⸗ 
19. DD. meſſer = 2a, und dieſe Zeit — t, fo folgt 
demnach die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt 
a =. Die Kurbel ſelbſt macht in 
dieſer Zeit den Halbkreis na; es iſt daher 
ihre Geſchwindigkeit c — —* und folglich 
die mitt lert Be der Laſt 
2 
= a1 c = 0,6366 mal jo 
groß ots bie ei Geſchwindigkeit 
c der Kurbel. 
Während die Kurbelwarze von ihrem mittleren Stande D auß, bei der Dre: 
dung um den Winkel DCO —= ß, den Weg DO = aß = ct in der Seit t 


mit ber unveränderlichen Geſchwindigkeit c zurüdlegt, macht die an ihr hängende 
Stange den Weg: 


a=- 





s—= CM= NO = asin.$ß, 
oder daß = — Zi, 


8s— asın. (2). 

Diefer Ausdrud ftimmt aber mit dem oben, $. 20, gefundenen Weg einer 
einfachen Schwingung überein, daher bewegt fi auch die Stange OQ der Kurbel 
CO, fowie die an ihr hängende Laſt auf diefelbe Weile, wie ein mit der Accele⸗ 

2 
ration pp = — us — (2) 8 ſchwingender Körper. 


Endlich if die mittlere Geſchwindigkeit der Laſt beim Durdlaufen des Weges 
s = asın.ß, 


8 esin. 
= T = — 
1. B. für 40 = 80 Grad, oder A = A, wobei sin. ausfallt: 
=: = 095498 e. 
” 


Graphische Darstellung der Bewegungsformeln. Die im $. 24. 
Borigen gefundenen Bewegungsgejege laſſen ſich auch in geometrifchen Figuren 
ausdrücken oder, wie man fagt, graphijch darſtellen. Graphiſche Dar: 
ſtellungen überhaupt erleichtern die Auffaflung, unterftügen das Gedächtniß, 
ſchützen wohl auch gegen: Fehler und dienen fogar zuweilen zur unmittel- 
baren Ausmittelung der gefuchten Größen; fie find deshalb der Mechanik 
von großem Nutzen. 

Bei der gleihförmigen Bewegung ift ber Raum (s) das Product (ct) 
aus Geſchwindigkeit ımd Zeit, und von einem Rechtecke der Geometrie ift der 

7* 
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Flächenraum ein Product aus Höhe und Grundlinie; man Tann daher auch 
den gleichförmig durchlaufenen Raum s durch ein Rechteck ABCD, Fig. 56, 


Fig. 56. darstellen, defien Grundlinie AB die Zeit (f). 

2 und deflen Höhe AD = BC die Geſchwindigkeit 

a — (c) iſt, vorausgeſetzt, daß die Zeit mit der Ge⸗ 
. c Ichwindigkeit in einerlei Rängeneinheiten ausgedrückt, 
daß aljo durch eine und diefelbe Linie die Zeit: 

z M B fecunde und der Meter zugleich repräfentirt werden. 


Während bei der gleichförmigen Bewegung die Geſchwindigkeit (MN) zu 
jeder anderen Zeit (AM) der Bewegung eine und biefelbe ift, fällt diefelbe 
bei der ungleichfürmigen Bewegung in jeden Augenblide anders aus; 

Sig. 87. ed läßt fic) deshalb diefe Bewegung nur durch ein 

" Biered ABCD, Fig. 57, barftellen, welches 

n P a zur Grundlinie AB die Zeit (t) und zur übrigen 
„Tl Begrenzung drei andere Linien AD, BC und CD 

MI | hat, von denen die erften beiden der Anfangs: und 
Dr "ie Endgeſchwindigkeit gleich find, und die letzte durch 
J — die Endpunfte (N) der verſchiedenen Geſchwindig⸗ 
— — feitswertge in den Zwiſchenpunkten (MM) geht. Nach 

den verfchiedenen Arten von ungleichförmigen Bewe⸗ 
gungen ift die vierte Linie CD entweder gerade oder krumm; ferner von 
Anfang aus auffteigend oder nieberfteigend, endlich entweder gegen die Grund⸗ 
linie concav (hohl) oder conver (erhaben). In jedem Falle ift der ungleich- 
förmig durchlaufene Raum (8) durch den Flächeninhalt diefer Figur zu meflen; 
denn bdiefer Flächenraum ABCD, Fig. 57, läßt fich durch Höhenlinien in 
lauter fchmale, als Rechtecke anzujehende Streifen wie MOPN zerlegen, 
wovon jeder ein Product aus einem Theile (MO) der Grimblinie und aus 
der diefem Theile entfprechenden Höhe (MN) oder (OP) ift, und ebenfo läßt 
fi) der in einer gewiffen Zeit durchlaufene Raum aus Theilchen zufammen- 
fegen, wovon jedes ein Product aus einem Zeittheilchen und der während 
defielben ftattfindenden Geſchwindigkeit if. Die Figur führt auch die 
Differenz zwiſchen dem Geſchwindigkeitsmaß und dem in der folgenden Zeit 


- einheit wirklich zirlicgelegten Weg vor Augen. Das Rechteck ML—=v.1 
‚ Über der Grundlinie MH — Eins (1) ift da8 Maß der Geſchwindigkeit 


MN = v, wogegen die Fläche MK über derfelben Grundlinie den wirklich 
durdjlaufenen Raum barftellt. Ebenſo ift das Rechteck AF über Al — 
Eins, das Maß der Anfangsgefchtwindigkeit AD — c, dagegen die Fläche 
AE der in der erften Secunde wirklich zurückgelegte Weg. 


Bei der gleihförmig veränderten Bewegung ift die Zu= oder Abs 
nahme u — c der Geſchwindigkeit (— pt, $. 13) proportional der Zeit (). 
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Ziehen wir nun in Fig. 58 und Fig. 59 die Linie DE der Grundlinie AB 
parallel, und fchneiben wir dadurch von den die Geſchwindigkeiten vorftellen- 
Fig. 58. Fig. 59, 





M 
ben Linien BC und MN die ber Anfangsgefchwindigfeit AD gleichen Stüde 
BE und MO ab, fo bleiben uns die Linien CE und NO als Gefchwins 
digkeitszu⸗ oder Gejchwindigfeitsabnahmen übrig, fir welche nad) dem Obigen 
die Proportion: 

NO:CE=DO:DE 
gilt. E 
Eine ſolche Proportion bedingt, daß N und fo auch jeder Punkt der Linie 
CD, in der geraden Berbindungslinie zwifchen C und D Tiegen, daß alfo 
jene, die verfchiedenen Geſchwindigkeiten (MN) begrenzende Linie CD felbft, 
gerabe fein muß. 

Diefem zufolge läßt fich alſo der gleichförmig befchleunigt und gleichför- 
mig verzögert durchlaufene Raum durch den Inhalt eines Trapezes ABCD 
darftellen, das zur Höhe AB die Zeit (£) und zu den (parallelen) Grund⸗ 
Iinien AD und BC die Anfangs und Endgejchwindigfeit hat. Auch ift 
c+v 

2 
einftimmung. Dei der gleichförnig befchleunigten Bewegung fteigt die vierte 
Seite DC vom Anfangspunfte an aufwärts, und bei der gleichförmig ver 
zögerten Bewegung läuft diefe Linie abwärts. Bei der mit Null Geichwins 
digkeit anfangenden gleichförmig befchleunigten Bewegung geht das Trapez in 
ein Dreied vom Inhalte 1, BC. AB —= 1,vt über. 


damit die $. 13 gefundene Formel s — .t in vollfommener Ueber: 





Die mittlere Gefchwindigfeit einer ungleichförmigen Bewegung ift $. 37. 
der Quotient: Raum dividirt durch Zeit; fie giebt alfo mittelft Multi⸗ 
plication durch die Zeit, den Weg und läßt ſich deshalb auch als die Höhe 
AF B Edegjenigen Rechteckes ABEF, Fig. 60 (a. f. S.), anſehen, welches 
zur Grundlinie AB die Zeit t hat und an Inhalt dem den zurlidgelegten 
Weg oder Raum meffenden Bierede ABCOND gleid) ift. Die mittlere 
Geſchwindigkeit ergiebt ſich demnach auch durch Verwandlung des Vieredes 
ABCND in ein gleich langes Rechtek ABEF. Ihre Beſtimmung iſt 
bejonder8 bei periodifchen Bewegungen, welche faft bei allen Mafchinen 
vorkommen, von Wichtigkeit. Das Gejet diefer Bewegungen wirb durch eine 
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Schlangenlinie ODEFG, Fig. 61, repräſentirt. Schneidet die mit AB 
parallel laufende Gerade LM denſelben Raum wie die Schlangenlinie ab, 





Fig. 60. Fig. 61. 
C E G 
F N E L mM 
17 
A M B A N OÖ P B 


it alfo ZM gleichſam die Are, um welde fih CDEFG windet, fo ift 
der Abftand AZ —= BM zwiſchen beiden parallelen Linien AB und LM 
die mittlere Gefchwindigfeit der periodifchen Bewegung, dagegen AC, OE, 
BG u. |. w. die größte und ND, PF u. ſ. w. bie Heinfte Geſchwindigkeit 
einer Periode AO, OB u. |. w. 


8.28. Auch die Acceleration oder der im der Beitfecunde erfolgte Zufag an 
Geſchwindigkeit läßt fich in der Figur leicht nachweiſen. Bei der gleich⸗ 
fürmig veränderten Bewegung ift fie unveränderlich; fie ift deshalb die Diffe- 
venz PQ, Fig. 62 und Fig. 63, zwifchen zwei Geſchwindigkeiten OP und 

Fig. 62. Sig. 63. 


sos.e 





A MO B A M O0 B 


M N, wovon die eine einer um eine Secunde (MO) größeren Zeit angehört 
als die andere. Iſt die Bewegung ungleichförmig verändert, alfo die 
Geſchwindigkeitslinie OD eine Curve, jo ift für jeden Zeitpunkt (MM) die Acces 
feration eine andere, und deshalb ift fie auch nicht die wirkliche Differenz 
PQ zwifchen den um eine Secunde MO von einander abftehenden Geſchwin⸗ 
digkeiten OP und MN = 09, Fig. 64 und 65, fondern fie ift die Zu⸗ 
nahme RQ der Geſchwindigkeit MN, welche eintreten wilrbe, wenn von dem 
Augenblide M an bie Bewegung in eine gleichförmig befchleunigte, alfo bie 
krumme Gefchwindigfeitslinie N PC in eine gerade Linie N Eüberginge. Nun 
ift aber die Tangente oder Berlihrungslinie NE diejenige Gerade, in welche 
eine Curve DN weiter fortgeht, wenn fie von einer gewillen Stelle (N) an 
ihre Richtung unverändert beibehält; e8 fällt demnad) die neue Geſchwindig⸗ 
teitslinie mit der Tangente zufammen, es iſt ferner aud) die bis zu biefer 
Linie gehende Höhenlinie OR die Geſchwindigkeit, welche nad) einer Secunde 
eintreten wlirbe, wenn die Bewegung von Anfang derjelben an in eine gleich 
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förmig befchleunigte übergegangen wäre, und endlich die Differenz Q.R zroifchen 
biefer Geſchwindigkeit OR und ber anfänglichen MN, die Xcceleration für 
den Augenblid, welcher dem Punkte M in ber Zeitlinie A.B entſpricht. 


Fig. 64. Dig. 65. 





Ai. 
ii 
t 


| 
| 
— — 
0 


u 
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Dem Vorſtehenden zu Folge laſſen ſich die vier Bewegungselemente: Zeit, 
Weg, Gefchwindigfeit und Ucceleration, durd; eine ebene Curve wie DNC, 
dig. 64 u. 65, graphiſch darftellen, und zwar die Zeit & durch die Abfciffe 
AM=z, bie Geſchwindigkeit v am Ende berjelben durch die Ordinate 
MN y, das Maaß des zurüdgelegten Weges s durch die Fläche AM ND 
— 8 zwifchen ber Anfangsgefchwindigkeit AD — c und der Endgeſchwin⸗ 
digkeit MN = v, und endlic) da8 Maaß der Acceleration ꝓ durch die trigo- 
nometrifche Tangente des Winkels MTN — «, welden die Berührungs- 
linie TE mit der Grundlinie oder Abſciſſenaxe AX einfchließt. 

Der Tangentenwinkel & und demjelben entjprechend, auch die Acceleration 
p ft — Null, alfo die Berlihrungslinie DE parallel zur Grundlinie AX, 
wenn die Gefchwindigkeit v ihren größten oder Eleinften Werth hat, und 
ebenfo iſt die Öefchwindigfeit v» — Null, an der Stelle, wo der Weg s einen 
Örenzwerth erreicht hat. 

Man kann aud) die Zeiten und Accelerationen als die Coordinaten einer 
Curve anfehen, in welchem Falle natitrlich die Geſchwindigkeiten durch Flächen- 
räume repräfentirt werden. 


r 
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Zweites Capitel. 
Zuſammengeſetzte Bewegung. 


8.29. Zusammensetzung der Bewegungen. Ein und derſelbe Körper 
kann gleichzeitig zwei ober mehrere Bewegungen befigen; jede (relative) Be 
wegung befteht ja aus der Bewegung innerhalb eines Raumes und aus der 
Bewegung diefes Raumes innerhalb ober in Beziehung auf einen zweiten 
Raum. So befigt ſchon jeder Punkt auf der Erde zwei Bewegungen; denn 
er läuft täglich einmal um die Erdare und mit diefer zugleich jährlich einmal 
um die Sonne. Eine auf dem Schiffe gehende Perfon hat in Beziehung 
auf die Ufer zwei Bewegungen, ihre eigene und die des Schiffes; das Wafler, 
welches durch eine Boden⸗ oder Seitendffmung eines Gefüßes ausfließt, das 

auf einem Wagen fortgefahren wird, hat zwei Bewegungen, bie Bewegung 
aus dem Gefäße und die Bewegung mit dem Gefäße u. |. w. 

Man unterjcheidet hiernach einfache und zuſammengeſetzte Bewe⸗ 
gungen. Einfach (franz. und engl. simple) find die geradlinigen Bewe⸗ 
gungen, aus welchen andere gerad⸗ oder krummlinige Bewegungen, die man 
aber deswegen zufammengefette (franz. compos6s; engl. composed) nennt, 
beftehen oder beftehend gedacht werden können. 

Die Zufammenfegung mehrerer einfachen Bewegungen zu einer einzigen 
und die Zerlegung einer zufammengejegten Bewegung in mehrere einfache 
werden im Folgenden abgehandelt. 


8. 30. Erfolgen die einfachen Bewegungen in einer und berjelben geraden Linie, 
jo giebt bie Summe oder Differenz derfelben die refultivende zufammengefeßte 
Bewegung, erfteres, wen die Bewegungen nad) gleichen Richtungen vor fic) 
gehen, letteres, wenn ihre Richtungen entgegengefegt find. Die Richtigkeit 
dieſes Sages leuchtet fogleih ein, wenn man die gleichzeitigen Räume der 
einfachen Bewegungen zu einem einzigen vereinigt. Den gleichfürmigen Be- 
mwegungen mit ben Gefchwinbigfeiten c, unb cz entfprechen die gleichzeitigen 
Räume c,t und czt; haben diefe Bewegungen eine und biefelbe Nichtung, 
fo ift demnach ber Raum nad) & Secunden: 

s=at+ cat=(a + vlt, 
und folglich ift die refultirende Gefchwindigkeit, mit welcher die zufammen« 
gefeßte Bewegung vor fich geht, die Summe der Gefchwinbigfeiten von den 
einfachen Bewegungen. Dei entgegengefetten Richtungen beider Bewegun⸗ 
gen ift: 


$. 31. 32.] Zufammengejeßte Bewegung, 105 
s=at— at=la — all, 

hier ift alfo die reſultirende Gefchwindigkeit der Diffeenz der einfacher Ges 

ſchwindigkeiten gleich. 

Beilpiele. 1) An einer Perſon, welche fih mit 4 Fuß Geſchwindigkeit auf 
dem Berbede eines Schiffes in der Bewegungsrichtung defielben fortbewegt, wäh: 
end das Schiff jelbft 6 Fuß Geſchwindigkeit bat, ſcheinen die Gegenſtände an 
den Ufern mit 4 + 6 = 10 Fuß Geſchwindigkeit vorbei zu gehen. 2) Das 
Wafler, welches aus ber Seitenöffnung eines Gefäßes mit 10 Meter Geſchwindig⸗ 
feit ausfließt, während «8 mit dem Gefäße zugleich in der entgegengejekten Rich: 
tung mit 3 Meter Geſchwindigkeit fortgeht, hat in Beziehung auf die Übrigen in 
Nude befindlichen Gegenſtände nur 10 — 3 = 7 Meter Geſchwindigkeit. 


Diefelben Verhältniffe finden auch bei den ungleichförmigen Bewegungen $. 31. 
Ratt. Hat ein und berfelbe Körper außer den Anfangsgeſchwindigkeiten cı 
md c5 noch die conftanten Accelerationen 9, und 25, jo find die entjprechen- 
den Räume cıt, cat, 1/2 pı 8%, Yapt?, und haben nun Geſchwindigkeiten 
und Accelerationen eine gleiche Richtung, fo ift der ganze Raum, welcher 
diefen einfachen Bewegungen entipricht: 


t⸗ 

s=a - c)t Gi tm) zZ 
Setzt man nun ci + “ =zcewn +m=p, fo erhält man 
di. 66. ct p 2 und e8 folgt hiernach, daß nicht allein durch 


e M die Summe ber einfachen Geſchwindigkeiten die Geſchwindigkeit, 

-  jondern auch durch die Summe der Accelerationen der einfachen 
Bewegungen die Hcceleration der reſultirenden oder zuſammen⸗ 
geſetzten Bewegung gegeben wird. 


Beiſpiel. Ein Körper auf dem Monde erhält von der Mond⸗ 
maſſe die Acceleration 9, — 5 Fuß und von der Erde die Acce— 
leration 2, —= 0,01 Zub. Es Jällt daher ein Körper A, Fig. 66, 
außerhalb de8 Mondes M und der Erde E, mit 5,01 Fuß, und 
ein Körper B innerhalb M und E, mit 4,99 Zub Beichleunigung dem Mittel- 
puntie des Mondes zu. 








Parallelogramm der Bewegungen. Hat ein Körper zwei in ben $. 32. 
Richtungen von einander abweichende Bewegungen zugleich, jo nimmt er eine 
zwilchen beiden inneliegenbe Bewegungsrichtung an, und find diefe Bewegun- 
gen ungleichartig, ift 3. B. die eine gleichförmig und die andere gleichförmig 
befchleunigt, fo ift die Richtung an jeder Stelle der Bewegung eine andere, 
die Bewegung felbft alſo eine krummlinige. 

Wenn ein Körper von einem Punkte A aus während eines Zeitelementes 
in der Richtung AX das Wegelement AM, — zı, und in der Richtung 
AY das Wegelement AN, — yı zurücklegt (1. Fig. 67 a. f. S.), fo ift der⸗ 
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jelbe am Ende diefes Zeitelementes in einem Punkte O,, welcher in der Rich⸗ 
tung AX um N, O, = AM, = x, von AY, und in der Richtung AY 


Sig. 67. 





um MO, = AN, = yı von AX abfteht; umb wenn ber Körper im 
zweiten Zeitelemente nach den angegebenen Richtungen bie Wegelemente 
0,M, = x und O,N, —=ya durchläuft, jo befindet ſich derfelbe am Ende 
diefer Zeit in einem Punkte O,, welcher in ber Richtung AX um N, 0ı + 
N0=4AM +0, M =x% + 2% von AZ, fowie in der Richtung 
AY um Mı, 0, + M; Os = AN, + O,N3 = Yyı + Y) von AX 
abfteht. Sind ferner im dritten Zeitelemente bie Wegelemente 0; M; — 2; 
und O2 N; — %Ys, jo hat man die Abftände des Ortes O, am Ende diefes 
Beitelementeß: 


NO +9 + N9, = +% + % 


M9, +20, +49, =y +9 + 9 
und es ift num leicht zu ermeflen, dag am Ende einer gewiſſen Zeit & der 
Drt O des bewegten Körpers von den Bewegungsrichtungen AY und AX 
um bie Wege 

N0=4M=:=4+» +» +--, 


M=-4AN=y=y+tnr+yv +. 

abfteht, und daher den vierten Eckpunkt O eines Parallelogramms bildet, welches 
fi) aus den beiden gleichzeitigen Wegen AM = x und AN und 
bem von ben Richtungen berfelben eingejchloffenen Winkel X A conſtrui⸗ 
ren läßt. 

Man gelangt auch zu bemfelben Rejultat, wenn man ſich vorftellt, daß 
ber Raum AM —= x in einer Linie AX zurüdgelegt werbe, die mit allen 
ihren Punkten zugleich in der Richtung A Y fortgeht, alfo au) M mit AY 


und 
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parallel fortführt und diefen Punkt den Weg MO —= AN = y beidhrei- 
ben läßt. 

Paralleloegramm der Geschwindigkeiten. Erfolgen bie beiden $. 33. 
Dewegungen in ben Richtungen AX und AY gleichförmig und mit den 
Eeſchwindigkeiten c, und cz, fo find die Räume nad) einer gewiffen Zeit (): 

z—=uütwmdy—=ect; 


es ft alfo ihr Verhältniß = = - zu allen Zeiten baffelbe, eine Eigen- 
1 


timlichleit, die nur der geraden Linie AO, Fig. 68, zufonmt. Es folgt 

alſo hieraus, daß die zufammengefegte Bewegung in einer geraden Linie vor 

Fig. 68, fich geht. Conſtruirt man ferner aus den 

Geſchwindigkeiten AB=c, und Al=a 

da8 Parallelogramm ABCD, fo giebt 

beflen vierter Edipunft den Ort D an, wo 

N fi der Körper am Ende einer Secunde 

befindet. Da aber die refulticende Bewe⸗ 

gung eine geradlinige ift, fo folgt, daß diefe 

überhaupt in der Richtung ber ‘Diagonale 

des aus den Gefchwindigkeiten conftruirten 

a B m X Borallelogrammes vor fich geht. Bezeichnet 

man nun den Weg AO, welcher in ber 

Zeit (t) wirklich zurückgelegt wird, durch s, jo hat man wegen Aehnlichkeit 
der Dreiede AMO und ABD: 


s _4D 
x AB 
es folgt demnach diefer Weg: . 
__&.AD _cat.AD __— 
s — — = — AD.t. 


Ter legten Gleihung zufolge ift der Weg in ber Diagonale der Zeit (f) 
proportional, aljo die Bewegung ſelbſt gleichförmig, ihre Geſchwindigkeit ce 
gleich, der Diagonale AD. 

Es giebt alfo die Diagonale eines aus zwei Geſchwindigkeiten 
und dem von ihnen eingejchloffenen Winkel gebildeten Baralle- 
logrammes die Richtung und Größe derjenigen Geſchwindigkeit 
an, mit welcher die refnltirende Bewegung wirklich vor fich geht. 
Man nennt diefes Parallelogramm Barallelogramm der Geſchwindig— 
feiten (franz. parallölogramme des vitesses; engl. parallelogram of ve- 
loeities), die einfachen Gefhwindigkeiten heißen auch wohl Componenten 
oder Seitengefehwindigfeiten (franz. composantes; engl. components) 
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und die zuſammengeſetzte Geſchwindigleit die reſultirende oder mittlere 
(franz. resultante; engl. resultant). 


$. dd. Zusammensetzung der Geschwindigkeiten. Durd; die Anwen⸗ 
dung trigonometrifher Yormeln läßt ſich die Richtung und Größe der 
mittleren Gefchtwindigfeit auch rechnend finden. Die Auflöfung von einem 
der gleichen Dreiede, 3. B. von ABD, aus denen das Parallelogranım 
ABDC (Fig. 69) der Geſchwindigkeiten befteht, giebt die mittlere Geſchwin⸗ 
digfeit AD — c aus ben Seitengeſchwindigkeiten AB —=c, nd AC=o 
und aus dem von ihren Richtungen gebildeten Winkel BAC « burd) 


bie Formel: \ 
e —=Ve? + c} + 2c,02.008.0, 
Fig. 69. und die Winfel XAD—= a und YAD 
Y — 0, die die mittlere Geſchwindigkeit mit 
ben Geſchwindigkeiten c, und cz einfchliekt, 
durch die Formel: 











* 6, sin. 
sin. = —— 
c 
und 
. ci sin. 
N sn. — —— 
4 a BE ° 
1 oder 
_AE__ AB+HBE_ Gt cꝛ cos. 
eoig. 0 "DE DE (2 sin. =eoig.a + ——ù 
& ci — cꝛ & 
A I — — 2*— ._ 
uch ift fang ( 5 «) — o tang 5 und 
—X — & 
1 3 2 1 


Sind die Geſchwindigleiten c und cz einander gleich, iſt alſo das Parallelo⸗ 
gramm derfelben ein Rhombus, fo ergiebt fich in Folge der Rechtwinkeligkeit 
zwifchen den Diagonalen einfacher: 
ce = 2c, 008.1 und & = 0% — Yu. 
Schließen endlich die Gefchwindigfeiten einen Rechtwinkel ein, fo erhält 
man ebenfall8 einfacher - | 


ce—=Ye? + c} und tang.aı = 3. 
1 


Beiſpiele. 1) Das aus einem Gefäße oder aus einer Maſchine ausfließende 
Wafler hat eine Geſchwindigkeit c, — 25 Fuß, während fi das Gefaß felkt 
mit einer Geihwindigleit c,; = 19 Fuß in einer Richtung bewegt, die mit der 
des auäfließenden Waflers einen Wintel &0 — 1300 bilde. Welches iſt die 
Richtung und Größe der rejultirenden, oder wie man wohl jagt, der abſoluten 
Geſchwindigkeit des Waſſers? | 
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& if c= Y252-+4-192-+2.25.19c0s.1300— V 625 -+ 861 — 50.19.c08.509 
— V 986 — 950 008.500 — V986 — 6107 = V375,3—= 19,37 Fuß 
die gefuchte refultirende Geſchwindigkeit. 


Y 0 
Ferner sin.e, = —— — 0,9808 sin. 50° — 0,7513, und ſonach 


der Winkel, um melden die Reſultirende von der Geſchwindigkeit c, abweicht, 
— 48042’, alſo der Winfel, welchen fie mit der Bewegungsrichtung dei Ge: 
füges einſchließt: ag = «a — a, = 810 18. 
2) Wären die vorigen Geſchwindigkeiten winkelrecht gegen einander gerichtet, 
b wire cos. = C08.80° = 0, und deshalb die mittlere Geſchwindigkeit 
386 — 31,40 Fuß fein; für ihre Richtung wäre fang. a, = 1%, = 0,76, 
* die Abweichung derſelben von der erſten Geſchwindigkeit: &, = 87014, 
ſewie ag = 900 — 37014’ = 520 46. 


Zerlegung der Geschwindigkeiten. Man kann auch jede gegebene $. 38. 
Geſchwindigkeit aus zwei Seitengefchwindigfeiten beftehend anfehen, und des- 
halb, gewiffen Bedingungen entfprechend, im folche zerlegen. Sind 5. 2. 

. die Winkel DAX = oc, nd DAY= oo, 
dig. 70. Fig. 70, gegeben, welche die zu fuchenben Ge» 
ſchwindigkeiten mit der mittleren AD = c 
einfchließen follen, fo ziehe man burd) den End» 
punkt D der die c vorftellenden Graben andere 
Linien parallel zu den Richtungen AX und 
A Y: die fid) ergebenden Durchſchnittspunkte B 
und C ſchneiden nun die gefuchten Geſchwin⸗ 
digfeiten 
AB ci und AC c, ob. 
Die Trigonometrie giebt dieſe Geſchwindig⸗ 
keiten durch die Formeln: 
esin. lg cesin. c 
sin( + 5* sin.(& 4) 
In vielen Fällen der Anwendung ſind die beiden Geſchwindigkeiten winkelrecht 
gegen einander gerichtet, dann iſt aljo & = 90°, sin.(&, + &%s) 
=1, md e8 folgt: 
ce = 0.008. = C.8iN.&% Und C; — C8iN.&, — CCOS. le. 

Uebrigens kann auch aus einer Seitengefchwindigfeit (cı) und ihrem Rich— 
tungswinkel (0,) die Richtung und Größe der anderen Seitengeſchwindigkeit 
gefunden werben. Endlich laſſen ſich auch aus den Geſchwindigkeiten c, c, 
und cz ihre Richtungswinkel beftimmen, wie man aus den drei Seiten eines 
Treieds die Winkel defjelben findet. 

Beilpiel. Es ſei die Geſchwindigkeit ce — 10 Meter in zwei Seitengeſchwin⸗ 


digleiten zu zerlegen, deren Richtungen um die Winkel «, = 65° und a, — 70 
von ihrer Richtung abweichen. Dieſe Geſchwindigkeiten find: 





8. 36. 


110 Erfter Abſchnitt. Zweites Bapitel. [$. 36. 37. 


y 0 
——- m — 139 Fußu. c ⸗ ns = Sram 1281 Meter. 
. Polygon und Parallelepiped der Geschwindigkeiten. 
Durch wiederholte Anwenbung des Parallelogrammes der Geſchwindigkeiten läßt 
fich jede beliebige Anzahl von Geſchwindigkeiten in eine einzige Geſchwindigkeit ver⸗ 
wandeln. Die Conftruction des Parallelogrammes ABDC (Fig. 71) giebt 
die mittlere Gefchwindigkeit AD zu c, und cz; durch Conftruction des Paralle- 
logramms ADFE erhält man in AF die mittlere Geſchwindigkeit zu AD 
und AE — cz, und ebenfo ftellt ſich durch Conftruction des Parallelo- 
gramme® AFHG bie mittlere Geſchwindigkeit AH = c von AF und 
AG = cy und daburd) auch die von ci, Ca, c; und cz heraus. 

Am einfachften ergiebt fich die in Trage ftehende mittlere Geſchwindigkeit 
durch Conftruction des Bolygones ABDFH der Geſchwindigkeiten, 
befien Seiten AB, BD, DF und FH den gegebenen Geſchwindigkeiten 
ci, C3, 6 und c4 parallel und gleich gemacht werben, und deſſen letzte Seite 
AH allemal die reſultirende Gejchwindigfeit ift. 


Fig. 71. "ig. 72. 





Auch in dem alle, wenn die Gejchwindigfeitsrichtungen nicht in einerlei 
Ebene liegen, Täßt ſich die mittlere Gejchwindigkeit durch mehrfache Anwen⸗ 
dung des Parallelogrammes der Gejchwindigfeiten finden. Die mittlere Ge 
ſchwindigkeit AF== c (Fig. 72) von drei nicht in einer Ebene befindlichen 
Geſchwindigkeiten AB — c, AC= «a und AE—= e, ift die Diagonale 
eines Parallelepipeds BCHG, deſſen Seiten diefen Geſchwindigkeiten gleich 
find. Man ſpricht daher wohl auch von einem PBarallelepiped der Ge— 
ſchwindigkeiten. 


Zusammensetzung der Aceolerationen. Zwei gleihjörmig 
beſchleunigte und mit Null Gefhwindigfeit anfangende Bewegungen 
geben in ihrer Zuſammenſetzung wieder eine gleichförmig beſchleunigte Be- 
wegung in der geraden Linie. Bezeichnet man die Accelerationen diefer nad) 
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den Richtungen AX ımd AY (fig. 73) vor ſich gehenden Bewegungen durch 
Pı und 9, fo find am Ende der Zeit 4 die Räume: 
Big. 73. AM 
2 
und 
s 
an, 
und es ift ihr Verhältniß 
y»nt pm 
von ber Zeit gar nicht abhängig, beshalb 
aljo der Weg AO der zufammengejegten 
Bewegung ein gerablinigr. Macht man 
AB=p, un BD=AC=p,, fo erhält man ein Parallelogramm 
ABDC, welches dem Parallelogramm AMON ähnlich und file welches 


1 2 — 
40 = AM = mit _ Vtl, alfo AO= Is AD.t ift. 











Tiefer Gleichung zufolge ift der Weg AO der zufammengefegten Bewegung 

dem Quadrate der Zeit proportional, bie Bewegung felbft alfo gleihförmig 

beihleunigt, ımd die Acceleration derfelben bie Diagonale AD des aus 

den einfachen Accelerationen 9, unb 93 conftruirten Parallelogramme. | 
So wie man alfo durch das Parallelogramm der Geſchwindigkeiten Ge- 

ſchwindigkeiten zuſammenſetzt und zerlegt, ebenfo lafjen fich nad) genau den- 

felben Regeln dur ein Parallelogramm, welches man das Parallelo- 

gramm der Accelerationen (franz. parall&logramme des accelörations; 

engl. parallelogram of accelerations) nennt, Uccelerationen zu einer einzis 

gen vereinigen, fowie in mehrere andere zerlegen. 


Zusammensetzung von Geschwindigkeiten und Accelera- $. 38. 
tionen. Aus der Bereinigung von einer gleichförmigen Bewegung 
mit einer gleihförmig bejchleunigten geht eine gänzlich ungleidj- 
fürmige Bewegung Hervor, wenn die Bervegungsrichtungen nicht zufammen- 
iollen. Während einer gewiſſen Zeit wird in ber einen Richtung AX, 
dig. 74, mit Null Anfangsgefchrindigkeit und der unveränderlichen Accele- 
tation p der Weg 
£ 
AMN=ı= y , 
und in der Richtung AY, welche um ben Winkel XAY — « von ber 
Richtung A X abweicht, mit der conftanten Geſchwindigkeit c gleichzeitig der 
Weg AN=y=ct 
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zurückgelegt, und es ift daher der auf diefe Weife beivegte Körper am Ende der 
Zeit t im vierten Eckpunkt O des aus x — 27 und y = ct conſtruirten 
Parallelogramms angelangt. Mit Hilfe diefer Formeln läßt fid) zwar der 


Ort des Körpers für jeden Augenblid finden, aber derfelbe Liegt nicht mehr in 
einer geraden Linie, fondern gehört einer Curve an, deren Gleichung durch 


Elimination der Zeit t gefunden wird, und zwar, indem man t — Z aus 


2 
der zweiten Gleichung in die erfte Gleichung æ — e einſetzt. Auf diefe 
Weife folgt die Gleihung der Bahn des Körpers: 


By? N 
— oder y? — 
Diefer zufolge verhalten fich die Wege (z) in der zweiten Bewegungsrichtung 


nicht wie die Wege felbft, ſondern wie die Quadrate (y?) der Wege in der 


Dig. 74. Fig. 75. 





erften Bewegungsrichtung, und es ift deshalb der Weg des Körpers auch 
feine gerade, fondern eine gewiſſe krumme Linie, welche man in der Geometrie 
unter dem Namen die Parabel (franz. parabole; engl. parabola) fennen 
lernt. 
Während ſich beifpielsweife die Wege in der Richtung A Y wie die Zahlen 
1, 2, 3, 4 u. ſ. w. zu einander verhalten, ftehen die Wege in der Richtung 
AX in den quabratiichen Verhältniffen 1, 4,9, 16 u. |. w. zu einander und 
find die Eckpunkte &, ß, y, ôõ u. f. w. der aus je zwei diefer Wege gebildeten 
Parallelogramme Punkte in der parabolifchen Bahn A O des bewegten Körpers. 
Anmertung. Es ſei ABC, Fig. 75, ein Kegel mit kreisförmiger Bafıs 
AEBF, jowie DEF ein Schnitt defjelben parallel zur Seitenlinie BC und 
winkelrecht zum Durchſchnitt ABC geführt, und OPNQ ein zweiter, mit der 





4 
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Bafis paralleler und deswegen ebenfalls Treisförmiger Durchſchnitt. Es ſei 
ſerner EF die Durchſchnittslinie zwiſchen der Baſis und dem erſten Schnitte, 
und ON die zwiſchen beiden Schnitten; denken wir uns endlich im triangulären 
Durchſchnitte ABC die parallelen Durchmeſſer AB und PQ und im Schnitte 
DEF die Axe DG geführt. Alsdann gilt für die halbe Kreisjehpne MN = MO 
die Gleichung MN2—= PM.MQ; aber MQ it = GB und für PM gilt die 
Proportion PM: DM = AQ@:DG, es ergiebt fi daher: 

MXNa B@. ne 
Ebenfo it aber au GE? —= BG.AG; divivirt man daher beide Gleichungen 
durch einander, jo folgt: 

DM _MN? 

D6G gm 
e8 verhalten ji aljo die auf der Are abgeſchnittenen Stüde (Ab⸗ 
jeiffen), wie die Quadrate der entjprehenden Perpenditel (Ordi- 
naten). Dieſes Geſetz flimmt mit dem oben gefundenen Bewegungsgeſetze voll: 
Iommen überein; e8 gebt aljo diefe Bewegung in einer frummen Linie DNE 
vor fi, welche einem Kegelſchnitte angehört. 

Ueber die Eonftruction, Tangentenlage und andere Eigenſchaften der Parabel 

iR im Ingenieur Seite 175 u. |. w. nachzufehen. 


Parabelbewegung. Um bie aus der Zufammenfegung von Geſchwin⸗ 
digfeit und Acceleration hervorgehende Bewegung vollftändig zu fennen, muß 
man auch noch die Richtung, Geſchwindigkeit und den durchlaufenen 
Weg für jede Zeit (t) angeben können. Die Geſchwindigkeit parallel zu 
AY ift unveränderlic —= c, die parallel zu AX aber unveränderlic v und 
jwar v — pt; conflruirt man nun aus den Gejchwindigfeiten c und v für 
einen Punkt O der Bahn das Parallelogramm Ocwv, Fig. 76, fo erhält 

Dig. 76. 








ou. ——n.. 








g' 


xı X 


w 
2 4. 
pi 


„| anzu. sr ———— nn 


Veisbach's Lehrku der Mechanik. I. 8 


8. 39. 
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man in der Diagonale «0 deſſelben die mittlere oder die veränderliche Geſchwin⸗ 
digkeit, mit weldier der bewegte Körper die paraboliiche Bahn AO durch- 
läuft. Dieſe Gejchwindigfeit ift: 

wo —=Ve? + 02 + 2cvcos.a —=Ve? + 2cptcos.a + (pi)? (f.8.34), 
wobei & ben Winkel XAY— v0c bezeichnet, welchen die Richtungen AX 
und AY der Bewegungen zwiſchen ſich einfchließen. Die Richtung diefer 
Geſchwindigkeit ift zugleich die Tangente ber parabolifchen Bahn AO in O, 
daher fie auch Tangentialgeſchwindigkeit genannt wird. Für den Winkel 
vOw = XTO = 9, welden die Tangentialgefchwindigfeit w mit ber 
Arenrichtung AX einſchließt, hat man die befannten Yormeln 

















, C81N.0% 
sin. = ! 
und 
v + ccos.& v pt 
cotang.d = —— = cota. - = cotg.a — “«⸗ 
9.0 csin.a colg.a + csin.a gar csin.& 
Lig. 77. 
V 
| 
| 
1 
| 
| 
* 
T — X 
| | 
T, N 'B „ Zı N, X; 
* 
* 
O1 
Auch ift 
MT vo 
MO ec’ 


daher die fogenannte Subtangente: 


— !. _P _,.n_ofpt 
4WI=,.M= yv=t=27, 
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b.i: Subtang. MT = 2x = 2AM. 

Um endlich noch den Raum oder Curvenbogen AO — 8 zu finden, Tann 
man fich der Formel 6 — wr ($. 19) bedienen, wonach ſich die Elemente 
6 aus dem Zeitelemente 7 und ben verfchiedenen Werthen der Tangential⸗ 
geichwindigkeit berechnen laflen. Es ift hiernad): 

s=w+t%+%+.-+ w)r 


t 
=m ta tat ) 7 
wenn bie Zeit der Bewegung mitebezeichnet und die Anzahl der Zeitelemente 


= »# angenommen, .aljo — . gejet wird. Uebrigens giebt die Formel 


w=Vcet + 2cptcos.a + (pi)? 
die verfchiedenen Werthe w,, Wa, %z ... W,, wenn man.darin der Reihe nach 
= tr, 2r, 31...nt ſetzt. 


Auch hat man = °. und 


v— v c? + 2pycos.a + ze 


Nach der Simpſon'ſchen Regel kann man ben mittleren Geſchwindig⸗ 
keitswerth 
%09 + 40, + 2 Wa + 4; + ...4 0.1 4 Wn 

3n 
ſetzen und hiernach den parabolifchen Weg 
s— ut berechnen. 

Uebrigens giebt die höhere Geometrie einen complicirten logarithmiſch-trigo⸗ 
nometriichen Ausdrud fr die Länge eines Parabelbogens (f. weiter unten, 
Artikel Kettenlinie). 


Mit Hilfe der im Vorftehenden gefundenen Formeln kann man aus der $. AO, 

gegebenen Geſchwindigkeit c, der Acceleration p und dem Winkel & zwifchen 
den Bewegungsrichtungen für jede Zeit t die Koordinaten des Orts, bie 
Bewegungsrichtung und die Geſchwindigkeiten, ſowie annäherungsweife auch 
die Länge des von dem bewegten Körper zurückgelegten Weges berechnen. 
Da nun aber der legtere eine gemeine Parabel ift, jo hat man noch den 
Scheitel derfelben zu ermitteln, fowie die orthogonalen Koordinaten des bes 
wegten Punktes anzugeben. 


3 
Aus der gefundenen Gleihung y? — —, oder y=c \ = folgt 
jogleih, daß jeder Abſciſſe A M— x, zwei gleiche entgegengeſetzte Ordinaten 
+ yund — y angehören, daß folglich die Richtung AX der Acceleration 
8*r 


w = 
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zugleich die Richtung der durch den Scheitel CO gehenden Hauptare COX, ber 
parabolifchen Bahn des bewegten Punktes fei. Die Anfangsgeſchwindigkeit c 
defielben läßt fich in die Componenten c, = csin. a und c3 = ccos.« 
zerlegen, wovon der lettere als eine in einer gewillen Zeit 4, durch die Aece— 
leration 9 erzeugte Geſchwindigkeit anzufehen ift und fi) daher — pt, ſetzen 
läßt. Sind nun a und d die gefuchten orthogonalen Koordinaten O B und 
BA des Punktes A in Hinficht auf den Parabelfcheitel O, jo hat man baher: 


b= cab = chsin.a 








und 
a plo.t, __ 6008.08 .tyg ct cos. 
— — 2 — 2 — 9 2 
I 
oder, u = cco⸗ eingeſetzt: 
cꝰSin. æ cos. ce?sin.2« 
D = — — — — — 
pP 2» 
und 


= Aue — Usbeotang.ı. 
Mißt man nun die orthogonalen Koordinaten ON, = md N0=yı 
vom Scheitel CO aus, und rechnet man ebenfo die Zeit d, vom Abgang in C 
an, fo hat man zu fegen: 


pi 

%ı = 2 
und 

Yyı = ah = csin.a.t, = ch Sin. c., 
daher auch) 


___2M au V:: 
au = 50% (sin.a)®' ſowie yı = csin.o ru 


Anmerkung. Die jeither abgehandelte Theorie der paraboliſchen, aus einer 
unveränderligen Geſchwindigkeit und einer conftanten Acceleration hervorgehenden 
Bewegung findet ihre Anwendung in der Balliftif, oder der Lehre von der Wurf: 
bewegung. Die ſchief aufs oder abwärts geworfenen Körper würden in Folge ihrer 
Anfangsgeihwindigleit (c) und der Xcceleration der Schwere (g = 9,81 Meter oder 
31Y, Fuß) einen Parabelbogen durdlaufen, wenn der Widerftand der Quft bes 
feitigt wäre, oder die Bewegung im Iuftleeren Raume vor ſich ginge. Iſt die 
Wurfgeihwindigfeit nicht groß, dagegen die Dichtigkeit des geworfenen Körpers 
bedeutend, fo fällt die Abweichung von der Parabel klein genug aus, um biejelbe 
ganz vernadläjfigen zu können. Am volllommenften wird noch die parabolifche 
Bahn an jpringenden Wafjerftrahlen, wie fie ſich beim Ausfluffe aus Gefäßen, bei 
Sprigen u. |. w. bilden, vorgefunden. Abgeſchoſſene Körper, wie 3. B. Geſchütz⸗ 
kugeln, beſchreiben in folge des großen Luftwiderftandes, von der Parabel bes 
deutend abweihende Bahnen. 
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Wurfbewegung. Ein unter ben Elevationswinfel X, AY=« (%ig.78) $. Al. 

abgejchoffener Körper fteigt auf eine gewifle Höhe 3 C, welche die Wurfhöhe 
Fig. 78. (franz; hauteur du jet; 

engl. height of projection) 
genannt wird, und er et» 
reicht beim Herabfallen die 
Horizontalebene, von der 
er in A ausgegangen ift, 
in einer Entfernung AD, 
welhe die Wurfmweite 
(franz. amplitude du jet; 
engl. range of projection) 
heißt. 

Aus der Geſchwindigkeit 
c, der Xcceleration g der 
Schwere und dem Elevationswinfel © folgt der Weg in der Wurfrichtung, 





AT=ct, 
fowie der Weg in der Fallrichtung 
— I# 
70 * —. 


daher ſind die horizontalen und verticalen Projectionen der Bahn 40 des 
geworfenen Körpers: 


— — — 


AN = ATcos. c, d. i.x = ctcos.a, 
und 
— 3 


NO = ATsin.a — TO, d.ı.y=ctisina — . 


% 





Auch folgt, wenn man t = Zoos In die zweite Gleichung einfekt: 


8sin. 
y-ı.7—ı 
608.0 08. 





oder 
3 
y= ztang.a — I [1 + (tang.«)?), 
da ſich 
sin. a 
— * tang. 
und 
1 
(so —=1 + (tang.e)? 
fegen läßt. 
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Fury = 0 ift z entweher auch = 0, oder = ber Wurfweite AD, 

und zwar 
= 2d (cos. a)? tanq. = 2. sin.a 005.6 — c sin.2.0, 
9 9 9 
folglich die halbe Wurfweite: 
AB=%AD=a— 35 sin. 2 c. 

Auch ergiebt ſich, wenn man in der Gleichung 
ge? 
y= stang.a — 


a — — = — 8in.a.cos.a einſet;t 


w|R 
a|% 


— £ (sin. &)? Ka (sin. a)? 
5 ss 29°" 
d. i. die Wurfhöhe: 
e? 
— — 3. 
b= 59 (sin. @)?. 

Letztere ift “ Marimum mit sin. = 1, alfo beim ſenkrechten Wurf, 
und zwar — 5 erſtere iſt dagegen ein Maximum mit 8in.2 1, alſo 
fir 2@ = 90%, d. i. für @ — 450. Bei dem Elevationswinkel « — 45° 

c? 

fallt aljo die Wurfweite 24 am größten, und zwar — 7 = 2 37° d. i. 
doppelt jo groß als bie größte ſenkrechte Steighöhe aus, auch folgt, da sin. 459 

Va ift, die entjprechende Wurfhöhe 
—* e 
th — = U, —, 
| = 
d. i. gleich ein Viertel der entjprechenden Wurfweite. 

Giebt man der Gleichung 


gr? 
y— ætang. 0 928 [1 + (tang.«)?] 
bie Form 
(tang.a)? — * tang. = — (1 + m 2), 
und I5Pt diefelbe in Hinficht auf tang. auf, fo erhält man die Gleihung: 


tg." + VE) — (1 + 229) — (14 =): 


welche diejenige Größe bes Wurfwinkels & angiebt, bei welchem ein durch die 
Coordinaten & und y gegebenes Ziel O erreicht wird. 
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3\ 2 2 
Sit =) = er, oder cd — 2gcty = g?29, daher 


—=Voy +Yae® +). 


3 
jo fällt einfach kang. = 2 aus, und dann wird das Ziel am höchften 


Punkte oder im Scheitel der Wurflinie erreicht. 

Kleinere Werthe von ce machen fang. imaginär, größere Werthe führen 
dagegen auf zwei Werthe von tang.a; im erfteren alle ift das Ziel gar 
nicht zu erreichen, im zweiten wird es dagegen fowohl beim Auffteigen, als 
auch beim Niederfallen bes Geſchoſſes getroffen. 

Beilpiele 1) Ein unter dem Elevationswintel von 669% mit 20 Fuß Ge 
ſchwindigkeit auffleigender Waflerfirafl, dem aljo die Geichwindigkeitshöhe 
h = 0,016.202 = 6,4 Fuß zulommt, fteigt auf die Höhe a = hsin.ce = 
6,4 (sin. 66%) — 5,34 Fuß und hat die Wurf: oder Sprungweite 2) = 
2.6,4sin. 1329 — 2.6,4 sin. 480 — 9,51 Fuß. Die Zeit, welche jedes Waflers 
theilden braudt, um den ganzen PBarabelbogen AC.D (Fig. 78) zu durdlaufen, if 

sem. @ 2.20. sin. 66° 





t= —— = 31.25 — 1,17 Secunde. Die Höhe, welde dem Ho⸗ 
rgontalabRande AN=xz=3 Fuß entipridt, ift 
81,25.9 0,35156 
— Die a N —— 
y—3.tang. 66° — 200. (cos. Go5 — 9738 — 5 10048 


— 6,7338 — 2,125 = 4,613 Fuß. 
2) Man hat dur ein Bohrloh AB, Fig. 79, in einen alten Bruucuvun 
CD eingeſchlagen, und e8 kommt das darin angefammelte Wafler durch das 
Fig. 79. Bohrloh zum Abfluß. Um 
nun den Waflerftand in dem 
Grubenbau zu ermitteln, ift 
die halbe Sprungmeite AH 
= a und die zugehörige 
Sprunghöhe HO = b de 
Waſſerſtrahls, welcher fi in 
den freien Raum der Strede 
E ergieht, gemefjen worden. 
Die Formeln a = ct und 


1-40). 


führen auf den Ausdruck 





I 

2d 

für die gefuchte Ausflußgeſchwindigkeit, und wenn der Geſchwindigkeitsverluſt, wel 
den das Wafler beim Durchfluß durch das Bohrloch erleidet, vernadhläffigt wird, 
fo ft der Waſſerſtand oder die Höhe des Waflerjpiegels im Grubenbau über der 
Bohrlochsmundung: 


ce=4 


— 29 4b 
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Mißt 3.2. bei der Sprungmweite a —=6 Meter und die Sprunghöhe db = 0,35 
Meter, jo ift der gejuchte Waſſerſtand im alten Grubenbau: 


= — — — = 2571 Meter, 


während die Ausflußgeſchwindigkeit 
ce =V2gh = V19,62.25,71 — 22,46 Meter 
beträgt, und das ftündfich abfliegende Waflergquantum 
Q = 3600 F'e = 3600 . 0,0019635 . 22,46 = 158,8 Eubilmeter 


betragen würde, wenn dad Bohrloch einen Durchmeſſer von 5 Gentimeter, oder 
einen Querſchnitt von 19,635 Quadratcentimeter hätte. 


Springende Wasserstrahlen. Die Eigenthümlichfeiten ber Bewegung 
des Waſſers in fpringenden Strahlen werden bejonders durd) Folgendes dar⸗ 
gethan und zur Anfchauung gebracht. Nach dem Vorſtehenden find 
gz?[1 + (ang.a)?] 

20? 


9x; [1 + (tang.«ı)?] 

2? 
die Gleichungen der Parabeln, welche zwei mit derſelben Geſchwindigkeit a 
unter verfchiedenen Neigungswinkeln & und «&, auffteigenbe Waſſerſtrahlen 
bilden. Setzt man 2, = x und fubtrahirt man dieſe Gleichungen von ein⸗ 
ander, fo erhält man die neue Gleichung 


y— ztang.a — 
ud 


Yyı = Iılang.dı — 





y— Yı = z(tang.a — tang.cı) — ga 2" (tung. 0)? — (tang.0)?] 


— 2 (tang.a — tang.cı) (a: _ 32 (ang. «+ tang. ))- 
Nimmt man ferner an, baß diefe beiden — nahe unter den⸗ 
ſelben Winkeln aufſteigen, und verlangt man endlich, daß beide Parabeln 
einen Punkt gemeinſchaftlich haben, ſo hat man y. — y, daher 
æ (tang. « — tang.cı) (1 — 2 (tang. + tan.) =(, 
alſo 
g% 
5 (tang. + tang.cı) = 1, 
oder, da fi ©, — « fegen läßt, einfach) 
3 
grtang.n _ l, oder tang.a = I. 
c? g9% 
Führt man diefen Ausdruck in der Gleichung 
2 
y= ztang.a — Sa [1 + (tang.«)?] 


ein, jo erhält man die Öleihung . 
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__.e? = ( aA\_ oe gx? 
y- + )=-,-5 


ber Curve DPSPD, Fig. 80, welche durch die benachbarten Punkte geht, 
worin fich je zwei der mit verfchiedenen Winkeln aus einem und demfelben 
Fig. 80. 





u 


Punkte A auffteigenden Barabeln fchneiden, und daher aud) das ganze Syſtem 
der Parabeln ACD, AOR u. |. w. berührt oder umhüullt. 
2 
Die Sprunghöhe des fenkrecht auffteigenden Strahles ift AS — 5 
und die Sprungweite des unter dem Winkel & — 45 Grad aufſteigenden 
c?8in.2& c? — 
euahles ACD It AD= ò = 2.5, = 248 
Berlegt man den Coordinatenanfangspunft von A nad) S, erfegt mar 
alfo die Coordinaten AN = x und? NP ==y durch die Koordinaten 
ST=umd UP = v, fo hat man 
3 





y=45-850=,,-mie=4N= uP=v, 
daher geht die obige Gleichung 


0? 90, 
y= 29 20 in folgende über: 
9 vꝛ 20? 


— I 2 — 
* Er oder v 7 u 
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Diefe Gleihung gehört der gemeinen Parabel mit dem Parameter p = 
2 — 
—— 448 an, und es ift daher auch die Umhüllungscurve DPSPD 
der ſämmtlichen aus demfelben Punkte A auffteigenden Wafjerftrahlen die 
gemeine Parabel mit dem Scheitel 8 und der Are SA. 


Fig. 81. 









THE 
ZN FAN 








. Ein nad allen Richtungen aus A anffteigendes Strahlenbünbel wird 
folglich von einem Paraboloid umhüllt, weiches durch Umdrehung der Um⸗ 
billungscurde DPSPD um AS entiteht. 

Iſtet die Zeit, in welcher der in einer Parabel auffteigende Körper den 
Bogen AO, Fig. 81, zurlidlegt, deſſen Koordinaten AM —=x und MO=Y 
find, fo hat man 


3 
x — ctcos. und y = ctsin.a — — 


folglich aud) 
1 
008.6 — — md sin.a — yr'agi 
ct ct 
Setzt man nun diefe Werthe für cos.x und sin. in die befannte trigo- 
nometrifche Formel (cos.a)? + (sin.a)? —= 1 ein, fo erhält man folgende 
Gleichung: 
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2 1 2\2 
co + in — 1, oder a2 + (y + Ing)? ets. 
Wenn von einem Punkte A, Fig. 81, aus, gleichzeitig in berfelben Ver⸗ 

ticalebene Körper unter verschiedenen Neigungswinteln mit gleichen Geſchwin⸗ 
digfeiten emporgeworfen werben, fo find die Orte, welche diefelben nach irgend 
einer Zeit 3 einnehmen, durch die zuletzt gefundene Gleichung beftimmt, welche 
einem Kreife vom Halbmefier r = ct angehört, defjen Mittelpunkt um 
die Größe a— 1/, gt? ſenkrecht unter dem Ausgangspunkte A liegt und deflen 
Gleihung ſich daher in der Form x? + (y + a)? —= r? darſtellen läßt. 
Tiefer Kreis wird daher aud) gleichzeitig von den in einem unb demfelben 
Augenblide aus A auffteigenden Elementen der fpringenden Waſſerſtrahlen 
ACD, AOR, ALS... erreicht. 
7 
Setzt man in der Formel d, = — a=45Y,mbz=AB=5,, 


ein, fo erhält man 4, — EICHE = 7 V'/a, daher die Zeit zum 


Durchlaufen des Parabelbogens ACD, t = 2, — V» unb den Halb» 


meſſer des Kreiſes DLD, welcher von den verſchiedenen Waflerelementen 
gleidyeitig erreicht wird: 


. 2 | 3 — 
MD=r=a=y2= 2, Ve=28285, — 2,828.48, 
ſowie den Abftand des Mittelpunktes X von A: 
ec? 0? — 
AK=zı - 19 — — =2 — —=24A8. 
/29 7 29 


Theilt man nun DK in 4, fowie AK in 16 gfeiche Theile, fo kann 
man, da r mit t und a mit £? proportional wächft, aus den Theilpunkten 
1,4,9 von AK mit /, DE, ?/, DK und ®/, DK andere Kreiſe beſchrei⸗ 
ben, welche andere in gleichen Zeiten durchlaufene Parabelbögen abjchneiden. 
Eo ſchneidet 3. B. ber aus (1) mit 1a — 1/, DK befchriebene Kreis in 
den Punkten &,&,..., jowie der aus (4) mit 4ß — 1/, DK beichriebene 
Kreis in den Punkten B,ßı... gleichzeitig durchlaufene Parabelwege Au, 
At ..., fowie Aß, APı... ab. 

Dreht man diefe Kreife um die verticale Are KL, fo befchreiben fie die 
Kugelflächen, welche bie gleichzeitig durchlaufenen Parabelwege begrenzen, 
wenn die Strahlen rund herum, nach allen Richtungen und unter allen Neis 
gungswinkeln auffteigen. 


Krummlinige Bewegungen überhaupt. Aus ber Bereinigung 8. 43. 
von mehreren Gefchwindigkeiten mit mehreren unveränderlichen Accelerationen 


entipringt ebenfalls eine parabolifche Bewegung, benn es laſſen fich nicht 





8. 44. 
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nur bie Gefchwindigfeiten, fondern aud) die Accelerationen zu einer einzigen 
vereinigen; es ift alfo das Ergebniß daffelbe, als wenn nur eine Gefchwins 
Digfeit und nur eine Acceleratich, d. i. nur eine gleichförmige, und nur eine 
gleichförmig befchleunigte Bewegung vorhanden wäre. 

Sind die Xecelerationen veränderlich, fo kann man fie ebenfo gut zu einer 
mittleren vereinigen, als wenn fie conftant wären, denn es ift erlaubt, die 
jelben in einem unendlich, Kleinen Zeittheilhen (7) als unveränberlich, die 
entjprechenden Bewegungen aljo innerhalb diefes Theilchens als gleichförmig 
bejchleunigt anzufehen. Allerdings ift die refultirende Acceleration veränder⸗ 
fi), wie ihre Komponenten ſelbſt. DBereinigt man nun biefe reſultirende 
Acceleration mit der gegebenen Geſchwindigkeit, jo läßt ſich ein Feiner Para⸗ 
belbogen angeben, in welchem die Bewegung während eines Heinen Zeittheil⸗ 
chens ftatthat. Beſtimmt man fo fur das folgende Zeittheilchen wieder bie 
Geſchwindigkeit und die mittlere Acceleration, fo läßt fich ein neues, einer 
anderen Parabel angehöriges Bogenftüd finden, und fährt man fo fort, fo 
erhält man dadurch nach und nad) die angenäherte volljtändige Bahneurve. 


Man Tann jeden Heinen Bogentheil irgend einer Curve ald einen Kreis 
bogen anfehen. Der Kreis, melden diefer Bogen zugehört, heißt Krüm⸗ 
mungsfreis (franz. cercle osculateur; engl. circle of curvature, oscula- 
tory circle), und fein ihm zugehöriger Halbmeſſer Krümmungshalb⸗ 
meſſer (franz. rayon de courbure; engl. radius of curvature). Es läßt 
fi) ebenfo die Bahn eines bewegten Körpers aus Kreisbogen zufammenfegen, 

Fig. 82, und deshalb eine Formel für 
ihre Halbmefler entwideln. 

Es feii AM (fig. 82) 
ein ſehr Heiner gleichförmig 
befchleunigt zuritdgelegter 


Weg = er in der Rich⸗ 


tung AX, und AN an 
fehr Kleiner, gleichförmig 
durchlaufener Weg y=rr, 
und O ber vierte Eckpunkt 
des aus © und yconftruir. 
ten Parallelogramms, d. 1. 
ber Punkt, welchen der von 
A ausgehende Körper am 
Ende des Zeittheilchens (r) 
einnimmt. Legen wir AC 
rechtwinkelig gegen AY 
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und ſehen wir nun zu, aus welchem Punkte C in diefer Linie ſich ein Fleiner 
Kreisbogen durch A und Obefchreiben läßt. Wegen der Kleinheit des Bogens 

AO können wir annehmen, daß nicht allein CA, fondern auch die Gerade 

COP redjtwinkelig auf A X ftehe, daß alfo im Kleinen Dreiede NOP der . 
Winkel N PO ein reihter fei. Die Auflöfung diefes Dreiecks giebt: 


3 
OP—= ONsin ONP—= AMsin.AAY= * sin. - 
und die Tangente 
pr? pt 
AP=AN+NP=vr + ou = (v + oos.«)r, 


weiche fi) — vr fegen läßt, weil * cos.x wegen des unendlich kleinen 


Factors 7 gegen v verſchwindet. Nun iſt aber nach der Lehre vom Kreiſe 
APt— OP.(OP + 200), ober, da OP gegen 2 CO verfchwindet, 
APt— OP.2CO; es folgt daher der gefuchte Krümmungshalb- 
meijer: 
AP? v?r? v? 
A4=(00=r= 20P prsn.o psina 

Um den Krimmungshalbmefjer conftruirend zu beſtimmen, trage man auf 
die Normale der anfänglichen Bewegungsrichtung A Y die Normalaccele- 
ration, d. i. den normalen Componenten psin.« als AD auf, verbinde 
den Endpunft Eder Geſchwindigkeit AE — v mit D durd) die Gerade 
DE und ziehe EC winkelrecht auf DE; der dadurd) beftimmte Durd- 
ſchnitt C mit der erften Normalen ift der Mittelpunft des Krlimmungs- 
kreiſes durch A. 

Durch Umkehrung der legten Formel folgt die Normalacceleration 


3 
m= psin.a = =; es wächft hiernach diefelbe wie da8 Quadrat der Ge⸗ 


ſchwindigkeit und umgelehrt wie der Krümmungshalbmefler r, aljo direct 
mit der Stärke ber Krümmung. 


Beifpiel Für die durch die Ucceleration der Schwere bewirkte paraboliiche 
Bahn it r = 0,1019 in 7 Meter, und im Scheitel dieſer Curven, wo «= 900, 
alle sin.a=1, fällt r— 0,1019c2 aus. Bei einer Geſchwindigkeit von 20 Meter 
ergäbe fih alfo r = 0,1019.400 = 40,76 Fuß; je mehr ſich aber der Körper 
vom Scheitel entfernt, defto Kleiner wird « und defto größer wird folglich der 
Krümmungshalbmefier. 


Hat der Punkt A das Wegelement AO, —= 65, Fig. 83 (a.f.©.), durd)- 8. 49. 
laufen, fo ift feine Geſchwindigkeit eine andere. geworben, weil fid) num zur 
anfänglichen Geſchwindigkeit o in ber Richtung von A Y die erlangte Ge- 
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fchwindigfeit u, = pr in ber Richtung von AX gefellt, und es iſt folglich 
für den neuen Gefchwinbigfeitswerth v1, dem Parallelogramm der Gefchwin- 
digfeiten zufolge: i 
og m=c + 2cprcos.a + pr? — c? + pr(2ccos.a + pr), 
oder, da pr gegen 20cos. verschwindet, 

vu = c? + 2cpr 008.0. 


fig. 83, 





Noch ift cr das Wegelement AN = AO, — Gi, und 9 cos. bie Tan⸗ 
gentialacceleration, d. i. der Component % der Wcceleration p in der 
Zangenten= oder Bewegungsrichtung (Fig. 83), daher hat man: 

ve — ct 
1 
2 

Ferner ift 4, cos. die Projection AR, — &ı des Wegelementes in der 
Richtung der Acceleration, daher hat man aud): 

vv —c 
2 

Bei fortgefetter Bewegung geht nad) und nad) vi in ve, 9... Über, 

wobei die projieirten Wegtheile um &s, k3,... &n wachſen, es ift 


v—» u — U 
=p$b, 3 2 er = 


= kö,. 





= pki. 


vv 
2 
daher folgt durch Addition: 











n 
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roh t+ht  +W=n 


wenn x bie Projection AR de ganzen Curvenweges AO in ber Richtung 
AX der Xcceleration p bezeichnet. Auch läßt ſich 
Pe _(atnt tm, 
2 — n 
fegen, wenn bie Xcceleration variabel ift und nach und nad) bie Werthe 
Pr, Ps... P. annimmt. 

Es ift alfo die Veränderung des Quadrats der Geſchwindigkeit gar 
nicht von der Geftalt und Größe, fondern nur von der Projection = 
de8 Weges in der Richtung ber Acceleration abhängig. Sie ift 
3.2. bei der Curve AL O diefelbe wie bei der Curve AO, Os... O, ba beide 
Wege in der Richtung der gemeinfchaftlichen Acceleration p die gemeinfchaft» 
liche Projection AR — x haben. Cbenfo ift 


— Ktktetk\,_ 
el (bihtohh),n,, 


wenn s ben Curvenweg und % bie mittlere Tangentialacceleration bezeichnet. 

Aus diefem Grunde haben 3.8. die Wafjerelemente ſämmtlicher fpringen» 

den Strahlen in Fig. 81, wenn fie eine und diefelbe Horizontale HH ers 

reichen, eine und dieſelbe Geſchwindigkeit. It, wie oben, c die Austritts- 

oder Anfangsgejchtwindigfeit, v die Geſchwindigkeit in ZH, und b bie Höhe 
der Linie ZH über dem Anfangspunkt A, fo hat man 

v2 — 0? 

2 


md daher 
v=Ve! — 29b. 

It an einer gewifien Stelle der Bewegung, & — 90 Grad, fo fällt bie 
Tangentialacceleration x — p cos.& — 0 aus und die Normalacceleration 
m—psin.a mit der mittleren Acceleration p zuſammen. Auch ift dann bie 
Beränderung des Geſchwindigkeitsquadrates bei Durchlaufung eines Weg» 
elemente 0, u? — v?=0, alfo u, —=Pv; und wenn fi nun bei fortgefegter 
Bewegung in einer Curve die Richtung der Acceleration fo ändert, daß fie 
fets normal zur Bewegungsrichtung bleibt, alſo eine Tangentialacceleration 
gar nicht vorkommt, fo ift auch bei Durchlaufung eines endlichen Curven⸗ 
weges, vo? — v2 — 0, alfo v. — v, unveränderlih, alſo die Endgefchwins 
digkeit gleich der Anfangsgefchwindigfeit c. 

Die Normalacceleration, bei welcher dieſe Beſtändigleit der Geſchwindigkeit 
atthat, iſt 


— — 96. 
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und fie fällt bei der Bewegung im Kreife AOD, Fig. 84, da hier ber 
Krümmungshaldmefe CA= CO—= CD=r conftant ift, ebenfalls 

Fig. 84. unveränderlich au. Umgekehrt bringt auch 
eine unveränderliche Wcceleration, welche deu 
Körper unaufhörlih rechtwinkelig von feiner 
Bewegung ablenft, eine gleichförmige Umdrehung 
tm Kreiſe hervor. 


A_NP y 


Beifpiel, Ein Körper, mwelder in einem 
Kreife von 5 Meter Halbmeſſer jo herumgeht, daß 
er zu jeder Umdrehung 5 Secunden Zeit braucht, 








hat die Geſchwindigkeit c — = r_ ır .5 
| 2 
—=2.n=6,283 Meter, und die Rormalacceleration p = a — 7,896 Me 


ter; d. h. er wird in jeder Secunde um Y,p = Yz.8,896 — 3,948 Meter vor 
der geraden Linie abgelentt. 


(%. 46) Krummlinige Bewegungen überhaupt. Bewegt fi} ein Bunft P, 

Fig. 85, nad) zwei Richtungen AX und A Y zugleich, fo laſſen fich feine 

Wege AK—=LP=x und AL—=KP==y als Coordinaten der von der 

gig. 85. Bahn deſſelben gebildeten Curve 

APW anſehen, und ift nun 

Ot das Beitelement, innerhalb 

deffen der Körper die Weg—⸗ 

elemente PR = 9x und 

RQ = 9y zurüdlegt, fo hat 

man nad) ($. 21) die Ab⸗ 
feiffengefchwindigleit: 


fowie die Ordinatenge— 
ſchwindigkeit: 

— 04 

2) v — Dt , 

C und daher die daraus refultis 

rende Tangential- oder 


Eurvengefhwindigkeit, wenn die Bewegungsrichtungen AX und AY 
den Rechtwinkel einfchließen: 


He-vora-VET HOT -VERR-% 
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wo Os das Curvenelement PQ bezeichnet, welches nach $. 32 der analy⸗ 


tiichen Hulfslehren 
Vox? + 9y? zu fegen ifl. 
Ebenſo ift die Acceleration in der Richtung der Abfciffenare, ober die ſoge⸗ 
nannte Abſciſſenacceleration nad) ($. 21): 
— 8 


jowie Die Ordinatenacceleration: 
0v 
5) g= H- 
Für den Tangentenwintel PTX = QPR=e, um welden die 
Bemegungsrichtung Deo von der Abfeiffenrichtung abweicht, Hat man: 


_v __dy 
ya — 


Or’ 

ſowie auch: 
9 Oy 
824. = — m — 
© 08 

und 

s. —3. 
— 08 


Die Xccelerationen p und ꝙ fen fi) nad} der Tangentialrichtung ? 7 
und nad) der Normalrihtung PN in die Komponenten: 
9 = p cos. und 9 — »psin.a, fowie 
m = gsin.a und = gcos..a 
zerlegen, woraus fid) durch eine andere Zufammenfegung die TZangential« 
scceleration: 
k=p + q — @ + gsin.e 
-.. “ v __uoOu + vOv 
"+7 Er u wot ’ 
und die Normafacceleration: 
m—=19 — A — psin. « — 0C08.% 
— du v dvu u vou — u0v 


u Ko wot 
ergiebt. 


Run folgt aber aus u? + v? durch Differenziiren: 
“ou + vöv = won, 
daher ift einfach) die Tangentialacceleration: 


BE elbbad's Lehrbuch der Mechanit. L. 9 
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Ferner ergiebt ſich aus tang. —; | 


uov — vou 
u’ 

(f. analyt. Hüffslehren $. 8), und es iſt der Ktüͤmmungshalbmeſſer CP— CQ 
des Bogenelementes PQ, nad) $. 33 der analytischen Hülfslehren: 


Otang.ı = , 


— — —— 
922 0tang.a’ 
daher folgt: 

_ _.48 _ U Ost 08? — 2) = w?0s 
vou we = uꝰ d tang.a — = on nn 5) ⸗—. 
und daher die Normalacceleration einfach 

7) m Os _ wm, 05 _Ww., 
oo rwot r 8 r 
Endlich folgt: 
o0w |, os... 
kös = — Fr ‘= oOw = wOw; 


woraus or num mie in & 21): 

>— = [kös 

ergiebt, wenn man annimmt, daß bei Durdjlaufung des Weges s die Ges 
Ihwindigleit c in w übergeht. Es ift alfo auch bei ber frummlinigen 
Bewegung die halbe Differenz der Geſchwindigkeitsquadrate das 


Product aus der mittleren Acceleration (k) und dem Wege 8. 
Ebenfo ift 





202 + qdy = udu + vdv = wow, 
aljo auch nod) 


Zt = (On + ad) = von + fan 





und 
10) [k0s — /p9x + /ady, 


kös=r0x + gdy. 

Das Product aus der Tangentialacceleration und dem Cur- 
venelemente ift alfo gleich der Summe von den Probucten aus 
den Coordinatenaccelerationen und den ihnen entfpredenden 
Coordinatenelementen. 


Beiſpiel. Ein Körper bewegt fi in der einen Ute AX mit der Geſchwin⸗ 
digkeit u— 12T, und in der anderen Axe A Y mit der Gejhwindigteitv — 4t2 — 9; 
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man fol die übrigen Verhältniffie der hieraus rejulticenden Bewegung ermitteln. 
Die entiprehdenden Goorbinatenaccelerationen find? 


>= = 12, wg=—=8i, 





und die zugehörigen Coordinaten oder Axenwege jelbft: 
* = furt = flatat — 689, und 
y= fort = fur - 9 = n ts — 9t, 
wofern diefe Räume mit der Zeit & = O beginnen. Die Curven⸗ oder Tangen 
tialgeſchwindigkeit iſt: 
v=VwW +02 V14R + (49 — 92 —V16 + 721? +81 = 412 +9, 
folglich die Tangentialacceleration: 
dm _ 
= der Drbinatenacceleration q, und der Eurvenmeg: 
4 
— — 2 — . 
s= [wit= [at +9 =z #49. 
Ferner ift fr die Bewegumsrichtung: 





tag. = gr = ggg: daher: 
_ 49 +9 
dang.a = 124 dt, 
und der Krüämmungshalbmefler der Bahn: . 
___ 2 ___0R+9.128 __ MH her 
FT Tartanga Mia) — 
403 
m 


Hiernach ift nun noch die Rormalacceleration, woburd der bewegte Körper 
bie fletige Richtungsänderung erleidet: 


m — * = — 12, 
alſo conftant. 
Die Gleihung der Bahncurve folgt, wenn man t = - Vz in der obigen 
Gleichung für y einjegt: 


y=:V(2)' ) - »V#=(52-9)V5- 


Die Ordinate y if ein Maximum für o = 0, d. i. für 9 = 7, alſo furx 


3 9 27 
— — 2 — a — (TER — . 
i= z und æ ⸗ 6. t2 6 77 und: 
49 8 8 
=53'77.°377° 


Sie iR dagegen = 0, für =, oder = 2 VB, und = =7 Cs 
* 





8. 47. 
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läuft alfo die Bahncurve anfangs unter der Abfcifienare hin, durchſchneidet nad 
der Zeit t = 


J. und zwar bei der Abſciſſe z = >. diejelbe, und bleibt von 


da an Über diejer Are. 

Folgende Tabelle enthält eine Zufammenftellung der zufanmengebörigen Werthe 
von t, u, v, w, z, y, tang.«, r und 8, wonach die entſprechende Bahncurve 
ABUDE in Fig. 86 conftruirt ift. 


Fig. 86. E 




















t | u v A — y tang.« r 8 

0 oI-s|Islo| o o |I- zu 0 

3 5 169 | 81 

97 
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92 7 625 | 86 

2 24 \5|2|-2 | 2-21 & 
z v3 |1V5 | w|s|5| o v4 —108 [27 Y3 

8 ss | ar Iss|sal +9 2 |-2| 

| ,18| 56 5329| 364 


Relative Bewegungen. Bei der gleichzeitigen Bewegung zweier 


Körper findet eine immermwährende Veränderung in der gegenfeitigen Tage, 


Entfernung u. f. mw. berfelben ftatt, welche ſich mit Hülfe des Obigen flr 


jeden Zeitpunkt wie folgt beftunmen läßt. Es ſei in Fig. 87 A der Ans 
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fangspunkt des einen Körpers, B der des anderen; jener rüde in ber Rich» 
tung AX in einer gewiſſen Zeit (f) nach M, diefer in der Richtung BY 
in eben biefer Zeit nach N’; ziehen wir nun MN, fo erhalten wir in dieſer 
Linie die velative Lage und Entfernung der Körper A und B am Ende 
Sig. 87. diefer Zeit. Legen wir AO parallel 
mit MN und maden aud) AO = 
MN, fo wird bie Linie AO bie 
gegenfeitige Lage der Körper A und 
B ebenfall® angeben. Ziehen wir 
noh ON, fo erhalten wir ein Pas» 
rallelogramm, in welchem auch ON 
— AM if. Machen wir endlich 
uch BQ parallel und gleich der N h) und ziehen O 7 fo erhalten wir ein 
neues Parallelogramm BNOQ, jn weldiem die eine Seite BN der ab» 
ſolute Weg (y) bes zweiten Körpers, bie andere Seite BQ der nad) ent» 
gegengefeßter Richtung gelegte Weg (x) des erften Körpers, und ber vierte 
Echpunkt O der relative Ort des zweiten Körpers ift, wofern er nämlich auf 
den als unveränderlich anzufehenden Ort des eriten Körpers bezogen wird. 
Man findet aljo den relativen Ort O eines bewegten Körpers(B), 
wenn man biefem Körper außer feiner eigenen Bewegung (B.N) nod) dies 
jenige AM bes Körpers (A), worauf man ben Ort bezieht, in umgekehrter 
Richtung, alfo BQ, beilegt, und nun nad) den gewöhnlichen Kegeln, 3. B. 
mit Hülfe eines Barallelogrammes BNOQ, diefe Bewegungen zufammenfegt. 
Eind die Bewegungen der Körper A und B gleihförmig, jo kann man $. 48. 
für AM und BN die Geichwindigfeiten c und cı, d. i. die Wege in einer 
Secunde, einfegen. Man erhält deshalb die relative Geſchwindigkeit 
des einen Körpers, wenn man demfelben außer feiner eigenen ab= 
joluten Geſchwindigkeit aud) noch die des Körpers, auf welden 
man die erfte Geſchwindigkeit bezieht, in entgegengejegter Rich— 
tung beileft. Auch findet daffelbe Verhältniß mit den Accelerationen ftatt. 
Bewegt fi) 3. B. ein Körper A, Fig. 88, im der Richtung AX gleich— 
förmig mit dev Geſchwindigkeit c, und ein Körper B in der Richtung BY, 
Fig. 88. welche mit A X den Winkel & einfchließt, 
B bei Null Anfaugsgeſchwindigkeit mit ber 
conftanten Acceleration p, jo fann man 
auch annehmen, daß A ſtill ftche und B 
außer der Acceleration p noch die Ge: 
ſchwindigkeit (— c) in der Richtung 
BX, || AX befige, wobei er folglid) 
relativ eine paraboliihe Bahn BOP 
durchläuft. Die in der Zeit 4 durd)- 
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| D 
Iaufenen Wege in den Richtungen BY und BX, find: BN= er 
3 
BM = ct, wovon fid) die erftere in die Componenten NR -- C08. & 


7 
ud BR= sin. zerlegen läßt, welche parallel und rechtwinfelig zu 


AX gerichtet find. Sind nun AC = a und CB — b die anfänglichen 
Eoordinaten des Punktes B in Hinfiht auf A, ſowe AXK—=x und 
KO = y die Coordinaten defjelben nad) der Zeit t, fo hat man, da 
AK=AC— ON— NRwmbKO=CB-— BRit, 
2 2 

= a— er —  c0.a und y = b — I sin. & 
und die entiprechenden relativen Geſchwindigkeiten: 

u—= — c — pt cos. md v = — ptsin.a. 


. Aus der Abfeiffe © beftimmt ſich die Se 
| —| /2(a — a2), + ( _ 
— p cos. 008. & 


dagegen aus ber Ordinate y: 
2(b — RB —Y 
'- = VI psin.® 


Läuft der Körper B in der Yinie AX dem Körper A entgegen, fo iſt fo= 
wohl b — 0, al aud) & — 0, daher 


Ve} 


und fest man = — 0, fo folgt die Zeit, nach welcher die Körper zufam- 
menftoßen: 


; -y2 2, (2) - e _ V2ap - e—c, 


Läuft dagegen er Körper B in ber Linie AX dem Körper A voraus, fo 
it « = 180°, In bie Entfernung defjelben vom legten Körper: 








Deo 


xs=a—cti+ an, und umgelehrt, die Zeit, an deren Ende die Körper 


um 2 von einander entfernt find: 


= +y-Z2ı (+. 


Die entiprechende Geſchwindigkeit = — c + pt ift = 0, md die 


Entfernung z ein Minimum für € = re ud zwar z = a — 35 . 
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Für jeden anderen Werth von 2 giebt e8 zwei Zeitwerthe, den einen 
größer und den anderen Heiner als = | 


Anmerkung. Die vorftehende Theorie der relativen Bewegung findet ſowohl 
in der Himmels: als auch in der Maſchinenmechanik vielfadhe Anwendung. Behans 
deln wir bier nur folgenden Yal. Ein Körper A, Fig. 89, bewegt ſich in der 
Rihtung AX mit der Geſchwindigkeit c,, und jo von einem anderen Körper B 
getroffen werden, welder die Geſchwindigleit c, hat; welche Richtung ift demjelben 
zu geben? Ziehen wir AB, tragen wir c, an B in umgelehrter Richtung, und 
vollenden wir aus c, und c, ein Parallelogramm Bc,cc,, deflen Diagonale c 
auf AB fält, fo erhalten wir in der Kichtung der Seite Bc, —= cz deſſelben 
zugleih die geſuchte Richtung B Y,.in welder der Körper B zu bewegen if, 
damit er den Körper A treffe, und zugleih in dem Durchſchnitispunkte C der 
beiden Richtungen AX und BY die Stelle de8 Zufammenftoßes. Iſt « der 
BWintel BAX, um welden AX, und A der Winfel ABY, um welden BV 
von AB abweidt, jo hat man: 

sin. ß ci 

——ùS— 
Dieſe Formel findet auch ihre Anwendung in der Aberration des Ster⸗ 
nenlichtes, welche aus der Zuſammenſetzung der Geihmwindigkeit c, der um 

gig. 89. die Sonne laufenden Erde A und der Geſchwindig⸗ 

keit c, des Sternenlidhtes B hervorgeht. Es if c, 
circa 4 Meilen und cg = 42000 Meilen, folglid: 
" 4sin.e sin. 
42000 110500 
und hiernach die Aberration oder der Winkel ABC 
— ß, um melden die Richtung AB, in welder 
man den als unendlich entfernt anzujehenden Stern 
fieht, von der Richtung BC oder AD abweidt, in 
weldher er fi wirkli befindet, A = 20” sin.a; 
alſo für « = 90°, d. i. für einen Stern, welder fich 
winfelreht über der Erdbahn (in dem fogenannten 
Efliptitpol) befindet, # = 20”. In Folge diejer Ab: 
weihung fieft man aljo einen Stern in der Bewe⸗ 
gungsridhtung der Erde ſtets 20” von feinem wahren Orte abgerüdt, und es bes 
jchreibt folglih ein Stern in ber Nähe des Efliptilpoles im Laufe eines Jahres 








[3 c Kl 
sin. = vin. a = 
2 





Fig. 90. ſcheinbar einen Heinen Kreis von 20 Se 
" cunden Halbmeſſer um feinen wahren Ort. 
o y Bei Sternen, melde in der Ebene der 


Erdbahn ftehen, bildet diefe ſcheinbare Be: 

wegung eine gerade Linie, und bei den 

übrigen Sternen gehen dieſe ſcheinbaren 
Bewegungen in Ellipjen vor fid). 

Beifpiel. Ein Dampfwagenzug fährt 

auf der Schienenbahn AX, Fig. 90, von 

A aus mit 35 Fuß Geſchwindigkeit; ein 

anderer gleichzeitig von B aus auf einer 

x Baäahn BY, welde mit der erfteren den 





136 Erfter Abſchnitt. Zweites Kapitel. [$. 48 


Wintel BDX = 56° einſchließt, mit 20 Fuß Geſchwindigkeit. Wenn nun die 
anfänglien Abftände AC = 80000 Fuß und C B 24000 Fuß betragen, wie 
groß ift die Entfernung A O beider Wagenzüge nad einer Biertelftunde? Aus 
der abjoluten Geſchwindigkeit BE = c, = Fuß des zweiten Zuges, der um⸗ 
gefehrten Geſchwindigkeit BF= c = 35 Fuß des erften Zuges und dem einge 
ſchloſſenen Winkel EBF = «a = 1800— BDC = 180% — 569 = 124° folgt 
die relative Geſchwindigkeit des zweiten Zuges: 


BG =Vei + c?+2ce,cos.a —YV35? + 20? — 2.85.20. cos. 56° 


= V1225 + 400 — 1400 c0s.56°= V1625 — 782,9 — V 342,1 — 29,02 Fuß. 
Für den Winkel GBF=9, den die Richtung der relativen Vewegung mit 
der erſten Bewegungsrichtung einſchließt, iſt: 


0 
en sin. * — en, Log.sin.9 = 0,75690 — 1, baher 9349,50, 
' ' 


Der in 15 Minuten = 900 Sec. relativ durchlaufene Weg it BO = 29,02 .900 
= 26118 Fuß, die Entfernung AB = Y(30000)2 + (24000)? = 38419 Fuß, 


der Winlel BAC = ABF, da deſſen Tangente —= 08 if, bat den 


Werth B880 40, daher ift der Winfel ABO = 9 + w — 349 50’ 4- 88040’ 
= 79’ 30‘, und die Entfernung der beiden Wagenzlige nah 15 Minuten: 
AO=YAB? + BOT 2AB. BOcos. ABO 
— V384199 + 26118° — 2.88419.26118cos. 730 30° 
— V1588190000 = 39850 Fuß. 


sin. 1 * 








Zweiter Abſcnitt. 


Mechanik oder phyfiihe Bewegungslehre 
im Allgemeinen, 


Erftes Kapitel 
Grundbegriffe und Grundgefege der Mechanik. 


Mechanik. Die Medanil (franz. möcanique; engl. mechanics) ift $. 49. 
die Wiffenfchaft, welche von den Bewegungsgejegen materieller Körper 
handelt. Sie ift infofern eine Anwendung der Phoronomie oder Eines 
matik auf die Körper der —— als die letztere ſich nur mit der Be⸗ 
wegung geometriſcher Körper befaßt und die Urſachen der Bewegung 
außer Betracht lußt. 

Tie Mechanik ift ein Theil der Naturlehre (franz. physique göndrale; 
engl natural-philosophy) oder ber Lehre von den Geſetzen, nad) welchen 
die Beränderimgen in der Körperwelt erfolgen, nämlich derjenige Theil, 
welcher fich mit den aus meßbaren Bewegungen hervorgegangenen Verände⸗ 
tungen in ber materiellen Welt bejchäftigt. 


Kraft. Kraft (franz. force; engl. force) ift die Urfache der Bewegung $. 50 
Oder der Bewegungsveränderung materieller Körper. Jede Bewegungsver- 
änderung, 3. B. jede Veränderung in der Geſchwindigkeit eines Körpers, ift 
als die Wirkung einer Kraft anzufehen. Aus diefem Grunde mefjen wir 
denn auch jedem frei fallenden Körper eine Kraft, die fogenannte Schwer 
kraft, bei, weil derfelbe jeine Geſchwindigkeit unaufhörlich ändert, Auf der 
anderen Seite ift aus ber Ruhe oder aus der Umnveränderlichkeit im Bewe⸗ 
gungszuftande eines Körpers noch nicht auf Die Abweſenheit von Kräften zu 
ſchließen; denn es können ſich die Kräfte eines Körpers gegenfeitig aufheben, 








$. 52. 
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ohne eine Wirkung übrig zu laſſen. Die Schwerkraft, mit welcher ein Kör- 
per zur Erde nieberfällt, bejigt derfelbe auch noch, wenn er auf einem Tiſche 
ruht, es wird aber bier ihre Wirkung durd; die Feſtigkeit des Tiſches oder 
einer anderen Unterlage aufgehoben. 


Gleichgewicht. Ein Körper ift im Gleichgewicht (franz. Squilibre; 
engl. equilibrium), ober die Kräfte eines Körpers halten einander das 
Gleichgewicht, wenn diefelben ohne eine Wirkung übrig zu laflen, ober 
ohne Bewegung zu erzeugen oder zu verändern, einander aufheben oder vers 
nichten. 

Bei einem an einem Faden aufgehängten Körper ift z. B. bie Schwer 
kraft in demfelben mit der Cohäfion des Fadens im Gleichgewicht. Tas 
Gleichgewicht unter Kräften wird aufgehoben, und es entfteht Bewegung, 
wenn man eine von ben Kräften entfernt oder auf andere Weife aufhebt. 
So geht 3. B. die durch ein Gewicht gebogene Stahlfever in Bewegung 
über, wenn diefes Gewicht weggenömmen wird, weil nun diejenige Kraft der 
Feder, welche man ihre Elafticität nennt, allein noch wirft. 

Statif (franz. statique; engl. statics) ift derjenige Theil der Mechanit, 
welcher von ben Gefegen des Gleichgewichts Handelt; die Dynamit (franz. 
dynamique; engl. dynamics) hingegen handelt von den Kräften , inwiefern 
ſie Bewegungen hervorbringen. 


Eintheilung der Kräfte. Nach ihren Wirkungen find die Kräfte 
entweber bewegende (franz. forces motrices, puissances; engl. moving 
forces) ober widerftehende (Miderftände, franz. rösistances; engl. resi- 
stances). Jene bringen Bewegungen hervor, ober vermögen biefelben zu 
erzeugen, dieje hingegen können dieſelben nur verhindern und mäßigen. Die 
Schwerkraft, die Elafticität einer Stahlfeder u.f.w. gehören zu ben bewegen⸗ 
den Kräften, die Reibung, Feftigleit der Körper u. ſ. w. find widerftehende 
Kräfte oder Widerftände, weil durch fie nur Bewegungen verhindert oder ver⸗ 
mindert oder bewegende Kräfte aufgehoben, aber keineswegs Bewegungen herz 
vorgerufen werden fünnen. Die bewegenden Kräfte theilt man wieder ein in 
beichleunigende (franz. acceleratrices; engl. accelerating) und in ver» 
zögernde (franz. retardatrices; engl. retarding). Jene erzeugen eine 
pofitive, diefe eine negative Acceleration, durch jene wird aljo eine befchlen- 
nigte, durch dieſe eine verzögerte Bewegung hervorgebracht. Die Widerftäube 
find ſtets vergögernbe Kräfte, aber. nicht alle verzögernde Kräfte find wider 
ſtehende. Bei einem fenfrecht in die Höhe gemorfenen Körper wirft z. B. die 
Schwerkraft verzögernd, deswegen ift aber die Schwerkraft noch feine wider⸗ 
ftehende Kraft, denn beim darauf folgenden Herabfallen des Körpers nimmt 
fie wieder die Stelle einer bewegenden Kraft ein. 
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Noch unterjcheidet man beſtändige (conftante, franz. constantes; engl. 
uniform) und veränderliche Kräfte (franz. variables; engl. variable) 
von einander. Während conftante Kräfte immer auf gleiche Weife wirten 
und eben deshalb in gleichen Zeittheilchen gleiche Wirkungen, d. i. gleiche 
Zufäge oder Abnahmen in der Gefchwindigfeit hervorbringen, find bei den 
veränderlichen Kräften diefe Wirkungen zu verjchiebenen Zeiten verſchieden; 
während aljo aus jenen Kräften gleichförmig veränderte Bewegungen her⸗ 
vorgehen, entfprechen diefen Kräften ungleichförmig beichleunigte oder uns 
gleichförmig verzögerte Bewegungen. 


Druck. Drud (franz. pression; engl. pressure) und Zug (franz, $. 5% 
traction; engl. traction) find die erften Wirkungen der Kräfte auf materielle 
Körper. Bermöge derjelben werden Körper zufanunengedrücdt und ausges 
dehnt, oder überhaupt in ihrer Form verändert. 

Der durch bie lothrecht abwärts wirkende Schwerkraft hervorgebrachte 
Trud oder Zug, welden die Unterlage eines ſchweren Körpers oder der 
daden, woran ein Körper aufgehängt ift, auszuhalten hat, heit da8 Ge⸗ 
wicht (franz. poids; engl. weight) des Körpers. 

Trud und Zug, und alfo aud) Gewicht find Größen eigenthitmlicher Art, 
de zwar nur unter einander verglichen werden, aber als Wirkungen ber 
Kräfte zum Maße derfelben dienen können. 

Die einfachften und deshalb gewöhnlichften Mittel zum Meſſen der Kräfte 
find Gewichte. 


Gleichheit der Kräfte. Zwei Gewichte oder auch zwei Drüde oder $. 54, 
Züge, und alſo auch die Kräfte, welche leßteren entiprechen, find gleich, 
Fig. 91. wenn man eine durd) die andere er» 
jegen kann, ohne dadurd) eine andere 
Wirkung zu erhalten. Wenn z. 2. 
eine Stahlfeder FF’, Fig. 91, durch 
ein angehängtes Gewicht CF genau 
fo gebogen wird wie durch ein anderes, 
genau ebenjo angehängtes, 3. B. in dies 
jelbe Wagjchale W, gelegtes Gewicht 
Gi, fo find diefe Gewichte, und deshalb 
aud) die Schwerkräfte in beiden Kör⸗ 
pern, gleih. Wenn ebenfo eine bes 
laftete Wage (franz. und engl. ba- 
“ lance) fowohl durd) da8 Gewicht & 
als auch durch ein anderes Gewicht 
G,, welches man an die Stelle von 
@ jest, zum Einfpielen gebracht 
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wird, fo find diefe Gewichte & und G, gleich, die Wage mag übrigens 
gleich- oder ungleicharmig, und die übrige Belaftung derjelben mag groß 
oder Hein fein. 

Ein Drud oder Gewicht (Kraft) ift 2, 3, 4 u. ſ. w. umb überhaupt 
nmal fo groß als ein anderer Drud u. f. w., wenn er biefelbe Wirkung 
hervorbringt als 2, 3,4... n Drüde der zweiten Art zufammen. Wenn 

eine übrigens beliebig bes 
ig. 9. laftete Wage durd) ein Ge⸗ 
wicht (@) ebenjo zum Eins 
ſpielen gebracht wird, als 
durch Auflegen von 2,3, 4 
u. . w. gleichen Gewichten 
(G1), fo ift jenes Gewicht 
(@) 2, 3, 4 u. ſ. w. mal 
fo groß als diefes Gewicht 
(G1). Wenn 3. B. das 
Gewicht G die Federwage 
FF, ig. 91, genau fo 
ſtark fpannt oder ausbiegt, 
wie die dreigleichen Gewichte 
Gi, 61, Gi zufammen, fo 
ft das Gewicht G = 
3@,. Und wenn die Stoß- 
fraft P des aus dem Gefäße 
R fließenden Waſſers die 
Zunge Z der Schnellwage ACB, Fig. 92, genau fo zum Einfpielen bringt, 
wie ein auf die Wagjchale W gelegtes Gewicht G, fo iſt P= @. 





$. 59. Materie. Materie (franz. matiere; engl. matter) ift Dasjenige, wos 


$. 56. 


durd) die Körper der Außenwelt, die wir, im Gegenfag zu den Körpern der 
Geometrie, auch materielle oder phyfifche Körper nennen, auf unfere 
Sinne wirken. Maſſe (franz. und engl. masse) ift da8 Quantum der einen 
Körper bildenden Materie. 

Körper von gleihem Volumen (franz. und engl. volume) oder gleihem 
geometrischen Inhalte haben gewöhnlich verfchiedene Gewichte, wenn fie aus ver⸗ 
ſchiedenartigen Materien beftehen. Man kann daher aus dem Volumien eines 
Körpers auf deſſen Gewicht noch nicht fchließen; es iſt dazu vielmehr nöthig, 
daß man das Gewicht von einer Bolumeneinheit, 3. B. von einem Cubikfuß, 
Gubifmeter u. ſ. w., der Materie des Körpers kenne. 


Gewichtseinheit, Das Meſſen von Gewichten oder Kräften beitcht 
in einer Bergleichung derjelben mit einem gegebenen und unveränderliden, 
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zur Einheit angenommenen Gewichte. Die Auswahl diefer Gewichts⸗ oder 
Krofteinheit ift zwar an ſich willfitrlich, es ift jedoch praktiſch vortheilhaft, 
hierzu das Gewicht von einem allgemein verbreiteten Körper bei einem der 
gebräuchlichen Raumeinheit gleichen Volumen hierzu auszuwählen. 

Eine derartige Gewichtseinheit ift das Gramm, welches durch das 
Gewicht von einem Cubikcentimeter reinen Waſſers im Zuſtande der größten 
Tichtigkeit (bei ungefähr 4% C. Temperatur) gegeben wird. Aber aud) das 
alte preußische Pfund ift eine auf das Gewicht des Waſſers zurückgeführte 
Cinheit, e8 wiegt nämlich ein preußischer Cubikfuß deftillirten Waffers im 
luftlerren Raume und bei 150%. Temperatur, 66 preußiiche Pfund. Nun 
it aber ein preußifcher Fuß — 139,13 Parifer Linien — 0,3138535 
Meter, e8 folgt daher ein preußifches Pfund — 467,711 Gramm. Das 
preußische Neu= oder Zollpfund ift genau 1/, Kilogramm. 


Trägheit. Trägheit ober Beharrungsvermögen (franz. inertie; 8. 57. 
engl. inertia) ift diejenige Eigenjchaft der Materie, vermöge welcher diejelbe 
durch fich allein weder Bewegung annehmen, nod) erhaltene Bewegung ab⸗ 
ändern kann. Jeder materielle Körper bleibt fo lange in Ruhe, als feine 
Kraft auf ihm einwirkt, und jeder einmal in Bewegung gefette materielle 
Körper bleibt in einer gerablinigen gleichförmigen Bewegung, fo 
lange al8 er ohne Einwirkung einer Kraft if. Wenn alfo in dein Bewe⸗ 
gungszuſtande eines materiellen Körpers Veränderungen vor ſich gehen, wenn 
en Körper feine Bewegungsrichtung verändert, oder wenn er eine größere 
oder Heinere Geſchwindigkeit annimmt, fo ift diefelbe nicht dem Körper, als 
einem gewiſſen Quantum von Dlaterie, an ſich beizumefien, fondern e8 muß 
eine fremde Urſache, d. i. eine Kraft, diefelbe herbeigeführt haben. 

Inſofern bei jeder Aenderung im Bemegungszuftande eines materiellen 
Körpers eine Kraftentwidelung vor ſich geht, inf ofen läßt ſich die Trägheit 
auch den Kräften beizählen. 

Könnten wir die auf eine bewegte Maſſe wirkenden Kräfte gänzlich ent⸗ 
fernen, fo würde dieſelbe ſich ohne Ende gleichförmig fortbewegen; wir finden 
aber eine ſolche gleichförmige Bewegung nirgends, weil es uns nicht möglich 
if, eine Maſſe der Einwirfung aller Kräfte zu entziehen. Bewegt ſich eine 
Maffe auf einem horizontalen Tifche, fo übt zwar die num vom Tiſche auf- 
genommene Schwerkraft eine ımmittelbare Wirkung auf den Körper nicht 
ans, allein aus dem Drude bes Körpers gegen den Tiſch entiteht ein Wiber- 
ftand, den wir in der Folge unter dem Namen Reibung näher kennen lernen 
werben, welcher dem bewegten Körper unaufhörlich Gefchwindigfeit entzieht, 
weshalb er aus diefem Grunde eine verzögerte Bewegung annimmt und end» 
lich zur Ruhe übergeht. Indeſſen auch die Luft ſetzt dem bewegten Körper 
einen Widerſtand entgegen, und wenn auch die Reibung des Körpers ganz 
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bejeitigt werben könnte, jo würde fchon dieſes Hinderniffes wegen eine all 
mälige Abnahme an Geſchwindigkeit eintreten. Wir finden aber, daß ber 
Berluft an Geſchwindigkeit um fo Heiner wird, die Bewegung fich aljo um 
fo mehr und mehr einer gleichförmigen nähert, je mehr wir diefe Wiberftände 
der Zahl und Stärke nad) vermindern, und können daraus fchliegen, daß bei 
Befeitigung aller bewegenden Kräfte und Widerftände eine gänzlich gleich- 
fürmige Bewegung eintreten muß. 


8.58. Kräftemaass. Die Kraft (P), welche eine träge Maffe (M) acceleritt, 
ift proportional der Acceleration (p) und proportional der Maſſe (M) jelbit; 
fie wädjft bei einerlei Maffen wie die in unendlich Fleinen Zeiten erlangten 
Zunahmen an Gefchwindigkeit und nimmt bei gleichen Geſchwindigkeits⸗ 
zunahmen in demfelben Maße zu, als die Maſſen größer werben. Tie 
mfache Acceleration einer und derjelben Maſſe oder gleicher Maſſen erfordert 
eine mfache Kraft und die nfache Maſſe macht bei einerlei Acceleration auch 
die nfache Kraft nöthig. 

Da wir aber bis jetzt ein Maß der Maffen noch nicht ausgewählt haben, 
fo könuen wir deshalb ſogleich: 

P= Mp, 
die Kraft gleich dem Prodbucte aus Maſſe und Acceleration aw 
nehmen, und zugleic, ftatt Kraft ihre Wirkung, db. i. den von ihr hervorges 
brachten Druck einjegen. 

Die Richtigkeit diefes allgemeinen Bewegungsgeſetzes lüßt fich allerdings 
wohl durd) directe Verſuche darthun, indem man 3. B. gleiche und verfchie 
bene, auf einem horizontalen Tiſche bewegliche Maſſen durch gebogene Stahl 
febern fortfchnellen läßt, indeſſen liegt diefelbe auch fchon darin, daß alle aus 
diefem Gefege gemachten Folgerungen und entwidelten Regeln für zuſam⸗ 
mengefegte Bewegungen den Beobachtungen und Erfcheinungen in der Natım 
vollfonmen entjprechen. | 


8.59. Masse. Alle Körper fallen an einem und demfelben Orte der Erde und 
im Iuftleeren Raume gleich ſchnell nieder, nämlich mit der unveränderlihen 
Ücceleration g —= 9,81 Meter = 311/, Fuß ($. 15); ift daher die Maſſe | 
eines Körpers — M und das die Schwerkraft defielben meſſende Gewicht 
— 6, fo hat man nad) der legten Formel auch: Ä 

G= Mo, 
d. i. da8 Gewicht eines Körpers ift ein Product aus deffen Mafle 
und der Acceleration ber Schwere, und umgelehrt: 
M= & 
9 
d. i. Maſſe eines Körpers iſt Gewicht deſſelben dividirt durch 
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die Befhleunigung der Schwere, ober Maſſe ift dasjenige Gewicht 
eines Körpers, welches berfelbe haben wiirde, wenn bie Acceleration der 
Schwere = Eins, 5. B. ein Meter, ein Fuß u. f. w. wäre Au dem 
Punkte auf ober in der Nähe der Erde oder eines anderen Weltkörpers, wo 
bie Körper nicht mit 9,81 Meter, fondern mit 1 Meter Gefchwindigfeit 
(nad) der erften Secunde) niederfallen, wird hiernach die Maſſe, ober viel 
mehr nur da8 Maß derfelben, durch das Gewicht ded Körpers unmittelbar 
angegeben. 

Je nachdem wir die Beſchleunigung der Schwere in Metern oder Fußen 
ausdrüden, haben wir nun bie Maſſe: 

G 
M= 9,81 —= 0,1019 @ 

Der 


G- 
M= is” 0,032 @. 


Hiernach ift 3. B. bie Maſſe von einem 20 Pfund fchweren Körper, 
M = 0,032 .20 — 0,64 Pfund, und umgekehrt, da8 Gewicht einer Maffe 
von 20 Pfund, & — 31,25.20 — 625 Pfund. 


Benn wir die Beſchleunigung (g) der Schwere als unveränderlich anneh- 8. 
men, jo folgt, daß die Maſſe eines Körpers dem Gewichte deffelben voll- 
bommen proportional ift, daß aljo für die Maſſen M und M, mit den Ges 
wihten G und Gı ift: 

M_& 

m 
Bir erhalten hiernach das Gewicht als Maß der Maſſe eines Körpers, fo 
daß alfo ein Körper um fo mehr Maſſe hat, je größer fein Gewicht ift. 

Allerdings ift die Beſchleunigung der Schwere etwas veränderlich; fie 
wird größer, je näher man den Erdpolen kommt, und nimmt um fo mehr 
ab, je mehr man fi dem Erbäquator nähert, iſt aljo an den Polen am 
größten und am Aequator am kleinſten. Auch nimmt fie ab, je mehr ein 
Körper über dem Niveau des Meeres befindlich ift, und verändert ſich mit 
der Tiefe des fallenden Körpers unter dem Niveau des Meeres. Da num 
aber eine Maffe, jo lange man zu ihr Nichts Hinzunimmt und von ihr 
Nichts wegnimmt, etwas Unveränderliches ift, alfo auf allen Punkten der 
Erde und ſelbſt außerhalb derfelben, 3.8. auf bem Monde, nod) diefelbe bleibt, 
fo folgt daraus, daß auch das Gewicht eines Körpers veränderlid und von 
dem Orte der Körper abhängig, iiberhaupt aber der dem Orte entſprechenden 
Acceleration der Schwere propowtional, ober = = Fr fein müſſe. 

Es wird alſo hiernad) eine und diefelbe Stahlfeber durch ein und dafjelbe 


8. 61. 


cifiſche Volumen v — 
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Gewicht an verſchiedenen Orten der Erde, verſchieden gebogen, am Aequator 
und auf hohen Bergen am ſchwächſten, in der Nähe der Erdpole und im 
Niveau des Meeres am ſtärkſten. 


Absolutes und specifisches Gewicht. In der Folge verſtehen 
wir unter dem fpecififchen Gewichte eines Stoffes oder einer gewilien 
Materie (franz. poids specifique; engl. specific-weight, specific-gravity, 
oder nad Rankine, heaviness) da8 Gewicht einer VBolumeneinpeit 
derjelben, und unter dem abjoluten Gewichte das Gewicht eines Körpers 
von irgend einem Volumen. Bezeichnet 7 das fpecififche Gewicht und F 
das Bolumen eines Körpers, fo hat man hiernad) das abjolute Ges 
wicht (franz. poids absolu; engl. absolute-weight) defjelben: 

G=Vy 
d. i. Bolumen mal fpecififhes Gewicht zu fegen. 

So ift 3. B. das ſpecifiſche Gewicht oder da8 Gewicht eines Cubikmeters 
Waſſer 7 — 1000 Kilogramm, und daher das abjolute Gericht deſſelben 
bei den Volumen 9 Eubifmeter, G = 1000 V-Rilogramm, z. B. von dem 
Waflerquantum 9 = 15 Eubifmeter, 

G = 1000.15 — 15000 Kilogramm. 

Umgekehrt ift das ſpecifiſche Gewiqt 


= 
fowie da8 Volumen: | 

= 
und das Volumen der Gewichtseinheit, welches im Folgenden das ſpeci⸗ 


*. 
& 
A 


fiſche Volumen genannt werden fol, — 7 aljo die Reciproke des 
ſpecifiſchen Gewichts. 3.8. für Waſſer ift 


= no” 0,001 Cubikmeter, 


0. i. ein Kilogramm MWaffer nimmt den Raum von 0,001 Cubikmeter — 
1 Eubifvecimeter ein. Für ſtark gehämmertes Kupfer ift dagegen das ſpe⸗ 


1 , . . 
200” 0,000125 Subifmeter = 125 Cubikcenti⸗ 


meter, weil daß fpecifiiche Gewicht, d.i. das eines Cubikmeters Kupfer, 8000 
Kilogramm beträgt. 
Auch ift hieruach ” 


7 7 
5837 
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ud Y—= Ev, d. i. das abfolute Bolumen gleich dem abfoluten Ge- 
wit mal fpecifilches Bolumen. 3.8. fir Kupfer t 7 — 1254 
Gubifeentimeter, daher das Bolumen von 20 Kilogramm Kupfer: 

= 125.20 = 2500 Eubifcentimeter. 


Anmerkung. Die Werthe der ſpecifiſchen Gewichte und ſpecifiſchen Bolus 
min find bei verſchiedenen Maß⸗ und Gewichtsſyſtemen verſchieden. Nach dem 
alten preußifhen Mak- und Gewichtsſyſtem ift 3. B. daß ſpecifiſche Gewicht 
des Wafjers, d. i. daß Gewicht von einem Eubiffuß Wafler, y — 66 Pfund, 
daher das abfolute Gewicht eines Waflerquantums 9, G = 66 V Pfund, 
2. für V = 20 Cubitfuß, G = 66.20 = 1320 Pfund. Aud if hiernach 
das Bolumen von 1 Pfund Wafler: 


„»— > — — 0,01515 Cubitfuß — 26,18 Gubitzoll. 


Dichtigkeit. Dichtigfeit (franz. densits; engl. density) ift die $. 62. 
Etärke der Raumerfüllung durch Materie. Ein Körper ift um fo Dichter, 
je mehr Diaterie derfelbe in feinem Raume einschließt. Da ſich das Quan⸗ 
tm an Materie nur durch Gewichte meſſen läßt, jo ift das natürliche Maß 
der Dichtigkeit eines Körpers das fpecifiiche Gewicht Y deſſelben. Uebrigens 
ft die Dichtigfeit der Körper entweder gleichförmig (franz. uniforme, 
homogöne; engl. uniform) oder ungleihförmig (franz. variable, hötöro- 
gene; engl. variable); je nachdem gleiche VBolumenelemente deffelben gleich 
oder verfchieden ſchwer find. Es ift z. B. die Dichtigfeit der Metalle und 
Metalllegirungen gleichförmig oder e8 find die Metalle und Metalllegirungen 
homogen, weil auch bie Heinften Theile derfelben ein- und daſſelbe |pecififche 
Gewicht haben; Hingegen ift Granit ein Körper von ungleichförmiger Dichtig- 
kit, weil er aus Theilen von verfchiedenen fpecififchen Gewichten zufanmen- 
gelegt ift. 

Das Berhältniß der Dichtigkeiten zweier Körper ift auch das Verhältniß 


5 der fpecififchen Gewichte Yı umd yY berjelben zu einander. 


Ninmmt man nun die Dichtigkeit der Materie eines Körpers, z. B. des 
Waſſers, deſſen ſpecifiſches Gewicht — Y fein möge, als Einheit an, fo ift 
hiernach das Maß der Didjtigkeit eines anderen Körper8 vom fpecifiichen 
Gewicht y,, oder die Dichtigfeit defjelben ſchlechtweg 

—— 

1g 

die Dichtigleit eines Stoffes gleich dem Verhältniß feines ſpe— 

cififhen Gewichtes zu dem des Waſſers, fowie yı — Ey, b. i. daB 

ſpecifiſche Gewicht gleich der Dichtigleit deffelben, multiplicirt mit dem 
ſpecifiſchen Gewicht des Waſſers. 

SBeitbach's Lehrbuch ver Mechanik. L 10 
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Auch hat man hiernad) das abfolute Gewicht G einer Maſſe vom Bolumen 
und der Dichtigfeit &, 


G=Vyı =Vey. 
Ebenſo ft 9 


LA 
Vı v 
wenn v und vı die ſpecifiſchen Bolumina bes Waſſers und bes gebadjten 


Körpers bezeichnen, und es läßt ſich das abfolute Volumen defjelben 


.@ Gv 
Vv= — — — —_ @v = — Sega. 
Yı &y ' € ieh 

Beilpiele. 1) Die Dichtigkeit des Quedfilber 8 = 13,6, aljo das Ge⸗ 
wicht defjelben 13,6mal jo groß als das eines Waſſerquantums von demſelben 
Bolumen angenommen, folgt dag ſpecifiſche Gewicht de& Queckſilbers, yı = ey 
— 18,6.1000 = 18600, aljo daB eines Eubifvecimeter8 Quedfilber 18,6 Kilo 
gramm. Auch wiegt hiernad eine Duedfilbermafle von 20 Eubifcentimeter Vo⸗ 
Iumen: @ = V ey = 20.0,01386 = 0,272 Kilogramm — 272 Gramm. Umge 
kehrt ift das Volumen einer Duedfilbermafie von 500 Kilogramm Gewicht 

‚= e — 50 — 86,76 Eubifcentimeter. 
87 18,6 

2) Das ſpecifiſche Gewicht des reinen Silbers ift 633 Pfund und die des 
Waſſers S 61,75 Altpfund, folgli die Dichtigkeit des erfleren (in Hinfiht auf 
Wafler) = . — 10,25, d. h. jede Silbermafje ift 10%, mal ſo ſchwer als 
eine ebenjo viel Raum einnehmende Waſſermaſſe. 


Anmertung. Der Gebraud des franzöflihen Maßes und Gewichtes ge 

währt bei diefen Redinungen den Bortheil, daß man die Wultiplication von 8 

und y durch bloße Vorrücken des Decimalſtriches vollziehen Tann, weil ein 

Gubifcentimeter Wafler ein Gramm und ein Gubilmeter eine Million Gramm 

oder 1000 Kilogramm wiegt. Das ſpecifiſche Gewicht des Duedfilbers ift hiernad) 

für das franzdfiide Mak und Gewicht „, = 13,598.1000 = 13598 Kilogramm, 
d. i. ein Eubilmeter Quedfilber wiegt 13598 Kilogramm. 


8.63. Folgende Tabelle enthält die Dichtigfeiten von einigen, vorzüglich in 
der praftifchen Mechanik in Anwendung fommenden Körpern. Eine volls 
ftändige Zufammenftellung diefer Gewichte giebt der „IIngenieur“, ©. 310. 

Tabelle der Dichtigkeiten (e) einiger Körper. 


nn nn nn nn ee —— nn re re en nr mp — — — 


I. Feſte Körper. 





Mittlere Dichtigkeit Ebenholz, Pockholz, troden — 1,8 
der getrockneten Laubhölzer —= 0,659 Holifaler. - -. - .... = 1,52 

mit Waſſer gefättigt. . — 1,110 Anthract .. 2.2.02. .=180 
Mittleres fpecifilches Gewicht Braunlohle. . 2.2... . = 1% 
der geirodneten Nadelhölger —= 0,453 Steintohle . ...... — 1,30 


| 
mit Wafler gejättigt - — 0,839*) | Eva . ......:.=06 | 
— — — | 


*) Eiche das Wafjeranfaugen des Holzes, polytechniiche Wittheilungen, 
Bd. II, 1846. 
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Platin....-. .. = 21,45 Mauerwerk! mit Kaltmörtel, von 
1) ... — 19,38 Bruchſteinen: 
Silbe = 10,51 Mi . 2.222002. = 2,46 
VBlei........ = 11,87 ttoden. . » 22220. = 2,40 


Kupfer, gegoſſen und bicht 8,76 Mauerwerk mit Kalkmortel, von 


. geichmiebet .. ..z= 8,97 Sandfteinen: 

Weifing. - - > - +. un: I. = 2,12 
Eifen, Gußeifen, weiße8 . = 7,60 troden _ 9.05 
. .„ eu. = 70 |, N 
, » dalbirtes. = 7,08 Mauerwert ‚mit Kaltmörtel, von 

„ Stabeifen . = 7,60 bis 7, Biegelfteinen: 
Zink, gegofien - - - - - — 7,05 kild...... = 1,55 bis 1,70 
. gwalt ..... = 754 ttoden » »... —= 147 „ 1,59 
Sin... - 0.0... .. = 7,80. Erde, lehmige, feitgeftampft: 
Wumin. oo 0000. —= 2,67 WM one = 2,06 
Granit . 0 0. — 2,50 bis 3,085 oe. rt 1 2. m 1 98 
Gneiß. ... = 239, 271 Gartenerde: j 
Raltftein. ... = 240 „ 2,86 arienerben 
Sandftein ...,., = 1,90 — 2,70 Hi En nn BE En GE — 28 
3 2 ...21, 22 . 00200.“ — — ‚ 
Siegelfein 140,2 trodene magere Erde . . = 1,34 

“ IL Slüffige Körper. 

Waſſer, deftilirtet . . . —= 1,000 Alkohol, abjoluter . . . = 0,798 
Meermafler- - . - . -» = 1,026 Schwefeläthr . . .. - = 0,715 
Quedfilber . - - - . - = 13,598 Schwefeltohlenftoff . - . = 1,272 
Säwefeljäure, concentrirte = 1,840 Blycerin . 2... . = 1,260 
Salpeterfäure . - - . - = 1,500 Mid ...- 20.00 = 1,080 


Aggregatzustände. Die Körper erfcheinen uns nach dem verfchiedenen 8. 64. 
Zufammenhange ihrer Theile in drei Hauptzuftänden, die wir die Aggre⸗ 
gatzuftände berjelben nennen. Sie find entweder feit (franz. solides; 
engl. rigid) ober flüffig (franz. Aluides; engl. fluid) und im legteren Falle 
wieder entweder tropfbar flüffig (franz. liquides; engl. liquid) ober 
elaftifch flüſſig (franz. gazeux, aöriformes; engl. aöriform). Feſte 
ober ftarre Körper find diejenigen, deren Theilchen fo ſtark unter ſich 
zufommenhängen, daß eine gewiſſe Kraft nöthig ift, die Geftalt biefer Körper 
zu verändern ober eine Zertheilung derfelben zu bewirken. Blüffige Kör- 
per hingegen find folche, deren Theile durch die Heinfte Kraft an einander 
verfchoben werden können. Die elaftifch flüffigen Körper, deren Ne 
yräjentant die atmofphärifche Luft ift, unterfcheiden ſich dadurch von den 
tropfbar flüffigen, durch das Waller repräfentirten Körpern, daß den⸗ 
felben ein Beſtreben, fich immer weiter und weiter auszudehnen, inne wohnt, 
welches Beftreben dem Waſſer u. f. w. mangelt. 

Während die feften Körper eine eigenthümliche Geftalt und em beftimmtes 
Bolumen haben, befigen die tropfbar flüffigen oder waflerförmigen Körper 

10* 
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nım ein beftimmtes Volumen ohne eigenthlimliche Form, die elaftifch- oder 
ausdehnſam flüffigen Körper endlich weder das eine noch das andere. 


8.65. Eintheilung der Kräfte. Ihrer Natur nad) find die Kräfte fehr 
verichieden; wir führen bier nur die vorzüglichſten an: 

1) Die Schwerkraft, vermöge welcher fid, alle Körper dem "Mittel 
punkte ber Erde zu nähern fuchen. 

2) Die Kraft der Trägheit, welche bei Geſchwindigkeits⸗ und Rich— 
tungsveränderungen bewegter Maſſen hervortritt. 

3) Die Muskelkraft der befeelten Wefen, oder bie mittelft der Muskel 
von Menjchen und Thieren ausgelibte (animalifche) Kraft. 

4) Die Elafticität ober Federkraft, "welche Körper bei ihren Form⸗ 
und Bolumenveränderungen äußern. 

5) Die Wärmelraft, vermöge welcher fich Körper beim Wechſel der 

. Temperatur ausdehnen oder zufammenziehen. 

6) Die Cohäſionskraft, die Kraft, mit welcher die Theile eines Kür: 
pers zufammenhängen, mit welcher aljo auch diefelben einer Trennung 
wiberftehen. 

7) Die Adhäfionstraft, mit weldjer zwei in nahe Berührung gebrachte 
Körper einander anhängen. 

8) Die Magnetkraft, oder die Anziehungs- und Abſtoßungskraft der 
Magnete. 


Nächſtdem noch die eleftrifchen und eleftromagnetifchen Kräfte 


n. f. w. 

Die Widerftände der Reibung, Steifigkeit, Feſtigkeit u. f. w. entfpringen 
vorzüglich aus der Cohäſionskraft, welche, wie die Elafticität u. |. w., aus 
der fogenannten Moletularkraft, oder der Kraft, mit welcher die Mo⸗ 
leküle oder Kleinften Theile eines Körpers auf einander wirken, hervorgeht. 


8.66. Bestimmungsstücke einer Kraft. Bei einer jeden Kraft unter 
fcheiden wir: 

1) Den Angriffspunft (franz. point d’application; engl. point of 
application), den Punkt des Körpers, auf welchen eine Kraft unmit⸗ 
telbar wirkt. | | 

2) Die Kraftrihtung (franz. und engl. direction), die gerade Linie, 
in welcher eine Kraft den Angriffspunft fortbewegt, ober fortzubewegen 
oder deſſen Bewegung zu verhindern ſucht. Die Kraftrichtung hat, 
wie jede Bewwegungsrichtung, zwei Seiten; fie kann von links nad 
rechts oder von rechts nach links, ferner von oben nach umten oder von 
unten nach oben gehen. Man nennt die eine die pojitive und bie 
andere bie negative. Da wir von links nad) rechts und von oben 


— — — 
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nach unten lejen und fchreiben, fo wäre e8 am geeignetften, diefe Be⸗ 
wegungen pofitive und die entgegengefegten Bewegungen nega- 
tive zu nennen. 

3) Die abſolute Größe oder Intenfität (franz. grandeur absolue, 
intensit6; engl. intensity) ber Kraft, die nad) dem Obigen durch 
Gewichte, 3. B. Pfunde, Kilogramme u. f. w., gemeflen wird. 

Man ftellt Die Kräfte graphifch durch gerade Linien dar, welche durch 

ihre Richtung und Länge die Richtung und Größe oder Stärke, fowie durch 
ihre Anfangspunkte die Angriffspunfte der Kräfte angeben. 


Wirkung und Gegenwirkung. Die erfte Wirkung, welche eine $. 67. 
Kraft in einem Körper hervorbringt, ift eine mit Ausdehnung oder Zuſam⸗ 
mendrüdung verbundene Form⸗ oder Volumenveränderung, welche im Ans 
guffspunkt ihren Anfang nimmt und fich von da aus immer weiter umd 
weiter im Körper auöbreitet. Durch diefe innere Veränderung bes Körpers 
wird aber die im ihm Liegende Elaſticität angeregt, die ſich mit der äußeren 
Kraft ind Gleichgewicht ſetzt und deshalb derfelben gleich ift und ihr entgegen» 
geießt wirt. Man fagt hiernach: Wirkung und Gegenwirkung find 
einander gleich und.entgegengefegt. Dieſes Geſetz findet nicht nur bei 
den durch Berührung erzeugten Einwirkungen der Kräfte, fondern auch bei 
den fogenannten Anziehungs- und Abftoßungsfräften, wohin bie magnetifche 
md felbft die Schwerkraft zu rechnen find, flat. So ftarf ein Magnet 
einen Eifenftab anzieht, ebenfo ftark wird der Magnet vom Eifenftabe jelbft 
angezogen. Die Kraft, mit welcher der Mond von der Erde angezogen 
wird (durch die Schwerkraft), ift gleich der Kraft, mit weldyer der Mond 
auf die Erde zurückwirkt. 

Die Kraft, mit welcher ein Gewicht auf eine Unterlage drückt, giebt diefe 
in der entgegengejegten Richtung zurück; die Kraft, womit ein Arbeiter an 
einer Maſchine zieht, ſchiebt u. |. w., wirft auf den Arbeiter zurück und fucht 
denfelben in entgegengejegter Nichtung zu bewegen. Wenn ein Körper gegen 
einen anderen ftößt, fo drüuckt ber erfte den anderen genau fo viel wie der 
andere den erften. 


Eintheilung der Mechanik. Die gejammte Mechanik wird nad) 8. 68. 
den di Aggregatzuftänden der Körper in zwei Hauptabtheilungen gebracht, 
nämli 


1) in bie Mechanik der feſten oder ſtarren Körper, welche man auch 
wohl Geomechanik (franz. mécanique des corps solides; engl. 
mechanics of rigid bodies) nennt, und 

2) in die Mechanik der flüffigen Körper, Hydromechanik, aud) 
Hydraulik (franz. me&oanique des fluides, hydraulique; engl. 
mechanios of fluids). ‘Die legtere theilt man wieder ein 
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a) in die Mechanik des Waffers und der tropfbar flüffigen 
Körper überhaupt, Hybromehanik, auch Hydraulik (franz. 
hydraulique; engl. hydraulio), und 

b) in die Mechanik der Luft und anderer luftförmigen Körs 
per überhaupt, Asromechanik (franz. möcanique des fluides 
aöriformes; engl. mechanics of elastic fluids). 

Nimmt man nun nod) auf die Eintheilung der Mechanik in Statik und 
Dynamik ($. 51) Rüdficht, jo erhält man folgende Theile: 

1) Statil der feften Körper, ober Geoftatif, 

2) Dynamik der feften Körper, oder Geodynamil, 

3) Statik des Waffers u. f. w., oder Hydroſtatik, 

4) Dynamik des Waffers u. f. w., oder Hydrodynamik, 

5) Statik der Luft (der Gaſe und Dämpfe), oder Asroſtatik, 

6) Dynamik der Luft, ober Asrodynamik, auch Pneumatik. 

Bon den feiten und flüffigen Körpern find noch die Loderen oder foges 
nannten Erdmaffen (franz. terres läches; engl. loose earths) zur unters 
fcheiben. Die Gleichgewichtslehre diefer Maſſen bildet einen befondern Theil 
der Statif. 

Ebenfo bildet die mechaniſche Wärmetheorie fowie die Theorie der 
Schwingungen des Aethers, eines im ganzen Weltraume verbreiteten 
äußert feinen elaftiichen Stoffes, einen befonbern Theil der Dynamik (franz. 
thermo-dynamigue; engl. thermo-dynamics). 
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Zweites Kapitel 


Mehanit des materiellen Punktes, 


Ein materieller Punkt (franz. point matöriel; engl. material point) $. 69. 
ft ein materieller Körper, defien Dimenfionen nad) allen Seiten hin unenb- 
lich Hein find in Hinfiht auf die von ihm zuridgelegten Wege. Um ben 
Vortrag zu vereinfachen, wird im Folgenden zunächſt nur von der Bewegung 
und dem Gleichgewichte eines materiellen Punktes die Rede fein. Ein 
(endlicher) Körper ift eine ftetige Verbindung von unendlich vielen materiellen 
Punkten oder Molekülen. Wenn fich die einzelnen Punkte oder Elemente 
eines Körpers alle volllommen gleich, d. i. in parallelen geraden Linien 
gleich fchnell bewegen, jo kann man die Theorie der Bewegung eines mate⸗ 
vielen Punktes auch auf die des ganzen Körpers anwenden, weil fid in 
diefem Falle annehmen läßt, daß gleiche Maffentheile des Körpers durch 
gleiche Krafttheile getrieben werben. 


Einfache oonstante Kraft. Iſt p die Xcceleration, mit welcher eine 8. 70., 
Maſſe M durch eine Kraft fortgetrieben wird, fo hat man nad $. 58 
für diefe: 


P == Mp, fowie umgefehrt, die Acceleration p = = . 


Seen wir ferner die Mafje M — re mo G das Gewicht des Körpers 
und g die Bejchleunigung der Schwere bezeichnet, fo ift die Kraft: 
1) P= T G, 
und die Acceleration: 
)y—ı 
2 — @G I. 
Man findet alfo die Kraft (P), welche einen Körper mit einer 
gewiffen Acceleration (p) forttreibt, wenn man das Gewicht (G) 
des Körpers durch das VBerhältniß (2 feiner Acceleration zu 


ber der Schwere multiplicirt. 
Es ergiebt fi) umgekehrt die Acceleration (p), mit welder ein 
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Körper durch eine Kraft (P) fortbewegt wird, indem man die 


Acceleration (9) der Schwere durd das Verhältniß (7) zwis 


[hen Kraft und Gewicht des Körpers multiplicirt. 


Beiſpiel. Man dente fi einen Körper auf einem horizontalen und ſehr 
glatten Tiſche liegend, welder dem Körper keine Hinderniſſe in den Weg jest, 
wohl aber die Schwerkraft in demfelben aufbebt. Wird diefer Körper von einer 
horizontal wirlenden Kraft gedrückt, ſo muß der Körper der Einwirkung derſel⸗ 
ben nachgeben und in der Richtung dieſer Kraft fortgehen. Iſt das Gewicht 
dieſes Körpers: & —= 50 Kilogramm und die auf ihn unausgejegt drüdende 
Kraft P = 10 Rilogramm, jo wird er in eine gleihförmig beichleunigte Bewe⸗ 


gung mit der cceleration 27 = Z 5‘ 9,81 = 1,962 Meter übergeben. 


Iſt hingegen die Acceleration, mit welcher ein 42 Kilogramm ſchwerer Körper 
durch qne Kraft * beſchleunigt wird, p = 8 Meter, jo wird dieſe Kraft 
pP=-26= 53T - 42 = 0,1019 . 126 = 12,8 Kilogramm betragen. 

Iſt die Kraft, welche auf einen Körper wirkt, conftant, fo entſteht eine 
gleichförmig veränderte Bewegung, und zwar eine gleichförmig befchleunigte, 
wenn die Kraftrichtung in bie anfängliche Bewegungsrichtung fällt, und da 
gegen eine gleichförmig verzögerte, wenn die Kraftrichtung der anfänglichen 
Bewegungsrichtung entgegengefett. if. Setzen vr num int den phoronomiſchen 
Formeln ($. 13 und 8. 14) ſtatt p ben W #7 30 ein, fo bekom⸗ 
nen wir Folgendes: 


L Für gleihförmig bejchleunigte Bewegungen: 
pP pP P 
))vr=c+H gıi=. + 9,81 gt Meter Se + 31,25 5 Fuß, 


ut _ P a Meter — Pas 
2)s=ct+ 52 —ct+4905 1 Dieter = ct + 15,625 7zt Fuß. 


D. Für gleihförmig verzögerte Bewegungen: 


))v=c— Gıt=c—9817  tMeter—=c— 31,25 5 1 Buß, 


— ct — Poi_ — —_ 42 — — 
2)8 = ci G 3 ct — 4,905 Zt Meer—=ct — 15, 5 7 Fuß. 
Mit Hülfe diefer Formeln laſſen fich alle Fragen, melde ſich a fun 
der durch eine beftändige Kraft veranlaßten gerablinigen Bewegungen von 
Körpern ftellen laſſen, beantworten. 
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Beifpiele. 1) Ein 2000 Rilogramm ſchwerer Wagen geht mit 11, Meter 
Geihwindigteit auf einer horizontalen, ihm keine Hinderniſſe entgegenjegenben 
Bahn fort, und wird 15 Secunden lang durch eine unveränderliche Kraft von 
25 Rilogramm vorwärts geihoben; mit welcher Geſchwindigkeit wird er nad) Ein- 


wirtung diefer Kraft fortgehen? Es ift dieſe Bejchwindigleitv —= c + 9,81 ar 


da bier e = 14, P = 25, 0 = 2000 und $ = 15, fo folgt 
v=15 + 983 - 2. 15 = 1,5 + 1,839 —= 8,339 Meter. 

2) Unter gleichen Umftänden wird ein 2500 Kilogramm ſchwerer Wagen, der 
vorher während 3 Minuten gleihförmig fortgehend 360 Meter zurüdgelegt bat, 
dur eine 30 Secunden lang anhaltend wirkende Kraft jo fortgetrieben, daß er 
jpäter in 8 Minuten 650 Meter gleihförmig durchläuft. Welches war dieje Kraft? 


Hier iſt Anfangsgeſchwindigkeit e — rt — 2 Meter, und Endgeſchwindigkeit 


3.60 
—E— 8 — 8,611 Meter, daher der Geſchwindigkeitszuwachs 
| Zii=r-c= 1,611, 
und die Kraft 
P= zer. — 0,1019.1,611 I _ 0,18418.°5° — 18,68 Rilogramm. 


3) Ein mit 15 Fuß Geſchwindigkeit fortgleitender, 1500 Pfund ſchwerer Schlit⸗ 
ten verliert in Folge der Reibung auf feiner horizontalen linterlage innerhalb 
25 Secunden feine ganze Bewegung; wie groß ift diefe Reibung? Gier ift die 
Bewegung gleihförmig verzögert und die Endgeſchwindigleit = 0, daher 


Pi 
e= 81,25 G N) 
und 
P — 0,082 S2 — 0,032. SE 15 — 0,032.900 = 28,8 Pfund 





die in Frage flehende Reibung. 

4) Ein anderer Schlitten von 1200 Pfund Gewicht und 12 Fuß Anfangs» 
geihwindigkeit hat bei feiner Bewegung eine Reibung von 45 Pfund zu übers 
winden; welche Geſchwindigkeit befigt derjelbe nad) 8 Secunden und wie groß ifl 
der zurüdgelegte Weg deſſelben? Die Endgeſchwindigkeit ift 


e—= 12 — 5125.08 — 12 — 9,975 — 2,625 Zuß, 


1200 
und der zurüdgelegte Weg 
_fet+r, _ 12 + 2,623 _ 
s= 72 = (2) 8 = 885 Bub. 


Mechanische Arbeit. Leiftung ober Arbeit einer Kraft (franz. 8. 72. 
travail möcanique; engl. work done, labouring force) ift diejenige Wir: 
kung einer Kraft, welche diefelbe bei Ueberwindung eines Widerftandes, 
3 B. der Schwerkraft, der Reibung, der Trägheit u. ſ. w., hervorbringt. 
Dan verrichtet alfo eine mechaniſche Arbeit, indem man Laften empors 
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bebt, Maſſen eine größere Geſchwindigkeit ertheilt, Körper in ihrer Form 
verändert, zertheilt u. |. w. ‘Die Leiftung oder Arbeit hängt nicht allein von 
der Kraft, fondern auch von dem Wege ab, auf welchem biefe thätig ift oder 
einen Widerftand überwindet; fie wächſt überhaupt proportional der Kraft 
und dem Wege zugleich. Heben wir einen Körper Tangfam genug in die 
Höhe, um feine Trägheit vernachläſſigen zu können, fo ift die verrichtete Arbeit 
feinem Gewichte und der Höhe, auf welche der Körper gehoben wird, propor⸗ 
tional; denn 1) die Wirkung ift diefelbe, ob ein Körper vom m (3) fachen 
Gewichte (MG) auf eine gewiffe Höhe gehoben wird oder ob m (3) Körper 
vom einfachen Gewichte (G) auf diefelbe Höhe gehoben werden; fie ift nämlich 
mmal fo groß als die nöthige Wirkung zum Aufheben des einfachen Ges 
wichtes auf die nämliche Höhe; auch ift 2) die Leiftung dieſelbe, ob ein und 
daflelbe Gewicht auf die n (5) fache Höhe (mh) oder ob e8 n (5) mal auf bie 
einfache Höhe gehoben wirb, überhaupt aber » (5) mal fo groß, als wenn 
dafjelbe Gewicht um die einfache Höhe (A) emporfteigt. Ebenſo ift die von 
einem langfam finfenden Gewichte verrichtete Arbeit der Größe diefes Ge: 
wichtes und der Höhe, von welcher es herabgefunken ift, proportional. Diefe 
Proportionalität findet aber auch bei jeder anderen Art der Arbeitsverrichtung 
ftatt; um bei einerlei Tiefe einen Sägeſchnitt von doppelter Tänge auszu⸗ 
führen, find noch einmal fo viel Theilchen zu trennen, als beim Schnitt von 
der einfachen Länge, ift aljo auch die Arbeit doppelt jo groß; die Doppelte 
Länge erfordert aber auch den doppelten Weg der Kraft, es ift folglich die 
Arbeit dem Wege proportional. Ebenſo wirb die Arbeit eines Mahlganges 
offenbar mit der Menge der Körner einer gewiſſen Getreideart, welche der⸗ 
jelbe bis zu einem gewiſſen Grade zerreibt, wachſen. Dieſe Menge ift aber 
unter Übrigens gleichen Umftänden der Zahl der Umdrehungen oder vielmehr 
dem Wege, melden der obere Mühlſtein (Läufer) während des Mahlens 
biefer Getreidemenge gemacht hat, proportional; es wächſt folglich auch die 
mechanifche Arbeit mit dem Wege gleichmäßig. 


$. 73. Arbeitseinheit. “Die angegebene Abhängigkeit ber Arbeit einer Kraft 
von ber Größe und dem Wege der Kraft erlaubt uns diejenige Arbeit, welche 
bei Ueberwindung eines Widerftandes von der Größe der Gewichtseinheit 
(3. B. Kilogramm, Pfund u. f. w.) längs eines Weges von der Größe ber 
Fängeneinheit (3. B. Meter oder Fuß) aufgewendet wird, als Einheit der 
mechaniſchen Arbeit oder Leiſtung (franz. unit6 dynamique; engl. 
dynamical unit, unit of work) anzunehmen und nun da8 Maß dieſer 
gleichzufegen dem Producte aus Kraft oder Widerftand und aus dem mwäh- 
rend der Ueberwinbung des Widerjtandes in der Kraftrichtung zurlidgelegten 
Wege. 
Setzen wir die Größe des Widerſtandes ſelbſt — P, und den bei ſeiner 


[3 
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Ueberwindung von ber Kraft oder vielmehr von ihrem Angriffspunfte zurld» 
gelegten Weg, — 8, fo iſt hiernad) die bei Ueberwindung dieſes Widerftandes 
aufgewendete Arbeit oder die Leiftung 

A = Ps Arbeitseinheiten. 

Um die Arbeitseinheit, für welche man auch den einfachen Namen 
Dynamie gebrauchen Tann, näher zu bezeichnen, giebt man gewöhnlich die 
Einheiten beiber Factoren P und s an, und fagt deshalb ftatt Arbeitsein- 
keiten Kilogrammmeter, Pfundfuß, auch umgelehrt, Meterkilogramm, 
Fußpfund u. f. w., je nachdem Gewicht und Weg in Kilogramm und Meter 
oder in Pfund und Fuß ausgedrückt werden. Der Einfachheit wegen fchreibt 
man flatt Meterfilogramm m% oder km, und ebenfo ftatt Fußpfund, Fpfd. 

Uebrigens ift 

1 Kilogrammmeter = 2,13807 . 3,1862 — 6,8123 Fußpfd. preuß. 

— 2,20460.3,2809 — 7233 ,„ engl. 
Beilpiele. 1) Um einen Pochftempel von 150 Rilogramm Gewicht 86 Centi⸗ 
meter body zu heben, ift die mechaniſche Arbeit 
A = 150.0,36 = 54 Rilogrammmeter nöthig. 
2) Durch eine mechaniſche Leitung von 1500 Fußpfund kann ein Schlitten, 


welder bei jeiner Bewegung 75 Pfund Reibung zu überwinden hat, um den Weg 


1500 
;s=7=%7° 20 Fuß tortgegogen werden. 


Nicht nur bei unveränderlicher Kraft oder conſtantem Widerftande ift die $. 74. 


Arbeit ein Product aus Kraft und Weg, ſondern auch dann, wenn ber 
Biderftand während feiner Ueberwindung veränderlich ift, läßt fich die 
Arbeit als das Product aus Kraft und Weg ausdrüden, wenn man nur als 
Kraft einen mittleren Werth aus der ftetigen Folge von Kräften annimmt. 
Das Verhältniß ift Hier daſſelbe wie das zwifchen Zeit, Geſchwindigkeit und 
Raum; denn aud) der letztere läßt fich ja als ein Product aus Zeit und 
einem mittleren Werthe der Gejchwindigleiten anfehen. Auch hier find die, 
ſelben graphifchen Darfiellungen anwendbar. Es Täßt fich bie mechanifche 
Arbeit als Flächeninhalt eines Rechteckes ABCD, Fig. 93, anfehen, deſſen 


Fig. 98. Fig. 9. 
N 
D © D 0 
© 0 
4 B A M B 


Orundlinie AB der zurüdgelegte Weg (s) und defien Höhe entweder die 
unveränberliche Kraft (P) felbft oder das Mittel von den verfchiebenen Kraft» 
werthen if. Im Allgemeinen läßt fich aber die Arbeit durch den Flächen⸗ 
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raum einer Figur ABCND, Fig. 94 (a. v. ©.), darftellen, die zur Grund 
Iinie ben Weg s hat und deren Höhe ber jeder Stelle der Grundlinie gleich 
ift der diefer Stelle des Weges entiprechenden Kraft. Verwandelt ınan die 
Figur ABOND in ein Rechteck ABEF von gleicher Grundlinie und 


gleichem Inhalte, fo erhält man in der Höhe AF = BE deſſelben den 


8. 75. 


mittleren Werth diefer Kraft. 


Die Arithmetik und Geometrie geben verfchiedene Mittel an, um aus 
einer ftetigen Folge von Größen einen mittleren Werth derſelben ausfindig 
zu machen; man findet aud) die vorziiglichiten im „Ingenieur“ angegeben. 
Unter ihnen ift aber die fogenannte Simpfon’fche Kegel dasjenige, welches 
man in der Praris am häufigften anwendet, weil fie in vielen Fällen große 
Einfachheit mit einem hohen Grade von Genauigfeit in fich vereinigt. 

In jedem Falle ift es nöthig, den Weg AB — 5 (fig. 95) mn n 
(möglichft viel) gleiche Theile, wie AE 
—=EG=GIuf.w., einzutheilen und 
die Kräfte EF—P,,GH—P,IK—P, 
u. ſ. w. an den Enden diefer Wegtheile zu er 
mitteln. Segen wir dann noch bie anfäng- 
liche Kraft AD = P, umdbie Kraft BC 
am Ende P,, fo erhalten wir die mittlere 
Kraft: P= (BR +Pı +P+P 
+++ Pa + NY Po):n, und daher 
die Arbeit berfelben: 


PB=(YyPR+PA+PR++Pıt'hP)n- 
Iſt die Anzahl (m) der Theile eine gerade, nämlich 2, 4, 6, 8 u. f. w, 
fo giebt die Simpfon’fche Regel noch genauer die mittlere Kraft: 
P=(PR +4Pı H2P +4P,;, 4 4P, 1 + P):3m 
und daher die entjprechende Arbeit: 
P=(P+4Pı+2P +4P + +4Pra + B) 5 
Iſt n ungerade, jo läßt ſich ſetzen: 
P=[% (PR +3P +3PRr+P) + YbP, +4P+2PB 
+. +4D.ı + DB] —. (S. Art. 38 der analyt. Hulfslehren.) 


Fig. 96. 





Beilpiel. Um die mechaniſche Arbeit eines Zugpferbes zu finden, melde 
dieſes beim Fortziehen eine Wagens auf einer gewiflen Straße verrichtet, be 
dient man fi eines Kraftmeſſers (Dynamometers), welcher auf der einen Seite 
mit dem Wagen und auf der anderen Seite mit den Strängen des Pferdes in 
Berbindung geſetzt ift, und beobachtet an demſelben von Zeit zu Zeit die Größe 
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der Kraft. Wenn die anfängliche Kraft P, = 110 Pfund, die nah Zurüdle- 
gung von 25 Fuß Weg, 122 Pfund, nad Zurüdlegung von 50 Fuß, 127 Pfund, 
bei einem Wege von 75 Fuß, 120 Pfund und am Ende des ganzen Weges von 
100 Fuß, = 114 Pfund beträgt, fo hat man den mittleren Kraftwerth nad) der 
erften Formel: 
P= (Y,.110 + 122 + 127 + 120 + 4,.114) : 4 = 120,25 Pfund, 
und die mechaniſche Arbeit: 
Ps = 1%,25.100 = 12025 Fußpfund; 

“ ber zweiten Formel aber: 

= (1044.12 +2.19744.120+114):8.9= 5° = 120,5 Pf, 


und die meqhaniſche Leiſtung: 
Ps = 1%0,5.100 = 12060 Bußpfunb. 


Arbeit der Trägheitskraft. Seten wir in der $. 13 entwidelten 8. 76, 
Formel der Phorsnomie: 
y? — v3 — ce? 
== 5 


2 








3 
< oder 98 — 


für die Acceleration p ihren Werth = ein, fo erhalten wir das ber beweg⸗ 


ten Maffe M innewohnende mechanifche Arbeitsvermögen (energy, 
nah Rankine): 


u en @, 


oder, wenn wir bie Geſchwindigkeitshöhen 5 und 5 durch A und x bes 
zeichnen : Ps=(kh—k)d. 
Diefe für die praftifche Mechanik überaus fruchtbringende Gleichung jagt: 
Die mechaniſche Arbeit (Ps), welche eine Maſſe entweder in fich 
aufnimmt, wern fie ans einer kleineren Geſchwindigkeit (c) in eine größere 
(v) übergeht, oder hervorbringt, wenn fie aus einer größeren Gejchwindigfeit 
in eine Kleinere überzugehen genöthigt wird, ift ftets gleich dem Pro» 
ducte aus dem Gewichte diefer Maffe und ber Differenz ber 
beiden Geſchwindigkeiten entfprehenden Geſchwindigkeitshöhen 
vo? c? 
3) 
Beilpiele. 1) Um einen 2000 Kilogramm ſchweren Wagen auf einer volllommen 


glatten Schienenbahn in eine Geſchwindigkeit von 10 Meter zu verjegen, ift eine 
mechaniſche Arbeit 


2 
Pe = 5 G = 0,061 02@ = 0,051.100.2000 —= 10200 Rilogrammmeter 


aufzuwenden nötbig; und ebenjo viel Arbeit wird diefer Wagen verrichten, wenn 
man ihm einen Widerfland entgegenjegt und ihn dadurch allmälig in Ruhe über⸗ 
zugehen nöthigt. 
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2) Ein anderer Wagen von 6000 Pfund geht mit 15 Fuß Geſchwindigkeit 
fort und wird durch eine auf ihn wirkende Kraft in eine Gefchwindigfeit von 
24 Zuß verjegt; wie groß ift die von diefem Wagen in fich aufgenommene oder 
von des Kraft verrihtete Arbeit? Den Gejihwindigleiten 15 Fuß und 24 Fuß 
entſprechen die Geſchwindigkeitshöhen 


x ia — 
=, *36 Bub = 2, 79216 Bub; 


demnach ift die geſuchte mechaniſche Arbeit: 

Ps = (kh — KG = (9,216 — 3,600) .6000 — 5,616.6000 = 33696 Fpfb. 
Kennt man nun den Weg, auf welchem viele Geſchwindigkeitsveränderung vor 
fi gebt, fo läßt ſich die Kraft finden, kennt man dagegen diefe, jo kann man den 
Weg beftimmen. Soll 3. B. im legten alle der Weg des Wagens nur 100. Fuß 
betragen, während defien Zurüdlegung die Geſchwindigkeit von 15 Fuß in bie von 
24 Fuß Übergeht, jo Hat man die Kraft 


P-h—R * — nn — 836,96 Pfund, 


Wäre aber die Kraft ſelbſt 2000 Pfund, jo würde der Weg 
I == 16,848 Fuß betragen. 

8) Wenn ein 500 Kilogramm ſchwerer Schlitten in Folge der Reibung auf 
der Bahn feine Geſchwindigkeit von 4 Meter nad Zurücklegung von 82 Meter 
Weg gänzlich verloren hat, jo ift der Reibungsmwiderftand: 

h@G 500 


P= — = 0,061 „42 vJ * 0,051 .250 = 12,75 Kilogramm. 








= h-H5= 


Die im vorigen Paragraphen gefundene Arbeitsformel: 


A=P= (a =m— ng 


gilt nicht allein für conftante, ſondern auch fiir veränderliche Kräfte, 
wenn man nur (nach $.75) ftatt P den mittleren Kraftwerth einführt; denn 
da nach III*) in $. 19 fur jede ſtetige Bewegung überhaupt 


vꝰ — ce? 
92 =ps iſt, 








wenn p = m tm ho hm die gleichen Wegelementen 6 entipre- 


chende mittlere Acceleration bei dem Durchlaufen des Weges s bezeichnet, fo 
bat man aud) 
_PA+PR+-+# 
p — n M ’ 


folglich 





— 
und 
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—)u="t0=0- 96 


9° 
Pı = 29 


wenn P — AtAr En das Mittel aller nad) Zurücklegung 


s 28 38 


der Üege — Fahr F gemeſſenen Kraftwerthe bezeichnet. 


uebriger läßt ſich natürlich P auch nach einer der letzteren Formeln des 
$. 75 berechnen, wenn zumal die Zahl n der Theile nicht ſehr groß ange 
nommen wird. 

Sehr oft ift die Gefchwindigfeitsveränberung zu ermitteln, welche 
eine gegebene Maſſe M bei Aufnahme einer gewiſſen mechanijchen Arbeit Ps 
erleidet. Die gefundene Hauptgleihung wird dann in der Form 


Ps Ps 
—— — U 9 ——— 
h=k+, obder v — »429 7 
angewendet. 
28 38 


Hat man mittels diefer Formel bie den Wegen —, Fila ents 


Iprechenden Endgefchwindigfeiten ©,, de, © . . . v, beftimmt, fo kann man 
durch Anwendung ber Formel 
1 


8 
(ot .tatt+t, 


die Zeit, in welcher ber Weg s —* wird, berechnen. 
2Ps Ps 

In der Form =M=._; == 76F90-5 5 dient 
endlich die gefundene Hauptgleichung noch dazu, um die Maſſe M zu bes 
ſtimmen, bei welcher die mechanifche Arbeit Ps eine gegebene Geſchwindig⸗ 
feitöveränderung v — c herborbringt. 

Wenn bei ber (ftetigen) Bewegung eines Körpers die Endgejchtwindigfeit 
v gleich ift der Anfangsgefchwindigkeit c, jo fällt die hierbei in Anſpruch 
genommene Arbeit — Null aus, d. h. e8 nimmt der beichleimigte Theil ber 
Bewegung gerabe fo viel Arbeit in Anfpruch, als der verzögerte Theil der⸗ 
ſelben verrichtet. 

Beilpiel. 1) Wenn ein ohne Reibung auf einer Eifenbahn fortgehenver 
Wagen von 2500 Pfund Gewicht zur Vermehrung feiner Geſchwindigkeit, die an⸗ 
fongs nur 10 Fuß betrug, eine mechanijche Arbeit von 8000 Fußpfund in fi 
aufgenommen bat, jo wird — Beichwindigkeit nah Aufnahme dieſer Arbeit 


102 + 62,5 - — Yı100 + 200 = 17,82 Fuß betragen. 


2) Wenn während des usmaens eines Metallſtabes AB mittels der Walzen 
C und D, Sig. 96 (a. f. S.), die Umdrehungsgejhmwindigfeit v — 20 Meter des 
mit der einen Walze verbundenen Schwungrade ZF allmälig inc = 3 Meter 
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übergeht, fo ift bei dem Gewichte & — 10000 Kilogramm des Schwungringes 
die von der Trägheitskraft defielben verrichtete und auf das Auswalzen verwen 
dete mechanifche Arbeit 
ig. 96. ud 
29 
— 0,051 (400 — 9) 10000 
— 891.510—= 19910 Rs 
grammeter, ſowie die mitt 
lere Kraft, mit welder der 
Metallſtab bei der Länge 
s — 4 Meder deſſelben 
mittel der Trägheit de 
Schwungrades durch die Wal⸗ 
zen gezogen wird, 
P—- 4 __ 199410 








8 4 
— 49852,5 Kilogr. 
Anmerfung Dan nennt, ohne einen bejonderen Begriff damit zu ver: 
binden, da8 Product aus Mafle M = — und Quadrat der Geſchwindigkeit (v?), 


aljo Mv2, die lebendige Kraft (franz. force vive; engl., eigentlich lat. vis 
viva) der bewegten Maſſe, und kann hiernach die mechaniſche Arbeit, welche eine 
bewegte Maſſe in fid aufnimmt, gleichjegen der halben Iebendigen Kraft derjelben. 
Geht eine träge Mafle aus einer Geſchwindigkeit c in eine andere v über, jo it 
ſowohl die gewonnene als aud die verlorene Arbeit gleich der halben Differenz 
zwiſchen den lebendigen Kräften am Ende und am Anfange der Geſchwindigkeits⸗ 
veränderung. Dieſes Geſetz von der mechaniſchen Leiftung der Körper durch ihre 
Trögheit nennt man das Princip der lebendigen Kräfte (franz. principe 
des forces vives; engl. principle of vis viva). 

8.78. Zusammensetzung der Kräfte. Wirken zwei Kräfte Pi und P; 
auf einen ımb denfelben Körper 1) in gleicher oder 2) in entgegengejegter 
Richtung, fo ift die Wirkung diefelbe, als wenn nur eine Kraft auf den 
Körper wirkte, welche 1) der Summe ober 2) Differenz diefer Kräfte glei 

iſt, denn diefe Kräfte ertheilen der Maſſe M die Ucceleration: 


_ AP _#a. 
mn mp; 


es ift folglich nad) $. 31 die aus beiden refultirende Acceleration: 
P+tP 
r=ntp= — — 
und demnach die derſelben entſprechende Kraft: 
P=Mr=P t+P:. 

Man nennt die aus den beiden Kräften hervorgehende, gleich viel ver- 
mögende (äquipollente) Kraft P die Refultirende (franz. resultante; engl 
resultant), die Beitandtheile P, und Ps aber die Componenten (franz. 
composantes; engl. components). 
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Beilpiele. 1) Ein auf der flahen Hand liegender Körper drüdt nur jo 
lange mit feinem abfoluten Gewichte auf diejelbe, jo lange die Hand in Ruhe 
ft oder mit dem Körper gleihförmig auf: oder abwärts bewegt wird; hebt 
man aber die Hand beichleunigt empor, jo erleidet diefelbe einen ftärferen Drud, 
geht man dagegen beichleunigt mit der Hand ſenkrecht nieder, fo wird der Drud 
Heiner als das Gewicht; er wird ſogar Null, wenn man die Hand mit der 
Acceleration der Schwere herabführt. At der Drud auf die Hand = P, jo 
fält der Körper nur mit der Kraft @ — P nieder, während feine Maſſe 


M= r if; fegen wir daher die Acceleration, mit welder die Hand mit dem 
darauf liegenden Körper niedergeht, = p, jo folgt G - P= er und daher 


ru P=G — 7 G= (1 — 2) G. Läßt man dagegen den Körper 
auf der Hand mit der Xcceleration 9 auffteigen, fo ift p der Acceleration g ent 
gegengejegt, daher der .Drud auf die Hand, P = (1 + 45) G. Je nachdem 
man einen Körper mit 20 Fuß Veſchuuniguns ab⸗ oder aufwäris ſteigen läßt, iſt 
der Druck auf die Hand — (1 - * sm)e= — (1 —0,64)G = 0,36 des Kor⸗ 


pergewichteß oder = 1 + 0,64 = 1,64 deſſelben. 
2) Wenn ih mit der flahen Hand einen Körper von 8 Pfund Gewicht 
14 Fuß hoch ſenkrecht in die Höhe fchleudere, indem ich ihn auf die erften zwei 
Fuß Höhe mit der Hand unausgefegt forttreibe, fo ift die verrichtete mechanifche 
Arbeit Ps = Gh = 3.14 — 42 Fußpfund, und demnad der Drud des för: 
pers auf die Sand: P = S — 21 Pfund. Während alſo der ruhende Körper 
mit 3 Pfund drüdt, wirft er — des Werfens mit 21 Pfund Kraft auf die 
Hand zurüd. 
3) Welche Laſt Q vermag der in einem Cylinder ABCD, Fig. 97, bes 
weglihe Kolben um AD Fe: 6 Fuß hoch zu heben, wenn er auf der ersten 
gig. 97. MWeghälfte AM von innen durd die 
aus einem großen Reſervoir R zujtrd- 
mende Luft mit der Kraft P = 6000 
Pfund, und auf der zweiten Weghälite 
MD durd die im Eylinder abgejperrte 
und nad) dem Mariotte’jchen Geſetze 
8 mit allmälig abnehmender Kraft wirs 
tende Luft fortbewegt wird, während 
die äußere Quft conftant auf den Kolben 
mit der Kraft P, = 2000 Pfund ent: 
gegenwirtt? Da fih die im Cylinder 
abgeiperrte Luft am Ende der zweiten 
Hälfte des ganzen Stolbenweges um das 
Doppelte ausgedehnt Hat, jo ift die 
Kraft derjelben zulegt nur Y,. P — 3000 
Pfund. Es drüdt die im Eylinder 
abgefperrte Quft am Ende des Kolben: 
weges von 3 Fuß noch mit 6000 Pfund, 
Beisnad's Lehrbuch der Mechanit. J. | 1 
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dagegen am Ende de& Weges von 4 Fuß mit %, . 6000 = 4500 Pfund, am Ende 
des Weges von 5 Fuß mit %, .6000 —= 3600 Pfund, und am Ende des ganzen 
Weges von 6 Fuß mit %,.6000 = 8000 Pfund, wonad fi) die mittlere Kraft 
während der Expanfion = 1, [8000 + 8 (4500 4 3800) 4 3000] = — 
— 4162 Pfund, und folglid die mittlere Kraft bei der ganzen Kolbenbewegung 


P,= 6000 F #168 0 = = 5081 Pfund ergiebt. Zieht man hiervon den conftanten 


Gegendrud Po = 2000 Pfund ab, jo folgt das vom Kolben aufzuhebende Gewicht 

Q = P, — P, = 5081 — 2000 = 3081 Pfund. 

Die bewegende Kraft bei der erfien Weghälfte ift: 
P— P, = 6000 — 5081 = 919 Pfund, 
folglich die Acceleration der Bewegung: 
— pP. 919 

p = (—G)9 = zer 9125 = 9,82 Bub, 

ferner die Geſchwindigkeit am Ende des Kolbenweges 
= 5 — 8 zuß: vo =V2ps, = V6.9,32 — V55,9%2 = 7,478 Fuß, 
und die Zeit, in welcher dieſer Kolbenweg zurüdgelegt wird: 
— 28, — 6 — \ 
== 7487 0,802 Secunden. 
Der Kolbenweg, bei welchem fi Kraft P, und Laſt P, + Q das Gleichgewicht 
halten, aljo die bewegende Kraft und folgli auch die Wcceleration Null, und bie 
Kolbengeihmwindigfeit ein Maximum ift, hat die Größe: 
P s __ 6000.83 __ 18000 
* er sa 7) u = sr 7 3543 Zub. 


Am Ende des Kolbenweges 8 — 8,2715 Fuß iR die mittlere Kolbenkraft 


= 6000 .3 
8,2715 








— 5502, folglich die bewegende Kraft 


—= 5502 — 5081 = 421 Pfund, 
und der mittlere Werth derjelben, während der Yortbewegung des Kolbens um 
919 + 4.421 +0 


8: = 3,543 — 3 = 0,548 Fuß, = 5 — 454 Pfund. 
Die entſprechende mittlere Acceleration ift 
434 434.31,25 _ 
uu# 77T Auslese 


folglih die Maximalkolbengeſchwindigkeit am Ende des Weges 2 — 8 + 5, 
= 8,543 Fuß: 
em —=Vo% + 295, = V55,92 + 2. 4,402.0,543 = V60,70 = 7,791 Fuß. 
Die Zeit zum Durdlaufen des Weges sg — 0,543 Fuß läßt fich fegen: 
= 2 - + —) — 0,9715 (Fars + 771) — 0,071 Secunden. 
Hat der Kolben den Weg 5,5 Fuß zurüdgelegt, jo ift die bewegende Kraft: 
18000 
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ſteht aber der Kolben im Mittel zwiſchen dieſem Punkte und dem Punlte der 
Maximalgeſchwindigkeit, jo tft dieſe Kraft: 


18000 
und es find die entjprechenden Accelerationen folgende: 
1806 .31,25 _ — 1100.31,25 _ 
— — ll — — 18,34 Fuß und — 55665 — 11,16 Fuß. 


Beim Durchlaufen des Wegſtückes 5, — 5,500 — 3,548 — 1,957 Fuß, iſt 
folgli die mittlere Acceleration 
__0+4: 1116 + 188 _ _ 10,50 Suh, 


und demnad die am Ende dieſes Weges erlangte Geſchwindigkeit: 
va = V60,70 — 2.10,50.1,957 = V19,60 = 4,427 uf. 
Für die erfle Hälfte 0,9785 Fuß des Iegteren Wegftüdes ift dagegen die mittlere 
Acceleration 
_— It - 58 50 


daher die Beihwindigleit am Ende des Weges von 4,5215 Fuß: 
o, = V 60,70 — 2.5,58. 0,9785 — V49,73 — 7,055 Fuß. 
Run ae fi vi Zeit am Durdlaufen des Wegſtnaes 8 = 1,957 Fuß: 


= : Im + v + „)= 0,826 (Tas + 7086 75 + Zum) 
= 000 0.812 = = 0,500 Secunden. 
Ferner läßt fi die Zeit für daS legte Stüd s, — 0,5 Fuß des ganzen Kolben 
weges, bei defien Durdlaufung die Geſchwindigkeit allmälig in Null libergeht, 
2 * La —= 0,226 Secunden 
fegen, und e8 folgt nun die Zeit des ganzen Kolbenhubes: 
t= th +1 +t+t = 0,802 + 0,071 + 0,800 + 0,226 = 1,40 Secunden. 











ı= 


Parsllelogramm der Kräfte. Wirb eine Maſſe (ein materieller $. 79. 
Punkt) M, Fig. 98, von zwei Kräften P, und Ps ergriffen, deren Richtun- 
gen MX und MY einen Winkel XMY— « zwiſchen ſich einfließen, 
Sig. 98, fo erzeugen diefe nach eben diefen Richtungen 
die Accelerationen: 
»  P 
M x pı — = und 9 = 3 
aus deren Bereinigung eine mittlere Accele— 
ration ($. 37) in einer Richtung MZ entiteht, 
welche durd) die Diagonale eines aus pi, 9% 
zZ und @ conftruirten Parallelogramms gegeben 
Y ft; auch ift diefe mittlere oder reſultirende 
Ucceleration: 


11* 
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p=Vp} +2} + 2919 08.0 
und für den Winkel &,, den die Richtung berfelben mit ber Richtung MX 
der einen Acceleration:2, einjchliegt, hat man: 


pa sin. 


p 
' een wir in dieſe beiden Yormeln die angegebenen Werthe von 9, und 7%, 


. SOROEROLE 
sin. a, — (3 ) ee 


Multiplicirt man die erſte Gleichung durch M, fo ergiebt fi: 
Mp =VP? + P212Pı P,cos.«, 

ober, da Mp die ber Xcceleration p entfprechende Kraft P ift: 
ı) P=VP} + P} + 2 P, Pıoos.a, 





sin. a = 


und 


P 2 sin. 

BD 

Es wird alfo die KRefultirende oder Mittellraft ſowohl ihrer 
Größe ald aud) ihrer Richtung nad) aus ben Komponenten oder 
Seitenträften genau fo bejtimmt, wie die mittlere Acceleration 
aus den Seitenaccelerationen. 

Repräfentiren wir die Kräfte durch gerade Linien, indem wir diefe in 
denfelben Berhältniffen zu einander ftehen lafjen, wie fie in Gewichten, 3. B. 
Kilogramm, in Wirklichkeit zu einander ftehen, jo läßt ſich demnach die Reful- 
tirende durd) die Diagonale desjenigen Parallelogramıms barftellen, deſſen 
Geiten durch die Seitenkräfte gebildet werden und wovon ein Winkel dem 
von den Richtungen der Seitenkräfte gebildeten Winkel gleich, if. Das fo 
aus den Seitenfräften conftruirte und durch feine Diagonale die Mittelfraft 
ausdrüdende PBarallelogramm wird das Parallelogramm ber Kräfte 
genannt. 


2) sın.da, = 





Beifpiel. Wenn ein auf einem volllommen glatten Tiſche ruhender Kör⸗ 
per, Big. 99, von 150 Kilogramm Gewicht von zwei Kräften P, = 80 Kilogramm 
und P, = 24 Kilogramm ergriffen wird, welde einen Wintl MP, =a= 
105 Grad zwiſchen fich einfließen, fo ift die Frage, nach welcher Richtung und mit 
welcher Hcceleration die Bewegung vor fi) gehen werde? Da cos.« cos. 105° 
= — c08.75°, jo folgt die Mittelkraft: 

P =Y302 + 212 — 2.30.24c0s.75° — V900 + 576 — 1440cos. 75° 


— V1476 — 372,7 = 33,22 Kilogramm; 
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und die ihr entipreddende Acceleration: 
PP _Pg _ 322.981 _ 
Die Bewegungsrihtung fchließt mit der Richtung der erften Kraft einen 
Winkel a, ein, der beſtimmt ift durch 
A . o—_ neo , 
53.2 sin. 1050 — 0,7224 sin. 75° = 0,6978; 
es ift aljo a, = 449 16°. 


Unmerlung Die Mitteltraft (P) hängt, den gefundenen Formeln zufolge, 
nur von den Seitenfräften, nie aber von der Maſſe (M) des Körpers, auf welche 
Sig. 99 die Kräfte wirken, ab. Deshalb findet man in vielen 

A Werten über Mechanik die Nichtigkeit des Parallelo⸗ 

gramm der Kräfte ohne NRüdfiht auf die Maſſe, 
wohl aber mit Zugrundlegung irgend eine Grund⸗ 
geſetzes bewieſen. Solder rein ſtatiſchen Beweiſe giebt 
es viele. In jedem der folgenden Werke findet man 
einen anderen Beweis: Eytelwein's Handbuch der 
Statik feſter Körper, Gerſtner's Handbuch der Mes 
chanik, Kayſer's Handbud der Statit, Möbiug’ 
Lehrbuch der Statit, Rühlmann's techniſche Mecha⸗ 
nik. Der Beweis in Gerſtner's Mechanik ſetzt die 
Theorie des Hebels voraus; er iſt übrigens ſehr ein⸗ 
fach und findet ſich in ſehr vielen alten und auch in 
neuen Schriften, 3. 3. in denen von Säftner, 
Monge, Whewelln ſ. w. Kayfer’s Beweis ift 
der Poiſſon'ſche in elementarem Gewande. Möbius’ 
Entwidelung ift auf eine bejondere, von Boinfot (El&mens de Statique) einge: 
führte Theorie, auf die der Kräftepaare (des couples), gegründet. Einen eigens 
thümliden Beweis liefert Duchnyla in der Correspondance sur Pécole 
polytechnique No. 4, denfelben hat auch Brix in feinem Lehrbud der Statik 
fefter Körper, 2. Auflage, aufgenommen; er wird aber auch noch in vielen anderen 
Werken angewendet, 3. ®. in Moſeley's Mechanical Principles u. j. w. Den 
Beweis des Parallelogramms der Kräfte, welden Napier in feinen Lecons de 
mecanique (deutih von Mejer, 1858) liefert, findet man auch inRühlmann’s 
Grundzüge der Mechanik, Leipzig 1860. Eine auf die Bewegungsgeſetze gegrün- 
dete Theorie diejes Parallelogramms findet man ſchon in Newton's BPrincipien; 
fie wird aber auch von vielen Neueren gebraudt, 3. B. von Benturoli, Bons 
celet, Burg u. |. w. S. Elementi di Mecanica e d’Idraulica di Ventu- 
roli; Mecanique industrielle par Poncelet; Compendium der populären 
Mechanik und Mafchinenlehre von Burg. Ein neuer Beweis von Möbius 
findet fi in den Berichten der Geſellſchaft der Wiflenichaften zu Leipzig (1850), 
ein anderer von Ettingshaufen in den Wiener alademijchen Schriften (1851), 
ein dritter von Shlömild in deſſen Zeitichrift für Mathematik und Phyfit(1857) 
und ein vierter von John Stevelly im Philosophical Magazine Vol. XXXI, 
1866. S. auh Wolf’s Taſchenbuch der Mathematik, Phyſik u. ſ. w. Züri) 1869. 





sin. = 





Zerlegung der Kräfte. Mit Hälfe des Kräfteparallelogramms laſſen $. 80. 
fi) nicht mur zwei oder mehrere Kräfte zu einer einzigen zuſammenſetzen, 
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ſondern auch gegebene Kräfte unter gegebenen Verhältniſſen in zwei oder 
mehrere Kräfte zerlegen. Sind die Winkel &, und az gegeben, welche bie 
Geitenfräfte MP, — P, und MP, —= Ps, fig. 99, mit ber gegebenen 
Kraft MP — P einſchließen, fo ergeben fid) die Seitenkräfte oder Compo⸗ 
nenten durch die Formeln: 





na Fa te) 
Stehen die Seitenkräfte winkelvecht auf einander, ift alfo & + &s — 90° 
und sin.(&ı + as) = 1, fo hat man: 
P, = Pcos.a, und P. = Psin.o. 
Sind endlih a, und a, einander gleich, fo ift auch: 


Psin.a pP 
PR= — Pi, nämlich = sn2a cos. 

Beifpiele 1) Wie ſtark wird der Tiih AB, Fig. 100, von einem Körper 

M gebrüdt, defien Gewicht G —= 70 Pfund ift, und auf den eine Kraft P= 
50 Pfund wirkt, deren Richtung unter dem Wintel 
Gig. 100. PMP, = a, = 40° gegen den Horizont geneigt 

iftt Der horizontale Component von P if: 

P, = Pcos.a, = 50c08.40%9 — 398,30 Pfund, 
und der verticale Component: 

P, = Pein.a, = 5083n.40° —= 82,14 Pfund; 
ber legtere ſucht den Körper vom Tiſche abzuziehen, 
e8 bleibt folglich der Drud auf den Tiſch; 

@G — P, = 70 — 32,14 = 97,86 Pfund. 

2) Wenn ein Körper M, Fig.99, von 110 Pfund 
Gewicht, auf einer horizontalen Unterlage dur 
zwei Kräfte jo bewegt wird, daß er in der erften 
Secunde einen Weg von 6,5 Fuß in einer Richtung 
durdjläuft, welche von den beiden SKräfterichtungen 
um die Wintel &% = 529 und a, = 779 abweidt, fo ergeben fi) bie Kräfte 
jelbft dur Folgendes: Die Ucceleration ift der doppelte Weg in der erften Se- 
eunde, aljo hier p = 2°.6,5 = 13 Fuß. Die Mitteltraft ift nun: 

P= —* — 0,082.18.110 — 43,76 Pfund; 
daher die eine Seitenkraft: 
P sin. 77° 45, 76 sin. 779 
Ph = sin. (62° F 77) — gin.bl0 —— 67,57 Pfund; 
und bie andere Seitenkraft: 
p, — 45,76 sin.62° 
37 gn.510 





= 46,40 Pfund. 


Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. lm die Mittel» 
kraft P zu einem Syſteme von Seitenkräften P,, Pa, P, u. ſ. w. (ig. 101) 
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zu finden, fann man genau denfelben Weg ($. 34) einfchlagen, welcher bei der 
Zufommenfegung von Geſchwindigkeiten befolgt wird; man kann nämlich duch 
wiederholte Anwendung des Kräfteparallelogramms je zwei und zwei Kräfte 
zu einer vereinigen, bis zuletzt nur noch eine übrig bleibt. Die Kräfte P, 
und P, geben 3. B. durch das Parallelogramm MP, QP, die Mitteltraft 
HQ = Q; wenn man biefe wieder mit P, vereinigt, erhält man im Pa- 
rallelogramm MQRP, die Mittel 
oft MR—R, und die letztere wie⸗ 
der mit P, zu einem PBarallelogramm 
verbunden, ftellt fich in der Diago⸗ 


nale MP D die letzte allen vier 
Kräften P,, Ps, Pa, Pı zujammen 
äquivalente Mittellraft heraus. 

Es ift nicht nöthig, bei diefer Zu⸗ 
fammenfegungsweife das Parallelo- 
gramm ſtets zu vollenden und befien 
Diagonale anzugeben. Dan bilde 
ein Polygon MP, QRP, indem man 
die Seiten MP, Pı Q, QR, RP den 
gegebenen Somponenten P,, Pa, Pz, P, parallel legt und gleichmacht; die 
legte, da8 Polygon zufchliegende Seite MP ift die gejuchte Mittelfraft P 
oder vielmehr das lineäre Maß derfelben. 

Anmerlung. Es if ſehr nüglih, die Aufgaben der Mechanik auch durch 
Gonftruction aufzulöfen; wenn die conftruirende Auflöfung auch nicht jo viel Ges 
nauigleit gewährt als die rechnende, jo ſichert fie dagegen ſehr vor groben Fehlern 
und kann deshalb immer als Prüfung der Rechnung dienen. In Fig. 101 bat 
man die Kräfte unter den gegebenen Winkeln P,MP, = 72030, PMP, = 
33020’ und P,MP, = 92940’ an einander geftoßen und fo aufgetragen, daß 
ein Rilogramm durch ein Millimeter repräfentirt wird. Die Kräfte P, = 18,0 
Rilogr., P, = 16,0 Rilogr., P, = 13,3 Rilogr. und P, = 19,0 Rilogr. find 
daher durch Seiten von 18,0 Millimeter, 16,0 Millinieter, 13,8 Millimeter und 
19,0 Millimeter Länge ausgedrückt. Eine jorgfältige Eonftruction des Kräfte- 
polygons giebt die Groͤße der Mitteltraft P = 22,0 Rilogr. und die Abweichung 
ihrer Richtung MP von der Richtung MP, der erften Kraft, = 87 Grab. 

Einfacher und fchärfer beftimmt fich die Mittelfraft P, wenn man jeben 
der gegebenen Componenten P,, P,, P, u. f. w. nach zwei rechtwinklig gegen 
einander ftehenben Arenrichtungen X Xund Y Y, Fig. 103, 0. f. S. in Seiten» 
fräfte wie Q, und R,, Qs und R,, Q, und RB; u. |. w. zerlegt, die in eine 
und diefelbe Arenrichtung fallenden Kräfte algebraiich addirt und nun aus dem 
fi ergebenden, unter einem Rechtwinkel zufammenftoßenden zwei Kräften 
Q und R die Größe und Richtung der Refultivenden ſucht. Sind die Winkel 
P,MX, P. MX, P, MX u. ſ. w, welche die Richtungen von den Kräften 


Sig. 101. 





8. 82. 
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P,, Ps, Ps u. f. w. mit der Axe X X einfchließen, = «1, 0%, &% u. f. w, 
fo hat man bie Seitenfräfte Qı = Pıcos.a,, Rı = Pısin.; Q = 
" P,c08. 0, Ra —= Pssin.az u. |. w., weshalb bist aus: 


9=- tra. + 9% + r 
1) Q = Pıc08.%, + Pa cos. 4 Prcos.”, Le.., 
und ebenſo R= Rh + Rt MB. .-, 
32) R= Pısin.a, + Pasin.g + Prein.g +» 
Aus den fo gefundenen zwei Seitenfräften Q und R ergiebt fid) nun die 
Größe der gefuchten Mittelfraft: 


3) P—Yg’ + R: 


und der Winkel PMX — ©, ben ihre Richtung mit X X einfchließt, durch 


4) tang. = : . 
Fig. 102. Bei der algebraifchen Abdition ber 
u Kräfte hat man die Vorzeichen genau 
zu berüdfichtigen; denn find biefelben 
bet zwei Kräften verſchieden, d. 6. 
find diefe Kräfte vom Angriffspuntte 
M aus nad entgegengejegten Seiten 
gerichtet, To geht biefe Addition in 
eine orithmetifche Subtraction über 
(8. 78). Der Winfel x ift fpig, jo 
lange Q@ und R pofttiv find, er ifl 
zwifchen einem und zwei Rechtwin⸗ 
fein, wenn Q negativ und R pofitiv, 
zwiſchen zwei und brei Rechten, wenn 
Q und R beide negativ find, und 
liegt endlich zwoifchen drei und vier Rechten, wenn bloß R negativ ift. 


Beifpiel. Welches ift die Größe und Richtung der Mittellraft aus ben 
Seitenträften P, = 30 Pfund, P, = 70 Pfund und ?, = 50 Pfund, deren 
Richtungen, in, einer Ebene liegend, bie Winfel PR MP, = 56° und P,MP, 
— 1040 zwiſchen ſich einſchließen? Legen wir die Are X X, Fig. 102, in die Rich⸗ 
tung der erften Kraft, jo erhalten wir &, —=09, «,=56° und ag = 56% + 104° 

= 160°; daher: 
1) = 80.08.09 + 70.c08.56° + 50. c08.160° — 30 + 39,14 — 46,98 
— 23,16 Pfund, und 
2) R = 30. 8in.0° + 70.8in. 56° +50. 80.1600 = 0 + 58,08 4 17,10 
= 75,18 Pfund. Ferner: 
75,13 


8) tang.«e = 2,16 — 8,3908, 














8. 83.] Mechanik des materiellen Punktes. 169 
und hiernach den Winkel, welchen bie Mitielfraft mit dem pofitiven Axentheile 
MX. oder der Kraft 3 einihliekt, « = 780 84°, endlich dieſe Kraft ſelber: 
P-Vorm=_ 2 — BE __ 58 _ 7018 _ 7988 Pfund. 


c08.0 sin.a 83n.79084 0,9591 


Kräfte im Raume. Liegen bie Kraftrichtungen nicht in einer und $. 88. 
berfelben Ebene, fo lege man durch den Angriffspunft der Kräfte eine Ebene 
und zerlege jebe derſelben in zwei andere, die eine berfelben in ber Ebene 
liegend, die andere rechtwinklig zur Ebene. Die jo erhaltenen Seitenkräfte in 
der Ebene find nun nad) der Regel des vorigen Paragraphen zu einer, und 
die Seitenkräfte rechtwinklig zur Ebene durch bloße Addition zu einer anberen 
Mittelfraft zu vereinigen; zu den auf diefe Weile erhaltenen zwei recht⸗ 
winffigen Componenten ift enblic) nach ber befannten Regel ($. 79) bie 
Mittelfraft zu finden. — 

Fig. 103 führt das eben angegebene Verfahren mehr vor Augen. MP; 








=P,MP,=P,MP, =D, feen bie einzelnen Kräfte, AB die 
"ig. 108. 





Ebene (Projectionsebene) und ZZ bie Are winkelrecht zu ihr. Aus der Zer⸗ 
legung der Kräfte P,, Ps u. ſ. w. ergeben ſich die Kräfte 81, Ss u. ſ. w. 
in der Ebene, und die Kräfte N,, N, a. f. w. In ber Normalen ZZ. Jene 
werben wieber nad; zwei Aren XX und ZY in die Seitenkräfte Q,, Os 
u. ſ. w. RR, uf. w. zerlegt und geben die Komponenten Q und R, 
woraus fich endlich die Mittelfraft 8 beſtimmen läßt, welche, mit ber alges 
braifchen Summe N aller Normalträfte N}, Ns u. f. w. vereinigt, die ges 
juchte Mittelfraft P giebt. 
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Segen wir die Winkel, unter welchen die Kraftrichtungen gegen bie 
Ebene AB, 3. B. gegen den Horizont geneigt find, 61, Ps u. |. w., jo er 
geben fich die Kräfte in ber Ebene 5, = Pıcos.ßı, Ss = Pzcos. ß, u. f. w., 
und die Normalkäfte N, = P; sin. fı, N = P; sin. Ba u. ſ. w.; be- 
zeichnen wir endlich die Winkel, welche die in ber Ebene AB Tiegenden 
Projectionen der Kräfterichtungen mit der Are XX einfchließen, mit &,, @, 
u. f. w., fegen wir aljo XM8, = a, XMS, = u |. w., fo floßen 
wir anf folgende drei, bie Kanten eines geraden Parallelepipebs (bes Kräfte 
parallelepipeds) bildende Kräfte: 


Q = 81008. + 82.008.035 +», 


ober 

1) Q = P, c08. ßı co8. 0 + P; 08. ßa CO8. 03 + ..., 
ebenfo 

2) R = Pıcos.ßı sin.a, + P,cos.Bssin.ag + >, 
endlich 


3) N = Pısin.ßı + Pssin., + 
Aus diefen drei Kräften folgt die legte Refultirende: 

)P=VQ®" + RT+N;, 
ferner der Neigungswintel P MS — ß berfelben gegen bie Projectionsebene 
durch) 

N N 
5 ta . I 9 
)ung.ß=7 porn. 

endlich ber Winkel X MS — a, welchen die Projection der Refultirenden in 
der Ebene AB mit der erften Are XX einfchließt, durch 


R 
6) tanq. = — 
) tang 7) 


Sind A,, As.. die Winkel, welche die Kräfte P,, Ps .. mit der Are MX, 
ferner it, Us .. die Winkel, welche diefelben mit ber Are MY, und vi, v2.. 
die Winkel, welche fie mit ber Are MZ einfchliegen, fo hat man auch: 

19) Q = Pıcos.Aı + Ps008.i3 + - » -, 
2”) R= Pıcos.uı + P2c0s.Us +: », 
und 
3%) N = P,eos.vı + P2c08.v3 + - - -. 
Die Größe der Mittelfraft ift wieder durch die Formel 
49 P=VQ+R?+ M 
beftimmt, wogegen fich bie Richtung berjelben mittels der Formeln 
5*) cog.A = —, cos. — R und co8.v — N 
P’ pP P 
berechnen läßt, in welchen A, gu und v die Winkel bezeichnen, welche P mit 
den Aren MX, MY und MZ einfdliekt. 
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Auch ift cosA = cos.acos.ß, cos. = sin.acos.B und v—=90°— 6, 


alfo cos.v — sin. P. 


Deifpiel. Um ein Gewicht G, Pig. 104, I und II, mittels des über der 
Beitrolle B weggezogenen Seil GBA fentredt emporzubeben, ziehen an dem 


Fig. 104, 
B 


«one mennıcıl «o 





©eilende A drei Arbeiter mit den Kräften 
P, = 50 Pfund, P, = 100 Pfund und 
P, = 40 Pfund, deren Richtungen eine 
Neigung von 60 Brad gegen den Horizont 
baben, und welde die Horizontalwintel 
5, ASs — 5, AS, = 185 rad und 
5AS, = Brad unter fi) einfließen; 
welches ift die Große und Richtung der 
dem Gewichte G gleichzufegenden Mittel- 
kraft, und wie groß könnte dieſes Gewicht 
fein, wenn die Kräfte eine und dieſelbe 
Richtung Hätten? 

Die verticalen Eomponenten ber Kräfte 
find: 
N, =P.,sin. PB, =50 81n.600=48,30 Pfb., 
N, =P,ssin. ß,=10 sin. 600=86,60 Pfr. 
und 
N, = P; sin. ßB, = 40 sin. 600— 34,64 Pfd., 
folglich ift die in A vertical niederziehenbe 
Kraft 

N=N, + N,+ N, = 164,54 Bir. 

Ferner find die horizontalen Compo⸗ 
nenten: 
S, = P, cos. A. = 50 cos. 60° 25 Pfd., 
S; = Pyc08. Ba = 10008. 609 = 50 Pfb., 
und 
Ss = P,c08. Ps = 40 008. 609 — 20 Pfr. 


Legt man eine Are XX in der Richtung 
der Kraft S,, jo folgt die Seitenkaft in 
dieſer Are: 
2=9+9%+ 9 = 8,c08.a, + 
5, 08.9 + 8yc08. ag = 25.c08.0° + 
50 cos. 185° 4- 20c08.270 = 25.1 — 
50..0,7071— 20.0 26 — 95,355 — 
— 10,365 Bir. 


ſowie die Seitenfraft in der zweiten Axe Y Y: 


RB = R, + RB, + R, = S, sin.a, + I, 8in.c + Sg 8in. ag 
= 25 s1n.00 + 50 sin. 1360 + 20 831n.270% = 50.0,7071 — 20 


— 15,855 Pfund, 
und die horizontale Mittelkraft: 


8 =Vg: + Ri — V10,886% I 15,365) = 18,5% Pfund, 


$. 84. 
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Der Winkel a, welchen diefe Kraft mit der Age AX einſchließt, ift beftimmt 
durch 


wonach « — 1800 — 560 — 12400 folgt. 
Die vollſtändige Mittellraft iſt: 
P=YVN:-+ 53 —V164549 + 18,520 — 165,58 Pfund. 
Der Neigungswintel 8 diefer Kraft gegen den Horizont wird beftimmt durch 
N _ 16454 __ _ 900 a 
tang. = F5 18,520 — 8,8848, wonach 4 = 83035 folgt. 


Wenn die drei Kräfte in einer und derjelben Richtung und zwar vertical 
wirkten, wäre die Mitteltraft = 50 + 100 + 40 = 1W Pfund, aljo um, 
1% — 165,58 —= 24,42 Pfund größer als die gefundene. 


Zusammensetzung der mechanischen Arbeiten. Aus den in 
dem Borigen gefundenen Kegeln über die Zuſammenſetzung der Kräfte lafien 
fi) noch zwei andere, im praftifchen Gebrauch weſentliche Dienfte leiftende, ab» 
leiten. Es fei in Fig. 105, M ein materieller Bunft, ferner fein MP, — Pı 
und MP; — P; die auf ihn wirfenden Kräfte, und MP — P bie 

Sig. 108. Mittelfraft aus den Kräften P, und 
P;. Legen wir durch M zwei Aren 
MX und MY winkelrecht gegen ein 
ander, und zerlegen wir die Kräfte 
P, und P, fowie ihre Mittelfraft P 
in nach dieſen Axen gerichtete Seiten⸗ 
kräfte, alſo P, in Q, und Ri, Pr in 
Q; und Rs, und Pin Q und RR, fo 
erhalten wir die Kräfte in der einen 
Are Qı, Qs und Q, und bie in der 
anderen R,, R, und B, und es ift 
9=Q, + 9% ſowie R=R, + R.. 

Nehmen wir nun in ber Ye MX 
irgend einen Punkt O an, und fällen von bemfelben Perpendikel OL, OL; 
und OL gegen bie Richtungen der Kräfte Pi, P, und P, fo erhalten wir 
rechtwinkelige Dreiede MOL,, MOL, MOL, welche ben von ben brei 
Kräften gebildeten Dreieden ähnlich find, nämlich: 

AMOL, u AMP, Qı; 
AMOL u AMP, Q, 
AMOL naAMPQ. 
MQı _ML 


Ä BR | . Qı 
Diefen Aehnlichkeiten zufolge ift aber Mp' d. 1. 2 %0' ebenfo 
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BR 20 - ; fegen wir die hiernach beftinmten Werthe 
2 


von Q,, 9 und Q in bi Sleihung 9 = Qı + 9, fo erhalten wir: 
P.ML=P,.ML + P,.ML.. 


Ebenſo ift auch: | 
PR LDHMO'’PD MO P MO’ 
daher: 


P.OL=PB.OL, + P,.0L,.. 
Diefe Gleichungen gelten auch dann noch, wenn P die Mittelfraft aus 
drei oder mehreren Kräften P,, Ps, Pz u. f. w. ift, weil man allgemein 
= + + % + -- 
R=Rh+BR+B+::-- ha. 
Man kann daher allgemein: 
)P.ML=P.ML) +P..ML+P.ML+:-., 
2) P.OL—=P.OL + P,. OL, + P,.0Lu, + ...e fegen. 
Beiden Sleihungen muß die Mittelfraft P aus ben Kräften Pı, Pa, Ps 
u. f. w. entfprechen, es laſſen fich daher auch diefe Gleichungen zur Beſtim⸗ 
mung von P anwenden. 
Die erftere diefer beiden Gleichungen ift aud) auf ein Kräfteſyſtem im 
Raume, wie N, Q, R, Fig. 103, anwendbar, da auch hier 
N=NHtN+N-+-:-, ode 
Pcos.v = P,cos.v;, + P3c08.v2 + P3c0s.v13 +: -, 
aljo auch 
P.MOco.v—=P:. MOcos vi + P}M 0c08.v, + P, MO cos. v, +-: 
iſt u. ſ. w. 


Rückt der Angriffspunkt M, Fig. 106 und Fig. 107, in einer geraden Linie 8. 85. 
nad) O, oder denkt man fich den Angriffspunkt um den Weg MO = x 
Fig. 106. Fig. 107. 


o M 
L 
fortgegangen, fo nennt man die Projection ML — s dieſes Weges = nad) 
der Kraftrichtung MP den Weg der Kraft P, und das Product Ps aus 
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der Kraft und ihrem Wege: die Arbeit der Kraft.. Führen wir nım 
diefe Bezeichnungen in der Gleichung (1) des vorigen Paragraphen ein, fo 
erhalten wir: 

P=Pa4+PRs +P3s+:--, 
es ift alfo die Arbeit der Mittellraft gleich der Summe aus ben 
Arbeiten der Seitenfräfte. 

Bei der Summation diefer mechanischen Arbeiten hat man, wie bei ber 
Summation von Kräften, auf die Zeichen berfelben Rüudficht zu nehmen. Wirkt 
eine von ben Kräften Q,, Os u. |. w. des vorigen Paragraphen den übrigen 
entgegengefegt, fo hat man fie als negative Kraft einzuführen; diefe Kraft, 
wie 3. B. Q, in Fig. 102, $. 82, ift aber Component einer Kraft P;,, die 
unter den Berhältniffen, wie fie tm vorigen Paragraphen vorausgefegt wurden, 
dev Bewegung ML, ihres Angriffspunktes entgegengefegt wirkt; man ift da⸗ 
her genöthigt, diejenige Kraft, Fig: 107, welche der Bewegung ML entgegen- 
gefegt wirkt, al8 negativ zu behandeln, wenn mait diejenige Kraft P, Fig. 
106, welche in ber Bewegungsrichtung ML wirkt, pofitiv fegt. 

Sind die Kräfte ihrer Größe oder Richtung nad) veränderlich, fo hat die 
Formel 


’ 


Ps=P3 + Ps + Ps +--- 
nur file unendlic, Heine Wege 8, 81, 82 u. ſ. w. ihre Richtigkeit. 

Man nennt die einer unendlich Heinen Verrückung 0 bes materiellen 
Bunktes entjprechenden Wege O1, O2, 0, u. |. w. der Kräfte die virtuellen 
Geſchwindigkeiten (franz. vitesses virtuelles; engl. virtual velocities) 
derfelben und das der Formel Po —= Pıch + P, o, + P o, . .. ent 
fprechende Gefeß das Princip der virtuellen Gefchwindigleiten. 


6.86. Uebertragung der mechanischen Arbeit auf die Trägheit. 
Nach dem Principe ber Arbeit ber Trägheit ift für eine geradlinige Bewegung 
($. 76) die mechanische Arbeit (Ps), welche eine Kraft (P) verrichtet, indem 
fie eine Maſſe M aus der Gefchteindigfeit c in die Geſchwindigkeit o verfegt: 


ve. — c 

Ps = ( 5 X 
Iſt nun aber P die Mittelkraft aus anderen, auf die Maſſe M wirkenden 
Kräften P,, Pa u. ſ. w., und find die Wege, welche diefe zurücklegen, s,, 8, 
u. f. w., während die Mafle M felbft den Weg s madt, jo bat man nadh 

dem vorigen Paragraphen: 
P=Ps+Ps+:-, 
es läßt ſich daher folgende allgemeine Formel: 


v? — (e? 
Psı + Rast. - = 5 )* 
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angeben, und ihr zufolge die Summe der Arbeiten ber einzelnen 
Kräfte gleichfegen dem halben Gewinn der lebendigen Kraft der 
Maffe. 

Iſt die Gefchwindigkeit während ber Bewegung unveränderlich, aljo o— c, 
und die Bewegung felbft gleichförmig, fo hat man 0? — c? == 0, alfo weber 
Gewinn noch Berluft an lebendiger Kraft, und daher: 

Pisi + Pa + Rs + =0; 
dann ift alfo die Summe der mechaniſchen Arbeiten von den einzelnen Kräften 
— Null. 

Wenn umgelehrt die Summte der Arbeiten gleich Null ift, fo verändern 
die Kräfte die Bewegung bed Körpers in der gegebenen Richtung nicht; hatte 
der Körper nach ber gegebenen Richtung Feine Bewegung, fo wirb er aud 
durch Einwirkung der Kräfte in diefer Richtung nicht in Bewegung kommen; 
hatte er vorher eine gewiſſe Geſchwindigkeit nach einer beftimmten Richtung, 
fo wird er biefelbe auch behalten. 

Sind die Kräfte veränderlich, fo kann die veränderliche Gejchwindigfeit v 
nach einer gewifien Zeit wieder in die Anfangsgejchwindigkeit c libergehen, 
was bei allen periobijchen Bewegungen, wie fie namentlid an vielen ‘Ma- 


2 __ 
ſchinen vorkommen, eintritt. Nun giebt aber oc, die Arbeit ( *) M 





2 
— Null, e8 ift daher innerhalb einer PBeriode der Bewegung der Arbeits- 
verluft oder Gewinn — Null. 


Beiipiel. Ein Wagen, Fig. 108, von dem Gewichte F = 5000 Pfund 

wird auf einem horizontalen Wege durch eine unter dem Winkel « = 24 Grad 
Fig. 108, auffteigende Kraft P, = 660 

Pfund vorwärts bewegt und 
bat während der Bewegung 
den der Reibung entiprechens 
den horizontalen Widerftand 
P, = 450 Pfund zu über: 
winden. Welche Arbeit wird 
die Kraft (P,) verrichten 
müffen, um jenen anfänglich 
mit 2 Fuß Geſchwindigkeit 
fortgehenden Wagen in eine 
Geſchwindigkeit von 5 Fuß 
zu verjegen ? 

Segen wir den Weg MO des Wagens — 8, jo haben wir die Arbeit der 
Kraft P;: 

—= P,.ML = P,scos.a = 680. 5008. 24° = 602,91. 8, 
ferner die Arbeit der als Widerfland wirkenden Kraft Ps: 
— (— Ps).8 = — 450.8. 
Hiernach bleibt dann die Arbeit der bewegenden Kraft: 
Ps = P,scos.a — P,8c08s.0 = (602,94 — 450)8 = 152,94 Fußpfund. 
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Die Maſſe erfordert aber zu ihrer Geſchwindigkeitsveränderung die Arbeit: 
22 02 2__92 
( * = ( TE . 5000 = 0,016. (25 —4). 5000 — 1680 Sukpfund; 
jegen wir daher beide Arbeiten einander gleich, jo erhalten wir 152,94. 8 — 1680, 
folgli den Weg des Wagens: 
1680 


MO=8= oo 108 Fuß, 


und endlich die mechanische Arbeit der Kraft P.: 
P,8scos.«a = 602,9 .10,98 — 6620 Yußpfund. 








8.87. Krummlinige Bewegung. Geben wir unendliche Tleine Wege 
(0,6, u. f. w.) voraus, fo können wir die zulegt gefundene Formel aud) auf 
frumme Bahnen anwenden. Es je MOS, Fig. 109, die Bahn bed 

Fig. 109. materiellen Punktes M, und MP 
| — P, die Mittelfraft aller auf 
ihn wirkenden Kräfte. erlegen 
wir diefe Kraft in zwei andere, 
wovon bie eine MK — K tar 
gential unb die andere MN—N 
normal zur Curve gerichtet ift, fo 
nennen wir jene Tangentials 
und diefe Normalfraft. 
Während der materielle Bunkt 
das Efement MO — 6 feines frummen Weges M OS durchläuft und feine 
Geſchwindigkeit c in vı übergeht, nimmt die Maſſe M deſſelben die Arbeit 


2 _ 
(* 2 =) M in Anſpruch, gleichzeitig verrichtet aber die Tangentialkraft X 
die Arbeit Ko, und die Normalfraft die Arbeit N.O — 0; e8 ift folglid: 


2 __ 
B—=(" > * 


Wenn während der Zurücklegung des Weges U O8 8n06 bie Tan⸗ 
gentialgeſchwindigkeit des Körpers aus c in v übergeht, und hierbei die Tan⸗ 


gentialfraft nad) und nach die Werthe Ki, Ka, +, Ku annimmt, fo iſt 
daher aud): 


(K+R+-+K)o= — — —— 
alſo die mechaniſche Arbeit: 
A=Kı= > 


ben Mittelwert der verönbenihen Tangentialfraft bexichnn (vergl. $. 77). 
Setzt man bie Projection ML des Wegelementes MO — 6 in ber Kraft⸗ 








M, wobei K— Atart- te 
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rihtung ML = $, fo hat man auch PE — Ko; wenn daher bei Durch⸗ 
faufung des Weges MOS—s—no die Mittelfraft P allmälig die Werthe 
Pı, Pr... P, annimmt und die Projectionen der Wegelemente nad) und 
nad) &1 &s ... En find, jo hat man aud): 

Pi +PR& + +PAs=(K + Kt: + K)0 
und daher: 


A=PhtBht+ Bi (Mm 


Wenn hierbei die Richtung der Kraft P conftant bleibt, fo bilden bie 
lämmtlichen Projectionen &,,& . . &u ber Wegtheile 0,0... oder des ganzen 
Weges 8 — n0 eine gerade Linie 

MRk=:=ı +6, +. +8 


Setzt man dann noch x = m£, fo kann man aud) 


A=(A+R+-+PlE=(A+RAt+- +) 





duch Pæ ausbrilden, wo dann P das Mittel AtArıtis aus 


den Kräften bezeichnet, welche gleichen Theilen &E = — der Projection bes 
Beges im der gegebenen Kraftrichtung entfprechen. 
Es ift daher auch 
Pı= —S 





M=(h—1G, 


wen % bie ber Bnfongsgefinbigteit c, fowie % die der Endgeſchwindigkeit 
v entſprechende Geſchwindigkeitshöhe, und GC das Gewicht Mg bes bewegten 
Körpers bezeichnet. 

Afo auch bei einer Frummlinigen Bewegung ift die ganze Ar- 
beit der bewegenden Kraft gleich bem Probucte aus dem Gewichte 
des bewegten Körpers und aus der Differenz der Geſchwindig— 
teitshöhen. 

Anmerlung. Die gewonnene Formel, welhe aus der Verbindung des 
Principes der lebendigen Kräfte mit dem der virtuellen Geſchwindigkeiten hervor⸗ 
geht, if} vorzüglich in den Fällen anwendbar, wenn Körper durch feite Unterlagen 
oder durch Aufhängen gezwungen werben, eine beftimmte Bahn zu durchlaufen. 
Zreibt einen jolchen Körper die Schwerkraft allein, fo iſt die Arbeit, welche das 
Gewicht & deflelben beim Herabfinten von einer Höhe, deren Berticalprojection 
s it, verriätet, = Ge, und daher: 

G=(h—- hHAd.i.s=h—K. 

Welches alſo auch der Weg Sei, in welchem ein Körper von einer horizorts 
talen Ebene AB, Fig. 110 (a. f. ©.), bis zu einer zweiten Horizontalebene CD 
berabfintt, immer ift die Differenz der Geſchwindigkeitshöhen gleich der ſenkrechten 
Galhöhe EF. Körper, welche die Bahnen E, Fi E,F, u. |. w. mit gleicher 
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Geſchwindigkeit (c) zu durchlaufen anfangen, erlangen aud am Ende diefer Bahnen, 
obwohl zu verſchiedenen Zeiten, gleiche Endgeſchwindigkeiten. Iſt 3. B. die An⸗ 


Fig. 110. 





fangsgeſchwindigkeit ⸗ — 10 Fuß und die ſenkrechte Fallhöhe s — 20 Fuß, alſo 

h=8-+k = 20 + 0,016.10%2 = 21,6 Fuß, jo folgt die Endgeſchwindigkeit 
v =V2gh = 7,906 V21,6 = 36,74 Fuß, 

in welcher geraden oder frummen Linie auch das Herabfallen vor ſich gehe. 





Dritter Abſchnitt. 
Statif fefter Körper 


Erftes Capitel 
Allgemeine Lehren der Statik feſter Mörper. 


Verlegung des Angriffspunktes. Obgleich jeder fete Körper $. 88. 
durch die auf ihn wirkenden Kräfte in feiner Yorm verändert, nämlich zu⸗ 
fammengedrüdt, ausgedehnt, gebogen wird u. |. w., fo ift e8 doch geftattet, 
denfelben in vielen Fällen als volltommen ftarr anzufehen, weil diefe Form⸗ 
veränderung oder Verrückung ber Theile nicht allein oft fehr Hein ift, ſon⸗ 
bern auch innerhalb eines ſehr kurzen Zeitraumes vor ſich geht. Wir wer« 
den deshalb zunächſt und wenn e8 auch nicht bejonders erwähnt wird, der 
Einfachheit wegen, jeben feiten Körper als ein Syftem feit unter ein» 
ander verbundener Punkte anfehen. 

Eine Kraft P, Fig. 111, welche auf einen Punkt A eines feften Körpers 
Fig. 111. M wirkt, pflanzt fi in 

ihrer eigenen Richtung X X 
unverändert durch den gan- 
zen Körper hindurch fort, 
und eine ihr gleiche Gegen- 
kraft P, fest fich mit ihr nur 
dann ins Gleichgewicht, 
wenn der Angriffspunft A, 
derjelben in der Richtung 
XX der erften Kraft liegt. 
Die Entfernung biefer Angriffspuntte A und A, ift ohne Einfluß auf die 
fen Gleichgewichtszuſtand; die beiden Gegenkräfte halten fich bei jeder Ent- 
fernung das Gleichgewicht, wenn nur beide Punkte feft unter einander vers 

12* 
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bunden find. Hiernach läßt fich alfo behaupten: die Wirkung einer 
Kraft P (äig. 112) bleibt diefelbe, in welhem Punkte A, As As 
u. |. w. ihrer Richtung fie auch angreift oder unmittelbar auf 
den Körper M wirft. Sie ift daher nicht von einem Angriffspuntte, 
fondern von der Angriffslinie abhängig. 


8.89. Ergreifen zwei, in berfelben Ebene wirkende Kräfte P, und P, 


8. 90. 


dig. 113, einen Körper in verichiedenen Punkten A, und As, fo iſt beren 
- $ig. 118. Wirkung auf den Körper diefelbe, ala 
wenn fie den Punkt C zum gemein 
fchaftlihen Ungriffspunfte hätten, in 
welchem fich die Richtungen beider fchnei- 
den; denn es läßt ſich nach dem oben 
ausgefprochenen Sate jeber diefer An- 
griffspunkte nad) °C verlegen, ohne eine 
Aenderung in den Wirkungen dadurd) 
hervorzubringen. Macht man deshalb 
cQa = A,Pı —=P, ww 
Cd = AP =P, 
und vollendet jett das Parallelogramm 
CQı QQs, fo giebt uns deflen Diago- 
nale die Mittelfraft CQ — P von CQ, und CQs und alſo auch von den 
Kräften P, und P,, deren Angriffspunft librigens auch jeder andere Pınft 
A in der Richtung diefer. Diagonale fein kann. 

Sept man ber fo gefundenen Mittelkraft AP — P eine gleich große, in 
irgend einem Punkte B der Diagonalrichtung CQ angreifende Gegentraft 
BP — P entgegen, fo wird dadurch den gegebenen Kräften P, und P; 
das Gleichgewicht gehalten, und es find folglich P,, Ps und — P drei Kräfte 
im Gleichgewichte. | 


Angriffslinie der Mittelkraft. Fällt man von irgend einem Punkte 
O, Fig. 114, in ber Kräfteebene Perpenditel OL), OL, und OL gegen 
die Richtungen der Geitenfräfte P, und P, und ihrer Mittelkraft P, fo Hat 
man dem $. 84 zufolge: 

P.OL=P.OL + P.0I, 
und es läßt fich demnach aus den Perpendikeln oder Abftänden OL, und 
OL, der Seitenfräfte der Abftand OL der Angriffslinie dev Mittelkraft 
finden, indem man ſetzt: 





07 — BU + B. On, 
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Während man die Richtung und Größe der Mittelfraft durch Anwendung 
des Kräfteparallelogramms findet, ergiebt fi der Ort L ihres Angriffs- 
punftes mit Hülfe der legten Formel durch Beitimmung des Abitandes OL. 

Schließen die gehörig verlängerten Kraftrichtungen den Wintel P, C — —⸗ 4 
zwiſchen ſich ein, ſo hat man die Größe der Mittelkraft: 

1) P=YP? + P2 + 2 P, P,cos.a. 
Fig. 114. Bildet ferner die Mittelfraft den 
Winkel PCP, = a, mit der Richtung 
der Seitenkraft Pi, fo ift: 
P; sin.“ 
BD 

Stehen endlich) die Richtungen CP, 
und CP, der gegebenen Kräfte um 
OL, =.a, und OL, = a, von einem 
willfiirlichen Punkte O ab, fo ift der 
Abſtand OL = a ber Ridtung CP 
der Mittelfraft von eben dieſem Punkte: 
Pıaı + Pı@ 

P 

Mit Hülfe diefes letzten Abftandes 4 

ergiebt fich aber die Angriffsfinie der Mittelfraft ohne Rüdfihtnahme auf den 

Hüffspunkt C, wenn man mit @ aus O einen Kreis conftruirt und an dieſen 

eine Tangente LP legt, deren Richtung durch den Winkel &, beftimmt ift. 

Beifpiel. Es wirken auf einen Körper die Kräfte PR —= 20 Pfund und 

P, - 34 Pfund, deren Richtungen unter einem Wintel PR CP, =a«=170 Grad 

zufammenftoßen und von einem gewiſſen Punkte O um OL, =a, 4 Fuß und 

OL, = a, = 1Fuß abftehen; welches ift die Größe, die Richtung und der Ort 
der Mittellraft? Die Größe der Mittellraft ift: 

P — Y202-+ 342 4-2.20.34c08.700 — V400 + 1156 + 1360 . 0,84202 

2021,15 = 44,96 Pfund; 
für ihre Richtung iſt ferner: 


34 . sin. 700 . 
— Log.sin.«, = 0,85163 — 1, 


daher @, — 450 17’ der Winkel, um welchen diefe Mittelfraft von der Richtung 
der Kraft P, abweiht. Der Ort oder die Angreifer ine diefer Mittelfraft ift 
endlich beſtimmt durch ihren Abſtand OL von O, welder ift: 


a III = ——_ = 2,586 Fuß. 








3))a— 


sin.a = 


Hebelarme der Kräfte und Kraftmomente. Dan nennt die $. 91. 
Normalabftände OL, =a, 0L, = a; u. f. w. der Kraftrichtungen von 
einem willkürlichen Punkte O, Fig. 115 (a. f. ©.), die Hebelarme der 


$. 92. 
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Kräfte (franz. bras du levier; engl. arms of lever), weil fie bei ber 
in der Folge abzuhandelnden Theorie des Hebels ein wejentliches Element 
ausmachen. Das Product Pa aus Kraft und Hebeların hat den Namen 

Fig. 118. ftatifches oder Kraftmoment (franz. moment 
des forces; engl. momentum of the forces) et» 
halten. Nun ift aber Pa = Pıaı + Pras; 


kraft gleich der Summe ber ftatifhen Mo— 
mente der beiden Seitenfräfte. 

Bei der Addition der Momente ift noch auf 
Plus und Minus Rüdfiht zu nehmen. Wirken 
die Kräfte P, und P,, wie im Fig. 115, nad) gleicher Richtung um dem 
Punkt O herum, ftimmen 3. B. die Kraftrichtungen mit den Bewegungs⸗ 
vichtungen der Zeiger einer Uhr überein, fo nennt man diefe Kräfte, und 
deshalb auch ihre Momente, gleichbezeichnete; wird aljo die eine poſitiv 
angenonmen, fo muß die andere ebenfalls pofitiv gefett werden. Wirken hin⸗ 
gegen, wie in Fig. 116, die Kräfte in entgegengejegten Richtungen um den 

Fig. 116. Fia. 117. 








Punkt O Herum, fo nennt man diefelben, fowie ihre ftatiichen Momente, ent = 
gegengejegte, und es ift nım die eine negativ zu fegen, wenn man die andere 
pofittv annimmt. Bei der in Fig. 117 repräfentirten Zufammenfegung hat 
man 3.8. Pa — Pıa, — Pzas, weil P, der Kraft P, entgegeugefegt, 
alfo ihr Monent P,a, negativ ift, während bei der Zufammenfegung in 
Fig. 114, Pa — Pıa, + Pa, ausfällt. 

Zusammensetzung der Kräfte in einer Ebene. Ergreifen brei 
Kräfte Pı, Pa, Ps, Gig. 118, einen Körper in verjchiedenen Punkten A,, 
Aa, As einer Ebene, fo vereinige man nad) der legten Regel erft zwei 
(Pı, Ps) diefer Kräfte zu einer Mittelfraft CO — Q, und biefe nachher, 
nad) derjelben Regel, wit der dritten Kraft (P,), indem man aus DR = CQ 
und DR, —= A; P, da8 Parallelogranın DR, RR, wonftruirt. Die Dia= 
gonale DR ift nun die gefuchte Mittelkraft P zu Pi, P, ud BZ. Ks 
ift hiernach auch leicht einzufehen, wie beim Hinzufommen einer vierten Kraft 
P, die Mittelfvaft gefunden werden kann, u. ſ. w. 


folglich das ftatifche Moment der Mittel» 
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Bei diefer Zufammenfegung der Kräfte wird die Größe und Richtung der 
Mittelfraft genau fo gefunden, als wenn bie Kräfte in einen einzigen 
Fig. 118, Punkte angegriffen (f. $. 82), es 
find daher die in $. 84 angegeber 
nen Rechnungsregeln anzumen- 
den, um dieſe beiden erften Ele⸗ 
menteder Mitteltraft zu beſtimmen; 
um aber das dritte Element, näm⸗ 
lich den Ort der Mittelfraft oder 
ihre Angriffslinie zu finden, hat 
man von ber Öleihung zwifchen 
ben ftatifchen Momenten Gebrauch 
zu mahen.. Sind aud) bier 
OL, =ua,, OIa=a,, OL, =a; 
und OL = a bie Hebelarme der 
drei Seitenfräfte P,, Ps, P, und 
ihrer Mittelkraft P in Hinfiht auf einen willfürlichen Punkt O und ift Q 
die Mittelfraft aus P, und P, fowie OK ber Hebelarm berfelben, fo 
hat man: 
Pa—= 0Q.OK + Pa md 0.0OK—= Pıaı + Pa. 
Berbinden wir aber biefe beiden Gleichungen mit einander, fo erhalten wir: 
Pa = Pıaı + Psas + Pras, 
und ebenſo ftellt fich fir mehrere Kräfte heraus: 
Pe=Pa+PRa + Pa + ---, 
d.h. es ift allemal das (ftatifche) Moment der Mittelfraft gleich) 
der algebraifhen Summe aus ben (ftatifhen) Momenten der 
Seitenfräfte. 





Sind nun Pi, Pa, Ps u. ſ. w., Fig 119 (a. f. ©.), die einzelnen Kräfte 8. 98 
eines Kräfteſyſtemes, find ferner Ci, &s, & u. f. w. die Winkel P,D, X, 
P,D, X, P,D,X u. f. w., unter weldyen eine beliebig angenommene Are 
XX von ben Kraftrihtungen gefchnitten wird, und bezeichnen enblic) 
G,Q, a, u. ſ. w. die Hebelarme OL), OL, OL; u. |. w. biefer Kräfte 
binfichtfich des Durchſchnittspunktes © zwischen beiden er XX und YY, 
ſo hat man nach den 88. 82 und 92: 

1) die Seitenkraft parallel zur Are XX: 

Q = P,cos.co, + Pyc0s.%; + ---, 

2) die Seitenfraft parallel zur Are YY: 

R= Pısin.co, + Pisn.y + ---, 
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3) die Mitteltraft des ganzen Syſtemes: 


9? + RS, 
4) ben Winkel a, unter welchem die Mittelfraft die Are fchneibet, durch 
R 
tang. — Q' 
5) ben Hebelarm der Mitteltraft, ober deu Halbmefier des Kreiſes, 
welchen die Richtung der Mittelkraft tangirt: 
_ FPıa + Pro + . 
P 


Sig. 119. 





Bezeichnen b, bi, ds u. ſ. w. die Abſchnitte OD, OD, OD; u. f. w. von 
der Are X X, fo ift: 
a = bsin.a, a, — bı sin.aı, a, —= by Sin. u. |. w., 
und daher aud): 
) — Fıdısin.cn + Prbssin.ag + - — Bub —* +: . 


Erſetzt man die Mittelfraft (P) durch eine ihr gleiche Segentrft (— P), 
fo haften fich die Kräfte Pi, Pa, Ps - . . (— P) das Gleichgewicht. 

Bezeichnen noch 21,23... . ſowie Yyı,%a . .. die Koordinaten der Angriffe 
punkte Ay, A⸗... der gegebenen Kräfte P,,P3..., jo find die Momente 
der Somponenten ber Iegteren: Rı 2, R2 23... fowie Qıyı, QsYa-.., und 
es iſt das Moment der Mittelfraft: 
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Pfe= (Ran t+tBrn +) — (Qyı + Qua +) 
daber der Hebelarm derfelben: 
„„RatRs tr) - Ay tee to), 
B+BR+-P?+tAt+rGr+) Ä 
Beifpiel. Die Kräfte PR, —40 Pfund, P, — 30 Pfund, P,—70 Pfund, 
Fig. 120, dDurchichneiden die Are X X unter den Winkeln «, = 60°, «, = — 80°, 
tg = — 1420, und es find die Entfernungen zwiſchen den Durchſchnittspunlten 
D,, Dy, D, der Rraftrihtungen mit der Are, D, D, = 4 Fuß und D, D, 
= 5 Fuß. Man juht die ſämmtlichen Beitimmungsftüde der Mittelkraft. Die 
Eumme der Seitenträfte parallel zur Axe XX if: 
@ = 40.008.600 30 cos. (— 80°) + 70cos. 142 
= 40c03.60° + 30c08.800 — 70.cos. 38° 
— 20 + 5,209 — 55,161 = -—- 29,952 Pfund. 
Die Summe der Seitenträfte parallel zur Are YTY: 
R = 4 sin.60° + 30 sin. (— 80°) 4 70 sin. 1420 
== 408in.60° — 80 sin.800 4 70 sin. 380 
= 34,641 — 29,544 4 43,096 = 48,193. 
"ig. 120. 





IR 


Run folgt bie gejuchte Mittelfcaft: 
P=YQ? + R? = V29,952? + 48,198? = V3219,68 — 56,742 Pfund. 
Der Winlele, unter welchem fie die Are fchneibet, ift ferner beftimmt durch: 
J tang.a = n = 48,188 _ = — 1,6090, 
es ergiebt daher: 
8 fich babe a = 1800 — 5808’ — 121952. 
Berlegt man den Arpunlt O nad D,, jo hat man den Hebeların der 
Mittelfraft: 
OL=a—trte dh öpsine da h — AhtSpbh 


__ 84,641.(4+5)— 29,544.54+0 __ 164,049 
— 656,742 — 56,742 





— 2891 $uß, 
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und dagegen den Abfchnitt: 


0D=b— 164,049 


18,105 > 9404 Bub. 
' 





Parallelkräfte. Sind bie Kräfte P,, Pr, Ps uw. f. w., Sig. 121, 
eines feiten Syſtemes unter fi) parallel, fo fallen die Hebelarme O Li, 
OL;, OL, u. |. w. über einander; zieht man nun durch den Anfangspımft 
O eine willfitrliche Linie X X, fo fehneiden Hiervon die Kraftrichtungen die 
Gtüde OD,, OD, OD; u. f. w. ab, welche den Hebelarmen OL,, Ol» 
OL, u.f.w. proportional find, weil AODLW®,AO0D LA ODL, 
u. ſ. w. iſt. Bezeichnet man den Winkel DR, OL, —= D,OL, u. f. w. durd) 
@, die Hebelarme OL, O La u. ſ. w. durd) a,, as u. f. w., die Abfchnitte 
OD,, OD; u. f. w. durch di, da u. f. w., fo hat man: 

G — bı 008.0, &; — b,.c08.% u. |. w. 
Sest man\endlic, diefe Werthe in bie Gormel: 
Pa=Pa=PgwH+ 
fo erhält man: 
Pbcos.« —= Pi bi cos. + P,b,cos.& + ---, 
oder, wenn man den gemeinfchaftlichen Factor cos. wegläßt: 


PP=Pbh + Pb + --- 
2 Es iſt alſo bei jedem Sy 
Big. 121. fteme paralleler Kräfte geftats 
tet, die Hebelarme durch bie 
von irgend einer Linie XX 
abgejchnittenen fchiefen Ent» 
fernungen, wie OD,, OD; 
u. |. w., zu erjegen. Da bie 
Größe und Richtung der Mit- 
telfraft eines Kräfteſyſtemes 
mit verjchiebenen Angriffe 
punkten dieſelbe ift, wie die 
eines Syſtemes von Kräften, welche in einem Punkte angreifen, fo hat die 
Mitteltraft des Syſtemes paralleler Kräfte mit den einzelnen 
Kräften gleihe Richtung und ift gleich ber algebreiſchen Summe 
derſelben; es iſt alſo: 


)?P=PA+PR+BR+: 

_ Pa + Ra + --- 
— 

„— bt Pb He 
Pı +P+-- 





‚ ober aud): 
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Beilpiel. Es feien die Kräfte P. = 12 Pfund, ?, = — 82 Pfund, 
P, = 3 Pfund, und ihre Richtungen mögen eine gerade Linie in den Punkten 
Di, D, und D,, Big. 121 (a. v. ©.), ſchneiden, deren Abflände don einander 
folgende find: D, Ds; = 21 Zoll, D,D, = % Zoll. Man foll die Mittels 
kraft angeben. Die Größe diejer Kraft ift: 

P= 12 — 32 +25 = 5 Pfund, 

und die Entfernung D, D ihres Ungriffspunftes D in der Axe X X, vom Puntte 
D, auß gemeffen: 


,— 12:0—32. 21 +28. (21430) _ 02 + 1278 — 120,6 Bol. 





Kräftepaare. Zwei gleich große, zwar parallel, aber entgegengefegt ge- $. 95. 
richtete Kräfte P, und P,, Fig. 122, haben die Mittelfraft: 
P=P +(-P)=PA—P =Rl, 
mit dem Hebelarme 





a= mat — © (unendlid) groß). 
Fig. 122. Sig. 123. 








-D Li 


u; 


Zur Herftellung des Gleichgewichtes mit einem ſolchen Kräftepaare ift 
dieſemnach eine einzige endliche und in endlicher Entfernung wirkende Kraft 
P nicht hinreichend, wohl aber können zwei foldyer Kräftepaare einander das 
Öleichgewicht halten. Sind P, und — Pı fowie — P, und P,, Fig. 123, 
zwei folhe Paare, nd OL = a, 0M = 0, — LM =a —b, 
me 0. — aq, und 0M=0L., — LM —=a — by bie Hebel⸗ 
arme derjelben, von einem gewifjen Bunkte O aus genommen, fo hat man für 
das Gleichgewicht: 

Par — Pi(ai — bi) — Pa + Pla — b) 0, d. i.: 
Pb, = P;b. 

Zwei ſolche Kräftepaare find alfo im Gleichgewichte, wenn 
da8 Product aus einer Kraft und ihrem Abftande von der Ge- 
genkraft bei einem Paare jo groß ift wie bei bem anderen. 

Ein Baar von gleichen Gegenträften nennt man ſchlechtweg ein Kräftepaar 
oder Öegenpaar (franz. und engl. couple), und das Product aus einer Kraft 
defielben und dem Normalabftande von der anderen Kraft heit das Moment 
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des Kräftepaares. Nach dem Vorigen find zwei nad) entgegengefegten Rich⸗ 
tungen wirkende Kräftepaare im Gfeichgewichte, wenn fie gleiche Momente befigen. 
Die Richtigkeit diefes Satzes läßt ſich auch direct auf folgende Weile dars 
thun. Verlegen wir die Angriffspunfte der Kräfte P,, Ps und — P,—Pı 
der Kräftepaare (Pı, — Pı) und (Pa, — P3), Fig. 124, nad) den Durd- 
Fig. 124. ſchnitten A und B ihre 

Angriffelinien, und verein 
gen wir ſowohl P, mit P;, 
als au) — P, mt —P, 


nun die Richtungen diejer 
Mittelfräfte in die Fort⸗ 
fegungen der Linie AB, jo 
find diefe Kräfte und folg- 
ih auch die ihnen ent- 





durch ein Kräfteparalleo: 
. gramm zu den Mittelfräfr 
ten Rund — R. Fallen 


fprechenden Kräftepaare (Pı, — Pı), (Pa; — Pr), mit einander im Gleich⸗ 


gewichte. Damit dies eintrete, muß das durch AB und durch die Richtun- 
gen der Kräfte — Pı und Ps gebildete Dreied ABC ähnlich fein den 


Dreieden RAP, und BRP,, und daher der Proportion: 
CB P — — 
rm 5, oder der Sleihung: PR.CA—= P,.CB 

Genüige geichehen. 


Nun find aber die Perpendifel AL, — b, und BL, — by zwilchen den 
Richtungen der Kräftepaare ben Hypotenufen CA und OB ber einander | 
ähnlichen vechtwinkligen ‘Dreiede AOL, und B CL, proportional, folglih 


iſt auch Pibi = Bid, 
zu ſetzen. Es find alfo Momente der beiden im Öleichgewichte befindlichen 
Kräftepaare einander gleich. 

Setzen wir in der Formel ($. 93) flir den Hebelarm a der Mittelkraft: 

a Pa +PR®+ - 
— P 

P — 0, während die Summe ber ftatifchen Momente einen endlichen Werth 
hat, fo bekommen wir ebenfalls a — w, ein Beweis, daß in diefem Falle 
gleichfalls feine Mittelfraft, fondern nur ein Kräftepaar möglich ift. 

Damit fi) die Kräfte eines Kräfteſyſtems das Gleichgewicht halten, it 
alfo nicht bloß nöthig, daß die Mittelfraft P—=YQ? + R?, oder jeder 
der Componenten Q und R, jondern auch ihr Moment 

"Pa=Pa +PR% +: —=Nul fe. 





$. 96.] Allgemeine Lehren der Statik feiter Körper. 189 


Beilpiel. Beſteht ein Kräftepaar aus den Kräften P, = 25 Pfund und 
-P, = — 235 Pfund, ein andere aber aus den Kräften — P, = — 18 Pfund 
und PR — 18 Pfund, und ift der Rormalabitand db, des eriteren Paares = 8 Fuß, 
jo muß für den Gleichgewichtszuſtand, der Normalabftand oder Hebelarm des 
zweiten 





d = = = 4%, Buß betragen. 
"Zusammensetzung und Zerlegung der Kräftepaare. Die $. 96. 

Zufammenjegung und Zerlegung der in einer und derfelben Ebene wir- 
Inden Kräftepaare wird durch eine einfache algebraifche Addition bewirkt, 
und ift daher viel einfacher als die Zuſammenſetzung und Zerlegung einzel- 
ner Kräfte. Da ſich zwei entgegengejegte Kräftepaare einander das Gleich⸗ 
gewicht Halten, wenn fie einerlei Momente haben, fo find auch die Wirkun⸗ 
gen zweier gleichgerichteten Kräftepaare einander gleich, wenn das Moment 
des einen Kräftepaares gleich ift dem Moment des anderen. Sind daher 
zwei Kräftepaare (P,, — Pı) und (P;, — P;), Fig. 125, mit einander 
zu vereinigen, fo kann man das eine (Ps, — P,) 
durch ein anderes erfeen, welches mit dem er⸗ 
fteren Baar (P,, — Pı) den Hebelarm AB=b, 
gemeinjchaftlich Hat, und dann die Kräfte deſſel⸗ 
ben zu denen des anderen addiren, fo daß man 
ein einziges Sräftepaar erhält. Iſt d, der 
Hebelarm CD des anderen Kräftepaares und 
ift (Q, — Q) das rebucirte Kräftepaar, fo hat 
man Qb, = Pzbs, folglich 


ig. 126. 





_Pıb 
Q — b, , 
daher einen Komponenten des zuſammengeſetzten 


Kräftepaares: 
Pa b 

PL +Q=P + 55. 
und das gefuchte Moment des reſultirenden Kräftepaares: 

(PA 4 Obi — Pibi + Pb. 

Auf gleiche Weiſe findet man das aus drei Kräftepaaren reſultirende 

Kräftepaar. Sind Pibi, Pabe und P,b, die Momente dieſer Kräftepaare, 
jo kann man: 





Pb, = Ob, und P;b, = Rb, 
oder 

Ps : Pb; 
= — und R 5 


ſetzen, ſo daß nun das Moment bes reſultirenden Kräjtepaares 
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(PR +Q+ BR)b = Pıbı + Paba + Psbs 
ſich ergiebt. 

Bei diefer Vereinigung von Kräftepaaren zu einem einzigen Kräftepaare 
ift natürlich auch auf die Vorzeichen Rüdjicht zu nehmen, da die Momente 
derjenigen Kräftepaare, welche nad) der einen Umbrehungsrichtung wirken, 
das pofitive, und die Momente derjenigen Kräftepaare, welche den Körper 
nad) der entgegengefegten Richtung umzudrehen fuchen, das negative Zeichen 
erhalten müfjen. Ueber die Umdrehungsrichtung eines Kräftepaares kann 
man fid) fogleic, Rechenſchaft ablegen, wenn man zwifchen den Angriffslinien 
des Paares einen Drehungspunkt willfürlih annimmt. Haben dann bie 
Kräfte des Paares die Richtung, in welcher fich die Zeiger einer Uhr um- 
drehen, jo fan man das Kräftepaar, und alfo aud) fein Moment, ein pofi- 
tive nennen, und wirken die Kräfte eines Paares der Umbrehungsbewegung 
der Uhrzeiger entgegengeſetzt, d.i. von rechts nad) links, fo erhält dann dieſes 
Kräftepaar, und alfo auch fein Moment, das negative Zeichen. 

Die vorftehende Kegel über die Zuſammenſetzung der Kräftepaare ift 

Fig. 126. dann noch anwendbar, wenn die Kräfte 
paare in parallelen Ebenen wirken. 
Wenn die parallelen Sräftepaare (P,, 
— P,) und (Ps, — P;) ig. 126, in 
parallelen Ebenen MM und NN mit 
gleihen Momenten Pb und Pb 
einander entgegenwirken, fo halten jie 
einander ebenfalls das Gleichgewicht; 
denn es refultiren aus denfelben zwei 
Mittelfräfte P, + Pr und —(Pı + PB.) 
welche einander vollftändig aufheben, da 





beftimmt ift durch die Gleichungen: 


EA.P, = EC.P, EB.P, = ED.P, 
und 
Pıb = Pb, d. AB.P = CD.P, 
wonach 
EA:EB:AB = EÜC:ED:CD 
folgt, und daher diefer Punkt Z mit dem Durchichnitte der Transverfalen 
AC und BD zujammenfäll. 
Da dem Kräftepaare (Ps, — Ps) jedes andere Kräftepaar das Gleich 
gewicht hält, welches mit demjelben in einerlei Ebene wirkt, und das ent: 


gegengeſetzte Moment hat, fo folgt auch, daß jedes Kräftepaar durch ein an | 


deres erjetzt werden kann, welches mit demſelben einerlei Moment bat, umd 
in einer Ebene wirft, welche der Ebene des erſten parallel läuft. 





fie in demfelben Punkte 2 angreifen, der 
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Wenn daher auf einen Körper mehrere Kräftepaare wirken, deren Wir⸗ 
fungsebenen parallel find, fo laſſen fich biefelben durch ein einziges Kräftepaar 
erjegen, deffen Moment die algebraifche Summe von den Momenten dieſer 
Paare ift, und deſſen Ubrigens willkürliche Wirfungsebene ıhit den Ebenen 
des gegebenen Syſtems parallel Läuft. 


Kräftepaare in verschiedenen Ebenen. Wirken zwei Kräftepaare 8. 


(P, — Pı) und (Ps, — P;) in zwei Ebenen EME, ud FNF,; Fig. 
127, welche ſich unter einem gewiſſen Winkel 
EAF—= E, BF ı =% 

in der geraben Linie AB ſchneiden, fo laflen ſich diefelben, nachdem man fie 
auf einen und denfelben Hebelarm AB 
reducirt hat, durd) das Kräfteparalle- 
logramm zu einem Sräftepaare ver⸗ 
einigen. Durch diefe Zufammenfegung 
erhält man aus P, und P, die Mittel- 
kraft R, fowie aus — Pı und — P, 
die Mittelfraft — R. Beide Mittel 
fräfte find gleich groß und einander ent» 
gegengejeßt gerichtet, und bilden folglich 


Sig. 127. 





von R und — R beftimmt ift. 
Durch Rechnung beftimmt fich nach 
8. 79 die Mittelfraft 7 mittelft der 





Formieln: 
R=WVP, + P2 + 2PıP,cos.a und 
sin ß — P, Sin. 
. — 


wo 4 den Winkel EAR — EL BR bezeichnet, welchen die Richtung ber 
Mitteffraft R mit der der Seitenkraft P, einſchließt. 
Iſt mm ber Hebelarm AB==c, und fett man das Moment P,c—= Pa 


md dag Moment P,c = Ob, ober PL = — E md PR = 2, jo erhält 


man 
a=V(22) + + (2) + ae .D 00.0, 


alfo das Moment des aus den Kräftepaaren (P, — 9 und (Q, — Q) reſul⸗ 
tirenden Kräftepaares: 


Re =V(Pa)? + (Q6)? + 2 Pa.Qb.cos.a, 


wieder ein Kräftepaar (R, — R),. 
deffen Ebene durch die Richtungen. 
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und ebenfo für den Winkel 4, um welchen die Ebene defjelben von der des 
erften Kräftepaares (P, — P) abweidt: 
sin.B = sin. a. 

Es laſſen ſich alfo die in verfchiedenen Ebenen wirkenden Kräftepaare ges 
nau fo zufammenfegen und zerlegen, wie die in einem Punkte angreifenden 
einfachen Kräfte, wenn man ftatt der legteren die Momente ber erfteren, 
und ftatt der Winkel, unter welchen ſich die Richtungen der erfteren ſchneiden, 
die Winkel einjegt, um welchen die Ebenen der legteren von einander abweichen. 

Diefe Zurlidführung der Theorie der Kräftepaare auf die Lehre von der 
Zuſammenſetzung und Zerlegung einfacher Kräfte läßt ſich noch durch Ein- 
führen von Umdrehungsaren ftatt der Umbrehungsebenen der Paare beſonders 
vereinfachen. Unter der Umdrehungsare oder Are eines Kräftepaares 
verfteht man jedes Berpenbifel auf ber Ebene defjelben. Da ſich jedes Kräfte- 
paar in feiner Ebene beliebig verrüden läßt, ohne feine Wirkung auf den 
Körper zu verändern, fo kann man auch die Are des Paares durch jeden 
beliebigen Punkt legen. 

In Folge der Redjtwinfligleit zwifchen der Ebene und der Are eines 
Kräftepanres jchliegen die Aren AX, AY und AZ, Fig. 128, der Kräfte 





paare eines Körpers genau denfelben Winkel zwifchen fid) ein, wie die Ebene 
AEK, AFK und AGK berfelben. Iſt das eine Kräftepaar die Re⸗ 
fultante aus den beiden anderen, fo bildet, dem Borftehenden zufolge, deſſen 
Moment Rec die Diagonale des aus den Momenten Pa und Qb con= 
firuirten Parallelogramms, trägt man daher die Momente Pa und Od auf 
die Aren AX und AY auf und vollendet man das dadurch angefangene 
Parallelogrammı, fo erhält man in der Diagonale defjelben nicht allein Die 
Üre AZ des reſultirenden Kräftepaares, fondern auch defien Moment Ze. 
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Hiernad) find alfo die Kräftepaare genau fo zufammen zu fegen und 
zu zerlegen, wie die einzelnen in einem Punkte angreifenden 
Kräfte, vorausgejegt, daß man die Aren diefer Paare mit den Richtungen, 
und bie Momente derfelben mit den Größen ber einfachen Kräfte vertaufcht. 
Ale in 8.78, 8.79 u. ſ. w. abgehandelten Lehren über die Zufammenfegung 
und Zerlegung der Kräfte finden daher auch in biefem Sinne ihre Anwendung 
bei der Zuſammenſetzung und Zerlegung der Kräftepaare. 


Mittelpunkt paralleler Kräfte. Liegen die Parallelträfte in ver- $. 98. 
ſchiedenen Ebenen, fo ift deren Bereinigung auf folgende Weife auszuführen. 
Fig. 129. Berlängert man die Gerade A, Ay, , 
Fig. 129, welche die Angriffspunfte 
zweier Baralleffräfte P, und P, ver⸗ 
bindet, bi8 zur Ebene XX zwilchen 
ben rechtwinklig gegen einander ftehen- 
den Uren MX und MY, und nimmt 
man den Durchſchnittspunkt X ale 
ben Anfangspunft an, jo erhält man 
für den Angriffspunft A ber Mittel 
kftP=P+P diefer Kräfte: ' 

Y (P, +P).KA=P,. KA, 

+ P,.KA.. 
Da nım B, B, und B, die Projectionen der Angriffspunfte A, A, und 
4, in ber Ebene XY find, fo hat man: 
AB:A,Bı, : AB; — KA:KAı : KA, 
md daher auch: 
(P + P).AB=P.AıB, + P..A, Bn. 

Bezeihnen wir die Normalabftände A, Bi und As Bs ber Angriffs 
puntte von der Grundebene X Y durch refpect. #, und 2,, fowie den Normal- 
abftand AB des Angriffspimftes A von chen diefer Ebene durch e, fo haben 
wir hiernach für zwei Kräfte: 

(P + P)e=P er + Pın. 

Ferner ift für drei Kräfte P,, Pr, P,, Fig. 130 (a. f. S.), da Pı + P; 

in einem Punkte L angreift, deſſen Abftand von der Grundebene X Y, 





iſt, 
(P, + P,) LN + P,2 — P,2 + P,£, + Pꝛ æs, 
ſowie allgemein fit jede Anzahl von Kräften: 
VWeisbach'e Lehrbuch der Mechanik. I. 18 
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(PA +PR+PR+)s=Pa+ Pas + Pa, 
folglich: 


1) „pa + Ps, +“ 





P +PRA+- 
Sig. 180, 
2 
nn Aı 
\ me ZITIE P ı_ c 
D- x Vi 
ı A 
| ZINN 
| | B+Be | . P 
M | 8 
A 2 x 
| B 
I: r „ 
K Bgm in C 
B 
Y Bs 


Bezeichnen wir ebenfo die Abftände AC und AD des Angriffspunftes A 
ber Mittelkraft von den Ebenen XZ und YZdurd; y und x, fowie bie Ab 
ftände der Angriffspunfte A,, As... von eben diefen Ebenen durch yı, 9s--- 
und ©, 22..., fo erhalten wir: 

_PYy +tPRy%w+- 

YET BrB + 

und Batrmt 
_ FW s% 7 

Ale ee ee 

Die Abftände, ©, y, 5, von drei Grundebenen, wie 3. B. von dem Fuß⸗ 
boden und zwei Seitenwänben eines Zimmers, beftimmen aber den Bımlt 
(A) vollftändig, denn er ift der achte Eckpunkt des aus z, y und ⸗ zu com- 
ſtruirenden Parallelepipebes; es giebt folglich nur einen einzigen Angriffs- 
punkt der Mittelkraft eines folchen Kräfteſyſtems. 

Da die drei Formeln für x, y und s die Winkel, welche die Kräfte mit 
ben Grundebenen einfchließen, gar nicht enthalten, fo ift ber Angriffspmft 
von diefen, und aljo auch von den Kraftrichtungen, gar nicht abhängig, es 
läßt ſich demnach auch das ganze Syſtem um diefen Punkt drehen, ohne daß 
er aufhört, Angriffspunft zu fein, wenn nur bei biefer Drehung der Baralles 
lismus unter ben Kräften bleibt. 
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Man nennt bei einem Syſteme paralleler Kräfte das Product aus einer 
Kraft und dem Abftande ihres Angriffspunftes von einer Ebene oder Linie 
das Moment diefer Kraft hinfichtlich diefer Ehene oder Linie, auch ift e8 
gewöhnlich, den Angriffspunkt der Mittelkraft jelbft den Mittelpuntt bes 
ganzen Syſtems (franz. centre des forces parallöles; engl. centre of pa- 
rallel forces) zu nennen. Dan erhält aljo den Abftand des Mittelpunts 
te8 eines Syſtems paralleler Kräfte von irgend einer Ebene 
oder Linie (letzteres, wenn bie Kräfte in einer Ebene liegen), wenn man 
die Summe der (ftatifhen) Momente durch die Summe ber 
Kräfte dividirt. 





Beilpiel. Sind die Kräfte 4 Kilogramm, 


9 Meter, 
die Ahftände oder Goordinaten 8 
der Angriffspuntte derjelben . 0 ⸗ 
86 Meter⸗ſtilogrm. 
jo hat man bie Momente. . . | 12 . 
40 . 





Run iſt aber die Kraftſumme = 19 — 7 = 12 Rilogramm; es folgen daher 
die Abſtände des Mittelpunttes dieſes Syſtems von den drei Brundebenen: 


6-6 — 14 97 9 


e = — = n7T 226 Meer, 

ya — o  = 3,66 Meter und 
40 4 70 4 40 — 21. 19 _4 _ 

= -7=-7 510 Meter. 


Kräfte im Raume. Kommt e8 darauf an, ein aus verjchieben ge- 
richteten Kräften beftehendes Syſtem zu vereinigen, fo lege man eine Ehene 
duch daffelbe, verlege ſämmtliche Angriffspunkte in diefe Ebene und zerlege 
jede Kraft in zwei Seitenfräfte, die eine winkelrecht auf diefe Ebene und die 
zweite in bie Ebene felbft fallend. Sind 61, Bu... bie Winkel, unter welchen 
die Ebene von den Kraftrichtungen gejchnitten wird, fo folgen die Normal 
fräfte P, sin. Bı, Pa sin. Ba... ., dagegen bie Kräfte in der Ebene Pı cos. ßı, 
P, 008. ßs u.|.w. Die legteren laſſen ſich nad) $. 93 und bie erfteren nad) 
dem letzten Paragraphen (98) ‚zu einer Mittelfraft vereinigen. In der Regel 
werben fich die Richtungen beider Mittelkräfte nirgends fchneiden, und es 
wird demnach aud) eine Bereinigung diefer Kräfte nicht möglich fein; geht 
aber die Mittelfraft aus den parallelen Kräften durch einen Punkt X, 

13* 
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Fig. 131, in ber Richtung AB ber Mittelfraft P aus ben in ber Ebene 
(dev Papierebene) befindlichen Kräften, fo ift eine Zuſammenſetzung möglid. 
Setzen wir die Abſtände OO = DK=umd 0OD=CK=v für 
den Angriffspunft K der erften Mittelfraft, dagegen den Hebelarm OL der 
zweiten — a und den Winkel BAO, unter welchem diefelbe die Are xX 
fchneidet, = «, fo ift die Bedingung fir bie Möglichkeit der Zufammenfegung: 
usin.& + v cos. a = au. 

Wird diefer Gleichung nicht Genüge geleitet, geht z. B. die Mittelkraft 
aus den Normalträften durch Xı, jo ift die Zurückführung des ganzen Kräfte 
ſyſtems auf eine Mittelfraft gar nicht möglich), wohl aber läßt ſich dafjelbe 


dig. 181. Tin. 132. 





auf eine Mitteltraft R, Big. 182, und ein Kräftepaar (P, — P) zurüd- 
führen, wenn man bie Mittelkraft N ber parallelen Seitenfräfte in bie Kräfte 
— P und R zerlegt, von denen die eine ber Mittelfraft P von den Kräften 
in der Ebene an Größe gleich, parallel und entgegengejegt gerichtet iſt. 
Wenn man das Kräftepaar (P, — P), Sig. 133, in die Baare (Pꝛ, — Pı) 
und (8, — 5) zerlegt und den Componenten 8 derfelben der Einzelfraft R 
Fig. 138. gleichſetzt, fo refultirt aus beiden 
das Kräftepaar (P, — Pı) und 
die Einzelraft —S = R. 
Sind nun & und B die Win⸗ 
fl PARund PAAR, um welde 
die Richtung der Einzelkraft R 
von ben Ebenen der beiden Paare 
(P,—P) md (Pı, — Pı) ab 
weicht, jo hat man 
R= Psin. (a — ß) 
sin.B 


und 





P sin. & 


De mB' 
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und daher das Moment des neuen. Kräftepaares (P,, — Pı) 
Pasin. a 

sin.B 

Dafielbe ift ein Minimum, und zwar — Pa sin.«, wenn B = 90°, 
wein alfo die Einzeffraft R winkelrecht fteht auf der Ebene AP, KP, des 
refultirenben Paares (P, — Pı). 

Diefe Zurädführung eines beliebigen Kräfteſyſtems auf eine einzige Kraft 
und auf ein Kräftepaar läßt ſich auch unmittelbar dadurch bewirken, daß 
man fich in einem beliebigen Punkte des Körpers, auf welchen dieſes Syſtem 
von Kräften wirkt, nod ein Syſtem von SKräftepaaren angreifend denkt, 
deren pofitive Componenten ben gegebenen Kräften in Größe und Richtung _ 
vollklommen gleich find. Dieſe Kräftepaare ändern natürlich in dem Gleich⸗ 
gewichtszuftande. des Körpers nichts, da fie in demjelben Punkte angreifen, 
fi folglich felbft aufheben; dagegen laſſen ſich die pofitiven Componenten 
derfelben nach ben befannten Kegeln ($. 83) zu einer Mittelkraft vereinigen, 
und e8 bilden die negativen Komponenten berfelben mit den gegebenen Kräf⸗ 
ten Kräftepaare, bie fich nad) $. 97 zu einem einzigen Kräftepaar zujam- 
menjegen laſſen. Es bleibt aljo zulegt nur noch jene Mittelkraft und 
dieſes Kräftepaar übrig. 


Pa= 


Mechanische Arbeit der Mittelkraft. Wirb ein Syſtem von 8. 100. 
Kräften P,, Ps, P;, Fig. 134, welche in einer und derfelben Ebene wirken, 
progreffiv, d. h. fo fortgerüdt, dag alle Angriffspuntte A,, Az, As.» 

Trig. 194. 





gleiche Parallelwege A, Bi, As Ba, A; Bs durchlaufen, fo ift (in dem Sinne 
des 8. 85) die Arbeit der Mittelfraft gleich der Sunme aus den Arbeiten 
der Seitenfräfte, folglich, im Zuftande des Gleichgewichts diejelbe — Null. 


$. 101. 
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Sind die in die Kraftrichtungen fallenden Projectionen A,Z,, As Is u. ſ. w. 
des gemeinfchaftlichen Wege8 A, Bi = A, B; u. |. w. = si, 5 u. ſ. w., 
jo ift alfo die mehanifche Arbeit der Mittelfraft: 

Ps= Pı 81 4 Ps 3 +... 

Dieſes Geſetz folgt aus einer der Formeln des $. 93. Nach diefer For⸗ 
mel ift der mit einer Are X X parallel laufende Component Q der Mittels 
fraft gleich der Summe: 

AtrG@t+Gt- 
der gleichlaufenden Componenten der Seitenfräfte ?,, Ps u. |. w.; nım folgt 
aber aus der Aehnlichkeit der Dreiede A,BıL, und A, PıQı bie Proportion: 
Qı A, Lı 81 


und hieraus: 





_ #8 __ Pr : _F#s 
9 = TE, een = ZE u. (. m, fanie auch = 


man kann daher ftatt 
= ++ .- 
Ps—=Pıs + Ps, +--- feßen. 

Es ift alfo auch bei einem Kräfteſyſtem mit verjchiedenen Angriffspunften 
für jede progreffive oder fortjchreitende Bewegung (franz. mouve- 
ment simple de translation, engl. straight translation, or shifting) die 
Arbeit der Mittelkraft gleich der algebraifhen Summe ber Sei⸗ 
tenkräfte. 


Gleichgewicht bei einer Drehbewegung. Wird das in einer Ebene 
wirkende Kräftefyften P,, Ps u. |. w., Fig. 135, um einen Punkt O fehr wenig 
gedreht, fo gilt das in den Paragraphen 85 und 100 ausgeſprochene Geſetz 
des Princips der virtuellen Ges 
fhwindigfeiten oder der Zuſam⸗ 
menjegung ber mechaniſchen Ar- 
beiten ebenfalls, wie fich auf folgende 
Weife beweifen läßt. Nach $. 91 ift 
das Kraftmoment P. OL —= Pa ber 
Mittelkraft gleich) der Summe von 
den Momenten der Seitenfräfte, alfo: 

Pa=Pa + Pa +--- 

Der einer Drehung um den fleinen 
Winkel AL OB, = ß* oder Bogen 

— 
P= 150 


Sig. 135. 





. zz entjprechende Weg 
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4, Bı iſt auf dem Halbmefler OA, winkelrecht, daher das Dreied A, Bı Ch, 
weiches entfteht, wenn man ein Loth B,C, gegen die Kraftrichtung fällt, 
dem durch den Hebelarn OL, — a, beitimmten Dreiede OA, Li ähnlich 
und dieſemnach: 
OL, — 46 Ca 
0A AB 
Segt man bie virtuelle Gejchwindigleit A,C, — 6, und ben Bogen 
AB, = 04:.Bß, fo erhält man: 
og _ 041.4 _9 
—04.Bß B 
Denn man num diefe Werthe für a, as u. f. w. in die obige Gleichung 
einjegt, jo erhält man: 
P6o_ Po , B% 
37 + 3 42... u. ſ. w., 
oder, da 4 ein gemeinſchaftlicher Diviſor iſt, 
P6e=PAa+P% +, 
genau wie in $. 85. . 
Es ift alſo auch für Feine Drehungen (franz. und engl. rotations) 
die mehanifche Arbeit (Po) der Mittelfraft glei der Summe 
ans den mechaniſchen Arbeiten der Seitenträfte. 





J. wenſo zum 





Das Princip der virtuellen Geſchwindigkeiten gilt ſogar bei beliebig 8. 102. 


großen Drehungen, wenn man flatt der virtuellen Geſchwindigkeiten der 
Sig. 136. Angriffspuntte die Projectionen 
L,Cı, L03 u. ſ. w., Sig. 136, 
der in den Lothpunkten L,, Ze 
u. f. w. anfangenden Wege ein- 
führt; denn multiplicirt man die 
befannte Gleichung der ftatifchen 
Momente 
Pa=Puü+Pw®+t--- 
durd) sin. ß, und jegt in der neuen 
Gleichung: 
Pasin.ß = Pa sin.ß + Pıwsin.ß +---, 
flatt a, sin. ß, as sin. ß... die Wege 
OB, sin. Lı OB, = Di Bi = Lı Ö, = 8, 
OB; sin. IOB; = DB = La Ca — 523 u. ſ. w., 
jo folgt bie Gleichung: 





Ps=Pa, +Ps +'- 





$. 108. 
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Ebenſo behält dieſes Princip bei endlichen Drehungen ſeine Richtigkeit, 
wenn ſich die Kraftrichtungen mit dem Syſteme gleichzeitig umdrehen, oder 
wenn ſich der Angriffs- oder Lothpunkt L unaufhörlich und fo verändert, 
daß die Hebelarme OL; = OBı u. |. w. unveränderlich bleiben; denn aus 

Pa=P,a, + Pa +--- 
folgt dur) Multiplication mit ß: 
Paß=Paß+PRaß+---,bi. 
Ps — Pisi +Ps& +, 
wenn si, 8; u. ſ. w. die bogenförmigen Wege Li Bi, Is B, u ſ. w. ber 
Loth- oder Angriffspunkte Z,, La u. ſ. w. bezeichnen. 


Zurückführung einer kleinen Verrückung auf eine Drehung. 
Jede in einer Ebene vor ſich gehende Kleine Bewegung oder Verrückung eines 
Körpers läßt fich als eine Heine Drehung um einen beweglichen Mittelpunkt 
anſehen, wie in Yolgendem bewiefen werden fol. Seien zwei Punkte A 
und B, Sig. 137, diefes Körpers (diefer Fläche oder Linie) bei einer Kleinen 

Fig. 137. Bewegung nad) A, und B, fortgerüdt, 
B, fei alfjo auch A,B, = AB. Erridten 

* wir in dieſen Punkten Perpendikel auf 
die durchlaufenen Heinen Wege A A, und 
B Bı, jo ſchneiden fich diefelben in einem 
Punkte C, aus dem man ſich diefe als 
Kreisbogen anzufehenden Wege A A, und 
B Bi beichrieben denfen kann. Nun find 
aber wegen der Gleichheiten AB— A, Bı, 

Ni AC= A, Cund BO = Bi C die Drei⸗ 
— cecke ABC und A, BC einander con⸗ 

gruent; es ift daher auch der Winkel 
BC A, gleich dem Winfel BCA und der Drehungswintel AC A, gleich 
dem Drehungswinfel BOB. Madıt man A,D, = AD, fo befommt 
man wegen der Gleichheit der Winkel D, A,C und DAC und wegen ber 
Gfeichheit der Seiten CA, und CA, in CAD, und CAD wieder zwei 
congruente Dreiede, in welchen CD = CD und ZA CD, = ZACD 
ft. Es ift folglich and) ZDCOD, = LZACA,, und es geht daher bei 
der Heinen Verrückung der Linie AB, äuch jeder beliebige Punkt D in ihr 
in einem Heinen Kreisbogen DD, fort. Iſt endlich Z ein außerhalb der 
Linie AB liegender und mit ihr fejt verbundener Punkt, fo ift noch der 
Heine Weg E Er beffelben al8 ein Kreisbogen aus C anzufehen; denn macht 
man den Winkel I) A, Bi = EAB und bie Entfernung A, 3 — AE, 
jo erhält man wieder zwei congruente Dreiede EZ, A,C und EAC mit den 
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gleichen Seiten CE) und CE und ben gleichen Winkeln A, CE, und ACE, 
und baffelbe läßt fich auch fir jeden anderen mit AB feit verbundenen 
Punkt beweifen. Man kann folglich jebe Kleine Bewegung einer mit AB 
feit verbundenen Fläche oder eines feiten Körpers als eine Heine Drehung 
um ein Centrum anfehen, das fich ergiebt, wenn man ben Durchſchnitts⸗ 
pumft O beftimmt, in welchen: fich die Perpendifel zu ber Wegen A A, und 
BB, zweier Punkte des Körpers fchneiben. 

Diefer Drehungspuntt, deffen Ort fich unaufhörlich verändern kann, heißt 
die momentane oder augenblidliche Drehungsare (franz. centre instan- 
tans de rotation, engl. instantaneous axis of rotation) des Kräftefyftemse. 


Allgemeinheit des Principes der virtuellen Geschwindig- 8. 104. 
keiten. Nach einem vorhergehenden Paragraphen (101) ift fiir eine Kleine 
Drehung des Kräfteſyſtems die mechanifche Arbeit der Mittelkraft gleich der 
algebraifchen Summe aus den Arbeiten ihrer Componenten, nad) dem legten 
Paragraphen (103) läßt ſich aber jede Heine Verrückung eines Körpers als 
eine Meine Drehung anfehen; es gilt daher das oben ausgeſprochene Geſetz 
von dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten oder virtuellen 
mehanifchen Arbeiten aud) für jede beliebig Heine Bewegung eines feiten 
Körpers oder Kräfteſyſtems. 

‚ft alfo in einem Kriifteſyfteme Gleichgewicht vorhanden, d. 5. die Mittel⸗ 
kraft felbft gleich Null, fo muß aud) nad) einer Fleinen, übrigens belie- 
bigen Bewegung bie Summe ber medanifcden Arbeiten gleich 
Null fein. Wenn unigekehrt für eine Meine Bewegung des Körpers die Summe 
der mechanischen Arbeiten gleich Null ift, jo ift deshalb noch nicht Gleichgewicht 
nothwendig, ed muß vielmehr bei allen möglichen Heinen Verrückungen diefe 
Summe gleich) Null ausfallen, wenn Gleichgewicht vorhanden fein fol. Da 
die das Gefeg der virtuellen Geſchwindigkeiten ausdrückende Formel nur eine 
Bedingung des Gleichgewichts erfüllt, fo fordert das Gleichgewicht, daß dies 
ſem Gefege wenigftens bei ebenfoviel von einander unabhängigen Bewegungen 
entiprochen wird, als ſolcher Bebingungen gemacht werden können, z. B. flir ein 
Kräfteſyſtem in der Ebene bei drei von einander unabhängigen Bewegungen. 
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Zweites Capitel 


Die Lehre vom Schwerpunkte, 


$. 105. Schwerpunkt. Die Gewichte von den Theilen eines ſchweren Körpers 


8. 106. 


bilden ein Syſtem von PBarallelfräften, defien Mittelkraft das Gewicht des 
ganzen Körpers ift und deſſen Mittelpunkt nach den drei Formeln des Para- 
graphen 98 bejtimmt werden kann. Wan nennt diefen Mittelpunkt der 
Schwerkräfte eines Körpers oder einer Körperverbinbung den Schwerpunkt 
(franz. centre de gravits; engl. centre of gravity), aud) wohl Mittel: 
punft der Mafje des Körpers oder der Verbindung von Körpern. 
Dreht man einen Körper um feinen Schwerpunkt, fo hört diefer Punkt nicht 
auf, Mittelpunkt der Schwere zu fein, denn läßt man die drei Grundebenen, 
auf die man die Angriffspunfte der einzelnen Gewichte bezieht, mit dem 
Körper zugleich fich umdrehen, fo ändert fich bei diefer Drehung nur bie 
Lage der Kraftrichtungen gegen diefe Ebenen, die Abftände der Angriffe 
punkte von diefen Ebenen hingegen bleiben unverändert. Der Schwer: 
punkt ift hiernach derjenige Punkt eines Körpers, in welchem das Gewicht 
beffelben als vertical niederziehende Kraft wirkt, der alfo unterftügt oder feſt⸗ 
gehalten werben muß, um den Körper in jeder Tage in Ruhe zu erhalten. 


Schwerlinie und Schwerebene. ‘jede den Schwerpunft enthaltende 
gerade Linie heißt Schwerlinie, und jede durch den Schwerpunkt gehende 
Ebene Schwerebene. Der Schwerpunft beftimmt ſich durch den Durch 
fchnitt zweier Schwerlinien, ober durch den Durchſchnitt einer Schwerlinie 
mit einer Schmwerebene, ober durc das Sichkreuzen dreier Schwerebenen. 

Da fich der Angriffspunft einer Kraft in der Kraftrichtung beliebig vers 

legen läßt, ohne die Wirkung der Kraft zu verändern, fo ift ein Körper in 
einer Lage im leichgewichte, wenn irgend ein Punkt in der durch den 
Schwerpunft gehenden Berticallinie feftgehalten wird. 
Hängt man einen Körper M, Fig. 138, an einem Faden CA auf, fo 
erhält man hiernach in der Verlängerung AB diejes Fadens eine Schwer- 
linie, und hängt man ihn noch auf eine zweite Weife auf, fo ftößt man auf 
eine zweite Schwerlinie DE. Der Durdjfchnittspunft S beider Linien ift 
nun ber Schwerpunkt des ganzen Körpere. 

Hängt man den Körper an einer Are auf, ober bringt man ihn über 
einer ſcharfen Kante (Schneide eines Mefjers) ins Gleichgewicht, fo erhält 
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man in der Berticalebene durch die Are oder fcharfe Kante eine Schwer- 
ebene u. f. w. 

Empirische Beftimmungen de8 Schwerpunftes, wie fie eben angedeutet 
wurden, find felten anwendbar ; meiftens hat man aber von den im Yolgen- 
den gegebenen geometrischen Regeln 
Gebrauch zu machen, um den 
Schwerpunkt mit Sicherheit zu 
beftimmen. 

Dei manchen Körpern, 3. 2. 
bei Ringen, fällt der Schwerpunft 
außerhalb der Mafle des Kör- 
pers. Sol ein folcher Körper in 
feinem Scjwerpunfte feftgehalten 
werben, fo ift e8 nöthig, diefen Durch 
einen zweiten Körper jo mit dem 
erften zu verbinden, daß die 
Schwerpunkte beider Körper zu⸗ 
jammenfallen. 


Gig. 138. 





Schwerpunktsbestimmung. Sind z,, 2, 23 u. |. w. die Abftände 
der Theile eines ſchweren Körpers von ber einen Orundebene, Yyı, %5, Ya --- 
diefelben von der anderen, und 21, #3, 2; ... die von der dritten, find endlich 
die Gewichte diefer Theile Pı, Pa, Pz u. f. w., fo hat man nad) $. 98 bie 
Abftände des Schwerpunftes dieſes Körpers von diefen drei Chenen: 

— Pas Fay + pP + - 

PP +PR+P+- 

_FPyYy + P,yn + Pyva + 

— P+PR+PH+t-- ' 

— P&a+ Pe + Ps + — 
Pf +PR+P+-- 

Bezeichnet man die Volumina der Körpertheile durch V,, 92, 95 u.f.w., 
und ihr fpecififches Gewicht durch Y,, Y2, Ys u.f.w., fo läßt ſich auch fegen: 

_Nna + Hy +... 
EL /7 TE 777 re 
Iſt endlich der Körper homogen, haben aljo alle Theile deffelben eine und 
diefelbe Dichtigfeit oder einerlei fpecifilches Gewicht Y, fo ergiebt fid: 
— (V F x +-:)Y 
Vi +9 +.)y ' 
oder, indem man den gemeinfchaftlichen Factor Y oben und unten hebt: 


s. 107. 


$. 108. 
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ya + hm +-- 


y 
_NIyı + hy + 

DT ee 

us fathente 


ne en 

Man kann alſo ftatt der Gewichte die Volumina ber einzelnen Theile 
eines Körpers einfegen, und bringt dadurch die Beitimmung des Schwer 
punktes in das Gebiet der reinen Geometrie. 

Wenn Körper nach einer oder nad) zwei Raumbimenfionen wenig aus 
gedehnt find, wie z. B. dünne Bleche, feine Drähte u. f. w., fo fann man 
fie ala Flächen oder Linien anfehen und nun mit Hilfe der legteren drei 
Formeln ihre Schwerpunkte ebenfalls beftimmen, wenn man ftatt der Do 
lumina Vı, 93 u. |. w., Flächeninhalte Fi, Fs u. ſ. w. oder Längen I, % 
u. ſ. w. einführt. 


Bei regelmäßigen Räumen fällt der Schwerpunft mit dem Mitte 
punkte zufammen, 3. B. bei dem Würfel, der Kugel, dem gleichfeitigen Drei 
ede, Kreife u. few. Symmetrifhe Räume haben ihren Schwerpunft 
in der Ebene oder Are der Symmetrie. Die Ebene der Symmetrie 
ABCD theilt einen Körper ADFE, ig. 139, in zwei nur durch rechts 
und links verjchiedene Hälften, e8 finden daher auf beiden Seiten diefer Ebene 
gleiche Verhältniffe ftatt; es find alfo aud) die Momente auf der einen Seite 
jo groß, wie auf der anderen, und es fällt folglich der ——— in dieſe 
Ebene ſelbſt. 


Fig. 139. 





Weil ebenſo die Are EF der Symmetrie eine ebene Fläche ABFCD, 
Fig. 140, in zwei Theile zerfchneidet, wovon der eine Spiegelbild des anderen 
ift, fo find auch hier die Verhältniffe auf der einen Seite diefelben wie auf 


der anderen; es find folglich auc die Momente auf beiden Seiten gleich, 


und es liegt der Schwerpunkt des Ganzen in diefer Tinie ſelbſt. 
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Endfih ift auch die Symmetrieare KL eines Körpers ABGH, 
dig. 141, Scwerlinie beffelben, weil fie aus dem Durchſchnitt von zwei 
Eymmetrieebenen ABCD und? EFGH hervorgeht. Aus diefem Grunde 
fält der Schwerpunft eines Cylinders, eines Kegels und eines durch Um- 
drehung einer Fläche, oder durch Abdrehung auf der Drehbank entftandenen 
Rotationskörpers überhaupt, in die Are diefer Körper. 


Schwerpunkte von Linien. Der Schwerpunft einer geraden 
Linie liegt in der Mitte derſelben. 

Der Schwerpunft eines Kreisbogens AMB — b, fyig. 142, 
befindet fich in dem Halbmefier CM, welcher in der Mitte M des Bogens 

Fig. 142, augläuft, denn diefer Halb- 
mefler ift Are ber Sym⸗ 
metrie dieſes Bogens. Um 
aber die Entfernung CS—y 
des Schwerpunftes S vom 
Mittelpunfte zu finden, 
theile man den Bogen in 
fehr viele Theile und be⸗ 
ftimme bie ftatifchen Mo- 
mente derjelben in Beziehung auf eine durch den Mittelpunkt C- und mit der 
Sehne AB — 8 parallel gehende Axe XX. Iſt PQ ein Theil des Bogens 
und PN deffen Abftand von X X, fo ift dag ftatifche Moment diefes Bogen- 
teils = PQ. PN. Zieht man num den Halbmeffr PO= MC=r 
md die Projection OR von PQ parallel zu AB, fo erhält nıan zwei ähn⸗ 
liche Dreiede POR und CPN, für welche gilt: 
PQ:QR=C(P:PN, 
mb woraus fich das ftatifche Moment eines Bogenelementes 
PQ.PN=QR.CP=OR.r 





beſtimmt. 

Nun iſt aber fir die ſtatiſchen Momente aller übrigen Elemente der Halb- 
mefler r ein gemeinfchaftlicher Factor und die Summe aller Projectionen 
OR der Bogenelemente gleich der der Projection bes ganzen Bogens ent« 
Ipredienden Sehne AB — 3; e8 folgt daher auch dad Moment des ganzen 
Vogens gleich Sehne smal Halbmeffer r. Setzt man diefes Moment gleich 
Bogen bmal Abftand y, alſo by — sr, fo erhält man: 

2 = ee und y = —. 

Es verhält fi alfo der Abftand des Schwerpunftes vom Mit- 

telpunfte zum Halbmeffer, wie die Schne zum Bogen. 
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ft der Centriwinkel A CB des Bogens d, — B°, alfo der dem Halb- 


0 
mefler 1 entiprechende Bogen 6 = En 7, ſo hat man bd — fr m 
e. weshalb auch folgt: 
2 sin. 1/ıß. 
„leer, 


ß 
Für den Halbkreis iſt A = x und sin. £ = 1, daher 


38 = 2r sin. 


2. _ , 7 
 „-.'- 0,6366 ... r, ungefähr — 1 


Anmerkung. Der Abftand des Schwerpunttes 8 des Kreisbogens AB vom 
Mittelpuntt M deſſelben ift 


M=y4=r-y=r(1-2)=r( _2maf). 
Für niedrige Bögen läßt fich 
„eß_L 1 (B\® 
5-55 (5) 
jegen (fiehe Ingenieur ©. 158), daher ift hier 
2 
"ur = Yun = Yo 


2 
oder y, = Y,h, da die Bogenhöhe h= Fi gejegt werden Tann. 


8.110. Um den Schwerpunft eines Polygons ober einer Linienverbindung 
ABCD, fig. 143, zu finden, ſuche man die Abftände der Mittelpunfte 
H,K, Lover Linien AB=1,BC=4CD=]% u ſ. w. von zwei 

Big. 143. 
Gig. 144. 





Aren OX und OY, nänlid IH, =y, HR, =n, KRı = y2 
KR, = u. f. w.; bie Abftände des gefuchten Schwerpunftes S von eben 
diefen Aren find dann: | 
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ha + + 

1 tbkt+- ' 

_„_ıIıyıtbs» tt: 
BEI — 
3.2. der Abftand des Schwerpunftes S eines im Triangel gebogenen 
Drabtes ABO, Fig. 144, von der Grundlinie AB ift: 
sah + !ıblh _ a+b Ah 
NBZy=T rote arbte?' 
wenn die den Winkeln A, B, CO gegenüberſtehenden Seiten duch a, b, c 
und bie Höhe C G durch A bezeichnet werden. 

Berbindet man die Mittelpunfte 7, K, M der Dreiecksſeiten unter ein- 
ander, und conftruirt man in das jo erhaltene Dreied einen Kreis, fo füllt 
deſſen Mittelpunft mit dem Schwerpunkte 8 zufammen, denn der Abftand 
diefes Punktes von der einen Seite IK ift: 

h a-+b h ch 
BD=ND-NS=2—- I, I 3 IaoHtbro 
_.AABC __ Inhalt 
—sat+b+re Umfang’ 
alfo conftant und daher gleich den Abftänden SE und SF von den anderen 
Seiten. 


09, =Ss =ı = 





Schwerpunkte ebener Figuren. Der Schwerpunft eines Pa⸗ 
rallelogrammes ABCD, Fig. 145, Tiegt im Durchſchnittspunkte 8 ſei⸗ 
ner Diagonalen, denn alle Streifen, wie KL, welche durch Legung von zu 
einer Diagonale B.D parallelen Tinien fich ergeben, werden durch die andere 
Diagonale AC halbirt, es ift aljo jede von ben ‘Diagonalen eine Schwerlinie. 

fig. 146. 
Sig. 145. 





Bei einem Dreiede ABO, Fig. 146, ift die Linie CD von einer 
Cpige nach der Mitte D der Gegenfeite AB eine Schwerlinie, denn es 
halbirt biefelbe alle Elemente KL des Dreieckes, welche fich ergeben, wenn 
man daſſelbe durch Parallellinien zu AB zerjchneidet. Zieht man von 
einem zweiten Eckpunkte A nad) der Mitte Z der Gegenjeite BC eine zweite 


8. 111. 


8. 12. 


y=S5S=!130C, + 2/,.1g(AAı + BB) = 
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Schiwerlinie, fo giebt der Durchſchnitt S beider Schwerlinien ben Schwer 
punkt de8 ganzen Dreieckes. 

Weil BD— 1, BA und BE= !,BC, fo ift DE parallel zu AC 
und gleich 1/, AC, auch ADES ähnlich dem Dreiede CAS und endlich 
CS —=28D. Addirt man hierzu nod) SD, fo folgt O8 +SD, di 
CD=3DS, und demnach umgekehrt DS I, SD. Es ſteht alſo 
der Schwerpunkt S um ein Drittel der Linie CD von dem Mittelpunkte D 
der Grundlinie und um zwei Drittel derfelben von der Spige C ab. Zieht 
man CH und SN winkelrecht zur Bafis, jo hat man auch SN = 1, CH; 
es fteht alfo ber Schwerpunkt S auch um ein Drittel der Höhe von ber 
Baſis des Dreieckes ab. 

Auch findet man den Schwerpunkt S des Dreiedes ABC, wenn man 
AF=1,AC macht, FG parallel AB zieht und den Mittelpunkt von 
FG angiebt. 


Fig. 147. Sig. 148. 





AH ND B A, CıS,D, Bi 


Der Abſtand des Schwerpunktes eines Dreieckes ABC, Fig. 148, von 


einer Ye XX ESS = DD +1, (Cd — DD), 


aber DD = 17 (AA, + BB), folglich iſt: 
AA, + a + ca 


d.i. das arithmetifche Mittel aus den Abftänden der drei —8* von X X. 

Da der Abftand des Schwerpunktes von drei gleichen, in den Edpunften 
eines Dreiedes angebrachten Gewichten auf diefelbe Weife beftimmt wird, fo 
fällt der Schwerpunkt eines ebenen ‘Dreiedes mit dem Schwerpunkte von 
diefen drei gleichen Gewichten zufammen. 


Die Beitimmung des Schwerpunftes S eines Trapezes ABCD, 
Fig. 149, läßt fich auf folgende Weife bewerkftelligen. Die gerade Linie 
MN, weldye die Mittelpunfte der beiden Grundlinien AB und CD mit 
einander verbindet, ift Schwerlinie des Trapezes, denn viele gerabe Finien, 
parallel zu den Grundlinien gezogen, zerlegen das Trapez in fchmale Streis 
fen, deren Mittel- und Schwerpunkte in MN fallen. Um nun den Schwer“ 
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punkt 8 vollftändig zn beftinnmen, hat man nur noch deſſen Abjtand 78 
von der einen Baſis AB zu finden. 


Fig. 149. 





Es bezeichne b, die eine und db, bie andere der parallelen Seiten AB und 
CD des Trapezes, fowie Ah die Höhe oder den Normalabftand diefer Seiten 
von einander. Zieht man nun DE parallel zur Seite CB, fo erhält man ein 
Parallelogramm BODE mit dem Inhalte db, A und dem Schwerpunfte S,, 


deffen Abftand von AB, = 2, und ein Dreied ADE mit dem Inhalte 


Zu und dem Schwerpuntte Sz, beffen Abftand von AB, — = iſt. 
Dans ſtatiſche Moment des Trapezes hinſichtlich AB iſt deshalb 


hi) h_ 5 
Fy=bh. +0 z3=Gt+t2b)5: 


aber der Inhalt des Trapezes it P— (di + 3) Z; es folgt daher der 


Normalabftand feines Schwerpunttes S von der Bafis: 
lb +26)" _ db + 2b h 
(+ b)h bi +b 3 


Der Abftand diefes Punktes von ber Mittellinie KL — at des 


Trapezes ift: 
— *— _. (3b +5) — 2b +25)\R,. 
uSs=,z 28 ( I, gb 


bb Äh 
"Zur 6 
Um den Schwerpunkt conftruirend zu finden, verlängere man bie beiben 
Grundlinien, made die Verlängerung CE — di und die Verlängerung 
AF= b,, und verbinde bie dadurch erhaltenen Endpunfte F und G durch 
eine Gerade; der Durchſchnittspunkt 8 diefer Linie mit der Mittellinie MN 
ift der gefuchte Schwerpunft, denn aus HS = te — folgt auch: 
ı 


Beidbach'e Lehrbuch der Mechanik. L 14 
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.b+2b MN 24h+b MN 
MS= vb +, . > und NS = + b . — ; alſo: 
M_ _b+2% _Mb+b _MA+AF _MF 
NS 2544, b+Y%b CEH+NC NG’ 
wie aus der Aehnlichkeit der Dreiede MSF und NSG wirklich Heroorgeht. 
Der Abftand des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Projertion 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 


— b bib;ꝛ b 
AH=:= 30, td) beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckes ABCD, 

dig. 150, zu ermitteln, Tann man daſſelbe durch eine Diagonale AC in zwei 

Fig. 160. Dreiecke zerlegen, nach) dem Vorhergehenden die 

D Schwerpunkte 5, und Sz berfelben angeben 

C und dadurd eine Schwerlinie S, S, beftimmen. 

& Zerlegt man nun noch das Viereck durch die 

[x Diagonale BD in zwei andere Dreiede, und 

M beftimmt deren Schwerpunkte, fo ftößt man 

auf eine zweite Schwerlinie, deren Durchſchnitt 

A B mit der erfteren den Schwerpunkt des ganzen 
Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man bie Diagonale AC in M 
halbirt, das größere Stüd BE der zweiten Diagonale liher das Hleinere 
trägt, fo daß DF = BE wird; zieht man hierauf FM und theilt 
diefe Linie in drei gleiche Theile, fo liegt im exften Theilpunkte S von M 
aus der Schwerpunkt S, wie ſich auf folgende Weife beweifen läßt. Es 
ft MS, = 1 MD un MS, — 4, MB, folglich S, Ss parallel zu 
BD, aber SS, mal AACD—=SS, mal AACB, oder SS,. DE 
—S%.BE, bahr SS: SS, —= BE: DE. Nun ift nd BE 
— DF und DE —= BF, folglich aud) SS, : SS, = DF: BF. Di 
Gerade MF fchneidet demnach die Schwerlinie S, S, in dem Schwerpunlte & 
des ganzen Bieredes. 


Kommt e8 darauf an, den Schwerpunft S eines Polygons ABCDE, 
Fig. 151, zu finden, fo zerlege man diefes Polygon in Dreiede und beftimme 
die ftatiichen Momente derfelben in Hinficht auf zwei rechtwinklige Aren 
XXum YY. 

Sind die Coordinaten OA, = 2, 0A, = yı, OBı = 2, OB = Yı 
u. |. w. ber Edpunfte gegeben, fo laſſen ſich die ftatifchen Momente der 
einzelnen Dreiede ABO, BCO, CDO u. ſ. w. einfad) auf folgende Weije 
ermitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift, nad) der unten ftehenden 
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Anmerlung, = D, I, (æ ya — 2a yı), der Inhalt des folgenden Dreis 
eds BCO, = Da — 1a (æ Yys — 2a ya) u. |. w., die Abftände des Schwer⸗ 
punftes des Dreieckes ABO von YY, nad) $. 111: 


_aı ts» +9 _ ats 
Se . 





nX-y—# + Y die des Schwerpunftes des Dreiedes B CO: 


3 
„tem =tttrin 





Multiplicirt man diefe Abftände mit den Inhalten der Dreiede, fo erhält 
man die Momente ber letzteren, und ſetzt man bie fo erhaltenen Werthe in 
die Formeln: 

Dw + Dw-+--- und v — Dv_ + Do +-- 
D,+D+r: — D D ’ 

fo erhält man die Abftände u —= OS, und v = 08 des geſuchten Schwer 
punftes S von den Axen YY und X X. 

Wenn man ein nfeitiges Polygon auf zweierlei Weife durch eine Diago⸗ 
nale in ein Dreied und ein (n — 1) feitiges Polygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunkt des erfteren mit dem bes letzteren verbindet, fo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche fich in dem Schwer: 
punkt deſſelben ſchneiden. Durch wiederholte Anwendung diefer Beftimmung 
lann man den Schwerpunkt eines jeden Polygons auf dem Wege der Con⸗ 
firuction finden. 

Beilpiel. Ein Fünfed ABCDE, Fig. 151, ift durch die folgenden Coor⸗ 
dinaten jeiner Edpuntte A, B, C u. |. w. gegeben, und man ſucht die Coor⸗ 
dinaten feines Schwerpunfies: 


14* 
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8. 114. 
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.b+2b MN 2b, + MN 
MS= bt, . > md = I, . — : alſo: 
MS _b+2b b+tb _MA+AF _MF 
NS 2445, b+Y%b CG+NC NW 
wie aus der Aehnlichkeit der Dreiede MSF und NSG wirklich hervorgeht. 
Der Abftand des Schwerpunftes vom Eckpunkt A ift, wenn a die Projection 
AO der Seite AD auf AB bezeichnet, durch die Formel 
_.,_ b+b5»+b+alb +2b),.. 
AH=xı= — 55 —0öö — beſtimmt. 


Um den Schwerpunkt irgend eines anderen Viereckes ABCD, 
dig. 150, zu ermitteln, kann man bafjelbe durch eine Diagonale AC in zwei 
Fig. 150. Dreiede zerlegen, nad) dem Borhergehenden Die 
Schwerpunkte S, und Sz berfelben angeben 
und daburd eine Schmwerlinie S, S, beftimmen. 
Zerlegt man nun noch das Viereck durd) die 
Diagonale BD in zwei andere ‘Dreiede, und 
beftimmt deren Schwerpunfte, jo ftößt man 
auf eine zweite Schwerlinie, deren Durchſchnitt 
mit der erfteren den Schwerpunkt des ganzen 
Viereckes giebt. 

Einfacher geht man aber zu Werke, wenn man bie Diagonale AC in M 
halbirt, das größere Stüf BE der zweiten ‘Diagonale über das Tleinere 
trägt, jo dag DF = BE wird; zieht mar hierauf FM und theilt 
diefe Linie im drei gleiche Theile, fo Tiegt im erſten Theilpunfte S von M 
aus der Schwerpunft S, wie fid) auf folgende Weife beweiſen läßt. Es 
ft MSı = Y, MD und MS, = 1/, MB, folglid S, 5; parallel zu 
BD, aber SS; mal AACD= SS, mal AACB, oder SS. DE 
— 883. BF, daher SS, : SS, = BE:DE. Nun iſt nd BE 
— DFwd DE= BF, folglich ud SS, :SS, = DF:BF. Die 
Gerade MF fchneidet demnach die Schwerlinie S, S; in dem Schwerpunkte S 
des ganzen Viereckes. 


Kommt es darauf an, den Schwerpunkt S eines Polygons ABCDE, 
Fig. 151, zu finden, fo zerlege man diefes Bolygon in Dreiede und beitimme 
die fatifchen Momente derfelben in Hinficht auf zwei rechtwinklige Aren 
xXwYY. 

Sind die Koordinaten OA, = zı, 0A, = yı, OBı = u, OB . 
u. f. w. der Edpunfte gegeben, fo laſſen ſich die ftatifchen Momente der 
einzelnen Dreicde ABO, BCO, CDO u. |. w. einfad) auf folgende Weiſe 
ernitteln. Der Inhalt des Dreiedes ABO ift, nad) der unten fichenden 
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Anmertung, = D, = Yr (ty — 22 Yyı), der Inhalt des folgenden Drei 
edes BCO, = Dh — Us (1a Yyy — 2 Ya) u. ſ. w., die Abftände des Schwer» 
punkte des Dreiedes ABO von YY, nad) $. 111: 


— +0 _n+% 
Mag go 


Xen — en, bie bes Schwerpunkte des Dreiedes BCO: 
rem tthrin 
Fig. 181. 





\ X 
Multiplicirt man dieſe Abſtände mit den Inhalten der Dreiecke, ſo erhält 
man die Momente der letzteren, und ſetzt man die ſo erhaltenen Werthe in 


die Formeln: 
_Dw+Dw+- und v — Dv tD,u+-- 


D’+D+'- D+D+-- ' 
fo erhält man bie Abftände u — OS, und v = 08, des geſuchten Schwer- 
punftes S von ben Aren YY und XX. 

Wem man ein nfeitiges Bolygon auf zweierlet Weife durd) eine Diago- 
nale in ein Dreied und ein (n — 1) feitiges Polygon zerlegt, und jedes Mal 
den Schwerpunkt des erfteren mit dem des legteren verbindet, jo erhält man 
auf diefe Weife zwei Schwerlinien des Polygons, welche ſich in dem Schwer» 
punkt defielben ſchneiden. Durch wieberholte Anwendung diefer Beſtimmung 
kann man ben Schwerpunkt eines jeden Polygons auf dem Wege der Con⸗ 
firuetion finden. 

Beijpiel. Ein Fünfed ABCDE, fig. 151, if durch die folgenden Coor⸗ 
dinaten feiner Edpunklte A, B, C u. |. w. gegeben, und man ſucht die Coor⸗ 
binaten feines Schwerpunfies: 

14* 





Dritter Abſchnitt. 
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Öegebene Die dreifaggen Die ſechsfachen ftatis 
. , .I&oordinaten der 
Eoordinaten. | Die zweifachen Anhalte jhen Momente. 
. Schwerpunkte. 
der Dreiecke. 
5% | 38%. 6D. u. 6D,.v 
24.21— 7.11=427 81 32 13237 13664 
7.15+21.16 =41 | — 9 86 | — 3969 15876 
16. 9+12.15—=3%4 | — 28 6 | — 872 1944 
12.1218. 9=306 |+ 6 |—21 | 1836 | — 6426 
18.11+24.12—=486 |+42 |— ı | 20112 | — 486 
Summe 194 | — — 22144 24672 


Der Abſtand des Schwerpunktes von der Axe 77 iſt nun: 


1 
1 
8, == 4- 


24572 
1934 — 4, 1 28. 


Anmerlung Ein OA, =z, OB = 2, CA =yı und CB, = y 
die Coordinaten von zwei Edpunkten eines Dreiedes ABO, ig. 152, deffen 
dritter Edpunft C mit dem Anfangspuntte des Coordinatenſyſtemes zufammen- 
fant, jo hat man den Inhalt diejes Dreied3: 


Fig. 152. 





CBB, — Dreiied CAA, 


— (At%\z _214 BR _FıY 
=( 2 )ei 2)177 2 
_Iı) — IN, 

*— 2 


Es ift alſo der Inhalt dieſes Drei- 
edles die Differenz von zwei anderen 
Dreieden OB,A, und CA,B,, und 
e3 iſt die eine Eoordinate eines Punktes 
Orundlinie des einen und die andere 
Coordinate Höhe des anderen Dreieckes, 


ebenjo die eine Coordinate des anderen Punktes Höhe des einen und die andere 
Coordinate Grundlinie des anderen Dreiedes. 


$. 115. 


Der Schwerpunkt eines Kreisausfhnittes ACB, Fig. 153, 


fällt mit dem Schwerpunfte S eines Kreisbogens A, Bı zufammen, der 
mit dem Ausjchnitte einerlei Centriwinfel hat und defien Halbmeſſer CA, 
zwei Drittel von dem Halbmeffer CA des Ausjchnittes ift, denn es 
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läßt fi der Ausfchnitt durch unendlich viele Halbmeffer in lauter ſchmale 
Dreiede zerlegen, deren Schwerpunkte um zwei ‘Drittel des Halbmeſſers von 
dem Centro CO abftehen und deshalb in ihrer ftetigen Folge den Bogen 

Sig. 168. A,Mı Bi bilden. Es Tiegt alfo der Schwer« 


punkt S des Ausfchnittes in dem dieſes Flächen» 
M 
un 





ſtück halbirenden Halbmeffer CM und in der 
p Entfernung 









Sehne 2 — 
N B=y- Bogen 3 04 
4 sin! ß 
zu Alarm 
infofern r den Halbmefier CA des Sectors 
’ und ß den ben Centriwinkel ACB beffelben 


meflenden Bogen bezeichnet. 
Für die Halbe Kreisfläche HA—r, sin. , 8 — sin.90’ = 1, 
daher : 


4 „14 
= ;,,'= 0,4244 r oder ungefähr 35" 
Für einen Quadranten folgt: 
4/1 
124 Vr, 2, — 0,6002 r 


3 Ym 
und für einen Sertauten: 
_4 'h_2,_ 
y‚=z' =" —75* 0,6366 r. 


Der Schwerpunkt eines Kreisabſchnittes ABM, Fig. 154, $. 116. 
Sig. 154. ergiebt fi, wenn man das Moment des 

Abfchnittes ABM gleich fett der Differenz 

der Momente des Ausſchnittes ACBM 

und bes Dreieckes ACB. Iſt r der Halb- 

meſſer CA, s die Sehne AB, h die Höhe 

CD bes Dreiedes A BC und A der Flächen» 

inhalt de8 Segmentes ABM, fo hat man 


M 





c das Moment des Ausfchnittes: 
_ . Aa __ 1; Pogen Sehne , __1/ er? 
= Ausſchnitt mal Cs = — — Bogen IF r = /s sr’, 


jowie da8 Moment des Dreiedes : 


AB, 2/5 cD= 1/,sht, 


demnach das Moment des Abjchnittes A: 
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A-CS= Ay Ihr — sr = Yıs(r? — 9), 





8? 88 
— u8. — * 
—787 
8 
und folglich den geſuchten Abſtand: y= — ri 
Für den Halbfreis ift s — 2r und A = 1%, zr?, daher: 
__ör_ _Ar 
a. in 
2 


wie oben ($. 115) gefunden wurde. 
Auf gleiche Weife beftimmt ſich auch der Schwerpunft S eines Ring» 
Fig. 158. ſtückes ABDE, Dig. 155, denn die⸗ 
jes iſt die Differenz zweier Sectoren 
ACB und DCE. Sind bie Halb 
meſſer CA=n und CE=r und 
die Sehnen AB = s, md DE= 5, 
fo erhält man die ſtatiſchen Momente 


der Sectoren * und 2 Le ‚ dader das 
ftatifche heran des —* : 





2 
u ar, ser, da 2 if, 
3 9, 
_n-Nn,8 . 
=. nn 
3 3 2 _ 
Der Inhalt des Ringftüdes iſt #— er, — —* —ß AZ), 


wofern 4 den dem Eentriwintel AC B entiprechenden Bogen bezeichnet; es 
folgt demnach der Schwerpunkt S bes Ringſtückes durch den Abſtand 
os — ion. 2.0 2 n — ra) , Sehne 
F rn 3 nß . 3\r!—r)/ Bogen 


mn. Grimma  (} ———— G —0 


au if y= zen np — i + Yıa 2} r, 


wenn r ben mittleren Halbmeſſer nen und b die Breite AE—= BD des 
Ningftüdes bezeichnet. 


Beilpiel. Sind die Halbmefler der Stirnfläche eines Gewölbe r, =5 Meter 
und r, = 3Y, Meter, und ift der Gentriwintel diefer Fläche 6° = 1800, jo folgt 
der Abfland des Schwerpunftes diejer Fläche vom Mittelpuntte: 
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4 sin.65° 538,53 4.090638 125-—42,875 __ 3,6252 .82,125 


= 3,430 Meter. 


Schwerpunktsbestimmung durch den höheren Calcul. Die $. (117). 
Beltimmung des Schwerpunftes ebener Flächen läßt fi mit Hilfe des 
höheren Calculs wie folgt bewirken. Es ſei ANP, Fig. 156, die ge 
gebene Flähe F, AN — x ihre Abfciffe und NP — y die Ordinate der⸗ 
jelben. Der Inhalt eines Elemente® N MP der Fläche ift 
OF = y0x (vergl. analyt. Hitlfslehren, $. 29), 
folglich, da8 Moment deffelben in Hinficht auf die Ordinatenaxe AY: 
Fig. 156. OM.OF—=AN.OF— zydr; 
fest man daher den Abftand LS = AK des 
Schwerpunktes S ber ganzen Fläche F von der 
Are AY, = u, fo hat man: 
Fu= /[zy0z, 
und folglich: " 
u Jay? _ S[ry0s 
S yox 
Da der Mittels oder Schwerpuntt M de Elementee NMP von ber 
Abſciſſenaxe AX um NM — !/ay abfteht, fo iſt das Moment von OF 
in Hinficht auf diefe Are AZ: 
FM. , 0 Y,y?9z; 
ſetzt man nun den Abſtand KS = AL des Schwerpunktes 8 der ganzen 
Fläche F’ von der Are AX, — v, ſo ift 
Fv—= [!hy?dz, und daher 
1 2 2 
„here _ „ve 
F S[ yOz Ä 
. . % | 
3.8. fiir die Parabel, deren Öleihung y? — pz oder y= V». % | 
ift, hat man | 


u [ Vp. "20x _ Vr [2*0x _ Sa" 0x 
= [Vr::*0z  Vpfs*0x  S[a*0s 


— 2/, ı’h 


= 











= 3/5 %, 


alſo: 
LS=AK=°/,AN, 
und dagegen 


$. 118. 
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6 (7) 1 
v—1; Jr: a IT hab on p = 


Vr fa" 0x [xx 2/, 0% 


= 3; Vpx —= ?!;yı 
alfo: KS=AL=?°%,NP. 





Schwerpunkte krummer Flächen. Der Schwerpunft von der 
frummen Oberflähe (dem Mantel) eines Cylinders ABCD, 
Fig. 157, Tiegt in dev Mitte S der Are MN dieſes Körpers; denn alle 
tingförmigen Elemente des Cylindermantel8, welche man erhält, wenn man 
parallel zur Bafis Schnitte durch den Körper führt, find ımter fich gleich 
und haben ihre Schwer- und Mittelpunkte in diefer Are; e8 bilden alfo diefe 
Schwerpunkte eine gleichförmig ſchwere Linie. Aus denjelben Gründen Tiegt 
auch der Schwerpunkt von der Umfläche eines Prismas im Mittelpunfte der 
die Schwerpunkte der Umfänge beider Grundfläcdyen verbindenden Geraden. 

Sig. 157. Sig. 158. 
; C 





Der Schwerpunkt S des Mantels von einem geraden Kegel 
ABC, Fig. 158, liegt in der Are CM des Kegels und ift um ein Drittel diefer 
Linie von der Bafis oder um zwei Drittel von der Spige C entfernt; denn 
diefe krumme Fläche läßt ſich durd) gerade Linien, welche man Seiten bes 
Kegels nennt, in unendlich viele, unendlich ſchmale Dreiede zerlegen, deren 
Schwerpunkte einen Kreis ZZ K bilden, welcher um zwei Drittel der Are von 
der Spite C abfleht, und deſſen Schwer- oder Mittelpunkt S in die Are 
CM fällt. 

Der Schwerpunkt einer geraden Kegelgone ABDE, Fig. 159, 
fteht um a 

nt2n h 
BI nn 
von der Grundfläche A.B derfelben ab, vorausgefegt, daß à die Höhe CM, 
fowie r, und rz die Halbmefier der Grundffächen AB und DE berfelben 
bezeichnen, denn die Schwerpunkte S,, Sy, Sz aller trapezförmigen Elemente 
AE, Ai Faↄ ... derjelben ftehen, $. 112 zufolge, um 
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AI = AA TEE 93 9 nt+n 3 
von dem Umfange der Grundfläche AB ab, bilden folglich in ihrer ftetigen 
dolge einen Kreis, deſſen Mittelpunkt der gefuchte Schwerpunkt ber Kegel- 
zone ift, und um 


_nH+t2nr CM 
s ont — 
von den Mittelpunkte C der Grundfläche A.B abſteht. 
Fig. 189. Big. 160. 





1 Ag 


Der Schwerpunft einer Kugelzone ABDE, Fig. 160, und ebenfo 
der Schwerpunft einer Kugelſchale (Calotte) liegt im Mittelpunfte S ihrer 
Höhe MN; denn es hat, den Lehren der Geometrie zufolge, die Zone mit 
einem Sylindermantel FG@HK gleichen Inhalt, defien Höhe gleich ift der 
Höhe MN und deſſen Halbmeffer gleich ift dem Kugelhalbmeſſer CO ber 
Zone, unb es findet diefe Gleichheit auch unter den ringförmigen Efementen 
Ratt, die man erhält, wenn man durch diefe beiden krummen Flächen unend- 
lid viele Ebenen parallel zu den Grundfreifen derfelben legt; es fällt dieſem⸗ 
nad) der Schwerpunkt S der Zone mit dem des Cylindermantels zuſammen. 


Anmerkung. Der Schwerpuntt von dem Mantel eines ſchiefen Kegels oder 
einer ſchiefen Pyramide ſteht zwar um ein Drittel der Höhe von der Bafis ab, be: 
findet fi) aber nicht in der von der Spige nad) dem Schwerpuntte des Umfanges 
der Bafis gehenden Geraden, weil Schnitte parallel zur Baſis den Mantel in 
Ringe zerlegen, die an verſchiedenen Stellen ihres Umfanges verſchieden breit find. 


Schwerpunkte zusammengesetzter Flächen. Mit Hülfe ber 
Momente laſſen fid auch, wie folgt, die Schwerpunkte zuſammengeſetzter 
Flachen beſtimmen. 

1) Bezeichnen r, und r3 die Halbmeſſer der Grundflächen AB und DE 
einer fegelförmigen Gefäßwand ABDE, Fig. 159, während a die 
Länge einer Seite A.E derfelben vorftellt, fo ift der Inhalt diefer Fläche 

O=nraflr + nr), 
und daher das Moment berjelben, auf die Grundfläche AB bezogen, wenn 
man nad) dem vorigen Paragraphen 


$. 119. 
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_Nht2n h 
= yı + Y3 3 
einführt, 
==" n+2n). 
Durch Hinzufügung ber Bobenfläche wird der Inhalt um zr? größer, wäh- 
rend das Moment unverändert bleibt, es ift folglich auch 
h 
= n+2n)=(tad)y=alıtn)trim 
und daher der Abftand des Schwerpunftes der ganzen Oberfläche des Gefäßes 
von der Orundflihe AB, 
_ah rn +2r _esin.a nn +2rn 
93 an+n)tr 3 an +n)+r 
wenn @ den Neigungswinkfel der Seitenwand gegen die Bodenfläche bezeichnet. 
Hat das Gefäß auch noch einen Dedel, fo ift die ganze Oberfläche deſſelben 
O+x(r + r) 
und deren Moment in Beziehung auf die Grundfläche AB 
xah 
M= = (rı +27) + ar, 
daher der Abftand ihres Schwerpunftes von der Bafis 
_ Wan +2n)+r 
Tun +n)+tr+n 
Wäre das Gefäß cylindriſch, jo Hätte man sin.a—=1 md n—=rn—r, 
ſowie a = a, daher 





LM mh 
IFeyg ATI," y =, 


2) Der Schwerpunft S ber Oberfläche O einer dreifeitigen Py— 
ramide ABCD, Fig. 161, deren Höhe DL=A ift, fteht von der Grund⸗ 
flähe ABC derfelben um die Höhe 


23 = y= (=424#0) 


O0 3 
ab, weil die Schwerpunkte E, F und @ der drei Seitenflächen diefes Qür⸗ 


pers um eine umd bdiejelbe Höhe a über der gedachten Grundfläche Tiegen, 
und folglic) da8 Moment der ganzen Dberfläche: 
0y=(AABD+AACD + ABCD) 2 =(0—-AABC) a 
iſt. 
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Hieraus folgt nun der Abftand des Schwerpunkte S von der durch Z, 
F md @ gelegten Ebene: 


“s—-uk — sk— A420. 


0 
der für AABC- 4 das Volumen 9 der ganzen Pyramide eingeſetzt, 








Da in dieſem Ausbrude die Grundflähe ABC gar nicht mehr vorkommt, 
jo gilt derfelbe auch für alle Grundflächen; es fteht folglich der Schwer: 
punft S der ganzen Oberfläcdye der Pyramide um eine und biefelbe Höhe 
r= 2 von den Seitenfläden einer Pyramide EFG@H ab, beren Ed» 
punkte die Schwerpuntte E, F, G und H der Ulmgrenzungsflächen der ges 
gebenen Pyramide find, und es ift diefer Punkt zugleich, der Mittelpunkt einer 
Kugel, welche von dieſen Flächen umhüllt wird. 


Schwerpunkte von Körpern. Der Schwerpunft eines Pris- $. 120. 
mas AK, ig. 162 (a. f. S), iſt ber Mittelpunkt S derjenigen geraden Linie, 
welche die Schwerpunkte M und N der beiden Grimdflähen AD und GK 
verbindet; denn das Prisma läßt ſich durch Schnitte parallel zur Bafis in 
lauter congruente Scheiben zerlegen, deren Schwerpunkte in MN fallen, und 
in ihrer ftetigen Folge die gleichförmig ſchwere gerade Linie MN ſelbſt bilden. 
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Aus deinjelben Grunde befindet ſich aud) der Schwerpunkt eines Eylin- 
ders in der Mitte der Are defielben. 

Der Schwerpunkt, einer Byramide ADF, Fig. 163, Liegt in ber 
geraden Linie AF von der Spitze F' nad) dem Schwerpunkte M der Bali; 


Fig. 168. 
ig. 162. 





denn alle Schnitte, wie NOPQR, haben wegen ihrer Achnlichkeit mit ber 
Baſis ABCDE ihre Schwerpunkte in diefer Linie. 

Iſt die Pyramide dreifeitig, wie ABCD, Fig. 164, ſo läßt ſich jeder ber 
vier Eckpunkte als Spige und die gegenüberliegende Fläche als Bafis an- 
fehen; e8 beftimmt fid) daher der Schwerpunkt S in dem Durchſchnitte von 
zwei aus den Eden D und A nad) den Schwerpunkten M und N ber gegen- 
überliegenden Flächen ABC und BOD gehenden geraden Linien. 

Giebt man nod) die geraden Linien EA und ED an, fo hat man (nad) 
8.111) EM = 1, EAwb EN = 1, ED; e ift daher MN parallel 
zu AD und —= 1/, AD, fowie aud) da8 Dreied ANS ähnlich dem Dreiecke 
DAS. Diefer Aehulichkeit zufolge hat man wieder MS — 1/, DS, oder 
DS=3MS$, ao MD=MS-+-SD=4MS, und umgelehrt, 
MS=!,MD. Der Schwerpunkt der dreifeitigen Pyramide liegt aljo 
um ein Viertel derjenigen Linie von ber Baſis ab, weldye die Spige D der 
Pyramide mit dem Schwerpunfte M ihrer Baſis verbindet. 

Giebt man noch die Höhenlinien DH und SG an und zieht man bie 
Linie ZM, fo erhält man die ähnlichen Dreiede DIM und SGM, in 
welchen nach dem Borigen SG —= 1, DH if. Man kann aljo behaup- 
ten: ber Abftand des Schwerpunftes S einer dreifeitigen Pyramide ift von 
der Bafis gleich ein Viertel, und der von der Spige gleich drei Viertel der 
Höhe von der ganzen Pyramide entfernt. 

Der Schwerpunkt S einer dreifeitigen Pyramide halbirt aud) die geraden 
Linien EK und FL, welde die Mittelpunkte der gegenüberliegenden Kanten 
AD und BC, fowie AB und CD derjelben mit einander verbindet, denn 


§ 121.] Die Lehre vom Schwerpunfte. 221 


ziehtman KO parallelzu DM, fo fchneidet man in O die Linie AO—=OM 
= ME=',AEo0b, es ift folglich ZEO — 2EM, und aljo aud) 
EK=2ES, fowie umgekehrt ES = 1, EX. 

Da endlich jede Pyramide, und ebenfo jeder Kegel, aus Lauter gleic) hohen 
dreifeitigen Pyramiden zufammengefegt ift, fo fteht auch der Schwerpunft 
aller Pyramiden und Kegel um ein Viertel der Höhe von der Grundfläche, 
fowie um drei Viertel derjelben von ber Spite ab. 

Man findet alfo den Schwerpunkt einer Pyramide oder ben eines Kegels, 
wenn man in dem Abftande, ein Viertel der Höhe von der Bafiß, eine Ebene 
parallel zu derjelben legt und den Schwerpunkt des erhaltenen Querſchnittes 
oder den Durchfchnitt deffelben mit der die Spite und den Schwerpunkt der 
Baſis verbindenden Geraden aufſucht. 


Kennt man die Abftände AAı, B Bi u. ſ. w. der vier Eckpunkte einer 
breifeitigen Pyramide ABGCD, Fig. 165, von einer Ebene HK, fo 


Fig. 164. Sig. 168. 





erhält man ben Abftand SS, des Schwerpunftes S von diefer Ebene durch den 
Mittelwerth: 889, — A BB: + Ca + DD, 


wie fich folgenbergeftalt beweifen Täßt. 
Der Abftand des Schwerpunktes M der Bafis ABC von eben diefer 


Ebene ift ($. 111): 
MM, _ AAı + En + ca 
und der Abftand des Schwerpunftes S der Pyramide läßt ſich fegen: 
88 = MM, + !\ (DD, — MMı), 
wofern DD, ber Abftanb der Spige ift; es folgt baher aus der Verbindung 
der beiden legten Gleichungen : 


8. 121. 


— — 
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5 —=y=!,MM +'\DD= 


AAı + BB + CG + DD, 
4 





Der Abftand des Schwerpunttes von vier gleichen, in den Edpunften 
der dreifeitigen Pyramide angebrachten Gewichten ift ebenfalls gleid dem 


arithmetiſchen Mittel 
Y — 


AA +BB+CG+DD, 


folglich fällt der Schwerpunkt der Pyramide mit dem Schwerpunfte von dies 


ſem Gewichtsſyſteme zufammen. 


Anmerkung. Auch die Volumenbeſtimmung einer dreiſeitigen Pyramide aus den 
Coordinaten ihrer Eckpunkte iſt eine ſehr einfache. Legen wir durch die Spike O 


Fig. 167. 





einer folden Pyramide ABCO, 
Fig. 167, drei Grundebenen XY, 
XZ, YZ, und bezeidänen wir die 
Abftände der Eckpunkte A, B,C von 
diefen Ebenen durch Z,, £u £5; 


Yı, Ya, us und 2, dig, X, ſo iſt das 
Volumen der Pyramide: 


V X Ya + YA 
+2 Yı 23 — (&ı Y323 + aYı 23 
+ Tz Ya 2)], 
wie fi) ergiebt, wenn man die Py- 
ramide ald das Wggregat von vier 
ſchief abgeſchnittenen Prismen an- 
fieht. 


Die Abftände des Schwerpunftes 
diefer Pyramide von den drei Grund⸗ 
ebenen YZ, XZ und XY find: 


, „„yutntm, und Atat, 
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Da fi jedes Polyeder, wie ABCDO, Fig. 168, im lauter breifeitige $. 122. 
Piramiden, wie ABCO, BCDO, zerlegen läßt, fo kann man aud) den 
Sig. 168. 





Schwerpunkt S defjelben finden, wenn man die Bolumina und ftatifchen 
Momente der einzelnen Pyramiden berechnet. 

Sind die Abftände der Edpunfte A, B, C u. ſ. w. von den burd) die 
gemeinfchaftliche Spige O aller Pyramiden gelegten Coordinatenebenen YZ, 
XZ und XY: x, &, 73 u. ſ. w., Yı, Yo, 95 u. ſ. w. und 21, 2, 4 u. ſ. w., 
jo hat man die Volumina der einzelnen Pyramiden: 

N=+ U (a ya V3α + yı8a — U YLı — Ayı 98 — ayıbı), 
N=HY (yes + %Yyırı + ya — Iayıts — %sYakı — TuYs 8a) 
u. ſ. w. und die Abftände ihrer Schwerpunfte von den gedachten Ebenen : 


⁊* Yıtyı + % a4t+2&+% 
u = , 9, = 7, 0, = ZZ, 
4 4 4 
x x P £ £ 2. 
„„Aatatin „„atntn, ö; ar atn m 


Aus diefen Werthen berechnen ſich endlich die Abftände u, v, w des 
Schwerpunktes S des ganzen Körpers mittelft der Formeln: 
— Y,ıu + Pa us +--- — Yıdı + Yın +--- 
Ze Are n+n+--- 
— Yıw, + VW er 
n+tnt+- 
Beifpiel. Ein von ſechs Dreieden begrenzter Körper ABCDO, Fig. 168, 


iR durch folgende Eoordinatenwerthe feiner Edpuntte beftimmt, und man ſucht 
die Eoordinaten jeines Schwerpunftes. 


und 


pp 
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Vierfache 
oe Ir Bierundzmanzigfade 
naten Die ſechs fachen Inhalte Schwer⸗ ſtatiſche Momente. 
der dreiſeitigen Pyramiden unfte 
ABCO und BCDO. puntte. 


& & 


Y 











u k ” | i 
2012341 20.29.28 I 40.30 

= 123.30. n- 23.28.45} = 31072 77) 92|99] 2392544 |2858624] 307619 
45129 Mi 41.45.40) 141.12.29 
12|40 u 5* 45.40.20 





29.20 4 4 28 2) = 17204|95| 104 78 1634380 | 1789216 184191. 


88|35 20 30.38.40 30.12.86): 


Summe 482761 ..... 4026924 146478401 411804 


Aus den Ergebniffen diefer Rechnung folgen nun die Abflände des Schwer 
punttes S des ganzen Förperd von den Ebenen YZ, XZ und X Y: 


“=7T' Tegrg 7 20,853, 
1 4647840 

= 7'876 — 24,069, 
1 4418040 

w—_ 7 18276 = 22,879 


Anmertung Man kann natürlih den Schwerpunft eines Polyeders au 
dadurch finden, daß man dafjelbe auf zweierlei Weife durch je eine Ebene in zwei 
Stüde zerlegt, die Schwerpunfte je zweier Stüde durch eine Gerade verbindet und 
den Durchſchnitt von beiden Geraden angiebt. Da beide Geraden Schwerlinien 
des Bolyeders find, fo ift natürlich ihr Durchſchnitt au Schwerpunft des Körpers. 
Wenn das Polyeder jehr viele Eden Hat, fo ift jedoch dieje Beftimmungsweije 
ſehr weitläufig, da man dann die Zerlegung des Körpers in Stüde jehr oft 
wiederholen muß. Bei dem fünfedigen Körper in Fig. 168, welcher auf zweierlei 
Weile in je zwei breileitige Pyramiden zu zerlegen ift, liegt der Schwerdunki 
im Durchſchnitt der Schwerlinien, welche die Schwerpunkte von je zwei dieſer 
Pyramiden mit einander verbinden. 


8.123. Der Schwerpunkt einer abgefiumpften Pyramide ADOQON, 
Fig. 169, Tiegt in der Linie @ M, welche die Schwerpunfte beider (parallelen) 
Grundflächen verbindet. Um noch den Abftand diefes Punktes von einer 
der Grundflächen zu beftinnmen, hat man die Bolumina und Momente der 
volfftändigen Pyramide ADF und der Ergänzungspyramide NO F' zu 
ermitteln. Sind die Inhalte der Grundflächen AD und NQ,= Gi und G,, 
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und ift der Normalabtand beider von einander — A, fo beftimmt ſich die 
Höhe z der Ergänzungspyramide aus der Formel: 






Fig. 169. 6 _k+m! 
F @Gs x3 ’ 
ii welche 
En ER ar 
FL alfo 
a ER: h Te 
AR fowie 
RVG 





; 
ö | 


B6S CD giebt. 
Das Moment der ganzen Pyramide in Beziehung auf die Bafis G, 
ft nun: 


A — 
N 


G (+2) Hey, 12 @2 
— 7——— 


ſowie das der ee 





G;r 7 (R+ +2)= / + h? @ 
ale, 
es folgt he nos Moment der abgefürzten Pyramide: 


— 4(V 3 _AGN _ g? 
SWE-VEF J7 [(o? — 40V610 — G}) — 6)] 


_ MAG VERA+SD_ ————— 
12(G —2 Va +G;) 13° ( 7 Vardı Du ” 


Nun ift noch der Inhalt der abgefürzten Pyramide: 


(4 + Yan + @)*; 


daher ergiebt ſich emblich der Abſtand SS, ihres Schwerpunftes S von ber 


Baſis: 
4 4 2VG 30 K 


—E ._. 

4 4VGIG. + 

Der Abftand S, S biefes Punktes von der Mittelebene KL, welche bie 

Höhe A der Pyramide halbirt und mit den Grundflächen derfelben parallel 
läuft, ift: 


Beisbacd's Lehrbud der Mechanik. J. 15 
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h_, _BAH+VYaS+)— (GC + 2V6, +36) 
4 GG +VaG+% 


—— Seren) 
G PVGIGIS 6,/ 
Sind die Halbmeſſer der Grundflächen eines abgekürzten Kegels rı 
und rz, it aloG, = rr und G2 — ar), fo hat man für diefen 
_N+2rn +3r h 
ernten am 
’ r? — r} K 
* — 4 


Beiſpiel. Der Schwerpunkt eines abgekürzten Kegels von der Höhe à 20 
Zoll und den Halbmeſſern r = 12 und r, = 8 Zoll liegt, wie alle Mal, in der 
die Mittelpunfte beider Freisförmigen Orundfläden verbindenden Linie, und ſteht 
von der größeren um 

122 + 2.12.84 3.82 5.528 2640 


— 20 TH IB Er eo Een 
yadıı Trnste 0 BET 


Yı = 


Ein Obelisf, d. i. ein von zwei unähnlichen rectangulären Grundflächen 


und von vier Trapezen umſchloſſener Körper ACOQ, Fig. 170, läßt ſich 


in ein PBarallelepiped AFRP, in zwei 
drei] eitige Prismen EHRQ md GEKRO 
und in eine vierfeitige Pyramide HKR 
zerlegen; man kann daher mit Hülfe der 
Momente diefer Beftandtheile den Schwer: 
punkt des ganzen Körpers finden. 

Es läßt fid) ſehr leicht einfehen, daß 
die gerade Tinte von der Mitte der einen 
Bafis nad) der Mitte der anderen, Schwer: 
(inte dieſes Körpers iſt; es bleibt aljo 
nur noch der Abftand des Schwerpunfs 
tes von der einen Baſis zu beftimmen übrig. Bezeichnen wir die Länge BC 
und Breite AB der einen Baſis durch I, und di, fowie die Ränge QR und 
Breite PQ der anderen Bafis durch Z, und be, und die Höhe des Kür 
pers oder den Abftand beider Grundflächen von einander, durch A. Dann 
ift der Inhalt des Parallelepipede — b,l;h, und das Moment deffelben 


h | 
buh- — 1/ balah?, ferner der Inhalt der beiden dreiſeitigen Prismen 


fig. 170. 





= ([b, — bz] a + Lı — 2] bꝛ) — 


und deren Moment 
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= bla + ah) 2, 
endlich der Inhalt der Pyramide 
= -)G-1W4, 
und beren Moment 
— -W)a—mnt-2. 
Hieraus folgt das Volumen des ganzen Körpers: 
VG +30 + 348 —6brl,+ 204 28-20, — 20:4). 


=(2bıh +2 ++) 
fowie deffen Moment: . 
VVS (Bbala +25 +24: - Ablia tb + — bil U) 


—=(bl +3, + bil; +4), 


und es ergiebt fich der Abftand feines Schwerpunftes S von ber Grund⸗ 
fläche bi ı: 
— ili Bbala +bborbl Äh 
2bhh+2bhtbk+blh 2 
Es läßt ſich auch (f. die Planimetrie und Stereometrie von C. Koppe): 


— btb,, bob bmh.h 


jegen. Der Abftand des Schwerpunktes y, von der mittleren Querſchnitts⸗ 
ebene beftimmt ſich durch die Formel: 

Rh bh— dal; 

2° BU tHW)AFM)Fh-W)A-MD 


Anmerkung. Dieſe Formel findet auch ihre Anwendung bei Körpern mit 
elliptifchen Grundflächen. Sind die Halbaren der einen Grundflähe a, und d, und 
die der anderen a, und bu, fo ift das Volumen eines ſolchen Körpers (Kübels): 


h 
‚= ab +2,65 + 0b + ab), 
6 


und der Abftand feines Schwerpunkte von der Bafiß a, b.: 
_ mb +3 tab tab Rh, 
za +2, tab tab 2 

Beiſpiel. Ein Teichdamm ACORQ, Fig.170, von 20 Fuß Höhe, ift unten 

250 Fuß lang und 40 Fuß breit, dagegen oben 400 Yuß lang und 15 Fuß breit; 

man fucht den Abjtand feines Schwerpunkte von der Bafis. Hier ift d, — 40, 

h 250, u =15, % = 4080, und Ah = 20, daher der gejudte Vertical 
abftand: 


yı = h. 


15* 
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40 260 + 8 16 400 + 40. 400 4 15. 260 y 
2.40.250 +2. 15.400 -F 40.400 -F 15.250 2 
4775 1910 


5175 ·10 = 207. = 9,227 Fuß. 


e 
I 





dig. 171. 





8. 1%. Dreht ſich ein Kreisausfchnitt ACD, Fig. 172, um feinen Halbmeſſer 
CD, fo entfteht ein Kugelausſchnitt ACB, deſſen Schwerpunft wie folgt 
beftimmt wird. Mean kann fi) diefen Körper als einen Inbegriff von 
unendlid) vielen umd unendlich dlinnen Pyramiden vorftellen, deren gemeins 
Ichaftliche Spige der Mittelpunkt C ift und deren Grundflächen die Kugel 
müge ADB bilden. Die Schwerpunkte aller diefer Pyramiden ftehen um 
3/4 des Kugelhalbmeſſers CD vom Mittelpuntte C ab, es bilden daher die- 
felben eine zweite Kugelmiüge A, D, B, vom Halbmefler CD, = ?/, CD. 
Der Schwerpunkt S diefer krummen Tläche ift aber auch der Schwerpunft 
des Kugelausjchnittes, weil fid) die Gewichte der Elementarpyramiden auf 
diefe Fläche gleihförmig vertheilen, diefe alſo gleichförmig ſchwer ausfällt. 

Fig. 172. 


Fig. 178, 





Segen wir num den Halbmeſſer CA=CD—=r ımd bie Höhe DM 
ber äußeren Calotte h, fo erhalten wir für die innere Calotte CD, —=!ır, 
und MD; = °/, h, folglich ($.118) SD, , M. Di —%, h und ben 
Abftand des Schwerpunftes des Kugelausſchnittes vom Mittelpunfte C: 


cS=(CD—SD=!ır — sh =? (r -35). 


Fur die Halbkugel ift z. B. A— r, daher ber Abſtand ihres Schwer 
punftes 8 vom Mittelpuntte C: 


r 
Os = 8 . 5 = ar. 





8. 126. 127.] Die Lehre vom Schwerpunkte. 229 


Den Schwerpunkt 8 von einem Kugelſegmente ABD, Fig. 173, erhält $. 126. 
man, indem man da8 Moment biefes Segmentes gleichjegt der ‘Differenz . 
zwiichen dem Momente des Ausfchnittes AD BC und dem bes Kegels ABC. 
Bezeichnen wir wieber den Kugelhalbmefier CD durch r und die Höhe DM 
durch A, fo erhalten wir da8 Moment des Ausfchnittes 
= Y,arıh. Y(ar—h) = !,arıh (2r—h), 

und das bes Kegels 
= Yahar—h) (r— M. . N) —= Naher —h)(r—h); 
daher ift da8 Moment des Kugeljegmentes 

Yy=!ah(2r—h) (— [r— h]9) =), ah? (2r— A). 

Der Inhalt dieſes Segmentes ift aber 
vV= ah? (3r—h); 

e8 folgt daher ber in Frage ftehende Abſtand: 
Aakar—ht_,, ‚@r—h? 
,aht(er—h) '* Br—h 

Sest man wieder k— r, fo geht das Segment in eine Halbfugel 
über, und es folgt wie oben CS —= ?)z r. 

Diefe Formel gilt felbft für das Segment eines Syhäroides A,DB,, 
welches entfteht, wenn fich der elliptifche Bogen DA, um die große Halb» 
ae CD= r dreht; denn zerjchneidet man beide Segmente durch Ebenen 
parallel zur Bafis AB in lauter dünne Scheiben, fo ift das Berhältniß 


CS=y= 





3 “ 3 2 
bon je zwei derjelben unveränderlih — Zei = * = wenn d die 


Heine Halbare der Eflipfe bezeichnet. Man muß aljo ſowohl das Volumen, 
3 
als auch da8 Moment des Kugeljegmentes durch 5 multipliciren, um das 


Volumen und das Moment des Segmentes vom Sphäroid zu erhalten, und 
_ Moment 
verändert badurd) den Ouotienten CI = Tollımem, um Nichts, 
Es ift überhaupt 
(r—h) 
— — JUL — 
cS=y= I Sr—h ) 
wobei r die Größe derjenigen Halbare bezeichnet, um welche fid) die Ellipfe 
bei Entftehung des Sphäroibes dreht. 


Anwendung der Simpson’schen Begel. Um den Schwerpunkt $. 127. 
eınes ungejegmäßigen Körpers ABCD, Fig. 174 (a.f.©.), zu finden, 
zerlege man benfelben durch gleich viel von einander abftehende Ebenen in 
diinne Scheiben, beftimme die Inhalte der erhaltenen Durchfchnitte und derem 
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Momente in Hinficht auf die als Bafis dienende erfte Parallelebene AB, 
und vereinige endlich beide durch die Simpſon'ſche Regel. 

- Sind die Inhalte diefer Durchſchnitte Fo, Fi, Fa, Fa, Fu und ift die 
ganze Höhe oder der Abftand MN zwifchen den äußerſten Parallelebenen, 


Fig. 174. — h, fo hat man das Volumen des Kör- 
ni pers nad) der Simpfon’schen Regel (an 
— nähernd): 





h 
v=(FR,+4F+ 2R+4F,+F)7 


Multiplicirt man nod) in dieſer Formel 
N jede Fläche durch ihren Abftand von der 
" F Baſis, fo erhält man das Moment des Köt- 
BE pers, nämlich: 
Yy=(.R+14Mr+22MR+34AR+ 4F) 1. m 
und es giebt die Divifion beider Ausdrücke durd) einander den gejuchten Ab- 
ſtand des Schwerpunfte® S von der Bafis AB: 

sy +1.4F +2.2B,+3.4P +4.Fı)h 
R+4Fh+2R+4R+F, 4 

ft die Zahl der plattenförmigen Elemente — 6, fo hat man: 

_0.PR+1.4FR+2.2F,+3.4F,+4.2F,+5.4F,+6.F, h 

— —6 

Es iſt leicht zu erachten, wie man dieſe Formel umzuändern hat, wenn 
die Zahl der Schnitte eine andere iſt. Nur fordert dieſe Regel, daß die Zahl 
der abgeſchnittenen Stücke eine gerade, die Flächenzahl alſo eine ungerade iſt. 

In vielen Fällen der Anwendung genügt die Beſtimmung eines Abftan 
des, weil außerdem nod) eine Schwerlinie befannt iſt. Die in der Praris 
gewöhnlich vorkommenden Körper find auf der Drehbanf erzeugte Rota— 
tionsförper, deren Kotationsare eine Schwerlinie der Körper ift. 

Endlich findet die Formel‘ aud) ihre Anwendung bei Beſtimmung des 
Schwerpunktes einer Fläche, in welchem Falle die Duerjchnitte Fo, Fi, Fa u. 
in Linien übergehen. | 


Beilpiel 1. Für das parabolifhe Conoid ABC, Fig. 175, welches durch 
Umdrehung des Parabelſtückes ABM um ſeine Are AM entftanden iſt, erhält 
man, wenn man nur einen Mitteljehnitt DN E durdführt, Folgendes: 


63 Sei die Höhe AM = Äh, der Halbmeſſe BM=r,  AN= NM => 
und daher der Radius DN — r VY,. Der Inhalt des Schnitte duch A iſt 
Fo - 0, durch N FR, =nıDN= * und durch M, FR, = ars. Sie: 
nach folgt da8 Volumen diejes Körpers: 
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=: 0+4RM+F)= 2 Orr tn) = yYark = YA; 
fowie dad Moment defielben: 
2 
VYy= L (l.2nr? 2.72) = Yan? = 1 Fesh,, 
und daher der Abſtand feines Schwerpunttes S vom Scheitel: 
' 3 
1s=y=4HM_yn 


ig. 176. 





Beifpiel 2. Tas Gefäß ABCD, Fig. 176, hat die mittleren halben Weiten 
n=!1%l, r, = 1 Boll, r, = 0,9 Zoll, 7, = 0,7 Zoll, r, = 0,4 Bol 
bei einer Höhe MN —= 2,5 Zoll; man ſucht den Schwerpunft S feines Faflungs- 
raumes. Die Querſchnitte ſind An =1.n, FF =18l.n, F, = 08.n, 
F, = 0,49.n, F, = 016.7, es ift daher der Abftand feines Schwerpuntteg 
bon der Horizontalebene AB: 
ns — %:1”+1.4.121.”+2.2.081n+3.4.0,49# +4.0,16.n 2,5 

= 134.121” +2.0,81#7-+4.049n + 0,16. 4 

14,60 2,5 __ 36,50 _ 

—33 7* Er] —= 0,9502 Zoll. 
2,5 


Der Fafjungsraum EV = 9,58%. = 6,270 Eub.:3oll. 


Schwerpunktsbestimmung von Rotationsflächen und Rote- 
tionskörpern. Die Schwerpunkte krummer Flächen und krummflächiger 
Körper von beftimmten Formen laſſen fid) allgemeim nur mit Hülfe der 
Tifferenzial- und Integralrechnung beftimmen. In der Praxis kommen vor- 
züglich die Rotationsflähen und Rotationstörper vor, daher möge 
im Folgenden auch nur von der Beſtimmung der Schwerpunkte diefer Gebilde 
die Rede fein. Dreht fich die ebene Curve AP, Fig. 177 (a.f.©.), um bie 
Are AC, fo befchreibt fie eine jogenannte Rotattonsfläcde APP,, und dreht 
fid) die von der Curve AP und ihren Coordinaten AM und MP begrenzte 
Fläche APM um eben biefe Are, jo wird dadurch ein von der Rotations⸗ 
flähe APP, und von einer Kreisflähe PM.P, begrenzter Rotationsförper 
erzeugt. 


(8. 128) 
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Bezeichnen wir die Abſciſſe AM durd) x, die entfprechende Ordinate MP 

durd) y, fowie den zugehörigen Bogen AP durd) s, ferner das Abſeiſſen⸗ 
Sig. 177. element MN = PR durd) 9x, das Ordi⸗ 

natenelement QR durd) 9y und das Eur- 
venrelement PQ durd) Os, jo haben wir den 
Inhalt des bei der Rotation von Os durch⸗ 
laufenen gitrtelförmigen Elementes PQ Qı Pı 
der Rotationsflihe APPı = 0, 

00=2x2.PM.PQ=2zyos, 
und dagegen den Inhalt des von diejem 
Tlächenelemente umglrteten Elementes des 
Rotationskörpers APP, = V: 


oV/=nPM?.MN = any”. 
Weil beide Elemente um die Abſciſſe x von einer durch A gehenden und 


auf der Are AC winkelrecht ftehenden Ebene abftehen, fo ift das Moment 
von 00: 





xs00 = 2nxy0s, 
und das von OV: 
20V = nıy?da. 
Da num 
0= S2#y9s = 2n/yOs, 
und 
v= Say?9a = z/y?0x 
ift, und dem Iegteren zufolge da8 Moment von O: 


[2rzyoös = 2nf[xyos, 


ſaruros = a/[zy?dx 
ſich ergiebt, fo ift demnad) der Abftand AS — y des Schwerpunftes 8 von 
dem Anfangspunfte A: 
1) für die Rotationsfläde: 
_2ufayds [zyds 
— 2n [yOs — ſvds 
2) für den Rotationskörper: 
— a/zy?dx _ — 
—A — 
Z. B. für eine Kugelcalotte mit dem Halbmeffer CQ = r hat man, 
da hier 


und das von V: 





, und dagegen 
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PQ __ cQ bi 08 _r 


R QoN "day 
alſo yos = rOx ift: 


ır0z 0% 1, 2 
sum‘ S b® _y2—1,AM. 


— — — — — — — —— 
== 


N 


(Bergleiche $. 118.) 
Tür das Kugelfegment ift dagegen, da ſich y? —= 2rxz — x? fegen läßt: 
[(arz — 2) 20x ſarær dx — [20 





ASu = I / — 
Jar» — 290: [2rz0x — [210% 
_HYrd— N _ Ahr — uMDx 8r—3r\ x 
ea Un rt — \9r—x)?' 
und folglich: 
(2r— x)? 
C(Ser—u = . (Bergl. 8. 126.) 


Guldinische Regel. Eine intereſſante und zuweilen ſehr nügliche An⸗ 8. 129, 
wendung der Lehre vom Schwerpunkte ift die Guldiniſche Regel oder die 
barycentrifche Methode (franz. möthode centrobarique; engl. the pro- 
perties of Guldinus). Diejer zufolge ift der Inhalt eines Rotationss 
förpers (oder einer Rotationsflähe) gleich dem Producte aus der 
Erzeugungsfläce (oder Erzeugungslinie) und dem bei der Erzeugung 
des Rotationskörpers (oder der Rotationsflädhe) durchlaufenen Wege 
ihres Schwerpunftes. Die Richtigkeit dieſes Satzes läßt fich auf folgende 
Weiſe darthun. _ 

Dreht fich die ebene Flähe ABD, Fig. 178, um eine Are XX, fo bes 
ſchreibt jedes Element Fi, F3 u. ſ. w. derfelben einen Ring; find die Ent- 

Sig. 178, fernungen FıKı, Parks u. |. w. | diefer Ele⸗ 
mente von der Umdrehungsare X. X, = rj,ra 
u. f. wm. und ift der Umdrehungswinkel 
FK,F, = SCS = 0), alſo der ent- 
Iprechende Bogen für den Halbmeifer 1, 
— 0, fo find die bogenfürmigen Wege der 
Elemente = rı%, r30% u. |. w. Die von 
den Efementen Fi, Fa u. ſ. w. durchlau⸗ 
fenen Räume laſſen ſich als krummgebogene 
Prismen von den Grundflächen Fi, Fa u.|.w. 
md von den Höhen 7 «, 73 u. f. w. anfehen, haben aljo die Inhalte 
Fra, Fırza uf. w., und es ift ſonach das Volumen des ganzen Kör- 
pers ABDD,B,4:: 
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Vv= Fırı® + Fr, & ...= (Fi rı + Fr, + ...) . cd. 
St CS = y, ber Abftand des Schwerpunttes S der Erzeugungsfläce 
bon der Umdrehungsare, fo hat man aud): 
(+R+-.)Jy-RAhnt+Rh,nt, 
und folglich das Volumen des ganzen Körpers: 


v=(h+FR+-)ya. 
Aber FA + Fr + --- ift der Inhalt der ganzen Fläche F und ya ift der 
bom Schwerpunkte S durchlaufene Kreisbogen SS, = w; es folgt daher 
= Fw, wie oben behauptet wurde. 

Diefe Formel gilt auch für die Notation einer Linie, weil ſich diefelbe als 
eine Fläche von unendlich Heiner Breite anfehen läßt, es ift nämlich F=1w, 
d.h. die Rotationsfläche ift ein Product aus der Erzeugungslinie (D) und 
dem Wege (w) ihres Schmwerpunftes. 


Beijpiel 1. Bei einem halben Ringe mit elliptiſchem Querjänitte 
ABED, fig. 179, feien die Halbaren des Querſchnittes CA = au CB=b, 
und jei die Entfernung CM des Mittelpunttes C diejes Schnittes von der Are 
XX, —=r. Dann ift die elliptiiche Grzeugungsfläde F = nab, und der Weg 
ihres Schwerpunftes (C), w = nr; daher das Volumen diejes halben Ringes: 
V= n?abr, und daß des ganzen Ringes: 9, = 2V = 2nlabr. 

Sind die Dimenfionen folgende: a — 5 Zoll, 5b = 3 Zoll, r = 6 Zoll, jo 
ift das Bolumen eines Viertelringeb: 

Y/,.n%.5.3.6 = 9,8696.5.9 —= 444,132 Eubitzoll. 


Sig. 179. Fig. 180, 





Beilpiel 2. Für einen Ring mit halbfreisförmigem Querſchnitte 
ABD, fig. 180, ift, wenn CA=CB=a, den Halbmeſſer diefes Querſchnittes 
und MC = r, ben des hohlen Raumes oder Halſes bezeichnet, das Volumen 

nu? 4a 
= 2n(r+z)=na(art% a). 

Beilpiel 3. Dreht fich ein Kreisſegment ADB, Fig. 181, um eine durd 
den Mittelpunft C deffelben gehende Are C A, jo bejchreibt e8 eine Kugel AD, B 
mit einer coniſchen Aushöhlung ABB, A,. Iſt nun A der Inhalt diejes 
Eegmentes ſowie s die Größe der Sehne AB = A, B, deilelben und 4 ber 
Winkel OCKB = CKDB,, welden die Sehne mit der Umdrehungsage CK eins 
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\hließt, jo Hat man nad) $. 116 den Abftand feines Schwerpunktes S vom Mits 
telpunfte C: 





03= % 
124’ 
und den von der Are CK: ß ’ 
— — 88 cos. 
MS=y-+HCS.co.ß = 374° 


und daher das Volumen der erzeugten Hohlkugel: 
" ss cos. _ ns®cos.ß 


12 6 
‚ wenn Ah die Arenlänge LN der Bohrung bezeichnet. 


V=2ny4=2n 


nhs" 

6 j > 

Bei einer axialen cylindriihen Bohrung ift s = Ah, daher V = _ und 

bei einer Bolltugel #4 — dem Durchmeſſer d der Kugel, daher wie belannt, 
nd? 


va 


Beijpiel 4. Es jei die Oberfläche und der Inhalt der Kuppel ADB, ig. 
182, eines Kloftergewölbes zu finden, und zu dieſem Zwede die halbe Weite 





Fig. 181. 
fig. 182. 





MA= MB= a und die Hoͤhe MD — Äh gegeben. Aus beiden Dimenfionen 
folgt der Halbmefir CA = CD des Erzeugungskreiſes: 
a? + A? 
2a 
und der Centriwinkel ACD = a, wenn man jet: 


r = 


air, 


sin.a = 


Der Schwerpuntt S eines Bogens 
DAD, =2AD 


8. 130. 
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ift beftimmt dur die Entfernung: 
_„.Sehne MD _ rsin.a 
oS= "Bogen AD —« 
e3 ift folglich der Abftand des Schwerpunftes S von der Are MD: 


rsin.a sin. 
MS= _— 


— 7 cos. —rT ( 7 
und der Weg des Schwerpunktes bei Erzeugung der Fläche ADB: 


sin. « 
vw anr ( F 


Die Erzeugungslinie DAD, iſt 2r«, folglich ihre Hälfte AD, = ra, und 
die von der legteren beſchriebene Rotationsflähe ADB: 
O=r«.2nr (er 
& 
Sehr gewöhnlich iſt ad — 60°, alfo: 


a= — sin.a —= Ys V3 und cos.a = Ya; 





‚ferner CM=rcos.e, 





— c08. a) 5) 





— cos. «) ° 





— cos. a) = 2nr? (sin.a — 0cos.e) zu fegen. 


. daher folgt dann der geſuchte Anhalt: 


O=nr (Vs— 2) = 21515.r?. 


Sür daB Segment DAD, = A = r? (a — Y,sin.2a) ift der Abſtand 
des Schwerpunftes vom Mittelpuntte C: 
(2.MD) _ rd gin. ab | 


_ HH _ u, oT 
= nı Th. — 
daher Abftand von der Are: 
—— aB 
MS=C089—-CM= a, Zn — 7 cos. x, 


endlich der Weg dieſes Schwerpunktes ei einer Umdrehung um MD: 


rn [M sin. @°— (a— Yz sin.20)cos. a]. 





2nr . 2 
— RT 9/ PBsin.a3— _ en 
w (da, r2sin. Acos.a) = 


Das Bolumen des ganzen dur das Segment DAD, erzeugten Körpers 
ergiebt fi, wenn man diefen Weg durch A multiplicirt, und das Volumen der 
Kuppel wird gefunden, wenn man hiervon die Hälfte nimmt, alfo: 

V=nr: [% sin.ad — (a — Yasin.2a) cos.a] fett. 

3.2. für a’ = 60, alio: 


a= 7 ift sine 1, V3, sin.2«—1,V3 und cos.« — 1/, 
daher: V=nr (v8 — 2) —= 0,8956 .r?. 


Die Guldini’fche Regel findet auch ihre Anwendung bei ſolchen Körpern, 
welche entftehen, wenn ſich die Erzeugungsfläche beim Fortrücken ihres Schwer: 
punftes längs irgend einer Curve ſtets winkelrecht gegen diefelbe ftellt, weil 
fich jede Curve aus unendlich vielen und unendlich Heinen Kreisbögen zu⸗ 
jammenfegen läßt. Es ift auch hier das Bolumen des erzeugten Körpers 
da8 Product aus der Erzeugungsfläche und dem Wege ihres Schwerpunktes 
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Ebenſo ift diefe Regel noch dann anwendbar, wenn bie Erzeugungöfläche bei 
ihrer Fortbewegung immer gegen die Projection des Weges ihres Schwer: 
punktes auf irgend eine Ebene, rechtwintelig gerichtet bleibt. Es ift hier aber 
die Erzeugungsfläche nicyt mit dem Wege, fondern mit der Projection des 
Deges zu multipliciren. 

Hiernad) wird 3. B. das Volumen eines Schraubengewindes A HK, Fig. 188, 

beitimmt, durd) da8 Product aus dem Querfchnitt ABDE beflelben und 

ig. 188, aus dem Umfang des Kreifes, defien 
Halbmeffer der Abſtand MS des 
Schwerpunttes S der Fläche ABDE 
von der Are CM der Schrauben: 
ſpindel ift. 

In manden Fällen Tann man 
auh bei Beitimmung körperlicher 
Räume die Guldini'ſche Regel mit 
der Simpfon’fchen Regel vereinigt 
anwenden. Um 3. B. ben In 
halt des Trummen Dammlörpers 
AD, BıD, A,, Fig. 184, zu finden, hat man nur nöthig, den Krüm⸗ 
mungswinkel CS — 2SCH = 20 — P, ferne die Quer⸗ 

Fig. 184. 








ſchnitte AD = F), 4A, D, = Fi und As D; = F3, forte die Abftände 
CS =n, CS; = rı und CS — 1, der Schwerpunfte S,, Sı und 5 
diefer Duerfchnitte von der verticalen Centralare CX zu kennen. Das Vo⸗ 
Inmen V diefes Körpers beſtimmt ſich dann durch die Formel: 
_—ß (> +4Fr, + = — bo (r +4F,r, + =) 

— 6 180° 6 

— 0,01745 ß0 (= re t4l ar ı + Par: ) 

Sind die Halbmeſſer r,, rı und 5, einander gleich, oder wenig von ein⸗ 
ander verjchieden, jo fann man r, = rı = r, = r, und daher 


Y= 0,01745 ß’r (2) jegen. 
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Volumen schief abgeschnittener Prismen. ine andere, mit 
der letzten Regel in naher Verbindung ftehende Anwendung der Lehre vom 
Schwerpunkte ift folgende. 

Man kann annehmen, daß jeder ſchief abgeſchnittene, prismatiſche 
Körper ABKL, Fig. 185, aus lauter unendlich dünnen Prismen wie 
F, Gı beftehe. Sind nun Gi, Gꝛ u.f.w. die Grundflächen und A,, hau. |. w. 

Sig. 185. die Höhen diefer prismatiſchen Elemente, fo 
hat man ihre Inhalte: 
Gihi, G3 h5 u. !. w., 
und fonad) das Volumen des ganzen jchief 
abgejchnittenen Prismas: 
V=Gh+Gh+ 

Nun verhält ſich aber ein Stement Fr 
des ſchiefen Schnittes KL zum Elemente 
G, der Baſis AB —= G, mie die ganze 
ſchiefe Fläche F zur Baſis G; es folgt daher: 


= Fi, G; — — F3 u. ſ. w., und 





——— 


Da endlich Fihı + Fahr + --- das Moment Fh des ganzen ſchiefen 
Schnittes ift, fo ergiebt ſich: 
| G 


=, Fh=ah 


d. i. der Inhalt des fchief abgejchnittenen Prismas iſt gleid; dem 
Snhalte eines vollftändigen Prismas, welches mit demſelben auf 
einerlei Grundfläche fteht und deffen Höhe gleich ift dem Abftande 
SO des Schwerpunttes S des fhiefen Schnittes von der Bafie. 

1) Bei einem geraden und fchief abgejchnittenen dreifeitigen Prisma 
AEC, Fig. 186, ift, wenn A,, hr und Az die Tängen der drei Seitenfanten 
AF, BE und CD deflelben find, der Abftand des Schwerpunftes de& fchie- 
fen Schnittes von der Bafis ABC — @ (ſiehe $. 111): 
hth,+h. 


h = 3 


. daher folgt da8 Volumen diefes Prisma: 


v=-o-ahthtl, 


2) Das Volumen des Keiles ABE, Fig. 187, iſt hiernach, wenn die 
Länge oder Schärfe BC deffelben durch di, die mit derſelben parallel laufende 





$. 131.] Die Lehre vom Schmwerpuntte. 259 
Seitenlänge AD —= EF durch b,, die Höhe HL der Bafis durd) A und 
die Rüdenhöhe HK —= AF durch a bezeichnet wird: 
_ rn _ —— tb)h b+2b 
V=6Gh= ; 88 — ut, 


Li 
3 


— (db, + 20,2? (1. $. 112). 


Fig. 186. 





3) Sur einen Keil ADE, Fig. 188, mit halbfreisfürmiger Grund» 
tlähe ABD ift, wenn der Halbmeſſer CA = CD der letzteren durd) r 
und die Höhe DE de8 Körpers durch A bezeichnet wird: 

ar? — nr: CS zr: 4h 

ler u Er 7a ET Su 

Anmerfung 1. Das fhiefabgejchnittene Prisma ACE, Fig. 186, befteht: 

1) aus der dreileitigen Byramide ABCF vom Inhalt 9%, = M Gh, und 


dem Moment V, “ = Ya @hs, 


2) aus der dreijeitigen Pyramide BER vom Inhalt 9, = Y, Gh, und 
dem Moment P, (et) — Y Gh ku + Rh), 
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3) aus der dreijeitigen Pyramide C DEF vom Inhalt 9, = 1% Ghz und 
dem Moment 9, = (tat) _ — 1,6, t+h + Pr), 


folglich ift das Moment des ganzen Körpers in Hinfit auf die Bafis ABC—= GC’ 
“= Gt ++ mh t hie t+ haı) 
und der Abftand ſeines Schwerpunttes S von derfelben 
SB-s-M_1 AhN HH Ah Mheh hal, 
TTV T4 hthet hs 

Ebenſo find die Abflände LS, = x und M S, = y des Schwerpunfttes ‚S 
bon den Seitenflähen AD und AE des Prismas, wenn a und 5b bie Abſtände 
BHund OR der Eeitenfanten BE und OD von eben diejen Seitenflächen 
bezeichnen, durch die Formeln 

nS+n2+mn% 


— 


Em — — —— — — 
vr, +Y/Y+P h+ Rkh+ 
b 

NENNT hy + Ag + 2 

yETTI FF „++ % 


zu beftimmen. 
Fur ein gewöhnliche breifeitiged Prisma ft z. B. = hl —h, 


a b 
ders= nn, y=zwms- on 


> 


Anmerlung 2. Das Moment des Keils ABE, Big. 197, in Hinſicht auf 
die vertifale rufe AE den Rüden) if 


M — Moment ° * « eines dreiſeitigen Prismas 


5 


nn Moment a * — ag *8* einer vierfeitigen Pyramide, und zwar 
= Yaath (bı + bs), 
ktgtid; der Horizontalabftand feines Schwerpunkte 8, von dieſer Endflãche 
— — 4 — ab +) 
ANZeEyeI +2) 
Ebenſo folgt der Bertilalabftand —— Punltes von der Horizontalebene A C, 
da bier das Moment 





2 2 — 
— — M, _ h(b 1 + 3b) 
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Drittes Capitel. 
Gleihgewicht feftgehaltener und unterflügter Mörper. 


Befostigungsarten. Die im erften Gapitel diefes Abfchnittes ent- 
widelten Regeln über das Gleichgewicht fefter Kräftefyfteme finden ihre An- 
wendung auch auf fefte, von Kräften ergriffene Körper, wenn man das 
Gewicht des Körpers als eine im Schwerpunkte deffelben an- 
greifende und vertical abwärts wirkende Kraft behandelt. 

Die durch Kräfte im Gleichgewichte erhaltenen Körper find entweder frei 
beweglich, d. h. fie können der Einwirkung der Kräfte folgen, oder fie find 
in einem ober mehreren Punkten feftgehalten, oder fie werden von 
anderen Körpern unterftügt. 

Wird nur ein Punkt C, Fig. 189, eines feften Körpers AB fejtgehalten, 
jo kann jeder andere P deffelben eine Bewegung annehmen, deren Weg in 

Fig. 189. die Dberflähe KK einer Kugel 
fält, die fich aus dem feſtgehalte⸗ 
nen Bunte mit der Entfernung 

CP des anderen Bunftes, als 
Halbmeffer, beichreiben läßt; hält 
man hingegen einen Körper in 
zwei Punkten C und D feit, jo 
find bei jeder nod) möglichen Bes 
wegung die Wege von den übri- 
gen Punkten P, P, Kreiſe, die 
fi) al8 die Durchſchnitte OPQ, 

O0, Pı Qı .. von je zweien, aus 
den feftgehaltenen Punkten C und 
D befchriebenen Kugeloberflächen 
herausftellen. Dieſe Kreife find 
unter ſich parallel und winkelrecht auf der geraden Linie, welche die feiten 
Punkte mit einander verbindet. Die Punfte M, M, .. der legten Linie blei- 
ben unbeweglich; es dreht fich aljo der Körper um diefe Linie CD, die man 
deshalb aud) Umdrehungsare (franz. axe de rotation; engl. axis of 
rotation) des Körpers nennt. Die auf diefer Are winkelredjt ftehenden 
Ebenen, in welchen die verfchiedenen Punkte umlaufen, heißen die Um⸗ 

Beis bach'sé Lehrduch der Mechanik. J. 16 
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drehungsebenen (franz. plans de rotation; engl. planes of rotation) 
des Körpers. 

Man findet den Halbmeffer MP des Kreifes OPQ, in welchen ſich ein 
Pımft P bewegt, wenn man von bemjelben ein Perpendilel gegen die Um- 
brehungsare CD fällt. Je größer dieſes Perpendikel ausfällt, defto größer 
ift auch der Kreis, in welchen der Punkt um die Are herumgeht, und daher 
auch die Umdrehungsgefchwindigkeit des Punkte. 

MWerden von einem Körper drei nicht in eine gerade Linie fallende Punkte 
feftgehalten, fo fan der Körper in feiner Beziehung eine Bewegung anneh- 
men, weil ſich die drei Kugeloberflächen, in welchen ſich ein vierter Bunt 
bewegen mitßte, nur in einem Punkte jchneiden. 


Gleichgewicht unterstützter Körper. Jede Kraft, welche durch 
den feftgehaltenen Punkt eines Körpers, z. B. durch den Mittelpunkt eines 
Kugelgelenkes geht, wird von der Stüge des Körpers aufgenommen, und hat 
daher auf den Gleichgewichtszuſtand feinen Einfluß. Ebenfo, wenn ein 
Körper in zwei Bunkten oder Zapfen unterftügt ift, fo wird jede Kraft, 
deren Richtung die Are fchneidet, welche fich durch diefe feftgehaltenen Punkte 
legen läßt, von den beiden Stüßpunften aufgenommen werden, ohne daß 
eine andere Wirkung auf den Körper librig bleibt. Auch wird ein Kräfte- 
paar von den Stütpunften eines Körpers aufgenommen, wenn defien Ebene 
die durch diefe Punkte beftimmte Drehungsare enthält oder mit diefer Linie 
parallel läuft. Jedes andere SKräftepaar, 3.8. (P, — P) in Fig. 190, 
bringt dagegen eine Drehung des Körpers ACB um die Drehungsare C 

Fig. 10. | Fig. 191. 





hervor, wenn e8 nicht durch ein anderes Kräftepaar (ſ. $. 97 und 99) im 
Gleichgewicht erhalten wird. Behält das Kräftepaar bei der Drebung feine 
Nidytung bei, fo ift der Hebelarm und folglich auch das Moment beffelben 
veränderlich, und es fallen beide bei einer gewiſſen Stellung des Körpers 
fogar Null aus. Wenn bei dem Körper ACB, Fig. 190, welcher in einem 
Punkte C feftgehalten wird, die Kraftrichtung um den Winfel BAP = u 
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von ber Linie AB durch beide Angriffspunfte A und B abweicht, fo ift eine 
Drehung von ACA, = BCB, = Bo = 1800 — « nöthig, um das 
Moment des Kräftepaares (P, — P) zu annulliren, und ebenſo iſt es bei 
einem in zwei Punkten oder einer Are feſtgehaltenen Körper, welcher von 
einem Kräftepaare ergriffen wird, deſſen Ebene winkelrecht zur Are ſteht. 

Wird ein in einem Punkte C feftgehaltener Körper AC, Fig. 191, von 
einer Kraft P ergriffen, deren Richtung nicht durch C geht, fo fann man 
durch Hinzufügung zweier Gegenfräfte, + P und — P, diefe Kraft in ein 
Kräftepaar (P, — P) und in eine in C angreifende und vom Stilgpunfte 
aufzunehmende Kraft + P zerlegen. Ebenſo ift es, wenn ein Körper in 
einer Are feftgehalten wird, und die Kraft in einer Umdrehungsebene wirft. 
Hier vertheilt fich aber der Drud + P auf beide Stügpunfte. Iſt a die 
Entfernung CA des Angriffepunttes A der Kraft von der Are C, und c ber 
Winkel ACA,, um welchen die Linie CA von der Kraftrichtung abweicht, 
jo Hat man den Hebelarm des Kräftepaares (P, — P), AK = asin.a, 
und das Moment, mit welchem bafjelbe den Körper um C umzudrehen ſucht: 

M = Pa sin... 

Dleibt während der Drehung die Richtung der Kraft P unverändert, fo 
ändert ſich M mit c und ift fir & — 90° ein Maximum (Pa), fowie für 
& — 0 oder 180°, — Null. Die mechanische Arbeit, welche bei Drehung 
bes Körpers um ACA, = a, bie Kraft P, oder das Kräftepaar (P, — P) 
verrichtet, ift — 

A=P.KA—=Pa(l—cos.o). 


Stabilität eines aufgehangenen Körpers. Beſteht die Kraft eines 
in einem Punkte oder einer Linie unterftügten Körpers nur im Ges 
wichte deſſelben, fo erfordert das Gleichgewicht diefes Körpers, daß fein 
Scwerpunti unterftügt fei, d. i. daß die verticale Schwerlinie deffelben 
durch den feften Punkt oder durch die feite Linie gehe. 

Fällt der Schwerpuntt mit dem feftgehaltenen oder fogenannten Auf» 
bängepunfte zufammen, fo hat man ein inbifferentes Gleichgewicht 

Fig. 192. (franz. squilibre indifferent; engl. indifferent 
equilibrium), weil der Körper im Gleichgewichte 
bleibt, man mag ihn um ben feten Punkt drehen wie 
man will. Wird Hingegen ein Körper AB, Fig. 192, 
in einem über dem Schwerpunkte S liegenden Punkte 
C feftgehalten oder unterftügt, fo befindet ſich der 
Körper in einem ficheren oder ftabilen Gleich— 
gewichte (franz. und engl. stable), weil, wenn man 
biefen Körper in eine andere Lage bringt, aus dem 
Gewichte G deflelben eine Seitenkraft N hervorgeht, 

16* 
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die den Körper in bie erfte Lage zurückführt, während die andere Seitenfraft 
P der fefte Punkt C aufnimmt. Wird endlich) der Körper AB, Fig. 193, 
Fig. 193. in einem Punkte C feitgehalten, der unter dem Schwer⸗ 
n punfte S liegt, jo ift der Körper in einem unſiche⸗ 
4J ren oder labilen Gleichgewichte (franz. é6quilibre 
instable, engl. unstable equilibrium); denn wenn 
| — „| | man ben Schwerpunkt von der Berticalen durch C 
— entfernt, fo geht aus dem Gewichte G des Körpers 
YS eine Seitenfraft N hervor, die den Körper in feine 
N erfte Lage nicht num nicht zurückführt, fondern denfel- 
ben davon noch mehr abzieht und ihn fo weit um⸗ 
dreht, bi8 der Schwerpunkt unter den feften Punkt zu 

Tiegen kommt. ; 

Diefelben Beziehungen finden auch bei einem in zwei Punkten oder in 
einer Are feftgehaltenen Körper ftatt; berfelbe ift im indifferenten, ftabilen 
oder labilen Gleichgewichte, je nachdem der Schwerpunkt in, vertical unter 
ober vertical ber ber feften Are befindlic) ift. 

Wenn der Körper in einem Punkte, oder in einer horizontalen Are unter⸗ 
fügt wird, fo ift da8 Moment, mit welchem ſich der Körper in der ftabilen 
Gleichgewichtslage zuriidzudrehen ſucht, M = Gasin.«, wobei G das Ger 
wicht, a den Abftand CS, des Schwerpunftes S, von der Are C, und « den 
Drehungswintel SCS, bezeichnet. Die mechanifche Arbeit, welche hierbei 
das Gewicht G verrichtet, ift 


A=dGa(l — cos. a). 





6 


$. 135. Druck auf die Stützpunkte eines Körpers. Wenn ein in zwei 
Punkten C und D oder einer Are CD feftgehaltener Körper CAD, Fig. 194, 
von einem Kräftefyfteme ergriffen wird, jo führt man, um die Bedingungen 
feines Gleichgewichtes zu ermitteln, nad) $. 99, da8 ganze Syftem auf zwei 
Kräfte zurüd, und zwar auf eine Kraft parallel zur Are und auf eine Kraft, 
deren Richtung in einer Normalebene zu diefer Linie liegt. Es ſei EN—=N 
die erftere, mit der durch die feften Punkte C und D gehenden Are XX 
parallel wirkende Kraft, und AP — P bie zweite Kraft, welche in einer 


auf XX normalftehenden Ebene YZY wirft. Aus der erfteren refultirt 
eine Kraft + N, welche die Are CD in ihrer eigenen Richtung fortzufchieben 
ſucht, und ein Kräftepaar (N, — N), welches ſich als ein anderes Kräfte 
paar (N), — N,) auf die feiten Punfte C und D fortpflanzt, deſſen Com⸗ 
ponenten 

d 


M=INm—-N=-{N 
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find, wenn d ben Abftand OZ der Parallelfraft N von der Are CD und I 
die Entfernung OD der beiden Stügpunfte C und D von einander bezeichnen, 


. dig. 194. 
zZ 
S, = +P 
R * / AI... X 
-X v | I N HF 
A ⸗ P 
N But 
VO N Nr 
j * X 
N; 
Y ! 
-P 


Ebenſo zerlege man die Kraft P in eine Kraft + P und in ein Kräfte⸗ 
paar (P, — P), fowie die erftere wieder in die Seitenkräfte 2, und P,, wos 
von die eine in C und die andere in D angreift. Bezeichnen wir wieber die 
Abftände CO und DO des Angriffspunttes O von ben beiden Stitgpunften 
C und D durch 4, und %, fo haben wir: 

P=2PmwB-4P, 
und es läßt ſich num leicht aus N, und P, der Mitteldrud 9, in C, fowie 
aus — N, und P, der Mitteldrud 8, in D durd) Anwendung des Kräfte: 
parallelogranımes beſtimmen. 

Bezeichnen wir den Winkel YO (+ P), unter welchem die Ebene NOX 
von der Richtung ber Kraft P oder + P gefchnitten wird, durch a, fo iſt 
auch der Winkel NCPı = a, fowie Fi DP, — 180% — «, und e8 
ergeben fich daher die refultirenden Drüde in C und D: 


Sı = YN? + P? + 2N,P,ıcos.« und 
N? + P}— 2N,P,cos.a. 

Bezeichnet endlich a das Loth OL auf die Richtung der Kraft P, fo if 
das Moment des Umdrehungskräftepaares (PA, — P), M = Pa. 

Im Gleichgewichtszuftande muß natürlich) a — Null fein, und daher P 
durch die Are CD Hindurchgehen. 

Beilpiel. Es jei das ganze Kräfteſyſtem eines in der Are XX feſtgehal⸗ 
tenen Körpers auf die Normalkraft P 36 Kilogramm und auf die Parallel⸗ 


kraft N = 20 Rilogramm zurüdgeführt; es fei der Abftand der letzteren Kraft 
bon der Are OE, d = 60 Gentimeter, und der Abftand CD zwiſchen den feit- 
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gehaltenen Punkten, 3 = 160 Gentimeter; man fucht die von der Axe oder von 
den feften Punkten C und D aufzunehmenden Kräfte, vorausgejekt, daß die Rich⸗ 
tung der Kraft P um den Winkel & = 65 Grad von der Örundebene X Y ab» 
weiche und ihr Angriffspunkt O um CO = I, = 40 Eentimeter von dem feflen 
Punkte C abftehe. 

Die Kraft N = 20 Kilogramm ertheilt der Axe in ihrer eigenen Richtung 
den Säub N = 20 Rilogramm, außerden erzeugt fie noch die Kräfte: 


N = — N= . - 20 = 7,5 Kilogramm und — N, = — 7,5 filogramm, 


welche die feſten Punkte C und D aufnehmen. Aus der Kraft P entipringen 
die Kräfte: 

pP = I P= 10 — #0 9 _ 97 Kilogr. und R=1P= Y, .36 = 9 Rilogr., 
aus welchen endlich durch Bereinigung mit den erfleren Kräften die Mittelkräfte: 


Ss, = V7,52 + 27% + 2.7,5.27.008.65° = V56,25 + 729 + 171,160 


— Y956,410 = 30,926 Silogr. und 
Ss, = V75%2 + 92 — 2.7,5.9.c08.65° = V56,25 + 81 — 57,054 
— V80,196 — 8,955 Rilogr. 
hervorgehen. 
$. 136. Wird ein in zwei Punkten C und.D feftgehaltener Körper CAD, Fig. 195, 
nur von einer Kraft Z ergriffen, deren Richtung um den Winfel PAR—=P 
Fig. 196. 
Z 


+P 


Y 
-P 
von der Umibrehungsebene YOZ abweicht, fo zerlege man diefelbe im die 


Seitenkräfte: 


AP=P=R cos. ß und 
AN=N=Ren.ß, 
wovon bie erftere in der Umbdrehungsebene und die zweite parallel zur Are 
wirkt, und behanbele diefe genau jo wie die vefultivenden Kräfte P und N 
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eines ganzen Syſtemes im vorigen Paragraphen. Es iſt hiernach die Kraft, 
welche die Are in ihrer Richtung aufzunehmen hat, und weshalb das eine 
Arenlager ein befonderes Widerlager erhalten muß: 

N = RBsin. ß, 
fowie jeder der Komponenten des Sräftepaares (N), — N,), welcher in C 
uud D nad; entgegengefegten Richtungen winfelredht gegen CD wirkt, 

N = N=TRsnß und — N =—T Rein.ß, 
wofern wieder Z die Entfernung CD der beiden Stitgpunfte C und D von 
einander, fo wie d ben Abſtand OA des Angriffspunftes A ber Kraft R 
bom Krpuntt O bezeichnet. 

Ehenfo ift die Kraft, welche in O winkelrecht auf CD wirkt: 
+ P=Roo.ß, 
und der Component derjelben in C: 
P, =2pP—= Rah, 


h 


fowie ber in D: 
B—=AP—A Roos ß, 


wenn wieder I, und I, die Abſtände CO und DO der Buntte O und D von 
der Umdrehungsebene V ZzY bezeichnen. 
Führt man diefe Werthe von Ni, Pı und Ps in die Formeln: 
S = VN? + P2 + 2N,Pıcos.« und 


für die Normaldrücke in C und D ein, wobei man wieder mit & den Winkel 
YA bezeichnet, um welchen die Richtung ber Seitenfraft P von der Ebene 
ACD abweidt, jo erhält man: 


ss = 2 (d sin. B)? + (I cos. B)? + 2dl, sin. cos. B cos. x und 
S = — Va sin. BJ)? + (lı cos. ß)? — 2dlı sin. ß cos. ß cos. a. 


Das * freibleibende Umdrehungskräftepaar (P, — P) hat das Moment 
P.OL= Pa = Räsin.a cos. ß. 

Diefe Formeln finden ihre Anwendung auf die Stabilität eines um eine 

geneigte Are OD drehbaren Körpers OA, Big. 196 (af. ©.). 


Es ift Hier R das Gewicht GE des Körpers, d der Abſtand OS —= OS, 
feines Schwerpunttes von der Umdrehungsare, a der Elongationswinfel 
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SOS, = 0OS,L, um welden der Schwerpunft S, von feiner Gleichgewichts: 
lage 8 durch Drehung in der auf CD rechtwinkelig ftehenden Ebene YSY 
Sig. 196. verrückt ift, und 6 der Wintel GSP, 
* welchen die Umdrehungsebene YSY 
wi € mit der Verticalen, folglich auch bie 
X Drehungsare CD mit der Horizon- 

talen DH einfchliekt. 

Das Umdrehungsmoment, mit 
welchem der Körper durch fein Ge- 
wicht in die Gleichgewichtslage und 8 
nad) S zuriidgeführt wird, ift 

Pa = Gd sin.a cos. ß, 
und die entfprechende mechaniſche 
Arbeit 
A G.KS cos. ß —= @dcos.ß (I — cos. 0). 





Gleichgewicht von Kräften um eine Axe, Die Mittelfraft P 
refultirt aus allen denjenigen Seitenfräften, deren Richtungen in einer oder 
mehreren Normalebenen zur Are liegen. Num ift aber in diefem alle, nad) 
8. 91, das ftatifche Moment Pa der Mittelkraft gleich) der Summe Pa, 
+ P,a; +» + ber ftatifchen Momente der Seitenkräfte, und fr den Gleich— 
gewwichtözuftand des feitgehaltenen Körpers, der Hebelarm a der Mittelfraft 
— Null, weil diefe durch die Are felbft geht; es ift daher auch die Summe 


Pa +PRa +--—=0, 4 


d. h. ein in einer Are feitgehaltener Körper ift im Zuſtande des 
Gleichgewichtes, bleibt alfo ohne Umdrehung, wenn die Summe 
der ftatifhen Momente feiner Kräfte hinſichtlich diefer Are 
— Null, oder die Summe der Momente der nad der einen Um— 
drehungsrihtung wirkenden Kräfte eben fo groß ift als die 
Summe der Momente von ben nad) der entgegengejegten 
Richtung wirkenden Kräften. 


Mit Hilfe der legten Formel läßt fich ein Element des im Gleichgewicht 
befindlichen Kräfteſyſtemes, entweder eine Kraft, oder ein Hebeların finden, jo 
wie eine Umdrehungskraft von einem Hebelarme auf einen andern rebuciren. 

Kommt e8 darauf an, einen um eine feſte Are drehbaren Körper, deſſen 
Umdrehungsmoment Pa ift, ins Gleichgewicht zu fegen, fo hat man nur 
noch nöthig, entweder eine Umdrehungskraft Q, oder ein Umdrehungskräfte⸗ 
paar mit dem Moment Qb —= Pa hinzuzufligen, wobei nur ber Unterfchied 
ftatthat, daß durch Hinzufügung eines Kräftepaares (Q, — Q) der Arxen- 





| 
| 
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drud nicht verinbert wird, dagegen durch Anfchliegen einer Kraft Q, zum 
Arendrud noch die Kraft + Q hinzuritt. 

Je nachdem man die Kraft Q oder den Hebeların b derfelben giebt, läßt fich 
Pa d Pa 

* oder Q = y 
berechnen. 


Man nennt im Testeren Falle Q die vom Hebelarm a auf den He— 
belarm d rebucirte Kraft P, und kann hiernad) die gegebene Umbre- 
hungefraft P auf jeden beliebigen Hebelarm rebuciven, alſo aud) durch eine 
andere, an jedem beliebigen Hebelarm wirkende Kraft erjegen, oder ins 


Gleichgewicht bringen. 
Auch kann man durch die Formel Q — mutam tr ein ganzes 


Syſtem von Umdrehungsfräften auf einen und denfelben Hebelarm rebuciren. 


b= 


Beiſpiel. An einem um eine Are drehbaren Körper wirken die Umdrehungs⸗ 
fäfte P, = 50 Pfund und P, = — 35 Pfund an den Armen a, — 1Y, Fuß 
und a; — 24, Fuß; man ſucht die Kraft Pz, welche an einem Hebelarme a, —4 
Buß wirken jo, um Gleichgewicht berzuftellen, oder eine Umdrehung um die Axe 
ju verhindern. Es if: 

50.125 — 35.25 +4P, = 0, daher: 


75 — 
= PIE — 635 Pfund. 


Hebel. Ein um eine feſte Are brehbarer und von Kräften ergriffener 
Körper hat den Namen Hebel (franz. levier; engl. lever) erhalten. Denkt 
man fich denfelben gewichtslos, jo heißt er ein mathematifcher Hebel, 
anßerdem aber ein materieller oder phyfifcher. 

In der Kegel nimmt man an, daß die Kräfte eines Hebels in einer win- 
lelrecht zur Are ftehenden Ebene wirken, und erfegt die Are durch einen feiten 
Punkt, den man den Ruhe⸗, Dreh- oder Stügpunft (franz. point 
d’appui; engli fuleram, hypomochlion) nennt. Die von biefem Punkte 
nad) den Richtungen der Kräfte gefällten Perpendikel heißen. ($. 91) Hebel- 
arme. Sind die Richtungen der Kräfte eines Hebels unter ſich parallel, fo 
bilden die Hebelarme eine einzige gerade Linie, und der Hebel heißt dann ein 
gerabliniger oder gerader Hebel (franz. levier droit; engl. straight 
lever); foßen aber die Hebelarme unter Winkeln zuſammen, fo heißt der 
Hebel ein Winkelhebel (franz. levier courbs; engl. bent lever), Der 
gerablinige von nur zwei Kräften ergriffene Hebel ift entweber einarmig 
oder boppelarmig, je nachdem die Angriffspunfte auf einerlei oder auf 
entgegengefegten Seiten des Stügpumftes liegen. Man untericheidet auch 
wohl Hebel der erſten, zweiten umd dritten Art von einander, indem man den 
doppelarmigen Hebel, Hebel der erften Urt, den einarmigen Hebel aber ent- 
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weder Hebel der zweiten ober Hebel der dritten Art nennt, je nachdem die 
vertical abwärts wirkende Kraft (Laſt), oder die vertical aufwärts wirkende 
Kraft (Kraft) dem Stütpunfte näher liegt. 


8. 139. Die Theorie bes Gleihgewichtes am Hebel ift im Borhergehenden 
volftändig begründet, wir haben daher nur noch eine Specialifirung der⸗ 
felben nöthig. 

Dei dem doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 197, ift, wenn ınan den 
Hebelarm OA der Kraft P durd a und den Hebelarm CB der anderen 
Kraft Q, die man gewöhnlich Laſt nennt, mit b bezeichnet, nad) der allge: 
meinen Theorie: Pa — Ob, d. i. Moment der Kraft gleih Mo⸗ 
ment der Laſt, oder ud: P:Q=—=b:a,b.i. die Kraft verhält 
fih zur Laft, wie der Hebelarm der letzteren zu dem Hebel: 
arme ber erfteren. Der Drud im Stützpunkte ft R=P + Q. 

Big. 198, 
Fig. 197. p | 








Be 


— 


Q 

Bei den einarmigen Hebeln ABO, Fig. 198, ımb BAC, fig. 199, 
findet biefelbe Beziehung zwiſchen Kraft (P) und Laft (Q) ftatt, es ift hier 
aber die Kraft ber Laſt entgegengefegt gerichtet, und deshalb der Drud im 
Stützpunkte gleich der Differenz beiber, und zwar im erften falle: 

R=0d— P, und im zweiten Fall: R= P— Q. 

Auch beim Winkelhebel ACB mit den Hebelarmen ON = a mb 
co =b, Fig. 200, bleibt P:Q — b:a, nur ift hier der Drud im 
Stützpunkte gleich der Diagonale R desjenigen Parallelogranımes CP, RQı. 
welches fich aus der Kraft P und Laſt Q und dem Winkel PR CQıL = PDQ=au, 
unter welchem die Richtungen derfelben zufammenftoßen, conftruiren läßt. 

St G& das Gewicht des Hebeld und CH — e, Fig. 201, der Abſtand 
des Drehpunktes C von ber Berticallinie S@ durd) den Schwerpunkt deſſel⸗ 
ben, jo hat man Pa + Ge = Qb zu fegen und das Pluszeichen von G 
zu nehmen, wenn der Schwerpunft auf der Seite der Kraft P Tiegt, das 
Minuszeichen aber, wenn er auf der Seite ber Lajt Q fich befindet. 
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Die Theorie bes Hebels findet bei vielen Werkzeugen und Maſchinen ihre 
Anwendung. Der Kniehebel ABCD, Fig. 202, weldyer zuweilen als 


‚Fig. 200. 
Sig. 199. D 


Pr ⸗ 
Pi 
D 


> 
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⸗ 
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[4 
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ein befonberer Hebel aufgeführt wird, ift ein bloßer Winkelhebel. Der um 
die Are C drehbare Arm wird an feinem Ende A von einer Kraft P er 


Fig. 202. 


Gig. 201. 





griffen und wirft mittels einer Stange BD auf die in D angreifenbe Laſt Q, 
welche den Arm unter einem fpigen Wintel ABD — CBE = a ſchneidet. 
Bezeichnet a die Armlänge CA und d die Armlänge OB, jo hat man den 
Hebelarm von Q: | 

CE —=b sin. e, daher: 

Pa = Qb sin.a, oder: 

P= * Q sin. a, und umgekehrt: 
p 


a 
= dına 
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Man wendet diefen Hebel oft zum Zuſammenpreſſen von Stoffen ar. 
Die Preßkraft Q wächſt hiernach direct wie P und ne dagegen umgefehrt 


wie sin.a. Durd) Berkleinern des Winkels c Läßt ſich alſo diefe Kraft Q 
beliebig vergrößern. 


Beifpiele. 1) Wenn man das Ende A einer Brechſtange ACB, Fig. 203, 

mit einer Kraſt P von 60 Pfund nieberbrüdt, und es ift der Hebelarm CA der 

Kraft 12mal fo groß als der 

2 Dig. 203. Hebelarm CB der Laft, jo wird 

diefe, oder vielmehr die in B 

ausgeübte Kraft Q@, 12mal fo 
groß als P fein, alſo 

Q = 12.60 = 720 Pfund 
betragen. 

2) Wird eine an einer Stange 
hängende Laſt Q, Tig. 204, von 
zwei Arbeitern fortgetragen, von 
denen der eine in A und der 

Q andere in B angreift, fo Tann 
man ermitteln, wie viel Drud 
‚jeder der beiden Arbeiter auszu⸗ 
Fig. 204. halten bat. Es jei die Laft 
Q = 60 Rilogramm, daß Ge 
wicht der Stange, @ = 6 Kilo: 
gramm, die Entfernung A B der 
beiden Angriffspuntte von eins 
ander, — 240 Gentimeter, die 
Entfernung der Laſt von einem 
diefer Punkte B, BC = 10 
Gentimeter, und die Entfernung 
des Schwerpunftes S der Stange 
bon eben demijelben: 

BS = 140 Gentimeter. 
Sehen wir B als Stükpunli 
an, fo bat die Kraft P, in A 
den Laften Q und G das Gleich⸗ 
gewicht zu halten; es ift aljo: 

PR,.BA=Q.BC+G.BS,»i.: 

240 P, = 100.. 60 + 140 . 6 = 6000 + 840 = 6840, daher: 
r= 50” 28,5 Kilogramm. 

Wird Hingegen A als Stützpunkt angeſehen, jo ift zu fegen: 
P,.4B=0.40+G.48, 








alſo in Zahlen: 
240 P, = 140 . 60 + 100 . 6 = 8400 + 600 = 9000, 
daher ift die Kraft des zweiten Arbeiters: 


Pr,= I u = 37,5 Kilogramm; 
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auch if, jehr richtig, Die Summe der nach oben wirkenden Kräfte 
P, + Pı = 38,5 + 37,5 = 66 Rilogramm 
jo groß wie die Summe der nad) unten wirkenden Kräfte 
+ @G=6 +6 = 66 filogramm. 

8) Bei einem 150 Pfund ſchweren Wintelhebel AC B, %ig.205, iſt die vertical 
ziehende Laſt Q = 650 Pfund und ihr Hebelarm CB —= 4 Fuß, dagegen der 
Hebelarm der Kraft PR CA = 6 Fuß und 
der Hebeların des Gewichtes CH —= 1 Fuß. 
Wie groß ift die zur Herftellung des Gleich⸗ 
gewichtes nöthige Kraft P und der Drud R 
im Zapfen? Es ift: 

C41.P=CB.Q+CE.G».i.: 

6P=4.650 +1. 150 = 2780, 
folglich iR die Kraft: 

P= ai — 458, Pfund; 

der Zapfendrud befteht aus der Verticalkraft 
Q + G@ = 650 + 150 = 800 Pfund und 
die Horizontalgewalt P beträgt 458%, Pfund, 
folglich ift der Zapfendrud: 
R=VQ+@®+P 

= V (800)% + (4531/,)% 

— V 858070 — 922 Pfund, 


Sig. 205. 





Es können an einem Hebel auch mehr als zwei Kräfte P und Q wir- 
fen; auch ift es nicht nöthig, daß bie Kräfte eines Hebels in einer und der⸗ 
ſelben Umprehungsebene wirken. Sind Qı, Qa, Qs die Laſten eines Hebels 
ACD,, Fig. 206, fo wie bi, de, dz die Hebelarıne OB, OBa, OB, ber- 
felben, während die Kraft P am Hebelarme CA a wirt, fo hat man 

Pa = Qıbı + Qabs + Qsbs 
und wenn der Hebel ein gerabliniger ift, den Drud im Stlgpunfte: 
R=P+Qa ++ 9 
Fig. 206. Fig. 207. 





Wirken die Kräfte eines Hebels in verfchiedenen Umdrehungsebenen bes 
Hebels ACDB, B,, Fig. 207, fo ändert ſich deshalb die Momentenfornel 


8. 140, 


8. 141, 
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Pa — Qıbı + Qıbs +--- nicht, nur findet hier eine beſondere Vertheilung 
bes gefammten Arendruds 
R=P+Q0 + +9 
Fig. 208. auf die beiden Stützpunkte ober fogenannten 
D Zapfenlager C und D ftatt. Bezeichnet wieder 
I die Länge der Hebelare CD oder die Ent- 
fernung ihrer Stügpunfte von einander, und 
find do Ili, la ... bie Abftände co, CO,, CO; ... 
der Umbrehungsebenen der Kräfte vom Stiig- 
punfte C, jo hat ınan flir die Zapfendrüde R, 
und R, in D und C folgende Formeln: 


PR + Gh + ht , 
I * 





R = 
m=2- = 2l-W+A0-W+@C-M, 


Bei einem Winkelhebel, wo die Kräfte nicht varalk wirten, bfeibt zwar 


der Ausdruck 

Pa = Qıbı + Q,b + --- 
unverändert, nur wirken dann die auf die Stügpuntte rebucirten Arendrüde, 
wie z. 2. Z ‚a ı iz , in verfchiedenen Richtungen und laſſen fi 
daher nicht uhr durch Addition vereinigen, jondern milffen wie die in einem 
und demfelben Punkte angreifenden und in einer Ebene wirkenden Kräfte 
vereinigt werden (1. 8. 81 und $. 82). 


Beifpiel. Wenn der Hebel in Fig.208 in den Abfländen CO, = 12 
Zoll und CO, = bi, = 24 Zoll vom Zapfen C die an den Hebelarmen O,B, 
=b = 16$0lund 0,B, = db, = 1030f wirkenden Laften Q, = 300 Pfund 
und Q, = 480 Pfund trägt, wie groß ift die zur Herſtellung des Gleichgewichts 
nöthige und an dem Hebelarm OA = a —= 60 Zoll wirkende Kraft P, und wie 
groß find die Zapfendrüde in C und D, vorausgeſetzt, daß die Kraft im Abftande 
CO = = 18 Zoll vom Zapfen C wirkt, und die ganze Arenlänge CD = I 
— 82 Zoll mikt? 

Es ift die Größe der erforberliden Kraft: 

P_ Gb Quda _ 300.16 -4480.10 30.1644 _ , , 0100 PR. 
und es find die Zapfendrücke 
R= 10.18 4 un 12 + 480 . 24 — 562,5 Pfund, und 


R, = R— RB, = 50 + 480 + 160 — 562,5 = 377,5 Pfund. 


Die Wirkung der Schwere am Hebel läßt fi) mit Vortheil auch anwenden, 
um den Schwerpunft S und das Gewicht G eines Körpers AB, Fig. 209, 
zu ermitteln. Man unterftüge den Körper erft in einem Bunkte C und dann 


f 
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in einem Punkte O,, welcher um CC, — d vom erften abfteht, und bringe 
den Körper beide Mal durch eine in den Abftänden CA — a und 0, A 


Fig. 209. — a = a — 4 wirfende Kraft ind Gleich» 
z gewicht. Iſt nun der Werth dieſer Kraft das 
A erſte Mal = P und das zweite Mal derſelbe 
3 — Pı, ferner das Gewicht des Körpers — @ 
und der Abftand feines Schwerpunftes S von A, 
G ? AB== z, fo hat man: 
Pa = G(z — a) und Pıa, G( — a), woraus 
_P—P)aam . 
sen pa Pa,’ ſowie 
— Pa — Pı Aı 
G= — * folgt. 


Bei Anwendung einer gleiharmigen Wage AL, Fig. 210, I und II, 
und eines auf einer Schneide C ruhenden einarmigen Hebeld CF Tann man 


Sig. 210 I. 


A K L 





anf demſelben Wege das Gewicht G und den Schwerpunft 8 eines Körpers 
MN ebenfalls beftimmen. Man legt denfelben auf den Hebel CF, welcher 
durch ein Seil oder eine Kette FL mit dem Armende L des Wagebaltens 
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HKL verbunden ift, und bringt ihn mit einem auf die Wagſchale aufzu- 
legenden Gewichte P ind Gleichgewicht. Bezeichnet a den Hebelarnt-CF, 
b den Abftand CD (T) eines marfirten Punktes D des Körpers von dem 
Stügpunfte C und = den Horizontalabſtand DE der verticalen Schwerlinie 
86 von D, fo läßt ſich fegen 


Ta=G6b+2) 


Pa= G (bı + x), 
wenn zur SHerftellung des Gleichgewichts da8 Gewicht Pi auf die Wag- 
ſchale zu legen ift, nachdem man den Körper MN um bi — b auf feiner 
Unterlage CF verfchoben hat. 
Aus beiden Gleichungen folgt 


ſowie aud) 


_ Pb — Pb 

1) e— — * und 
(P — Pı)a 

2 — 0177, 

) @ — * 


Bezeichnet in einer anderen Lage des Körpers MN (f. II) c den Abſtand 
CD des marlirten Punktes D von der Stüge C, fowie y den Abftand DE, 
der verticalen Schwerlinie SG von D, und P, die Größe des zur Herftellung 
des Gleichgewichts aufzulegenden Gewichts, fo hat man wieder 

P,a = G(c + y), daher 
— P 20 


3) ya Te 


Iſt num der Körper in Beziehung auf die Verticalebene durch CF fym- 
metriſch, fo beftimmen die Coordinaten z und y den Schwerpuntt deſſelben 
vollftändig, außerdem hat mar aber bei einer dritten Lage bes Körpers auf 
CF auf demfelben Wege nod) eine dritte Coordinate # deö Schwerpimttes zu 
ermitteln. 

Um die Gewichte der Wagen, Wagfchalen u. f. w. unbeachtet laſſen zu 
können, bringt man die leere Wage vor dem Gebrauche durch ein foge- 
nanntes Tarirgewicht T zum Einfpielen. 


Druck der Körper auf einander. Das in $. 67 auögefprocdene 
Erfahrungsgefeg: „Wirkung und Gegenwirkung findeinander gleich,“ 
ift die Bafis der Bau- und Mafchinenmechanif. Es ift an diefem Orte nöthig, 
die Bedeutung defjelben noch näher auseinanderzufegen. Wirken zwei Körper 
M und M,, Sig. 211, mit den Kräften P und P, auf einander, deren Rid)- 
tungen von der gemeinfchaftlichen Normale XX zu den in Berührung be» 
findlichen Oberflächentheilen beider Körper abweichen, fo tritt ſtets eine Zer⸗ 
legung der Kräfte ein; e8 geht nur diejenige Geitenfraft N oder N; 
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von einem Körper auf den anderen über, welche die Richtung ber 
Normale hat, die andere Seitenkraft S oder S, hingegen bleibt in Körper 
zurüd und muß durch eine andere Kraft oder ein anderes Hinderniß auf: 
genommen werden, um die Körper 
im Gfeichgewichte zu erhalten. Zwi⸗ 
jhen den normalen Seitenfräften N 
und N, aber findet, dem angeführten 
Principe zufolge, volltommene Gleich⸗ 
heit ftatt. 

Weicht die Richtung der Kraft P 
um den Winkel NAP —= © vonder 
Normale AX und um den Winkel 
SAP = ß von der Richtung der 
zweiten Geitenfraft S ab, fo hat 
man (f. $. 80): 

P sin. B 
ae sin.(« + ß)' 
Ss P sin. 
—sin.(& + B)' 
Bezeichnet man ebenfo N} A, Pı durch &, und Si A, Pı durch Pi, jo hat 


man aud): ⸗ 
Pı sin. 1 
N, = — — unds 
sin. (. + ßı) 
endlich wegen der Gleichheit N = Ni: 
pP sin.B — Pı sin. ßı . 
sim.(a + PB) sin + A) 
Beifpiel. Welche Kraftzerlegungen treten ein, wenn der durch ein Hinderniß 
DE aufgehaltene Körper M,, Gig. 212, durch einen anderen, um eine Are C 
Fig. 212. drehbaren Körper M mit einer Kraft P 
— 250 Kilogramm gebrüdt wird, und die 
Richtungswinkel folgende find: 
PAN=«a= 35), 
PAS=Bß= 48, 
P A, N, = a = 659, 
P, AS = A = 50. 
Aus der erften Formel beftimmt fich der 
Normaldruck zwiſchen den beiden Körpern: 
cz P Psin.ß 
wer sin.(« + 4) 
250 sin. 48° $ 
= > 187,18 Silogr.; 
aus der zweiten folgt ferner der Drud gegen 
die Are oder den Zapfen C: 
Weisbach'te Lehrbuch der Mechanit. I. 17 


Sig. 211. 





Pi sin.aı 


sin. (& + B,)’ 
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P sin. «a 250 sin. 35° i 
S=- sin. (@ F #) — ITqẽʒj = 144,47 Kilogr.; 
endlich aus der Verbindung der dritten und vierten Gleichung ergiebt fi) der Seis 
tendrud gegen das Hinderniß DE: 


— ————— as au en en DDr — 65° _ 291,46 Rilogr. 

Vergleichung des Gleichgewichts unterstützter oder theil- 
weise festgehaltener Körper mit dem Gleichgewicht freier 
Körper. Wegen der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung wird das 
Gleichgewicht eines unterftügten Körpers nicht geflört, wenn man ftatt der 
Stitge eine Kraft anbringt, welche den auf die Stüge übergehenden Drud 
oder Zug aufnimmt, und daher demfelben an Größe gleich und der Richtung 
nach entgegengefegt if. Nach Einführung diefer Kräfte läßt fich daher 
jeder irgendwie unterflügter oder theilweife feftgehaltener Körper auch als ein 
völlig freier Körper anfehen, und folglich auch der Gleichgewichtszuftand 
deffelben wie der eines freien Körpers ober eines freien Kräfteſyſtemes bes 
handeln. 

Wenn z. B. bei dem um bie Are C drehbaren Körper M, Fig 213, die 
Kraft N auf einen zweiten Körper M, übergeht, und die Kraft S von ber 
Are C aufgenommen wird, 
jo fann man aud) anneh- 
men, daß derjelbe ganz frei 
jet und außer der Kraft P 
noch von zwei Kräften — N 
und — S ergriffen werbe. 
Wenn ebenfo der Körper 
M, mit der Kraft N, auf 
M und mit der Kraft S, 
gegen die fefte Ebene DE 
drüdt, fo wird deshalb das 
Gleichgewicht nicht geftört, 
wenn man ſtatt dieſer 
Stügen zwei Gegenfräfte 
— N, und — Sı einführt, und diefelben mit den Kräften, welche überdies noch 
auf diefen Körper wirken, z. B. mit Pi, vereinigt. Im Gleichgewichtözuftande 
muß natürlich ſowohl die Mittelfraft des einen Körpers, als auch die des 
anderen — Null fein, daher fowohl die Mittelfraft aus — N und — S 
durch P, als aud) die aus — N, und — Si durch P, aufgehoben werben. 

Ta ſich die Kräfte N und N,, mit welchen die beiden Körper auf ein- 
ander wirken, das Gleichgewicht halten, fo werben folglich auch im Gleich⸗ 
gewichtözuftande der Körperverbindung (M, M,) die Kräfte P, —S5,Pı 


Gig. 218. 
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ud — S, im Gleichgewicht fein. Man nennt jene Kräfte N,N, innere, 
und die Kräfte P, — S, P, und — I, äußere Kräfte ber Körperver- 
Fig. 214. bindung oder des Kräfteiyftemes 
(M, M) und fann hiernad) behaupten, 
dag im &leichgewichtszuftande des 
letzteren, fich nicht allein die inneren 
Kräfte das Gleihgewidt hal- 
ten, fondern aud) die Äußeren 
Kräfte im Gleichgewicht find, 
wenn man diefelben, wie Fig. 214 
darftellt, beiunveränderterÖröße 
und Richtung, in irgend einem 
Punkte O angreifend annimmt. 





Stabilität. Wenn ein fid) auf eine Horizontalebene ftügender Körper 8. 144. 
außer der Schwerkraft von feiner anderen Kraft getrieben wird, fo befigt der- 
felbe kein Beſtreben zur fortichreitenden Bewegung, weil das vertical abwärts 
wirfende Gewicht von diefer Ebene vollftändig aufgenommen wird; wohl aber 
ift eine Drehung des Körpers möglich. Ruht der Körper ADBF, Fig. 
215, mit einem Punkte D auf der Horizontalebene HR, fo bleibt derjelbe 
in Ruhe, wenn fein Schwerpunft S unterftütt ift, d. h. in der durch den 
Stügpunft D gehenden Berticallinie (verticalen Schwerlinie) liegt. Stützt 
fih aber ein Körper in zwei Punkten gegen die horizontale Oberfläche eines 
anderen, ſo erfordert das Gleichgewicht deſſelben, daß die verticale Schwer⸗ 
(mie die die beiden GStiigpunfte verbindende Gerade durchſchneide. Ruht 
endlich ein Körper in drei oder mehreren Punkten auf einer Horizontalebene 
auf, fo befteht Gleichgewicht, wenn die verticale Schwerlinie durch das Dreied 
oder Polygon hindurchgeht, welches entfteht, wenn man die Stügpunfte durd) 
gerade Linien mit einander verbindet. 

Fig. 215. ig. 216. 





H; | 11 24 1 


— 4 — ⸗ 


Uebrigens ſind auch bei den unterſtützten Körpern ſtabiles und labiles 
Gleichgewicht von einander zu unterſcheiden. Das Gewicht G eines Kör⸗ 
per AB, Fig. 216, zieht den Schwerpunkt S beffelben abwärts; ftellt ſich 

17* 
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num diefer Kraft fein Hinderniß ‚entgegen, jo bringt fie in dem Körper eine 
Drehung hervor, die fo weit fortgeht, bis der Schwerpunft feinen tiefiten 
Ort einnimmt und der Körper ind Gleich⸗ 
gewicht kommt. Es Täßt fi) nun be- 
baupten, daß das Gleichgewicht ftabil 
ift, wenn ber Schwerpunft die möglich 
tieffte Lage, Fig. 217, daß es nur labil 
ift, wenn er die höchite Tage einnimmt 
(Fig. 218), und daß e8 endlich ein in= 
differentes Seicgemich ift, wenn der Schwerpunkt bei jeder Stellung 
des Körpers auf einerlei Höhe bleibt (Fig. 219). 


Fig. 218. 








Beilpiele. 1) Der homogene, aus einer Halbfugel und einem Cylinder befte- 
hende Körper ADBF, "ig. 220, ruht auf einer Horizpntalebene HR. Welde 
. Höhe SF' = h muß der cylindrifche Theil dei: 
dig. 220. jelben haben, damit diejer Körper Gleichgewicht 
annehme? Der Halbmeſſer einer Kugel fteht auf 
der entjprechenden Berührungsebene winkelrecht; 
nun ift aber die Horizontalebene eine ſolche 
Ebene, folglid muß aud der Halbmefjer SD 
auf der Horizontalebene redytwintelig ftehen und 
in ihm zugleih der Schwerpunft des Körpers 
liegen. Die dur den Kugelmittelpunft gehende 
Are FSL des Körpers ift eine zweite Schwer: 
linie deffelben; e8 ift daher der Mittelpuntt S, 
als Durchſchnitt beider Schwerlinien, Säwer: 
punft des Körpers. Segen wir den Kugel- und Eylinderhalbmefier SA = SB 
=SL=r um die ——— SF=BE=h, jo haben wir für das 
Bolumen der Halbkugel: V, = %, nr r?, für das Volumen des Cylinders: Vy=nr?h, 
für den Abftand des Kugeljhwerpunttes Sy, SS, —= pr, und für den deß Eylinder- 
Ihwerpunftes S,, SS, = Yh. Damit nun der Schwerpunft ded ganzen Kör⸗ 
pers nad) S falle, ift dag Moment 4,rr3.%gr der Halblugel gleichzuſetzen dem 
Moment ar?h.Yyh des Gylinders; hieraus aber ergiebt fid: 


M=yrdi.hz=r YYy, = 0,%071.r. 
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Iſt der Körper nicht homogen, ſondern hat der balbkugelförmige Theil deſſelben 
das ſpecifiſche Gewicht y, und der cylindrijche Theil das ſpecifiſche Gewicht y,, fo 
find die Momente diejer Theile, Yard. y, Year und ar?hyg.Yh, und es folgt 
durch Gleichſetzung derjelben mit einander: 


2 hy rs, d.i.h=r V 2 = vor VB.. 
* 22 Ya 


2) Der Drud, welchen jedes der drei Beine A, B,C, Fig. 221, eines beliebig 
belafteten Tiſches auszuhalten hat, beftimmt fi auf folgende Weile. Es jei S 
Schwerpunkt des belafteten Tijches, und es 
fein SE, CD Perpendikel auf AB. Bes 
zeichnen wir nun das Gewicht des ganzen 
Tiſches durch G und den Drud in Cdurd R, 
jo können wir, AB als Are behandelnd, 
fegen: Moment von R = Moment von 
G, d. i.: 

R.CD=G.SE, 
und erhalten nun: 
SE AABS 

“= 0D I AABC 
ebenfo aud) den Drud in B: 


Tig. 221, 





:G; 





AACS £ f 
= aBc und den in A: 
 ABCS 
Fenıbe" 


Beichäftigen wir uns mit dem Falle, wenn ein Körper mit einer ebenen 
Bafis auf einer horizontalen Ebene ruht, etwas fpecieller. Ein folder 
Körper befigt Stabilität oder ift im ftabilen Gleichgewichte, wenn fein 
Schwerpunkt unterftitgt ift, d.h. wenn das den Schwerpunkt enthaltende Xoth 
durch die Bafis des Körpers hindurchgeht, weil in diefem Falle die durd) das 
Gewicht des Körpers angeregte Drehung durd) die Feſtigkeit defjelben verhin- 
dert wird. Geht das Loth durd) den Umfang der Bafis, fo befindet fich der 
Körper im Iabilen Gleichgewichte, und geht endlich daffelbe gar nicht durch 
die Bafis, fo findet gar kein Gleichgewicht ftatt, der Körper dreht fi) 

Sig. 222. um eine Seite des Umfanges feiner Bafis 
und ftürzt um. Das dreifeitige Prisma 
ABC, ig. 222, ift hiernach ftabil, weil 
das Loth 86 durch einen Punkt N der 
Bafis BC hindurchgeht; da8 Parallelepiped 
ABCD, $ig. 223 (a.f.©.), ift im labilen 
Gleichgewichte, weil das Loth 80 eine 
Geite D der Baſis CD durchſchneidet; der 
Cylinder ABCD, Fig. 224 (a. f. ©.), ift 
endlich ohne Stabilität, weil das Loth SE 
defien Bafis C.D nicht durchichneibet. 





8. 145. 
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Stabilität oder Standfähigkeit (franz. stabilits; engl. stability) 
ift das Vermögen eines Körpers, durch fein Gewicht allein feine Stellung 


Gig. 228. Gig. 224. 





zu behaupten und einer Umdrehungsurfache Widerftand entgegenzufegen. 
Kommt es darauf an, ein Maß filr die Stabilität eines Körpers auszu⸗ 
wählen, jo muß unterjchieden werden, ob nur auf eine Verrückung oder ob 
auf ein wirkliches Umſtürzen Rüdficht genommen werden fol. Ziehen wir 
zunächſt nur das erfte Verhältniß in Betracht. 


Stebilitätsformeln. Cine nicht vertical gerichtete Kraft P fucht einen 
Körper ABCD, Fig. 225, nicht allein umzuftürzen, fondern auch fortzu- 
Fig. 228. jchieben; nehmen wir indejlen an, daß 

diefem Fortſchieben, oder nad) Befinden 
Vortziehen, ein Hinderniß entgegengejeßt 
fei, beriichfichtigen wir alfo nur das Um⸗ 
drehen um eine Bafisfante C. Fällen 
wir von dieſer Kante ein Perpendikel 
CE a gegen die Kraftrichtung und 
ein anderes Berpendifel CN — e gegen 
die verticale Schwerlinie SE des Kör⸗ 
pers, jo haben wir e8 mit einem Wintelhebel ECN zu thun, für welchen 


gilt: Pa = Ge alſo P= 6; ift folglich die äußere Kraft P wenig 





größer ale — jo nimmt ber Körper eine Drehung um C an und verliert 


aljo feine Stabilität. Es hängt hiernach feine Stabilität von dem Producte 
(Ge) aus dem Gewichte des Körpers und aus dem fürzeften Abftande zwi⸗ 
ſchen einer Seite des Umfanges der Bafis und dem Lothe durch den Schwer- 
punkt ab, und es läßt fi) daher Ge ald Maß der Stabilität anjehen 
und deshalb auch ſchlechtweg Stabilität ſelbſt nennen. 

Man erfieht hieraus, daß die Etabilität mit dem Gewichte GE und dem 
Abſtande e gleichmäßig wächſt, und ſchließt hiernach, daß unter übrigens glei> 
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den Umftänden eine doppelte, dreimal fo ſchwere Dauer u. f. w. nicht mehr 
Standfähigfeit befigt, al8 eine Mauer vom einfachen Gewichte und dem dop⸗ 
pelten, dreifachen Abftande oder Hebelarme e u. |. w. 


1) Ein Parallelepiped ABCD, Fig. 226, von der Länge 7, Breite $. 147. 
AB=CD=b ud Höhe AD— BC— 1 hat da8 _. G=Vy 
— bAly, und die Stabilität 


St=6.DN=4.,0D= 2 — u — 


inſofern 9 das ſpecifiſche Gewicht der Maſſe des Parallelepipedes bezeichnet. 
Fig. 226. Fig. 227. 





2) Bei einem aus zwei Parallelepipeden beſtehenden Körper BDE, 
Fig. 227, find die Stabilitäten in Hinfiht auf die beiden Bafisfanten C und 
F verfchieden von einander. Sind die Höhen BC und EF beziehungsweife 
— hund h, und die Breiten CD und DF beziehungsweife = b und b,, 
jo hat bei der Fänge — I man die Gewichte der Theile @ und Gı bejie- 
hungsweife — bhly und b,hıly; fowie die Hebelarme in Beziehung auf 
CGCN=1,bud CO—=b-+ !/zb,, und in Beziehung auf FR FO1, b, 
md FN—=b+ !/b,; es ift demnach die Stabilität: erſtens für eine 
Umdrehung um CO: 

Sst=1,Gb ++ Yb)=(b?h+bbhı + "/abhı)ly, 
dagegen zweitens, in Beziehung auf F: 
0b +) + HH =lbihı +bbih + Y,b°h)ly. 

Die legtere Stabilität ift um St, — St —= (h— hı) bbıly größer als 
die erftere; will man die Stabilität einer Mauer A C durdy Banquets DE 
vergrößern, fo find dieſe demnach auf derjenigen Seite der Mauer anzubrin- 
gen, wohin die Umdrehungsfraft (Wind, Waffer-, Erddrud u. ſ. w.) wirft. 

Bon einer auf einer Seite geböfhten Mauer ABCE, Fig. 228 (a. f. S.), 
ergiebt fich folgende Stabitität. Es fei die Pänge diefer Mauer = 1, bie 
obere Breite derjelben, A Bd, ihre Höhe BC—h, ferner die Böſchung = v, 
d.h. auf AK —= 1 Meter Höhe, KL — v Ausladung, aljo auf k Meter: 
DE = vh. Das Gewicht des Parallelepipedes AC ijt @ = bhly, daß 
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des dreiſeitigen Prismas ADE —=G, — Yyvh.hly, die Hebelarme für 
eine Umdrehung um Z find 
Fig. 228. EN=ED + ab —vh + 1/36 und 
EO=Y,ED= ?2,vh; 
es ift folglich die Stabilität; 
St=G(vh + Y/b) + 2; GıYh 
— (3b? + vhb + 1/,v2h?) hly. 
Eine parallelepipedifche Mauer von glei= 
dem Volumen hat die Breite b + Yzvh, 
daher die Stabilität: 
St ="h(b + !/svh)?hly 
— (gb? + Y/yvhb+ !sv?hi)hly; 
ihre Stabilität ift daher um St— St, = (db + °/ızvh).\/avh?ly Heiner 
als die der geböfchten Mauer. 
Fur eine auf der entgegengefetten Seite geböfchte Dauer ift die Stabilität: 
St = (b? + vhb + YvrR2).yahly, 
demnach aud) Kleiner als St, und zwar um 
St — Sy —=(b + Yzvh).Yavhely, 
wiewohl um St, — St, — !/v?h?ly größer als die Stabilität der paral- 
lelepipedifchen Dauer. 


Beilpiel. Wie groß ift die Stabilität einer Bruchfteinmauer von 3 Meter 
Höhe und 0,4 Meter oberer Breite für jedes Meter Länge, bei Y, Böſchung an 
der Rückſeite? Die Dichtigfeit der Mauermafje ($. 63) — 2,4 angenommen, folgt 
das ſpecifiſche Gewicht derjelben y = 1000.2,4 = 2400 Kilogr., nun iſt i=1, 
h=3,b=04undv = Y = 02; es folgt daher die geſuchte Stabilität: 
St = [Y,.(0,4)? + 0,2.0,4.3 + 1, (0,2)2.3%] 8.1.2400 

— (0,08 + 0,24 + 0,12). 7200 —= 0,44.7200 — 3168 Rilogrammmeler. 

Bei derfelben Menge an Material und unter übrigens gleichen Umftänden wäre 
die Stabilität einer parallelepipediihen Mauer: 
St, = [%- (0,92 + %.02.04.3 + %,.0,2%. 82]. 7200 
— (0,08 + 0,12 + 0,045). 7200 — 0,245 .7200 —= 1764 Rilogrammmeter. 
Endlich hätte diefelbe Mauer mit geböfchter Vorderſeite die Stabilität: 
St, = [Ya (04)? + Y,.02.04.3 + Y,.(0,2)2. 39). 7200 
= (0,08 + 0,12 + 0,06...). 7200 = 0,26.7200 = 1872 Rilogrammmeder. 


Anmertung Man erfieht aus dein Vorhergehenden, daß es eine Eriparung 
an Material gewährt, die Mauern zu böjchen, oder mit Pfeilern zu verjehen, ihnen 
Banquet3 zu geben, fie auf Plinten zu feten u. |. wm. Eine weitere Ausführung 
dieſes Gegenstandes giebt der zweite Theil, wo vom Erbdrud, von den Gewölben, 
Brüden u..|. w. gehandelt wird. 





Arbeitsstabilität. Bon dem im letten Paragraphen abgehandelten 
Maße der Stabilität eines Körpers ift ein anderes Maß derfelben zu 
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unterſcheiden, wobei wir die zum Umſtürzen eines Körpers erforderliche 
mehanifche Arbeit in Betracht ziehen. Es ift die Leitung oder Arbeit 
einer Kraft gleich dem Producte aus Kraft und Weg, ferner die Kraft eines 
ſchweren Körpers ift das Gewicht GC und der Weg deſſelben die Bertical- 
projection des vom Schwerpunkte durchlaufenen Weges, folglich kann aud) 
im legteren Sinne zum Maße der Stabilität eines Körpers das Product Gs 
dienen, wenn s die ſenkrechte Höhe ift, auf welche der Schwerpunkt des Kör⸗ 
pers fteigen muß, um den Körper aus feinem ftabilen Gleichgewichtszuftande 
in einen labilen zu bringen. 

Es fei C die Drehungsare und S der Schwerpunkt eines Körpers ABCD, 
dig. 229, deſſen dynamiſche Stabilität wir angeben wollen. Drehen wir 
den Körper, fo daß fein Schwerpunft S nad) S,, d. 5. ſenkrecht über C 

Sig. 229. kommt, fo ift der Körper im labilen 
Sleihgewichte, denn wenn er nur noch 
wenig weiter gedreht wird, fo gelangt er 
zum Umſturz. Ziehen wir die Horizontale 
S.N, fo ſchneidet diefe die Höhe NS, = s 
ab, auf welche der Schwerpunft geftiegen 
ift, und aus welcher fich die Stabilität 
Gs ergiebt. Iſt nun 

0S=(8S,=r CM—=NS=e 





a ut und die Höhe ON = MS — a, fo 
folgt der Weg: 
NS =s=r—a=Vat re! —a, 


und die Stabilität im letzteren Sinne: 
t=G(Ve te — a). 


Der Factor s — Va? te? — a giebt fir a = 0,5 = e, für a=e, 


s=e(V2— 1)=0,414e, fowie für a = ne s—(Vn: +1-—n)e, 
1 e € 
annähernd — (n 4 5 — n)e = On’ alſo für a — Wes= 30 


ud fur a »,8—= — — 0; es ift alſo die Arbeits-Stabilität um fo 


größer, je tiefer der Schwerpunkt Liegt, und fie nähert fi) immer mehr und 
mehr der Null, je höher fich der Schwerpunkt über der Baſis befindet. 
Schlitten, Wagen, Schiffe u. |. w. find deshalb fo zu beladen, daß ber 
Schwerpunkt des Ganzen nicht nur möglichft tief, fondern auch nahe über die 
Mitte der Bafis zu liegen fommt. 

Iſt der Körper ein Prisma mit ſymmetriſch trapezoidalem Duerfchnitte, 
tie Fig. 229 im Durchſchnitt vorftellt, und find die Dimenfionen folgende: 
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Länge — 1, Höhe MO — h, untere Breite CD — b, und obere Breite 
AB= b, fo hat man: 


_ _ b+25 h. 
M=a= tb — 7 6. 113) und 


CM = e = 1/b,, daher: 


—— — bi 2 hı + H2b h 

= r=-V(%)+( — . 

und die Arbeitsftabilität oder die zum Umſtürzen dieſes Körpers nöthige 
mechaniſche Arbeit: 


a=o|V(a) + (a +2a By ut a 
2 bi + b "3 + 3 
Beilpiel. Wie groß ift die Arbeitsftabilität oder die mechaniſche Arbeit zum 
Umftürzen des Obelisken ABCD, Fig. 230, aus Granit, wenn deſſen Höhe 
h= 3% Fuß, obere Länge und Breite I, = 14, und 
Fig. 280. db, =1 Fuß ſowie deffen untere Länge und Breite ,=4 


Fuß und db, — 34, Fuß beträgt? Das Volumen diejes 
a: ift ($. 124): 


= (2b), + 2b) + bilg + ba + 
= (2.%94.14+2.4.%+1.4+ * /) .°% 
= 40,25.5 = 201,25 Eubiffuß; 
wiegt um 1 Eubilfuß Granit, y = 8.61,74 = 135,22 
Pfund, fo ift das ganze Gewicht dieſes Körpers: 
G = 201,85 .135,22 = 37275 Pfund. 
Die Höhe feines Schwerpunttes über der Baſis beträgt: 
55 Bbili + bh Fb A 


20h Fu +5, +6 2 
— 45 + 3. Ye. 1 + 1.4 + %2- %a — 80) 
40,25 m 


— 10,312 Fuß. 





__ 27,75..16 
40,25 
Eine Umdrehung um die längere Bafistante vorausgejegt, ift der Horizontalab⸗ 
ftand des Schwerpunftes von diefer Kant, e= Y, by = Y.Y = Y Buß, 
daher die Entfernung des Schwerpunftes von der Are: 
CS=r=YVa? + e? = V(1,75)2 + (10,342)? — V110,002 — 10,489; 
und die Höhe, auf welche der Schwerpunft zu heben ift, um ein Umftürzen her⸗ 
beizuführen: 





s—=r— a = 10,489 — 10,312 —= 0,147 Fuß, 
fowie endlich die entſprechende mechanische Arbeit oder Stabilität: 
St = Gs = 37275.0,147 = 5479 Fußpfund. 


Arbeit beim Fortschaffen eines schweren Körpers. Um bie 
mechaniſche Arbeit zu finden, welche nöthig ift, um den Ort eines ſchweren 
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Körper ducch Drehung zn verändern, hat man einen ähnlichen Weg einzu- 
|hlagen, wie bei der Berechnung der Arbeitsftabilität deſſelben. Dreht man 
einen [hweren Körper 40, Fig. 231, um eine horizontale Are CO fo viel, 
daß fi die Neigung MCOS — « ber Schwerlinie CS —= rin MC, =, 
ig. 381. umändert, fo legt hierbei der Schwerpunft”S 
in verticaler Richtung den Weg 
— HS, = MSi. — MS=s=r(sin.a, — Sin. c) 
AB NS  qurlid, und es ift daher, wenn @ das Gewicht 
des Körpers bezeichnet, die hierzu nöthige mecha⸗ 
nifche Arbeit: 

A, = 65 = Gr (sin. — sin. ). 

Wäre die Drehungsare nicht horizontal, fon- 
dern um den Winkel 4 gegen den Horizont ge⸗ 
neigt, jo würde 

5 = r cos.ß (sin.a, — sin.) und 
A, = Gr cos.ß (sin.c, — sin.a) fein. (Vergl. $. 136.) 

Wird der Körper außerdem noch fo fortbewegt, daß er feine Lage gegen 
die Richtung der Schwere nicht ändert, aber fein Schwerpunkt fowie alle 
kine Theile einen und denfelben Weg durdjlaufen, deſſen Berticalprojection 
= 8, ift, fo erfordert die Verrückung oder Fortbewegung des Körpers, die 
mechanische Arbeit, noch den Zufat A; = Gs, und es ift daher die ges 
lammte mechaniſche Arbeit: 

A= Aı + A=G[rcosß (ein.c, — sin.c) + 3]. 

Der Weg des Körpers in horizontaler Richtung kommt natürlich ganz 
außer Betradht, wenn man eine jehr langſame Bewegung vorausſetzt, wobei 
die Arbeit der Trägheit Null zur fegen ift. 

Bei dem Körper AC, Fig. 232, welcher auf einer horizontalen Ebene BC 

Sig. 232, aufruht, und auf eine andere 
A, B, Horizontalebene C. D; gejtellt 

— werden ſoll, hat man 300, 
IE de an alſo cos.ß —= 1; ferner wenn 
a a und e die verticalen und 








, Sa ! : f 
If — horizontalen Coordinaten vom 
—W Bi = Schwerpunlkt S, z Körpers 
ge in aufgerichteter tellung be⸗ 
5 zeichnen, den Radius CS, —=r 
J. Zen = Va? + e?, und die Höhe 


E Sı — d — r sin. 04. Iſt 
a der Neigungswinkel BCS 
der Seitenfläche BC des Kör⸗ 
pers gegen die Schwerlinie OS, 
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jo ergiebt fich die anfängliche Höhe des Schwerpunftes 8 über der Auf- 


lagerungsfläche: 
KS= (CS sin. BOS=r sin.a = Va! + e!.sin.o, 
Tig. 233. 
As. B, 





und es folgt die Höhe, auf welche der Schwerpunkt 8 des Körpers beim 
Aufrichten fteigt: 
Hs =s2 =H Si — BE H=a— Vai + e.sin. 0. 

Iſt nun nod) 5, die ſenkrechte Höhe der Standebene CO, D, über der erften 
Lagerebene BC, fo hat man die ganze mechaniſche Arbeit zum Aufheben des 
Körpers von BC auf C. D,: 

A=G(a— Va?’ + e2. sSin. « 4 8). 

Diefe Beltimmung der Arbeit zum Yortfchaffen eines Körpers hat nur 
dann ihre volle Richtigkeit, wenn der Schwerpunft ftetig von S nad) S, ge: 
hoben wird; in dem Falle hingegen, wo der Körper erft aufgerichtet und 
dann emporgehoben wird, ift die erforderliche mechaniſche Arbeit: 


A=G6G(FO+s,)=G(CO—KS+s,)=G[Ya? + e(ı — Sin. c) + s;], 


weil die Arbeit G.ON — @ (Va? + e? — a), welche der Körper beim 
Niederfinken des Schwerpunftes von O nad) S, verrichtet, verloren gebt. 


8. 150. Stabilität eines Körpers auf der geneigten Ebene. (in Kör⸗ 
per AC, fig. 234, auf einer fchiefen, d. h. gegen den Horizont geneigten 
Ebene (franz. plan inclind; engl. inclined plane) fann zwei Bewegungen 
annehmen, er kann von ber fchiefen Ebene herabgleiten, er fan fid) auch um 
eine feiner Baſiskanten umdrehen und umftürzen. Iſt der Körper fich ſelbſt 
überlaffen, fo zerlegt fi) das Gewicht & des Körpers in eine Kraft N nors 
mal und eine Kraft P parallel zur Baſis; die erftere nimmt die ſchiefe 
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Ebene vollkommen auf, die letztere aber treibt den Körper auf der Ebene ab» 
wärs, Segen wir ben Neigungswinfel FAR der fchiefen Ebene gegen den 

Fig. 234. Horizont — a, fo haben wir auch 
den Wintel GSN = «a, und daher 
den Normaldrud: 


N=d c08. a, 
fowie die Kraftzum Herabgleiten: 
P=Gsin.a. 


Geht die verticale Schwerlinie SG 
durch die Bafis CD, wie Yig. 234 
zeigt, fo kann nur eine gleitende Be 
wegung entitehen, geht aber, wie in Fig. 235, diefe Schwerlinie außerhalb 
der Baſis vorbei, fo tritt auch noch ein Umſtürzen ein, es ift alfo der Körper 

Big. 238. Fig. 236, 





B 





ohne Stabilität. Mebrigens hat ein Körper AC auf der fchiefen Chene FM, 
dig. 236, eine andere Stabilität als auf der Horizontalebene HR. Sind 
DM —= e und MS —= a die rechtwinkeligen Koordinaten des Schwer⸗ 
punftes S, fo hat man den Hebelarm der Stabilität: 
DE=-DO — MN =ecosa — a sin. , 

während er — e ift, wenn der Körper auf der Horizontalebene ſteht. Da 
e>e 008.0 — a sin.« ift, fo fällt auf der fchiefen Ebene die Stabilität 
in Beziehung auf die untere Kante D Feiner aus, als auf der horizontalen 


Ebene; fie ift fogar Null fir e cos. — a sin.«, d. i. flir tang.a« — — 


Wenn aljo der anfangs auf einer Horizontalebene mit der Stabilität Ge 
ſtehende Körper fpäter auf eine fchiefe Ebene zu ftehen kommt, deren Neigungs- 
winkel & dem Ausdrude tang. « — — entſpricht, ſo verliert derſelbe ſeine 
Stabilität. Auf der anderen Seite kann aber auch ein Körper auf der ſchiefen 
Ebene zur Stabilität gelangen, die ihm mangelt, wenn er auf der Horizontal» 
ebene fteht. Für eine Drehung um die obere Kante CO ift der Hebelarm 

CH =(0, + MN ei cos. 4 a sin. œ, 
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270 Dritter Abſchnitt. Drittes Eapitel. [$. 151. 


während er beim Stande auf der Horizontalebene, = CM = e, ausfällt. 
‚ft nun e, negativ, fo hat der Körper keine Stabilität, fo lange er auf ber 
Horizontalebene fteht; ruht er aber auf einer geneigten Ebene, für deren 


Neigungswinkel &, fang. a > — ift, fo gelangt der Körper in eine ftabile 


Gleichgewichtslage. 

Wirkt außer der Schwerkraft noch eine andere Kraft P auf den Körper 
ABCD, Fig. 225, fo behält derſelbe feine Stabilität, wenn die Mittelkraft 
N aus dem Gewichte G ded Körpers und aus der Kraft P eine Richtung 
hat, welche die Bafis CD des Körpers durchfchneibet. 

Beilpiel. Bei dem Obelisten im Beiſpiele des Paragraphen 148 ift 


e=), Fuß und a = 10,342 Fuß, es verliert folglich derjelbe jeine Stabilität, 
wenn er auf eine ſchiefe Ebene zu ftehen kommt, für deren Neigungswintel if: 


7 7000 | 
710312 ” aısog — 916922, deren Reigung folglid) « = 936° beträgt. 


tang.a= 
Theorie der schiefen Ebene. Da die ſchiefe Ebene nur den- 
jenigen Drud in ſich aufnimmt, welcher wintelrecht gegen fie gerichtet ift, fo 
Sig. 237. beftimmt fich die Kraft P, welche nöthig 
ift, un einen Übrigens vor dem Umſtür⸗ 
zen geichligten Körper auf der fchiefen 
Ebene zu erhalten, indem man die Ber 
dingung feitfett, daß die aus P und G 
bervorgehende Mittelfraft N, Fig. 237, 
winfelvecht zur ſchiefen Ebene ftehe. Der 
Theorie des Barallelogrammes der Kräfte 
zufolge hat man: 
P'_sin.PNO 
G  sin.PON’ 
nun ift aber der Winkel PNO = Winkel GON= FHR=a, und 
der Winfel PON = POK + KON = + 90°, infofern ınan den 
Winkel FEP—= KOP, um welchen die Sraftrichtung von der ſchiefen 
Ebene abweicht, mit 4 bezeichnet; man erhält daher: 
PP. sin. & __ Sin. & 
G sin. (90 +)’ os. ß’ 
alfo die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen Ebene erhält: 
G6 sin. c 
cos 





iz 


Tür den Normaldrud N ift 
N _ sin. OGN 


G sin. ONG' 
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aber Binfel OEN = 90’ — (ce +B) und ONG = PON=90-+B, 
daher folgt 
GT iO HP) — F[ß ° 
und der Normaldrud gegen bie fchiefe Ebene: 
N G cos. (æ + 8. 
cos. B 

st « + B> 90 Stab, alfo B> 90 — «, fo fällt N negativ aus, 
und es ift dann, wie Fig. 238 darftellt, die fchiefe Ebene AZF über den von 
der Kraft P ergriffenen Körper O zu legen. 

Sig. 288. Geht die Kraft P mit der fchiefen Ebene parallel, 
fo ft 6 = 0 und cos.ß = 1, daher 
P=Gsin.aund N = @ cos.o. 
Wirkt die Kraft P vertical, fo iſt + B = 90°, 
daher 
cos.ß —= sin.«, ferner cos.(& + P) = 0, 

und P—G fowie N — 0; dann hat alfo die ſchiefe 
Ebene feinen Einfluß auf den Körper. 

Wirkt endlich die Kraft horizontal, ſo iſt P—= — « 
und cos. ß = cos. x, daher 

G 003.0 G 


@ sin.a la 
= — @ tang.a, fowie N = —— = ——. 
C08. 0 cos. & C08. & 








pP 


Beifpiel. Um einen Körper von 500 Pfund auf einer ſchiefen Ebene von 
50% Neigung gegen den Horizont zu erhalten, wird eine Kraft aufgeivendet, deren 
Riätung 75° mit dem Horizonte einſchließt; wie groß ift diefe Kraft und wie ftarf 
drüdt der Körper gegen die fchiefe Ebene? Die Kraft ift: 


 508.(75— 50)  cos.200 — 422,6 Pfund, 
und der Druck gegen die Ebene: 
600.cos. 75° 
N= 08.900 — 142,8 Pfund. 


Princip der virtuellen Geschwindigkeiten. Bringt man das 8. 152 
in $. 142 näher auseinandergefegte Princip von der Gleichheit der Wirkung 
und Gegenwirkung mit dem Principe der virtuellen Geſchwindigkeiten ($. 85 
und 8.100) in Berbindung, fo ftellt fich folgende Kegel Heraus: Halten zwei 
Körper, M, und M,, Fig. 239 (a. f. ©.), einander das Gleichgewicht, fo 
it für eine endfliche geradlinige und aud) für eine unendlich Feine 
Irummlinige Bewegung des Drud- oder Berührungspunftes A, 
nicht allein die Summe der mehanifchen Arbeiten von ben Kräfs 
ten jedes einzelnen Körpers, fondern auch die Summeder mechani— 
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Shen Arbeiten von den äußeren Kräften beider Körper, zuſam⸗ 
mengenommen, glei Null. Sind P, und Si die Kräfte bes einen 
Körpers, P; und S, die des anderen, fo entfprechen denſelben bei einer Ver⸗ 
rüdung des Berlihrungspunftes von A nad) B die Wege AD), AE), AD, 
und AE,, und es ift nad) dem oben ausgefprochenen Gefege: 

P.AD+8.45 +BR AD +S.4A5,=0, 
ober ohne Rückſicht auf bie Richtung: 
 A.AD+S.AbH=PR.AD+S.AG 

Die Richtigkeit diefes Sages läßt fic auf folgende Weile darthın. Da 
die Normaldrüde N, und N, einander gleich find, fo findet auch Gleichheit 
zwifchen ihren Arbeiten N, . AC und N; . AC ftatt, nur mit dem Unter- 
ſchiede, daß die Arbeit der einen Kraft pofitiv umd die der anderen negativ 
ft. Nun hat man aber nad) dem Früheren, die Arbeit N, . AC der Mittel 
Traft N, gleich der Summe P, . AD, + 5). AE, der Arbeiten ihrer 
Componenten P, und S,, undebenfo N, . AC=PR .AD, +8. AB; ; 
es ift daher auch: 

P.AD+S8.Ab—=PR.AD +&.AE. 





Fig. 239. Fig. 240. 





Die Anwendung des fo allgemeiner gemadjten Princip8 der virtuellen Ge 
ſchwindigkeiten gewährt bei ftatifchen Unterfuchungen oft große Vortheile, in- 
dem durch fie die Entwidelung der Gleichgewichtsformeln fehr vereinfacht 
wird. DBerrüdt man z. B. einen Körper A auf der fchiefen Ebene ZH, 
Tig. 240, um den Weg AB, fo ift ber entjprechende Weg feines Gewichtes G, 

— AC—=AB.sin. ABC—= AB.sin. FHR—= AB. sine, 
dagegen dev Weg der Kraft 2, = AD= AB.co.. BAD= AB. cos. ß 
und endlich der Weg der Normalfraft N, — 0; nun ift aber die Arbeit von 
N gleich ber Arbeit von G plus der Arbeit von P, man hat daher zu fegen: 


N.o=—-G.AC+P.AD, 
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und findet auf diefe Weife die Kraft, welche den Körper auf der fchiefen 
Ebene im Gleichgewicht erhält: 
_@ sin.a 
cos.ß ° 
ganz in Uebereinftunmung mit dem 
vorigen Paragraphen. 
Um dagegen den Normaldrud 
N zu finden, rücken wir dieſe fchiefe 


Tiebigen Weg AB rechtwinkelig gegen 
bie Kraftrihtung AP fort, beftimmen 
die ent|prechenben Wege der äußeren 
Kräfte und fegen die Arbeit des Ges 
—wichtes G und die der Kraft P des 
>R, Körpers A gleich der Arbeit ber 
Kraft N der fchiefen Ebene oder des 
Drudes zwifchen beiden Körpern. 





Der Weg von N ift: 
AD=ABco.BAD=AB cos. ß, . 
der Weg von 6 iſt: 
AC=ABcos.BAC—= AB .cos.(a + 6) 
und der Weg von P ift — 0, daher Arbeit: 
N.AD=@G.AC+HP.O, 
G.AC cos. (& + ß) 
Ber eg yon 
AD cos. B 
wie im vorigen Paragraphen ebenfall8 gefunden worben ift. 





und N= ’ 


Theorie des Keiles. Sehr einfach entwidelt fich hiernach die ‘Theorie 
des Keiles. Der Keil (franz. coin; engl. wedge) ift eine durch ein dreifei- 
Fig. 242. tige8 Prisma FHG, Fig. 
242, gebildete, bewegliche 
ſchiefe Ebene. In der Regel 
wirft die Kraft KP = P 
rechtwinkelig auf den Ru⸗ 
den FG des Keiles und 
bält einer anderen Kraft 
oder Laſt AQ— Q, welche 
gegen die eine Seitenfläche 
FH deſſelben drückt, das Gleichgewicht. Iſt der die Schärfe des Keiles 
mefiende Winkel FHG —= .o, ferner der Winkel, um welchen die Kraft- 
Weisbach's Lebrbudh der Mechanik. J. 18 





Ebene HF, Fig 241, um einen bes 


$. 158. 
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richtung KP oder AD von der Seitenflähe GH abweicht, alſo GER - 
— BAD, = ô, und endlid) der Winfel ZAH, um den die Richtung der 
Sig. 248. Laſt Q von der Seitenfläche 
FH abweidt, = P, fo er⸗ 
geben ſich die Wege, welche 
beim Verrücken des Keiles 
aus der Tage FHG in die 
tage F} A, G1 zurückgelegt 
werden, auf folgende Weife. 
Der Weg des Keiles ift: 
AB=FFR= HH, 





ferner der Weg der Kraft ift: 

AD AB cos. BAD= AB cos. ô, 
und der Weg ber Stange AL oder Laſt Q mißt: 

AB sin. ABC _ABsin.a _ AB sin.« 
sin. ACB smHAC sin.ß 
Dagegen ift der Weg der dem Drude auf die Grundfläche EG entipre- 

chenden Reaction R, fo wie der Weg von der dem Drude gegen die Leitung 
der Stange AC entgegengefegten Reaction A, — Null. Sest man num die 
Summe der Arbeiten der Äußeren Kräfte P, Q, Rund R, = Null, alſo: 

P.AD—-Q0.AC+R.0+R.I=0, 
fo erhält man die Beftimmungsgleihung: 


wie ſich allerdings auf dem Wege der Kraftzerlegimg ebenfalls finden läßt. 
Wenn die Kraftrichtung X E durd) die Kante H des Keiles geht, und die 


Schärfe FHG halbirt, fo hat man d — > und daher 


 & 
P— Q sin. By 
zu, a co 
sin. B cos. 7 
Geht die Kraftrihtung parallel zur Bafis oder Seitenfläche GH, fo ift 

ö = 0, daher: 

_Qsın.a 

sin.ß 
und iſt noch die Laſtrichtung winkelrecht zur Seitenfläche EH, alſo 8 = 90°, 
jo folgt: 





P=LQ sin... 
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Beifpiel. Die Schärfe FHG = «a eines Keiles betrage 25°, die Kraft ſei 
parallel zur Bafis HG gerichtet, e8 fei aljo d = 0, und die Laſt Q wirke win⸗ 
kelrecht zur Seitenflähe FH, alſo 4 ſei = 900, in weldem Berbältnifje ftehen 
Kraft und Laft zu einander? Es ift: 


P=Q sine, alfo 7 — sin. 25° — 0,4206. 


Für eine Laſt Q von 130 Kilogramm ftellt fi hiernach die Kraft: 
P = 130 . 0,4226 = 54,938 Rilogramm heraus. 
Um die Laft oder Stange ein Meter fortzufhieben, muß der Keil den Weg 
AC _ 1 
zurüdlegen. 

Anmerlung 1. Durd) Anwendung des Kräftepärallelogrammes beftimmt fi 
das Berhältnik zwiſchen Kraft P und Laſt Q des Keil FOM, Gig. 244, 
wie folgt. Die Stangenlaft, 
AQ=LQ zerlegt fi in eine 
Seitenkraft AN = N normal 
auf die Seitenflähe FH des 
Keiles, und in eine Seitentraft 
AS S normal auf die Stan⸗ 
genare LA. Während S von 
der Leitung der Stange aufge: 
nommen wird, gebt AN = N 
auf den Keil über und vereinigt 
fich bier als A,N, mit der 
Kraft KP= AP= Pos 
Keiles zu einer Mitteltcaft 
4A,R = R, deren Richtung wintelreht auf der Grundfläche GH des Keiles ftehen 
muß, damit fie vollftändig auf die Unterſtützung des Keiles übergeht. Das Kräfte 
parallelogramm A, PRN, giebt: 

pP = sin. RA, N; = sin. FHQG En sin. 

N, sSin. A, RN, sin.PA,R cos.d’ 
und dem Rräfteparallelogramme ANQS zufolge ift: 

N sin. NQA _ sin QAS _ 1 

Q "sin ANG sin. LAH sin. ®’ 
da nun N, = N if, fo ergiebt fi hiernach durch Wultiplication diejer Pros 
portionen: 


Fig. 244. 





‚N_?P__sna«a alfo: 
No TOT anBco.d' 
P— Q sin.a 


sin. ß cos. d’ 
wie auch im Haupttert gefunden worden ift. 

Anmertung 2. Die Theorien des Hebels, der ſchiefen Ebene und des Keiles 
finden eine weitere Entwidelung im fünften Gapitel, wo nod der Einfluß ber 
Reibung in Betracht gezogen wird. 


15* 
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Diertes Capitel. 


Gleichgewicht an den Seilmafdhinen. 


Seilmaschine, Wir haben feither bie feften Körper als vollkommen 
ftarre oder fteife Körper (franz. corps rigides; engl.rigid, stiff bodies), 
d. i. als folche angejehen, welche durch die Einwirkung äußerer Kräfte weder in 
Form noch um Bolumen verändert werben; bei manchen Körpern und in 
vielen Fällen der Anmendung der Mechanik auf die Praris ift jedoch die 
Annahme der vollfommenen Starrheit fefter Körper nicht mehr zuläffig, und 
deshalb yüthig, diefe Körper insbeſondere noch in zwei anderen Zuftänden zu 
betrachten. Diefe Zuftände find die volllommene Biegſamkeit und die Elafti= 
eität, und wir unterfcheiden hiernach noch die biegſamen Körper (franz. 
corps flexibles; engl. flexible bodies), und bie elaſtiſchen Körper 
(franz. corps 6lastiques; engl. elastic bodies) von einander. Die bieg- 
famen Körper nehmen nur Kräfte von einer gewiſſen Richtung ohne Form⸗ 
veränderung auf, folgen dagegen ben Kräften, welche nach anderen Richtungen 
hinwirken, vollftändig; die elaftifchen Körper hingegen geben bis zu einer 
gewiſſen Grenze jeder auf fie wirkenden Kraft nad). 

Ein ftarrer Körper AB, Fig. 245, I, widerfteht einer Kraft P vollftän« 
dig, ein biegfamer Körper AB, Fig. 245, II, folgt dagegen der auf ihn 
wirfenden Kraft P, wobei feine Are die Richtung der Kraft annimmt, und ein 

Fig. 245. 





ve 


r--------- AR 





run 





elaftifher Körper AB, %ig. 245, III, wiberfteht der Kraft P nur bis zu 
einem gewillen Grade, wobei feine Are eine gewiffe Biegung erleidet. Schnitre, 
Seile, Riemen, und in gewifler Beziehung aud) Ketten, find die Repräfen- 
tanten der biegfamen Körper, wiewohl fie eine vollfommene Biegfamkeit nicht 
befigen. Diefe Körper find der Gegenftand dieſes Capitels; von den elaftifchen 
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Körpern, ober vielmehr von der Efafticität der feften Körper wirb Dagegen 
erſt im vierten Abjchnitt gehandelt. 

Wir verftehen in der Folge unter einer Seilmafchine (franz. machine 
funiculaire; engl. machine of strings) ein Seil oder eine Verbindung von 
Seilen (da8 Wort Seil im allgemeinen Sinne genommen), welche von Kräften 
angefpannt wird, und beichäftigen uns in diefem Capitel mit ber Theorie des 
Gleichgewichtes diefer Maſchinen. Derjenige Punkt einer Seilmafchine, wo 
eine Kraft angreift und deshalb das Seil einen Winkel bildet oder eine 
Richtungsveränderung erleidet, heißt ein Knoten (franz. noeud; engl. knot). 
Derfelbe ift entweber feſt (franz. fixe; engl. fixed), oder beweglich (franz. 
coulant; engl. moveable).. Spannung (franz. und engl. tension) ift die 
Kraft, welche ein geipanntes Seil in der Richtung feiner Are fortpflanzt. 
Die Spannungen an den Enden eines geraden Seiles ober Seilftüdes find 
gleich und entgegengejegt ($. 88); auch Tann das gerade Seil andere Kräfte 
als die in der Arenrichtung wirkende Spannung nicht fortpflangen, weil es 
fi) fonft biegen müßte, alfo nicht gerabe bleiben Könnte. 


Gleichgewicht in einem Knoten. Gleichgewicht einer Seilmaſchine 8. 


findet flatt, wenn in jedem Knoten derfelben Gleichgewicht vorhanden ift. Es 
find daher zunächſt die Berhältniffe des Gleichgewichts an einem Knoten 
kennen zu lernen. 

In einem Knoten K, welchen ein Seilftüd AKB, Fig. 246, bildet, fin 
bet Gleichgewicht ftatt, wenn die ſich aus den Seilfpannungen X Sı — Sı 
und KS; — 5, ergebende Mittelfraft XS S gleich, und entgegengefeßt 

gerichtet ift der im Knoten angreifenden 
dig. 216, Kraft P, denn die Eeilfpannungen 81 
und 8, bringen im Knoten K diefelben 
Wirkungen hervor wie zwei ihnen gleiche 
und gleichgerichtete Kräfte, und drei Kräfte 
halten fich das Gleichgewicht, wenn bie 
eine von ihnen gleich ift und entgegen- 
geſetzt wirft der Mittelfraft aus den bei- 
den anderen ($. 89). Ebenſo ift aber 
auch die Mittelfraft 3 aus der Kraft P 
und der einen Spannung S, gleich und 
entgegengefetst gerichtet der zweiten Seil- 
fpannung 5 u. ſ. w. Jedenfalls läßt 
ſich diefe Gleichheit dazu benußen, zwei 
Beſtimmungsſtucke, z. B. die Spannung und Richtung des einen Seiles, zu 
ermitteln. Iſt 3. B. die Kraft P, fowie die Spannung Sı und der von 
beiden eingefchlofiene Winkel 








8. 156. 
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AKP = 180 — AKS = 180° — «a 
gegeben, fo hat man flir die zweite Spannung 
Pt +8? — 2PSı cos.« 
und für ihre Richtung oder Abweichung BKS = f, von XS: 
81 sin. c 


Ss 


Beijpiel. Wenn dag Seil AKB, Fig. 246, am Ende B aufgehangen, am 
Ende A aber durch ein Gewicht & — 135 Pfund und in der Mitte X durd eine 
Kraft P = 109 Pfund, welde unter einem Neigungswinkel von 25 Brad auf: 
wärts zieht, angelpannt wird, fo ift die Frage nad der Richtung und Spannung 
des Seilftüdes KB. Die Größe der geſuchten Spannung ift: 

S, = y 1092 + 1352 — 2.109 . 135 cos. (90° — 25°) 


— Yııssı +- 18225 — 29480 . cos. 65° = V17668,3 — 132,92 Pfund. 
Für den Wintel 8 hat man: 
S, sin.a 135 . sin. 65° WU 
sin. ß = — = In Log. sın. = 0,96401 — 1, 
daher iſt 0 6700, und die Neigung des Seilſtückes KB gegen den Horizont: 
9 — 25° = 670, — 26°, 0’ = 429, (/. 


sin. = 


Wenn ein Seil AKB, Fig. 247, dadurch einen feften Knoten K bildet, 
daß fich das eine Seilftüd BK gegen eine feite Stiige M anlegt, während 
das andere Seilſtück AK burd) eine Kraft KS — S gelpannt wird, deren 

Fig. 247. Richtung um einen gewifien Win- 
tlSKS, = « von der Richtung 
des erſteren abweicht, jo ift die 
Spannung des Seilftüdes KB: 

KS, = 9 =5Scos.o, 
weil der zweite Component KN — N —= S sin.« ber Spannung S von 
ber Stütze M aufgenommen wird. 

Uebrigens ift auch 

Ss — 8VI — (sin. a)2, 


und daher für einen Heinen Ablenfungswinfel ©: 
= 3 
5 = (1 — (sin. o)*) 5 — ( — 5) S, dagegen 


I (1 + =) S; zu fegen. 


a 
1 — — 








8— 


Wenn ſich ein Seil AB, Fig. 248, um einen prismatiſchen Körper M 
legt, und dabei in feiner Richtung um die Winkel &,, as, &, abgelenkt wird, 
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fo wiederholt fi die vorige Kraftzerlegung, fo daß im Knoten K, bie 
Spannung 8 in: 


5, —=$ c08. Ay 
"ig. 248. 





im Knoten K, die Spannung S, in: 
8; = 5, 008.0 = 5 008.0, cos. 0%, 
und im Knoten X, die Spannung 5, in: 
83 = S, 008.05 — $ c0s.&, 03.0; 008. 0%, übergeht. 
Sind die Winkel &,, &%, a; = a, aljo einander gleich, jo hat man: 
5; = 8 (cos.«)?, ober allgemein, bei n Ablenkungen: 
8, = 5 (cos. 0)”. 
Seht das Prisma M in einen Cylinder Über, fo ift & unendlich Hein, 
und » unendlich groß, daher: 


& ” 
8.— ( -")\s=(1-"%)s 
oder wenn man den ganzen Ktentungewintel no durch 4 bezeichnet: 
aß . 
= (1 — ) s, d. i: 


S, = 5, weil « und folglich auch L unendlich Klein gegen 1 ift. 


Wenn aljo ein Seil AB, Fig. 249, fo um einen glatten Körper DEF 
gelegt ift, daß e8 einen Theil vom Umfang feines Querſchnittes bebedt, jo 


Fig. 249. 






B A 
Q D F 





pP 


wird dadurch feine Spannung nicht geändert, e8 find alſo aud) im Gleich⸗ 
gewichtäzuftande, die Spannungen P und Q an den beiden Enden A 
und B deffelben einander gleid). 


Gleichgewicht eines losen Knotens, Sit der Knoten K ein [Lofer $. 157. 
ober beweglicher, wirkt 3. B. die Kraft P mitteld eines Ringes auf das 
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durchgezogene Seil AKB, Fig. 250, fo iſt zwar wieder die Mittelkraft 8 
aus den Seilfpannungen S, und Sg gleich und entgegengefegt gerichtet der 
Kraft P am Ringe: außerdem find aber noch die Seilfpannungen unter 
ſich gleich. Diefe Gleichheit folgt zwar fehon aus $.156, läßt fich aber auch 
feicht auf folgende Weife nachweiſen. Zieht man das Seil um einen gewiflen 
Weg s in bem Ringe fort, fo legt die eine Spannung S, den Weg s und 
die andere Spannung 5, den Weg — 3, die Kraft P aber ben Weg Null 
zurüd; es ift folglich, vollfommene Biegſamkeit vorausgeſetzt, die Arbeit: 
P. O— Si . s — 83.s, d. i. I5 — sum IS = 8. 

Aus dieſer Gleichung der Spannungen folgt wieder die Gleichheit der 
Winkel AKS und BKS, unter welchen die Richtung der Mittelkraft S 
von den Seilrichtungen abweicht; fegen wir diefe Winkel — «, jo giebt bie 
Auflöfung des Rhombus KS,SS;: 

S=P=2S, cos. c, und umgefehrt: 


pP 
S, = 5 208.08 


Sig. 250. Fig. 281. 





Sind A und B, Fig. 251, feite Punkte eines Seiles AK B von gege- 
bener Fänge (2a) mit einem beweglichen Knoten K, jo findet man den Ort 
dieſes Knotens durch Eonftruction einer Ellipfe aus deren Brennpunfte 
A und B und deren der Seillänge 2a gleichen großen Are, wenn man eine 
Zangente an diefe Curve winkelrecht zur gegebenen Kraftrichtung legt: der 
fi ergebende Berührungspunft ift der Ort des Knotens, weil bei der Ellipfe 
die Normale XS mit den Fahrſtrahlen KA und KB gleiche Winfel ein- 
jchließt, gerade fo wie die Mittelfraft S mit den Seilfpannungen S, und 8. 

Zieht man AD parallel zur gegebenen Kraftrihtung, macht B.D gleich 
der gegebenen Seillänge, halbirt AD in M unb errichtet hierauf das Per⸗ 
pendikel MK, jo erhält man den Ort des Knotens K auch ohne eine 
Ellipfenconftruction, denn da dann Winfel AKM Winkel DKM und 
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AK= DK if, fo folgt auch Winkel AKXS Winkel BKS und 
AK+KB=DK+KB=DB= 2a. 


Beiſpiel. Zwiſchen den Punkten Aund B, Fig. 252, ift ein Seil von 9 Meter 
Länge durch ein mittels eines Ringes angehängtes Gewicht F von 170 Kilogramm 
Fig. 282. ausgeſpannt; die Horizontalentfernung AC beis 
der Puntte ift 61/, Meter und der Berticalabs 
fand CB = 2 Meter; man ſucht den Ort des 
Knotens ſowie die Seilfpannungen und Seil 
rigtungen. Aus der Länge AD = 9 Meter 
als Hypotenufe und der Horizgontalen AC 
= 64, Meter folgt die Verticale: 
D= Y9 — 65% — VBl — 42,25 
— V38,75 — 6,225 Meter; 
und hieraus die Baſis des gleichſchenkligen 
Dreieckes BDE: 
BD=CD-—C B=6,225 — 2=4,225 Meter. 
Die Aehnlichkeit der Dreiede DKM und DAC giebt nun: 
DM 4,225.9 _ 
DK=BK= DG DA 2905 7 9:04 Meter; 
hieraus folgt: 
AK=9 — 3,054 — 5,96 Meter, 
und für den Winkel «, um melden die Seilftüde von der Berticalen abweichen: 
05.0 = BM = 2,1125 _ 0,6917, daher « = 469 14’ 
ee :7 a 777 * 
und endlich die Spannung der Seile: 


@ 
S, = = oe 3.0,0017 122,9 Kilogramm. 





Gleichgewicht des ganzen Seilpolygons. Die Berhältniffe des 8. 158. 

Gleichgewichtes an einem Seilpolygone, d. i. an einem angefpannten 
Fig. 253. | Seile, welches an verjchies 

denen Punkten von Kräften 
ergriffen wird, find in 
Uebereinftimmung mit den 
Berhältniffen des Gleichge⸗ 
wichtes von Kräften, welche 
in einem Punkte angreifen. 
Es ſei AKB, fig. 253 I, 
ein von den Kräften 

Pi, P;, Py Pu P, 
angelpanntes Seil, P, und 
P, greifenin A, P, in K 
und P, und P, in Ban. 
Seten wir die Spannung 
des Seilſtückes AK, — S$ı 
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und die des GStüdes BK, — S, Jo erhalten wir S, als Mittelfraft von 
den in A angreifenden Kräften P, und P,, und tragen wir den Angriffs 

Fig. 254. punkt A diefer Spannung 
von Aauf X, fo ergiebt fich 
wieder 5, als Mittelkraft 
von S, und P, oder von 
Pi, Ps und P,; transpor- 
tiren wir endlich den Ans 
griffspunkt der Kraft 5 
von K nad) B, fo erhalten 
wir in &, P, und P,, ober, 
da 8, Mittelfraft von Pi, 
P; und P, ift, auch in Pi, 
Ps, P;, Pa P; ein ſich 
das Gleichgewicht haltendes 
Kräfteſyſtem. Wir können 
hiernach behaupten: wenn 
gewiſſe Kräfte Pi, Ps, 
P, u. |. w. ein Seilpolygon im Gleichgewichte erhalten, jo werden 
fie fi) auch felbft das Gleichgewicht halten, wenn man fie bei 
unveränderter Richtung und Größe, in einem einzigen Punkte, 
3. B. in C (IL), angreifen läßt. 

Wird das Seil AK, K,... B, Fig. 255, in den Knoten Ki, Ks... durch 
Gewichte Gꝛ, @s... angefpannt, und werden die Endpunfte A und B durd) 
die Berticalfräfte V und P, und die Horizontalfräfte HZ und ZI, feftgehalten, 
fo ift die Summe ber Berticalfräfte: 

Hr — th 6 ..) 

und die Summe der Horizontalkräfte: Z — H. Der Gleichgewichts- 
zuftand fordert aber, daß beide Summen — Null find; e8 ift daher 

) IHRE Gr um 

2) H=H,b.h. 
bei einem dur Gewichte angefpannten Seilpolygone ift die 
Summe der Berticalfräfte oder Berticalfpannungen in den End= 
oder Aufhängepuntten gleid) der Summe der angehängten Ge— 
wichte, und es ift die Horigontalfpannung des einen Endes gleich 
und entgegengefegt gerichtet der Horizontaljpannung im anderen 
Endpunfte. | 

Berlängert man die Richtungen der Spannungen S, unb 8, in ben 
Endpunften A und B bis zu ihrem Durdjichnitte C und verlegt man bie 
Angriffspunkte jener Spannungen nad) dieſem Punkte, fo erhält man eine 
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einige Kraft P = V + V,, weil fi) die Horigontalfräfte 7 und H, 
aufheben. Da diefe Kraft der Summe G1 + Ga + Gas +» von den 
angehängten Gewichten das Gleichgewicht hält, fo muß der Angriffs⸗ ober 
Schwerpunkt dieſer Gewichte in der Richtung derfelben, d. i. in der durch 
C gehenden Berticallinie, enthalten fein. 


Aus der Spannung S, des erften Seilftücdes AK, und beffen Neigungs- $. 159. 
oder Fallwinkel S, AH = a, folgt die Berticalfpannung 97 = Sı sin. a, 


Gig. 256. 


R 
A’ 





und die Horizontalfpannung H — Sı 008.0. XTrandportirt man nun den 
Angriffspunkt diefer Kräfte von A nach dem erften Knoten X, fo kommt 
zu diefen Spannungen das vertical abwärts ziehende Gewicht Gy, und es 
ift nım für das folgende Seilſtück K, K, die Verticalfpannung 
Vi - V — 4 = 9 sin. — Gh, 

wogegen bie Horizontalfpannung unverändert H, — H bleibt. Beide Kräfte 
geben vereinigt die Axenſpannung des zweiten Seilftiides: 

= nt 
und die Neigung ax, defjelben durch die Yormel: 

Yyı _Sı sin. — Gı 


tang. &; = a7 Doom d. i. 
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lang. % — lang.cı, — Er 


Trägt man den Angriffspunft ber Kräfte Yı und H von K, nad) K, 
fo erhält man in dem hinzufommenden Gewichte GC, noch eine neue Berti- 
calfraft, und es entfteht fo die Verticalkraft des dritten Seilſtückes: 


N — G=V/—- (GA G Bisin. ci - (614 6), 


Sig. 206. 
Sı_._....__.. Y 
—X&X 
u A Vn-----... Du 
5 ---31; ‘ 
| | 
on | 
U eK Hn 
H; ' V+Vn 





während bie Horizontalfraft 7, — H bleibt. Die Gefammtipannung diefes 
dritten Seilftüdes ift mithin: 

und für den Neigungswinkel &; deſſelben hat man: 

V% __ Sı sin. — (GC, + 62,0 


lang. = an S} C08. 0 
lang. &; = bang. cı — At . 

Für den Neigungswinkel des vierten Seilſtückes ift ferner: 
tang. 04 —= lang. cc, — Areatre u. |. w. 


Gt + 


Halt 7 


>tang.a, oder + + >V aus, 
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fo wird tang.«, und folglich auch ce, negativ, fo daß die entfprechende Poly 
gonjeite K, K, nicht mehr abwärts gerichtet ift, fondern auffteigt. Daſſelbe 
Berhältniß tritt natürlich auch in jedem anderen Punkte ein, für welchen 
G 6, 4. 4.. * Y iſt 
Uebrigens laſſen ſich die Spannungen Si, Ss, Ss u. ſ. w., ſowie die 
Neigungswinkel a, &, & u. |. w. der einzelnen Seiltrümer leicht geome⸗ 
trifch darftellen. Machen wir bie Horizontale CH, fig. 257, — ber 
Fig. 87. Horizontalfpannung H und die Berticale HA — ber 
Berticalfpannung 9 im Aufhängepunfte A, ſo giebt 
. die Hypotenufe CA die Totalfpannung S, des erjten 
Seilſtückes und der Winkel NCA die Neigung «, deſſel⸗ 
ben gegen den Horizont an; tragen wir num nod) die 
Gewichte C,, G,., @s u.f.w. als Theile AS,, 5 55, 
85, u. |. w. auf bie Berticae AB= V + V, 
auf und ziehen die Transverfalen CS, CS, CS, 
u. f. w., fo erhalten wir in ihnen die Spannungen 
ber folgenden Geilftüde und durd) die Winkel MC Ss, 
HCS, HCS, u ſ. w. aud) die Neigungswintel as, 
&g u. f. w. diefer Seilftüide gegen den Horizont. 





Aus den Unterfuchungen im vorigen Paragraphen ftellt ſich als Gefeg für 8. 


das Gleichgewicht der durch Gewichte gefpannten Seile heraus: 

I) die Horizontalſpannung ift an allen Stellen des Seiles eine 
und diefelbe, nämlich: 

H=B8ı cos. = S, 008. 0,; 

2) bie Berticalfpannung an irgend einer Stelle ift gleich ber 
Berticalfpannung am darüber befindliden Ende minus der 
Summe der darüberhängenden Gewidte, alfo: _ 

YA=h4 — (G +% +. Gn-—1) 

Allgemeiner Täßt fich diefer Sag auch fo ausdrüden: Die Vertical 
fpannımg an irgend einer Stelle ift gleich der Berticaljpannung an irgend 
einer tieferen oder höheren Stelle plus oder minus der Summe von ben 
zwiſchen beiden Punkten hängenden Gewichten. 

Kennt man außer den Gewichten den Winkel @, und die Horizontalfpan- 
nung H, fo erhält man die Berticalfpannung am Ende A: 

V=H.tang.a,, 
umb demnach die am Ende B: 
= 6 6— P. 

Sind hingegen bie Neigungswinkel &, und &, an beiden Aufhängepunkten 
A und B belannt, fo ergeben fich die Horizontal und Berticalfpannungen 
zugleich; es ift nämlich: 
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Pr. _ tang. &, 
V tan.a . 
und daher: 
V tang.«, 
y.= tang. 0 


Da man noch VY + V, = Gi + G@ +, di 


fang. a, + tang. =) — 
tang. 04 n=4M+ 6: 


bat, fo folgt: " 
5— (Gi + @s +) tang. 
| tang.caı + tang.o, 
v— (Gi + Ga ++ -)tang.a, 

"T  tang.cı + tung.o, 
und hieraus: 


H=DV odg.a, = V,otge.o,—=(Gı + de + --- 


sin. 008.0, 
sin. (on + &) 
sin.dt, 008. 0 


sin. (a; + &,) 


— (6G1 4 63 +) 
=(G 4 624*9 


) cos. cos. &, 
sin. (a, + @,) 
Haben die beiden Seilenden einerlei Neigung, ift allo &. — a, fo hat 

man V/=V, — St 9 RE On, dann trägt alfo das eine Ende 

A eben fo viel wie das andere Ende B. 

Diefe Formeln gelten natürlid) auch fiir jebes beliebige Bacr Punkte 
oder Knoten des Seilpolygons, wenn man nur ſtatt G1 + G@s +++» bie 
Summe ber zwifchenhängenden Gewichte u. f. w. einfegt. Für bie Vertical 
fpannımgen ber Seile, welche ein und daſſelbe Gewicht Gm zwiſchen fich 
halten und die Neigungswinfel a, und &m +ı haben, ift z. B.: 

Yv Gm Sin. Am COS. Am+ı — Gm 

b a sin. (Am + Am +1) 1 + cotg. an tang. Kan +ı 
um | 
@ SEN. Am +1 003. Cm __ Gm 

” 3N.(Om + Am+ı) 1 + fang. am 0089. dm +ı 

Uebrigens gelten diefe Gejege auch flir durch Paralleffräfte angefpannte 
Geilpolygone überhaupt, wenn man ftatt der Berticalen die Kraftrichtungen 
einführt. 

Beijpiel 1. Das Seilpolygon AK, K, K, B, Fig. 258, iſt dur drei Ber 
wichte G, = 2%, G, = 80 und G, = 16 Kilogramm, fowie durch die Horigons 
talkraft Z = 25 Silogramm geipannt, man ſucht die Axenſpannungen und 
Neigungswinkel der Seiten unter der Boraußfegung, daß die Seilenden in A 
und B einerlei Neigung haben. Die Berticalipannungen in beiden Enden find 
bier glei, nämlid: 

vn, AtGt+a_n+0+m 


VAA — 


—= 33 Kilogramm, 
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die Berticalfpannung des zweiten Seilftüdes ift dagegen: 
y,=V—- 4 =33 — 2 = 13 Rilogramm, 
und die des dritten: \ 
Va — V. — G, (vr dd, + GG, — V = 33 — 16 = 17 Rilogr.; 
Tig. 258, 


154 





die Reigungswinfel ©, und a, der Seilenden find beftunmt durch: 
tang.a, = tang. = — = — = 182, 

die der zweiten und dritten Seilftüde aber durch: 
tang. ag = tang.a, — 9 _ = 1,32 — 2 _ 0,52 und 


H 25 
tang. ag = tang.a, — 4 = = 132 — = = 0,68; 


es if hiernach: 
a = a, = 52051’, ag = 27028’ und =, — 34013’; 
endlich find die Axenſpannungen: 
Ss =, =VNn+t mM V33 + 253 = Vırıd = 41,40 Rilogramın. 
Ss, = VV: + Mi = Vi182 + 359 — V794 —= 18,18 Rilogramm, und 
8 = VV: + MP —= Vı72 + 25% = 80,23 Rilogramm. 


Beifpiel 2. Um eine geftohlene Kifte Q, Fig. 259 (a. f. S.), aufzubrechen, 
beieftigt der Räuber Janos die Enden A und B eines Seile AKK,B an 
den Aeften zweier ftarfen Bäume, verbindet durch ein anderes Seil K,C den 
Dedel der Kifte mit demjelben und zieht, indem er fi) an dem erſten Seil auf: 
bängt, daſſelbe durch fein eigenes Gewicht GE vertical abwärts. Iſt a der Rei- 
gungswintel des Seiltrums AK gegen den Horizont, jowie 4 die Abweichung 
BK,P = SK,P ver Richtung des Seiltrums BK, von der Berticalen, jo hat 
man die Spannung des Seilftüdß KK, 

KR=R=d4G cot.a, 
und die Kraft, mit welcher daB Gewicht GE indirect den Dedel der Kiſte zu heben 
ſucht: 
P=K,P=K;R, cotꝗ. 2 = KR cotꝗq. 3 G cotg.a cotg.P. 
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ne ae=ßB= z Grad, fo würde biernad 
—='(5,67)2 G = 32,2 G, 
aljo bei einem — des Räubers von F = 80 Kilogramm, 
P = 2576 Kilogramm betragen. 


Fig. 259. 








an 
N. re 


—— er 
F en “oh — 
— SR 





$. 161. Die Parabel als Kettenlinie. Segen wir jegt voraus, daß das Seil 
-ACB, Sig. 260, durch lauter gleiche, in gleichen Horizontalabftänden auf- 
gehängte Gewichte Gi, Gꝛ, Gs u. f. w. gejpannt ſei. Bezeichnen wir den 
Horizontalabftand AM zwiſchen dem Aufhängepunfte A und dem tiefften 

Punkte C durch d, fowie den Berticalabftand CM durd) a; fegen wir ferner 

für einen anderen Punkt O des Seilpolygons die gleichliegenden Koordinaten 

ON =ywCN=z ft nun die Derticalfpannung n A = V, 


fo folgt die in O = z - 9, und daher für den Neigungswinfel NOT 
= ROQ = 9 de Seilſtückes OQ gegen den Horizont: 
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_y 7 
tang.p = vH 
wo H die conftante Horizontalfpannung ausdrüdt. 
Es ijt hiernad) 


— OR —0R.!.7 
OR=OR.tangn.pg= OR = u 
Fig. 260, ber Höhenabftand zweier benach⸗ 


barten Eckpunkte des Seilpofygon®. 
Segen wir y ber Reihe nad) OR, 
20R, 30 Ru.f.w., fo giebt nun 
die legte Gleichung die entfprechen- 
den Höhenabftände bes erften, zwei⸗ 
ten, dritten Eckpunktes u. |. w., von 
unten nad) oben gezählt; und ad- 
diren wir endlich alle diefe Werthe, 
deren Anzahl —= m fein möge, jo 
erhalten wir die Höhe CN des Punktes O über dem Fußpunkte C. Es 
ift nämlich: 





= 0N=4-.SEOR+2OR+50R+ + m.0M 
_7 0R . _V/ mm+ı) OR! 
=, hr2rstretrm-n Tg 


der Theorie der arithmetiſchen Reihen zufolge. 
Endlich OR —= = gejett, erhält man: 
_/’/nm+1) y 
ET gm 
oder, wenn man fir den Neigungswintel & des Seilendes A, 


v’. 
lang. a = H einſetzt: 


tng. 
— 2m? b 
Iſt die Zahl der Gewichte jehr groß, fo kann m + 1 = m angenom- 
men werden, weshalb man erhält: 
3 2 
= 14 ‚2_} tang. c. 
Far z — a iſt y — b, daher hat man auch: 
_7 b _ bitang.« 
un : Air * 
Weise bach's Lehrbuch der Mechauik. L 19 
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und hiernach einfadjer: 


17 
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_y 
„ 


welche Gleichung nur der Parabel zukommt. 

Wird alfo ein Übrigens gewichtelofes Seil durch unendlich viele gleiche, in 
gleichen Horizontalabftänden angreifende Gewichte geipannt, jo geht das Seil- 
polygon in eine gemeine Parabel über. 

Für den Neigungswinfel 9 hat man hiernad): 


ang. y=,'7;, 7 


tang. = 2a 
I. b 


9 
2y:.5=29: , ſowie 


y? y 


Die Subtangente für den Punkt O ift: 


— — %r — 
NI= ON tag. g=y = 22=2CN. 


Wären die Ketten und Hängeiſen einer Kettenbrüde ABDF, ig 261, 
gewichtslos, oder fehr Leicht in Hinficht auf das deshalb nur zu berüdjidy 






Tig. 261. 


En 


/ 
tigende Gewicht der befafteten Britde DEF, fo würde die Kette ACB eine 


Parabel bilden. 


Unmerflung. Mit Hülfe der Momente gelangt man zur obigen Gleichung 
eines ſtark gejpannten Kettenftüds CM O, Fig. 262, auf folgende Weile. Man 
hat in Beziehung auf den Scheitel C deilelben dag Moment der Berticaltraft 9 


Big. 262. 





glei dem der Horizontalfraft Z plus 
dem des Gewichtes G von CMO, dv. i. 
V.CD=H.CN+G.CHM, 
oder 
VYy=Hz+6G.CM. 

Nun ift aber die VBerticaltraft V glei 
dem Gewidte G, und der Angriffsz 
punlt des legteren nahe der Witte AS 
von CO, aljo der Hebelarm von G, 
Ya ON= Ysy zu jegen, daher hat 
man auf 
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Gy=Hz+YGy va Gy=2H«. 
Wird das Gewicht G proportional der Ordinate y wachſend angesommen, 
aljo G = yy gelegt, wobei Y die Belaftung pro Längeneinheit von y bezeichnet, 
io ergiebt fi 


2 
yy2 = 2Hxz, daher x = Sr 


Führt man endlich CB = a für z und BA = b für y ein, fo erhält man 
2 ⸗ 
a — Ca und daher dur Divifion die obige Gleichung — = — der Parabel. 


Beiſpiel. Es ſei die ganze Belaftung der Kettenbrücke in Fig. 261,@—=2V 
— 320000 Pfund, die Spannweite AB, = 2b —= 150 Fuß, die Bogenhöbe, 
CM, = a = 186 Fuß; man juht die Spannungen und Übrigen Verhältniſſe der 
Kette. Die Reigung « der Kettenenden gegen den Horizont ift beftimmt durch die 
Formel: 


tang.e = IT" n”75 > 0,4, es ift aljo diejelbe « = 210 48°, 
Die Verticalfpannung an jedem Aufhängepuntte ift: 


V= Y, Gewidt = 160000 Pfund; 
die Horizontaljpannung und aljo auch die im Scheitel CO: 
H = 7 cotg. := 160000 . „1; = 400000 Pfund, 
endlich die Gejammtipannung an einen Ende; 
— — — — 1 \3 
s=VV»+ H3i=YV Vi + cotg.a — 160000 14 (7) 


— 160000 v? — 80000 V29 = 430818 Pfund. 


Die Kettenlinie. Wird ein an zwei Bunften aufgehängtes vollfommen 
biegfames und unausdehnbares Seil, oder eine aus kurzen Öliedern beftehende 
Kette, durch das eigene Gewicht gejpannt, fo bildet die Are berfelben eine 
frumme Linie, die den Namen Kettenlinie (franz. chainette; engl. catenary) 
erhalten hat. Die unvolltonmen elaftiichen und ausdehnbaren Schnitte, Seile, 
Bänder, Ketten u. |. w., wie fie im praftifchen Leben vorfommen, geben 
frumme Linien, welche fic der Kettenlinie nur annähern, meift aber als ſolche 
behandelt werben können. Nach dem Borhergehenden ift die Horizontalfpannung 
der Kettenlinie an allen Punkten gleich ftarf, dagegen die Verticaljpannung 
in einem Punkte gleich der Verticalfpannung im darliber befindlichen Auf- 
hängepunfte minus Gewicht des darliber befindlichen Kettenſtückes. Da bie 
Berticalfpanuung im Scheitel, wo die Kettenlinie horizontal ift, fich vernullt, 
alſo die Berticalijpannung im Aufhängepunfte gleich ift dem Gewichte der 
Kette vom Aufhängepunfte bis zum Scheitel, fo ift die Berticalfpannung an 
jeder Stelle auch gleich dem Gewichte des darunter befindlidien Seil- oder 
Kettenftückes. 

Sind gleich lange Stüde der Kette gleich ſchwer, fo entſteht die ſogenannte 
gemeine Ketteulinie, von welcher hier nur die Rede ift. Wiegt ein Seils 

19* 


8. 162. 





8. 163. 
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ober Kettenftiid von 1 Meter Länge, y, und ift der den Koordinaten CM — a 
md MA=b, fig. 263, entfprecdhende Bogen AOC = 1, fo hat man 

Fig. 263. das Gewicht des Kettenftildes 
AUG, 

G=I!Ipy; 
ift dagegen die Länge des ben 
Coordinaten CN = z md 
NO = y angehörigen Bogens 
— , fo hat man fiir das Ges 
wicht diefes Bogens, V — 8%. 
Segen wir enblid) die Ränge 
eines gleichartigen Ketten- 

ſtuckes, deſſen Gewicht gleich ift 
der Horizontalfpannung 7, — c, fo haben wir nod) 7 = cy, und daher 
fr die Neigungswintel & und ꝙ in den Punkten A und O: 





tang.e = tang. SAH = Te und 
V sy 8 
tang.p = tang. NOT = #7 * =, 


Construction der Kettenlinie. Macht man die Horizontale CH, 
Fig. 264, gleich der Länge c des die Horizontaljpannung meflenden Ketten 
ſtückes und CE gleich der Länge J des Kettenbogens von der einen Seite, fo 
befommt man, in Uebereinftinnmung mit $. 159, in der Hypotenuſe GH die 
Größe und die Richtung der Seilfpannung im Aufhängepunfte A, denn es ift: 


tan. CHG = c4 = . und 


GH=VC@ + CH—YVie + co, ober 


s=-V@+mR—=YVer+0-.7=GHA.y. 

Theilt man nun C@ in gleiche Theile und zieht von H nach den Theil» 
punkten 1, 2, 3 u. |. w. gerade Linien, fo geben diefe die Maße und Ric 
tungen der Spannungen derjenigen Punkte in der Kettenlinie an, weldye man 
erhält, indem man die Ränge bes Kettenbogens A C in ebenfo viel gleiche 
Theile theilt. So giebt z. B. die Linie HK die Größe und Richtung der 
Spannung oder bie Tangente im Theilpunkte (P) des Bogens APC an, 
weil in diefem Punkte die Verticalfpannung = CK. y ift, während bie 
Horizontalfpannung unverändert — c . y bleibt, alfo fiir diefen Bunkt 
CK.y _CK 

cv CH 
iſt, wie die Figur aud) wirklich giebt. 





tang.p = 
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Diefe Eigenthiimlichkeit der Kettenfinie läßt ſich benugen, um dieſe Curve 
annähernd richtig mechaniſch zu conftruiren. Nachdem man die gegebene 
Sig. 264. Länge CG bes zu conftruirenden Ketten⸗ 
linienbogens in fehr viele gleiche ‘Theile ges 
theilt, die die Horizontalſpannung mefjenbe 
Linie CH — c aufgetragen und die Trans⸗ 
verjalen 71, 72, H3 u. ſ. w. gezogen hat, 
trage man auf CH einen Theil O1 als 
Ca bes Kettenbogens auf, ziehe nun durch 
den erhaltenen Theilpunkt (a) mit der Trans» 
verſalen 71 eine Parallele und ſchneide von 
ihr ‘wieder einen Theil ab — C1 ab, eben⸗ 
jo ziehe man durch den erhaltenen Eckpunkt 
(b) eine Parallele zur Transverfalen H2 
und fchneibe von ihr de — C1 gleich einem 
Dogentheile ab; jegt ziehe man durch den 
neuen Endpunkt c eine Parallele zu 273, 
madhe cd wieder gleich einem Bogenftüd und fahre auf dieſe Weife fort, bis 
man das Bolygon Cabede,f erhält. Nun conftruire man ein anderes 3 Polygon 
Caßyösg Ep dadurch, daß man Ca parallel Z1, «ß parallel F H?, By 
parallel H3 u. ſ. w. lg und Cea=aß—=Pßyu{w—=(l1l=12 
— 23 u. ſ. w. macht. Führt man endlich durch die Mittelpunkte von ac, 
bB,cy... fp einen Zug CPA, ſo erhält man in demſelben annähernd 
die gefuchte Kettenlinie. 


Durch Aufhängen einer feingegliederten Kette an einer jenkrechten Wand 
läßt ſich fir praftifche Bedürfniſſe oft genau genug eine Kettenlinie ebenfalls 
finden, welche gewiflen Bedingungen, z. B. einer gegebenen Bogenweite und 
Bogenhöhe, oder einer gegebenen Bogenmweite und Bogenlänge u. ſ. w. entjpricht. 





Angenäherte Gleichung der Kettenlinie. In vielen Fällen, und 8. 164. 
namentlich, auch bei Anwendungen in der Architektur und in dem Maſchinen⸗ 
wefen, ift die Horizontaljpaunung der Kettenlinie ſehr groß und deshalb ihre 
Bogenhöhe Hein gegen die Spannweite derfelben. Unter diefer Borausfegung 
ermittelt fich eine Gleichung diefer Curve auf folgende Weile. 

Dezeichnet 8 die Länge, = die Abfciffe CN und y die Ordinate NO eines 
ſehr gedrückten Bogens CO, Fig. 265 (a. f. ©.), fo können wir ber beige 
fügten Anmerkung zufolge, annähernd 


[m @y]» 
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daher die Berticalfpannung in einem Punkte O eines niedrigen Kettenlinien- 


bogens: 
x\? 
= +46) 1er 
und fir den Tangentenwinfel TON — @ beflelben: 


tang.p = = |: + 2, (2) | 2 letzen. 


Fig. 265. 





Theilen wir die Ordinate y in m gleiche Theile, fo finden wir das einem 
ſolchen Theile OR entjprecddende Stüd RQ — NUT der Abſeiſſe ©, indem 
wir fegen: 


RO— OR. tan.g — oR.2|ı + (@ -) | 
Da x Hein fein foll gegen y, fo ift annähernd RQO = OR: - Geht 


— 


_% y 2y 3 ay 
man nun OR= Fr und fucceifiv für y die Werthe m’ u.f. w. 
fo befommt man nad) und nach fünmtliche Theile von x, deren Summe aum 


_ * _y? Bud une) 
= (142434 +m)=., 7 61) = 


ift und wieder der Gleichung der Parabel hricht“ 
Gehen wir aber noch einen Schritt genauer, ſetzen wir in 


OR— OR: (EN 
or = 08-8143, (2) ]. 
2 
ftatt x ben letztgefundenen Werth 5, ein, jo erhalten wir: 
— — OR 
= ar. 241. 4)= rt 


Nehmen wir nun wieder “ einander y — I ME 34 — u. ſ. w. an, und 
ſetzen wir ſtatt OR ebenfalls Fr jo finden wir nad) und nad) ſämmtliche 


Theile von & und hieraus die Summe jelbft: 
= [a42434-4m)+24(F) at2243°4+m)] 





$. 164.] Gleichgewicht an den Seilmafchinen. 395 
Für eine fehr große Anzahl von Gliedern ift aber die Summe der natülr- 


q 4 
lichen Zahlen von 1 bie m, — T und die Summe ihrer Cuben, — T 


(j. „Ingenieur“, Seite a man hat demnad): 


_ 4(9 
-:(%4 + 75° De 


) = Y + I = 5 Al + Yır- (#)]. 


die Gleichung einer ſtark geſpannten Kettenlinie. 
Durch Umkehrung folgt: 








y* . 4.c?x? 3 
2 — — 755 * — —— — — 
20% 190 20% 1203 20% 3 


2) y = Vie 2 er — =, oder annähernd, 


x 
y= V2cz (1 — 5. 
Das Maß der Horizontalſpannung ergiebt ſich ferner: 
y? vo _ me, y 4m 
= ti na 242 yr' 


* 
yet, 
Ter Tangentenwintel p wird beftinmt durch die Formel 


tan.p=*|ı + % — rl 
ea, 


=, + “1-1 J 
4) tan. p = —* |ı +1, ()] 


Hierzu ift endlich noch die Rectificationsformel: 


) «=y[ı+ % H + 9% (2) ] oe ion 


Beiſpiele. 1) Yüreine Spannweite 25 — 16 Fuß und Bogenhöhe a = 24% 
Fuß ift die Länge der Kettenlinie: 


21= 2b +3@)]=10.[+3@)] 


= 16 + 16. 0,065 = 17,04 Fuß, 


d. i. 
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ferner die Länge des die Horizontalipannung mefienden Kettenftüdes: 
d2 a_ 6,5 — 
die Tangente des Aufhängewinkels: 


tang. a =F ſu 4 —VV 36)] u — 0,6453..., 
bierna der Aufhängemwintel jelbft, « = 329 50°. 


2) Eine Kette von 10 Fuß Länge und e und 9'/, Fuß Spar Buß Spannweite bat Die Bogenhöhe: 


= _ yıam — 1,335 au 
und da8 Maß der Horizontalipannung: 
b2 a 4,752 1,335 
-.tr7 "riet > 86073 Bub. 


8) Wenn eine 80 Fuß lange und 8 Pfund ſchwere Schnur mit einer Kraft 
bon 20 Pfund fo viel wie möglich horizontal ausgeipannt wird, Io ift die Ber: 


= 


ticalfpannung: 
v=1G= 4 Bun, 
die Kaya . 
— VSı — V2 — V202 — 43 — V384 —= 19,896 Pfund, 
bie Langen des —— 
tang.po = = = rn = 0,20412, 
der Winkel 9 jelbft = 11032’; ferner das Maß der Horizontaljpannung: 
H 8 30 
e=z=-H8:5=5 #= 7948 Buß, 


die Spannmeite: 


»=alı-t. (2) ]= 50. I - n (5 "]=80—0,208= 29,792 gu 
und die Bogenhöhe: 


a = V3r0-9 = 222.08 ‚0,209 _ Y29,792.0,078 — 1,534 uf. 


Anmerlung 1. Man findet aus dem Halbmeſſer CA=0B=CD=r 
und der Ordinate AM —= eines Sreisbogend AB, Fig. 266, die Ordinate 
AN=DBN = y, de halben Bogen AD — BD, wenn man fegt: 


AB = AM + BM- IM + (CB— cm: 
= IM +(0B- VCH AM) =204-204V0a _ 438, 


d. i.: 4yi = 2r! — 2r Vr? — y2. 
Es if hiernach: 

2 —_ pr Yr3 — y3 

Yı = ö— 777 


oder annähernd, wenn y Klein ift gegen r: 


8. 164.] Gleichgewicht an den Seilmaſchinen. 297 
I =@-E- 


= V£(i+ 3) ((+)= (ı +5). 


Dur) wiederholte Anwendung diefer Formel findet man die Ordinate bes 
Biertelbogeng: 


MEETEE SEI TEE TERN 
ferner die des ne: 


2 
te) 
Yy 1 1,32] _%° 

re +i+ + ww). 

Da die Ordinaten ſehr Heiner Bögen den Bögen gleichges 





yı = 








dig. 266, jegt werden können, jo erhalten wir hiernad) den Bogen AB 
c annähernd: . 
84 =yli+l+ vr): 
oder genauer: 
=y(l + +4 +0 + Wr + 1). 
Wert Yy + He He iſt (nach „Inge 
A m nie" Geite 82) =, I = Ya, daher folgt: 
— 7 
s 
B ._= (1 + 7) Y; 


oder wenn man fatt vr die Abſciſſe BM = = einführt, und 2rx = y? fett: 


—E [: +3, (=) ] y. 


Diefe Formel if nit bloß auf Kreisbögen, jondern aud) auf alle gebrüdte 
Gurvenbdögen anzuwenden. _ 


Anmertung 2. Vergleicht man die gefundene Gleichung 


Fig. 267. 73 
y= 2c2 — 7 
D K E 


mit der Gleichung 
y= ® Vaax — a? 


einer Ellipfe (f. RE Seite 169), jo findet man: 


2 
N 7 B = =ceun G= —= Y,, folglid 
C = Be und b = ah = eVR 


Es läßt fih aljo eine ſtark geipannte Kettenlinie als ein Bogen ACB, 
Sig. 267, einer Ellipje anfehen, deren große Kalbagen K=a=3cunm 
Heine Halbaxe KD=KE=b—=cV3 AVT, = 0,577 « if. 
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8.(165.) Gleichung der Kettenlinie. Die vollftändige Gleichung einer ge 
meinen Kettenlinie läßt fid) mitteld des höheren Calculs auf folgente 
Weiſe finden. 
Nach 8. 162 ift für den Aufhängewintel TON — 9, Fig. 268, melden 
die Berlihrungslinie OT eines Punktes O der SKettenlinie ACB mit der 
Sig. 268. horizontalen Ordinate O.N einschließt, 
wenn der Bogen CO durch s be 
zeichnet und die Horizontalfpannung 
H = cy geſetzt wird: 


8 
tang.p —= T 


Nun ift aber 9 auch gleich dem 
Winkel OPR, welchen ein Bogen 
element OP = ©s mit einem Elt⸗ 
mente PR = 9y der Ordinate 
NO = y einfdließt, und 





' OR 90x 
tag. OPR = DR = 
da OR al ein Element 9x der Abi CN = x anzufehen ift; demnad 
folgt: 
2 
08 _ ober Oyı 


Oo cc ã— 3 
Auch iſt 05? = 922 + 025, alſo Oy? — 98? — 9x2, und daher: 
05? — 0x? ea 


a 
Durch weitere Umformung ergiebt fid;: 
0x2: (5? + c?) = 32982, oder Ir = sös 


Vv+te 


1 
25085 = du, und 02 — Los — 1, u %hou; 


Setzt man 8? + c? = uw, fo erhält man: 


und durch Integration folgt num nd F. 18 der analyt. Hüffelehren): 
= [w Yu), - + Const. — Vu + Const. 


— Vs? + 0? + Const., 


endlich, da z und 3 zugleih Null find, alfo 0 = Ve: + Cons., d. i. 
Const. = — c ift: 


) s= Ve +0—o; 
fowie umgekehrt, 
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s—= Vie + 0)? — 2 —= Y2cz + x, und 


s? — r? 

e= . 
2% 

Beilpiel Wenn eine 5 Meter lange und 15 Kilogramm [were Kette 40 B 

jo aufgehangen wird, daß die Bogenhöhe CM — 2 Meter beträgt, jo hat man: 
y=1l%, = 3 Silogramm, 
82 — x? 2,5)2 — 22 
e= 37” == —— — Y 
und daher die Horizontalipannung: 
H=cy=3.% = 3% Kilogramm. 





Sowie wir im vorigen Paragraphen durch Entfernung von 9y auf eine ($. 166.) 
Gleichung zwifchen dem Bogen s und der Abfciffe geftoßen find, ebenfo kön⸗ 
nen wir nun durch Eliminirung von 9x eine Gleichung zwischen dem Bogen 
s und der Ordinate y ſnden Man ſetzt zu dieſem Zwecke in der Gleichung: 
om _ 
0 = ’ 
und erhält jo die Gleichung: 


q — 
= dy —* oder Oy? (8? + 0?) = 0708", alſo 


02° = 0982 — 9), 


u cds 
y— Va: + c? 


Dividirt man im Zähler und Nenner durch c und fegt - — v, ſo 


erhalt man: 
de _ al) c0v 
4 


und es liefert nun bie Formel XII. in 8. 26 der analgtifchen Hülfslehren 
das entſprechende Integral: 


v=e [= eo. Log.nat. (0 + Vi +), di 
s+ + *). 


2) y=e. Log. nal. 


Sept man in biefer Formel s — Vs cz + x°, fo erhält man bie 


eigentliche Conrdinatengleichung der gemeinen Kettenlinie: 


_ c+z+ V2ex +2 
— —— 
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auch if: 


_ s 8 - 4* s+r 
4) y=e Log. nat. (= = Log.nat. (°F) 


Endlich folgt aber durd; Umkehrung von 2. und 3.: 
5) s—= (ee *) . = und 





6) = |" ee + 59 — | c, 
und es bezeichnet e die Grundzahl 2,71828 ... des natürlichen Logarith- 
menſyſtemes (j. $. 19 der analyt. Hilfslehren). 


Beilpiel. Zwei zufammengehörige Eoordinaten einer Rettenlinie find <—=2 
Buß und y = 3 Fuß, man ſucht die Horizontalſpannung e dieler Curve? 
Annähernd ift na Nro. 3 des Paragraphen 164: 


_Mız_Iı 2 _ 
| tr, Fr 
Nah Nro. 3 dieſes Paragraphen (166) iſt aber genau: 


c+zr+ Beate) 
ce ’ 


y=cln. (e+e+ Beate d. i.: 
8 = cIn. (ta +tiett 2 + ers) 
e 


Hierin ce = 2,58 gejegt, belommt man den fehler: 





_ 4,58 + 2V3,58\ _ 8,9642 
f = $ 2,58 Ln. (Me Hass =3 2,58 In. 77% 
— 3 — 8,085 — — 0,085; 
ninınt man aber ce = 2,53 an, jo erhält man den Fehler: 
_ (453 + 2728) _ 8,2876 
Jı —=3 2,53 In. — 55 —8 — 2,53 In. 2,53 ) 


= 8 — 8,002 = — 0,002. 
Um nun den wahren Werth von c zu finden, jegen wir nach einer belannten 
Regel (j. „Ingenieur”, Seite 76): 
e— 258 _f __ 0,085 _ 
ce— 253" fi 0,09 7 178, 
auf diefe Weiſe folgt: 16,5. c = 17,5 . 2,535 — 2,58 = 41,69, daher: 
41,69 — 
—* 2,527 Fuß. 
Anmerkung 1. Berjhiebt man den Eoordinatenanfangspuntt in der Axe 
CX, Fig. 269, um CD = ce zurüd, fo geht die Abſciſſe CN = x in: 
DN=KV=x0=c-+x 
über und die Gleichung: u 
z=V2 +0 -cein 


= Vete, 
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ſowie die Gleichung: 
y=c 109. nat. „(++ Vico ts etz) in 


y=c Log. nat. (a+ta=®) über. 
1 


Auch ift das Flächenelement OKLP 
zdy=Vateldymecds, 
und daher der Flächenraum 
0CDRO=F=/mry=es, 
d.i. glei einem Redtede CDQR, veflen 
Höhe DU = QRoven jogenannten Baras 
meter ce und defien Länge CR = DQ 
die Länge 8 des SKettenbogens CO mißt. 
Es wird folglih das Ketten= oder Seil: 
ftüd CO vom Querſchnitt A durch jein 
Gewicht E = Asy genau jo gebogen, 
wie durch daß Gewicht 
G = Fey = cesy 
. einer Platte CD KO von der Dide 
e= 4. 
c 
Anmerkung 2. Sehr einfach laffen fi für die gemeine Kettenlinie s, 
z und y durch den Aufhängewintel g ausbrüden; es ift nämlich nad dem Vor⸗ 
ftehenden: 


Fig. 269. 








s=ctan.g=| * ferne: — 
—⸗V El ZEN 
z=e(Vi + tang.gl — 1) Fer 

— Zn 4 TER an (he) 


Mittels diefer Formeln kann man die Bogen und Coordinatenlängen für vers 
ſchiedene NReigungss oder Aufhängewinkel berechnen, und es läßt fich hierzu leicht 
eine zwedimäßige Tabelle, wie im Ingenieur“ ©. 358, anfertigen. Hierbei hat 
man nur eine einzige Kettenlinie, am beften diejenige, bei weldher das Ma c der 
Horizontalfpannung = 1 if, zu Grunde zu legen; für eine andere Rettenlinie, 
welche der Horigontaljpannung c entſpricht, findet man dann s, x und y, indem 
man die durch die Tabelle angegebenen Werthe von s, x und y mitc multiplicirt. 


Wäre tang.y nit — =, fondern = z, fo hätte man es mit ver gemeinen 
Barabel zu thun, fiir welde 
_.e Yyrn * 9 
=; FE J — )) 





_e .—_ (ee o\? 
s=; tang. 9 608.9 
y=c tang.yp _ & #0. 9 iſt. 


cos. ꝙ 
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Gleichgewicht der Rolle. Geile, Riemen u. ſ. w. find auch die 
gewöhnlichften Mittel, wodurch Kräfte auf Rollen und Radwellen über 
tragen werden. Bon den Theorien diefer beiden Vorrichtungen möge beshalb 
bier noch das Allgemeinfte, fo viel e8 ohne Berüdfichtigung der Reibung und 
Steifigfeit möglid) ift, entwidelt werden. 

Eine Rolle (franz. poulie; engl. pulley) ift eine um eine Are drehbare 
freisförmige Scheibe ABC, Fig. 270 und Fig. 271, um deren Umfang 


Sig. 270. Fig. 271. 





ein Seil liegt, deſſen Enden durch Kräfte P und Q angejpannt werben. 
Bei einer feften Rolle (franz. p. fixe; engl. fixed p.) ift das Gehäufe oder 
Lager (franz. chape; engl. block), worin ihre Are oder Zapfen ruhen, 
unbetweglich, bei einer loſen Rolle (franz. p. mobile; engl. moveable p.) 
hingegen ift das Zapfengehäufe beweglich). 

Im Gleichgewichtszuſtande einer jeden Rolle find die Kräfte P und Q an 
den Ceilenden gleich, groß, denn jede Rolle ift ein gleicharmiger Winfelhebel, 
den man erhält, wenn man von ber Are C Perpendifel CA und CB auf 
die Kräfte- oder Seilrihtungen DP und DO fällt. Auch ift ar, daß die 
Kräfte P und Q bei irgend einer Drehung um C einerlei Weg, nänilich r ß, 
zurüdlegen, wenn r den Halbmefler CA — CB und 60 den Umdrehungs- 
winfel bezeichnet, und daß ſich auch hieraus auf die Gleichheit zwiſchen P 
und Q fcließen läßt. Aus den Kräften P und Q entipringt nod) eine vom 
Zapfenlager aufzunehmende Mittelfraft CR — R, die von dem Winkel 
ADB=«, unter weldyen die Seilrichtungen zuſammenſtoßen, abhängig 
it und ſich als Diagonale des aus P und & zu conftruirenden Rhonıbus 
CP 1 R Qı 


R=2P.cos. 5 ergiebt. 
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Bei der feften Rolle, Fig. 270, wirkt die zu hebende Laft oder der zu $. 168, 
Uberwindende Widerftand Q an einem Seilende genau wie die Kraft P; es 
ift daher Hier Kraft gleich Laſt, und es bewirkt die Anwendung diejer 
Holle nichts weiter al8 eine Richtungsveränderung, weshalb man fie auch 
eine Yeitrolle (franz. poulie de renvoi, engl. guide pulley) nennt. Bei 
der ofen Rolle, Fig. 271, Hingegen wirkt die Laſt R an dem hafenförmigen 
Ende des Zapfenlagers, während das eine Seilende an einem unbeweglichen 
Gegenſtande befeftigt ift; hier ift alſo die Kraft 
R 





P= 


13 
8. — 
j 2 c0 2 


zu fegen. Bezeichnen wir die Sehne A MB, welche dem mit Seil bededten 
Bogen entjpricht, durch a und den Halbinefir CA = CB, wie vorhin, 
durd) r, jo ift: 

o—2 AM—=2.C0A co. CAM —= 204 0. ADM — 2rcas. &, 





2 
es läßt ſich daher 7 und ebenſo 
“ 2 cos < 
"2 
pP Tr 
Ra 


fegen. Diefem nad) verhält ſich alfo bei der Iofen Rolle die Kraft zur 
Laft, wie der Halbmefjer der Rolle zur Sehne des Seilbogens. 

Iſt a = 2r, bebedt alfo das Seil einen Halbfreis, Fig. 272, fo fällt 
die Kraft am Heinften, nämlich P—= Y,R aus; 
it a = r, aljo 60% von ber Rolle mit Seil bes 
deckt, ſo Hat man P = R. Je kleiner nun a aus⸗ 
fällt, deito größer wird P, und für ein unendlich 
feines a, d. h. für eine unendlich Heine Seilbe⸗ 
deckung ift die Kraft P unendlich groß. Bei den 
Wegen tritt ein umgelehrtes Verhältniß ein; ift s 
der Weg von P, welcher einem Wege h von B 
entfpricht, jo Hat man Ps = Rh, daher: 

s {a 


h r 
Die loſe Rolle ift aljo ein Mittel zur Kraftver- 
änderung, weshalb fie aud) die Kraftrolle genannt 
wird; e8 läßt fich durch dieſelbe 3.3. eine gegebene 
Laft durch eine Heinere Kraft heben; in dem Ders 
bältniffe aber, in welchem man an Kraft gewinnt, 
verliert man an Weg. 


Sig. 272. 
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Um das Berhältniß = der Kraft zur Laſt anf ein Drittel herabzuziehen, 


führt man das Seil einer lofen Rolle AB, Fig. 273, über eine Leitrolle F 
Fig. 274. und befeitigt das eine 
Ende deſſelben an dem 
Bügel oder Kloben DE, 
woran auch die Laft R 
hängt. Es wird dann 
die Laſt R jammt dem 
Gewichte @ der armirten 
Rolle durch drei Seile 
getragen, wovon jedes 
mit der Kraft 
R+G 
= 3 
geipannt ift. Flihrt man 
das Seil noch über eine 
zweite Xeitrolle ZZ, fo 
fann die belaftete loſe 
Rolle auch durch eine 
abwärts ziehende Kraft 
P=Q= R+4G 


3 
gehoben werden. 


‚ Beilpiel. Die Kraft 
EP=P, mit welder 
ein Mann an einem über 
eine Leitrolle AB, Fig. 
274, weggeführten Seile 
abwärtszieht, wird durch 
die Nofle in eine auf: 
wärtögerichtete Kraft P, 
verwandelt, welde das 
Trittbrett FH empor: 
zieht. Da nun dem Prin- 
cipe der Gleichheit der Wir: 
tung und Gegenwirlung 

zufolge, der Mann durch eine Begentraft P emporgezogen wird, fo iſt die aus 

P, und P—= P, hervorgehende Mittelfraft R, welde dem Gewichte G bes 

Mannes das Gleichgewicht hält. 

Bezeihnet a den Wintel CE A= CEB, um welden die Richtungen der Seil 
enden von der verticalen Schwerlinie CS des Mannes abweichen, jo läßt fih jegen: 
G=B=2P cos. e, 
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Daher umgekehrt die Muskelkraft, durch welche fi) der Menſch mittels dieſes 


SRehanismus emporhebt, P— — oder nahe — 1256, d. i gleich der Hälfte 
ſeines eigenen Gewichts, wenn « klein iſt, alſo die Seilrichtungen von der Ver⸗ 


ticalen nur wenig abweichen. 


Anmerkung. Von der Zuſammenſetzung der Rollen zu Rollen⸗ und Flaſchen⸗ 
zügen, ſowie von dem Einflufje der Reibung und des Steifigleitswiderſtandes auf 
das Gleichgewicht der Rollen ift im dritten Bande die Rede. 


Radwelle. Die Radmwelle (franz. roue sur l’arbre; engl. wheeland $. 169, 
axle) ift eine fefte, um eine gemeinfchaftliche Are drehbare Verbindung, 
ABFE, fig. 275, von 
zwei feiten Rollen oder Rä- 
dern. Das Hleinere von die⸗ 
jen Rädern heißt Welle 
(franz. arbre; engl. axle), 
da8 größere aber Rad 
(franz. roue; engl. wheel). 
Die runden Enden EZ und 
F, womit diefe Majchine 
aufrubt, heißen Zapfen 
(franz. tourillons; engl. 
trunnions). “Die Umöre- 
hungsare einer Radwelle ift 
entweder horizontal, oder 
vertical, oder ſchief. Hier 
fol zunächſt nur von der- 
jenigen Radwelle die Rebe fein, welche ſich um eine horizontale Axe dreht; 
auch wollen wir hier vorausfegen, daß die Kräfte P und Q oder bie Kraft 
P md bie Laſt Q an den Enden volllommen biegfamer Seile wirken, 
welche um die Umfänge des Rades und der Welle gelegt find. “Die zu 
beantwortenden Fragen find: in welchen Berhältniffe ftehen Kraft P und 
Laft Q zu einander, unb welche Drüde haben die Zapfenlager bei Z und 
F aufzunehmen? 

Denkt man ſich in dem Punkte C, wo die Umdrehungsebene der Kraft P 
die Are EF der Mafchine fchneidet, noch zwei Öegenfräfte + P und — P 
wirffam, welche ber in A angreifenden Umdrehungskraft gleich und ihr 
parallel gerichtet find, fo erhält man aus der Zujammenfegung biefer 
drei Kräfte eine Axenkraft CP —= P und ein Kräftepaar (P, — P), 
deſſen Moment = P.CA— Pa ift, wenn a den Hebelarm der Kraft 
AP = P, ober den Halbmefler CA des Rades bezeichnet; und denken wir 

Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. I 20 


Fig. 275. 





306 Dritter Abſchnitt. Viertes Kapitel. [$8. 170. 


uns gleichfalls im Punkte D, wo die Umdrehungsebene der Laſt Q von der 
Ure EF geſchnitten wird, die Gegenfräfte Q und — Q angebradit, fo er= 
halten wir auch noch eine Arenkraft DO —Q und ein Kräftepaar (Q, — Q), 
befin Moment — Q. DB= Ob ift, wenn b den Hebelarm der in B 
angreifenden Laſt Q oder den Halbmeſſer DB der Welle bezeichnet. 

Da die Azenkräfte CP — P und DQ —= Q von der Are aufgenommen 
werden, und folglich gar keinen Einfluß auf die Umdrehung der Maſchine 
ausüben, jo ift zur Herftel« 
fung des Gleichgewichts 
nöthig, daß die beiden im 
parallelen Ebenen wirkenden 
Kräftepaare (P, — P) und 
(9, — Q) (vergl. $. 96) 
gleiche Momente haben, daß 
alfo 


Sig. 276. 


Pa=0b, 
oder 

P db 

0 a 
iſt. 


Es iſt alſo bei jeder 
beliebig langen Rad» 
welle, wie bei jedem 
Hebel, im Gleichge— 
wichtszuftande, das Moment Pa der Kraft gleich dem Momente 
Ob der Laft, oder das Berhältnig der Kraft zur Laft glei dem 
des Laftarmes zu dem Kraftarme. 

Wirken mehr als zwei Kräfte an einer Radwelle, jo ift natitrlich aud) die 
Summe der Momente der Kräfte, welche nad) ber einen Umdrehungsrichtung 
wirken, gleich der Summe der Momente der Kräfte in der anderen Umdre⸗ 


bungsrichtung zu fegen. 





8.170. Die Arenfräfte CP = P und DQ — Q laffen ſich nur noch in die 
Berticalräfte CP, = Pı und DQ, = Q,, und in die Horigontalfräfte 
CP, = P, und DQ, —= Qs zerlegen; e8 geben nun bie erfteren Kräfte 
in Bereinigung mit dem im Schmwerpunfte S der Machine augreifenden 
Gewichte G der Mafchine den gefammten verticalen Zapfendrud, d. t: 

y, +» =P+Qa +6, 

während aus den Horizontalräften P, und Q; feitliche Zapfendrüde HI, umb 
H, hervorgehen. Bezeichnet @ den Neigungswinfel POP, der Richtung der 
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Kraft P gegen den Horizont, und B den Neigungswintel Q DQz der Laſt, fo 
bat man: | 
P,=Psin.a und P, = P cos. «a, ſowie ! 
Q, = Q sin.$ und qC. = cos. ß. 
Iſt ferner 3 die ganze Ürenlänge EF, d der Abftand CE, e ber Abftanb 
DE und s ber Abftand SE der Axenpunkte C, D und S von dem einen 
Aremende E, jo hat man ber Theorie bes Hebels ($. 139) zufolge: 
1) Wenn man E als Stützpunkt des von ben Kräften Pi, 9 und G 
ergriffenen Hebel FF anfieht: 
n.EF=P.EC+QA.ED+ 8. 
V,1 = P,d + Qı 6 + @8, 
wonach fich der Berticaldrud: 
Pdad+Qıe+ Gs 
v. * — t' 
ergiebt, und 
2) wenn man F' als Stittzpunkt des gedachten Hebels behandelt: 
n.FE=P.FC+QA.FD+G.FS»i.: 
NY!=PALC- A -HrAal— 9), 
fo daß der Berticaldrud: 
„—Al-a+ a Ü-)+aU— 9 
ı 


folgt 
Die Horigontaldrüde H, und H, ergeben ſich aus den Horizontalfräften 
P, und Q, wie folgt. 
1) Wenn man E als Stügpunft des von P, und Q, ergriffenen Hebels 
EF aminmt, und hiernad) 
2, ‚„EF= Q; . ED—P, ‚EC. L: 
H, l = Q; e — P; d 
fett, folgt der Horizontaldrud: 
Q&e — P,d 
A= 77 
2) wenn man F als 18 Stutzpunkt behandelt: 
H.FE=PB.FC—Q.FDb.t: 
Hi=PR(l—)— Q9(l—e), 
ergiebt fich der Horigontaldrud: 
H= Atzam Os (—e) 


‚und 
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Durch Anwendung des Kräfteparallelogrammes erhält man nun die ge⸗ 
fammten ‘Drüde R, und A, an den Zapfen EZ und F, und zwar: 


R = Vr? + HH wR= vv? + 2). 
Sind endlich noch d, und d, die Winfl A EH und RBFH,, um 
welche diefe Drücke von dem Horizonte abweichen, fo hat man: 
Vi 9%, 
7 und tang. öo⸗ ã 
Beiſpiel. Die Laſt Q einer Radwelle AB, Fig. 276, zieht mit 365 Pfund 
fentrecht nieder; der Halbmefjer des Rades ift a — 13%/, Fuß: der Halbmefler der 
Welle, b —= %, Fuß; das Gewicht der leeren Radwelle beträgt 200 Pfund; der 
Schwerpunkt derjelben fteht von dem Zapfenlager E um s = 1, Fuß ab, das 
Radmittel ift um d = %, Fuß von diefem Zapfen Z und die Berticalebene, in 
welcher die Laft wirkt, ift um e = 2 Fuß von demjelben entfernt, während bie 
ganze Ürenlänge EFF —= I = 4Yuß beträgt; wenn nun die zur Herftellung bes 
Gleichgewichts nöthige Kraft P amade, unter einem Winkel « von 50 Grad vom 
Horizonte abweichend, niederzieht, wie groß wird diejelbe ausfallen und welches werben 
die Zapfendrüde fein? Es ift Q = 365, 4 = MP, folglich) Q, =Y sin. =Q 
und = Q cos. = 0, ferner P unbelannt und « = 50°, daher PR = P 
sin.a = 0,7660. P und P, = P cos. «a = 0,6428. P. Mittelö der Hebelarme 
a — 1%, = und b= %, beitimmt fi die Kraft: 


P- 2 0= 9%, . 365 = 1564 Pb; P, = 1198 und P, = 100,5 Pi. 


Weil jene I= 4, d=e=2unds=% if, ſo folgt I d= 4, 
 I-e=2 wi - s—=%. Nun ergiebt fi 

wa 1) Tür den Zapfen F: 
der Berticaldrud 


8 8 
18.4 + 365 24200. 9900 Pfund, 


und der Hortzontaldrud: 
gu, WM 0.2 
gm — 


4 
folglich der Mitteldrud: 
R, = VV2 + H2 = V2802 + 18,8% — 280,6 Pfund, 


und für deſſen Neigung d, gegen den Horizont: 


lang. Ö; = 


= 18,8 Pfund, 


tang.d, = me, Log.tang.d; = 1,17300, aljo d, = 8699,58. 
2) Für den Zapfen E: | 
119,8 . 18 565 . 2 200 . 5 
1, = uaB. u + 3@ 2 30% — 404,8 Pfund, 
1005 . 1%, — 0 
A, = AT = 81,7 Bund, 


folglid der Mitteldruck: 
R, = VV#» + Ht= V404,8% + 81,72 = 413,0 Pfund, 
und für defien Neigung d, gegen den Horizont: 
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404,8 

81,7 ° 

Uebrigens ift jehr ridtig: 
vr, + I, = 280 + 404,8 = 6848 = P, + Q, + @, und ebenjo 
HA, + H,=817+ 188=105=P,-+ Q. 


tang.d, = Log. tang.d, = 0,69502, d, = 78035. 


Fünftes Sapitel 


Die Widerftände der Neibung und Steifigkeit 
der Seile, 


Widerstand der Reibung. Wir haben feither angenommen ($. 142), $. 171. 
‚ daß zwei Körper nur duch Kräfte auf einander wirken können, welche win- 
feirecht gegen ihre gemeinjchaftliche Berührungsebene gerichtet find. Wären 
diefe Körper volllommen ftarr und ihre Oberflächen an den Stellen ber Berüh⸗ 
rung vollkommen mathematijche, d. h. auch nicht von den Kleinften ungejeß- 
mäßigen Exrhabenheiten und Vertiefungen unterbrochen, fo würde dieſes Geſetz 
auch durch die Erfahrung vollfonmen beftätigt werden; weil aber jeder mates 
tielle Körper einen gewiſſen Grad von Efafticität, oder nad) Befinden Weichheit, 
beſitzt, und weil die Oberfläche eines jeden Körpers, felbft wenn diefelbe polirt 
oder in hohem Grabe geglättet ift, noch Kleine Erhöhungen und Vertiefungen 
hat und in Folge der Porofität der Materie kein Continuum bildet, jo findet 
bei der gegenfeitigen Wirkung zweier fich berührenden Körper auch immer ein 
gegenfeitiges Eindrücken und Eingreifen der Theile an der Berührungsftelle 
Ratt, wodurch fi, ein Zufammenhang zwiichen beiden Körpern bildet, der 
nur durch eine befondere Kraft, deren Kichtung in die Berührungsebene felbft 
fällt, aufgehoben werden Kann. 

Diefer, durch das Eindringen und Ineinandergreifen der ſich berührenden 
Körper Hervorgebrachte Zufammenhang und der daraus entfpringende, in der 
Berührungsebene wirkende Widerftand ift e8, welcher den Namen Reibung 
(franz. frottement; engl. frietion) erhalten hat. Die Reibung tritt bei der 
Bewegung der Körper als eine paffive Kraft oder als Widerftand (Rei⸗ 
bungswiberftand) auf, weil fie nur Bewegungen verhindert oder hemmt, die⸗ 
jelben aber nie erzeugt oder befördert. Sie läßt fich bei Unterfuchungen in 
der Mechanik als eine Kraft einführen, bie jeder Bewegung, deren Richtung 


8. 172. 


8. 173. 
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in die Ebene der Berührung beider Körper fällt, entgegenwirkt. Im welcher 
Richtung man aud) einen auf einer horizontalen oder geneigten Ebene ruhen 
den Körper fortbewegt, immer wird bie Reibung in der Richtung der Bewe⸗ 
gung entgegenwirken, fie wird z. B. dem Hinabfinken auf der fchiefen Ebene 
ebenjo viel Hinderlich fein als dem Hinaufgleiten auf derfelben. Bei einem 
im Gleihgewichtszuftande befindlichen Kräftefgfteme erzeugt der Heinfte Zuſatz 
an Kraft Bewegung, fo lange die Reibung außer Spiel bleibt; influirt aber 
diefelbe, fo ijt zur Störung des Gleichgewichtes ein größerer, von ber Reis 
bung abhängiger Zufag an Kraft nöthig. 


Während der Ueberwindung der Reibung werben die in Berlihrung gekom⸗ 
menen Theile zuſammengedrückt, die vorstehenden Theile umgebogen, nad) Bes 
finden abgeriffen, abgebrochen u. |. w. Es hängt deshalb die Reibung nicht 
nur von ber Rauhigkeit oder Glätte der reibenden Flächen, fondern auch von 
der materiellen Beichaffenheit der Körper felbft ab. Härtere Metalle geben 
3. B. meift weniger Reibung als weichere. Uebrigens laſſen fi) über die 
Abhängigkeit der Neibung von ben natürlichen Eigenfchaften der Körper 
a priori feine allgemeinen Regeln aufjtellen; e8 ift vielmehr nöthig, mit Kör- 
pern von verfchiedenen Materien Reibungsverfuche anzuftellen, um hiernad) die 
unter anderen Verhältniſſen ftattfindenden Reibungen zwifchen Körpern von 
denjelben Materien ermitteln zu können. | 

Einen befonderen Einfluß auf die Reibung und auf das daraus hervorge- 
hende Abreiben und Abnutzen der ſich berührenden Körper liben die Schmie- 
ren (franz. les enduits; engl. the ungents) aus, mit denen man die fic) 
reibenden Flächen beftreicht. Durd) die ganze oder halbflüffigen Schmiermit- 
tel, wie Del, Unſchlitt, Fett, Seife u. |. w., werden bie Poren der Körper 
ausgefüllt und andere Rauheiten vermindert, und wird überhaupt das tiefere 
Eindringen der Körper in einander verhindert, weshalb fie meift eine bedeu⸗ 
tende Verminderung der Keibung herbeiführen. 

Mebrigens ift die Reibung nicht mit der Adhäfion, d. 5. mit demjenigen 
Zufammenhängen zweier Körper zu verwechfeln, welches eintritt, wenn Kör⸗ 
per in vielen Bunkten in Berührung kommen, ohne daß ein gegenfeitiger Drud 
ftattfindet. Die Aohäfion wächſt mit der Größe der Berührungsfläche und 
ift vom Drude unabhängig, während bei der Reibung da8 Gegenteil ftatt 
hat. Bei Heinen Preffungen tritt fie in Beziehung auf die Reibung beden⸗ 
tend hervor; find aber die Preffungen groß, fo ift fie nur ein Heiner Theil 
der Reibung und in der Kegel ganz zu vernacjläffigen. Schmieren, wie über: 
haupt alie flüffigen Körper, vermehren die Adhäfion, weil fie eine größere 
Anzahl von Berührungspunften herftellen. 


Beibungsarten. Man unterfcheidet zwei Arten der Reibung von ein- 
ander, nämlich die gleitende und rollende oderwälgende. Die gleitende 
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Reibung (franz. f. de glissement; engl. £. of sliding) ift derjenige Reis 
bungswiderftand, welcher ſich Herausftellt, wenn fich ein Körper gleitend, d. h. 
jo bewegt, daß alle Punkte deflelben parallele Linien befchreiben. Die 
rollende oder wälzende Reibung (franz. f. de roulement; engl. f. of 
rolling) hingegen ift derjenige Widerftand, welcher beim Wälzen, d. 5. bei 
derjenigen Bewegung eines Körpers entfteht, wo fich jeder Punkt progrefjiv 
und drehend zugleich bewegt und der Berlifrungspunft auf dem bewegten 
Körper einen eben fo großen Weg zurücklegt ald auf dem ruhenden Körper. 
Ein gegen die Ebene HR ſich ftügender Körper M, Fig 277, geht z. B. 
Sig. 277. Sig. 278, 





gleitenb über die Ebene hin umd hat ſomit gleitende Reibung zu überwinden, 
wenn alle Punkte deffelben, wie A, B, C u. ſ. w., die parallelen Wege AA,, 
BB,, CC, u.f.w. zurüdlegen und deshalb immer nur diejelben Punkte des 
bewegten Körpers mit anderen der Unterlage in Berührung fommen. Der 
Körper M, Fig. 278, rollt oder wälzt fich dagegen auf der Ebene HR und 
hat dabei wälzende Reibung zu überwinden, wenn ſich die Punkte A, Bu. ſ. w. 
feiner Oberfläche in Trochoiden, d. i. jo bewegen, daß der Weg AEBı 
— dem Wege ADB —= A, D; Bı, ebenfo der Weg A E — dem Wege 
AD, der Weg BE=BD, u. !. w. iſt. 

Eine beſondere Art der gleitenden Reibung iſt die Axen⸗ oder Zapfen⸗ 
reibung, welche entſteht, wenn ſich ein cylindriſcher Zapfen in ſeinem 
Lager herumdreht. Man unterſcheidet aber zweierlei Zapfen, liegende und 
ſtehende. Der liegende Zapfen (franz. tourillon; engl. axle, aud) 
gudgeon) reibt fi) an feinem Umfange oder Mantel, indem nad) und nad) 
gewiffe Punkte deffelben immer mit denjelben Punkten des Lagers ober ber 
Pfanne in Berührung fommen. Der flehende Zapfen (franz. und engl. 
pivot) hingegen’ dridt mit feiner kreisförmigen Baſis gegen das Lager, wäh. 
rend die Punkte der legteren in concentrifchen Kreiſen herumgehen. 

Beſondere Reibungen entftehen noch, wenn ein Körper über einer Schneide 
ofcillirt, wie 3. B. beim Wagebalken, oder wenn ein ſchwingender Körper in 
einer Spige aufliegt, wie 3. B. bie Magnetnadel. 

Ferner ift bie Reibung einzutheilen in unmittelbare Reibung (franz. 
f. immediat; engl. immediate f.) und in mittelbare Reibung (franz. 
. f. mediat; engl mediate £.). Bei jener find die fich reibenden Körper in 
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unmittelbarer Berlihrung; bei diefer find fie hingegen durch Schmieren, 3.2. 
durd) eine dünne Delichicht u. |. w. von einander getrennt. 

Endlich unterfcheibet man noch die Reibung der Ruhe (franz. f. de 
r6pos; engl. f. of quiescence), welche zu überwinden ift, wenn ein ruhender 
Körper in Bewegung gefett wird, von Reibung der Bewegung (franz. f. 
de mouvement; engl. f.of motion), welche ſich der Fortfegung einer Bewe⸗ 


gung entgegenfegt. 


8. 174. 


Reibungsgesstze. Die allgemeinen Gefete, welchen die Reibung unters 
worfen ift, find folgende: 

1) Die Reibung ift proportional dem Normaldrude zwilchen den 
ſich reibenden Körpern. Wenn man einen Körper jet noch einmal fo ſtark 
gegen feine Unterlage drüdt als vorher, jo fällt die Reibung auch noch ein⸗ 
mal jo groß aus; ber dreifache Drud giebt aud) eine dreifache Reibung u. ſ. w. 
Wenn diefes Gefeg bei Heinen Dritden Abweichungen von den Beobachtun⸗ 
gen giebt, jo hat man diefe dem hier verhältnigmäßig größeren Einfluffe der 
Adhäſion beizumeſſen. 

2) Die Reibung iſt unabhängig von ber Größe der Reibungs⸗- oder 
Berührungsflädhen. Je größer die Keibungsflächen find, defto größer ift 
zwar die Zahl der ſich reibenden Theile, allein defto Heiner ift aud) der Druck 
und deshalb auch die Keibung eines jeden Theiles; die Summe der Reibun- 
gen aller Theile ift deshalb bei einer größeren Fläche diefelbe wie bei einer 
Heineren, infofern der Drud und die übrigen Berhältniffe diefelben find. 
Sind die Seitenflächen eines parallelepipedifchen Ziegelfteines von gleicher 
materieller Beichaffenheit, jo ift die Kraft zum Fortſchieben deſſelben auf 
einer horizontalen Ebene diefelbe, man mag ihn mit der Fleinften oder mit der 
mittleren oder mit der größten Seitenfläche aufruhen lafjen. Nur bei jehr 
großen Seitenflähen und Heinen Drücken fcheint diefe Regel in Folge bes 
Einfluffes der Adhäfion eine Ausnahme zu erleiden. 


3) Die Reibung der Ruhe ift zwar meift größer als die der Bewegung, 
fetstere aber ift von der Geſchwindigkeit nicht abhängig; fie ift bei großen Ge 
ſchwindigkeiten diefelbe wie bei Heinen Geſchwindigkeiten. 

4) Die Reibung eingefchmierter Flächen (mittelbare Reibung) ift in der 
Hegel Tleiner als die uneingefchmierter Flächen (unmittelbare Reibung), 
und hängt weniger von den fich reibenden Körpern ale von der Schmiere 
ſelbſt ab. 

5) Die drehende oder Zapfenreibung ift Heiner als die gemeine gleitenbe 
oder fchiebende Keibung; die wälzende Reibung zwifchen glatten Flächen ift 
in den meiften Fällen fo Hein, daß fie in Rückſicht auf die gleitende Reibung 
nicht in Betracht zu ziehen ift. . 
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Anmerkung. Die vorftehenden Regeln gelten fireng nur dann, wenn der 
Zapfendrud auf die Klächeneinheit ein mittlerer if, und wenn die Umfangsgeſchwin⸗ 
Digfeit des Zapfens gewiſſe Grenzen nicht überjchreitet. Diefer mittfere Drud auf 
den Quadratzoll ift etma 250 bis 500 Pfund, und die mittlere Umfangsgeſchwin⸗ 
digleit 2 bis 10300. Bei viel Eleineren Drüden bildet die Adhäſion einen anſehn⸗ 
lichen Theil des Widerflandes, welcher dann auch von der GOrdße der Reibungsfläche 
mit abhängt, und bei jehr großen Drüden und Geſchwindigkeiten findet eine jo 
große Wärmeentwidelung ftatt, daß die Schmiere ſchnell verdampft, und der Zapfen 
fowie das Lager defielben der Zerftörung entgegeneilt. Laflen fih große Geſchwin⸗ 
digfeiten nicht umgehen, wie 3. B. bei Eifenbahnwagen, Turbinen u. |. w., jo 
muß man der Erhigung der Zapfen durch Vergrößerung der Reibungsfläde, d. i. 
durch größere Stärke und Länge der Zapfen, entgegenwirken. 


Der Reibungscoeflcient. Ein auf einer horizontalen Ebene IR, 
Fig. 279, ruhender Körper AC werde durch eine ganz oder nahe in die 
Fig. 279. Berührungsflähe ZR zwilchen 
beiden Körpern fallende Kraft P 
gleichförnig oder jo langſam fort- 
getrieben, daß hierbei nicht allein 
das Gewicht, fondern auch bie 
Trägheit des Körpers außer Acht 
gelaſſen werden Tann. Derſelbe 
drücke gegen feine Unterlage ein 
Mal mit der Kraft N und er- 
fordere zum Yortziehen, d. 5. zur 
Ueberwindung feiner Reibung F 
die Kraft P, fowie ein zweites Mal mit der Kraft N,, wobei zur Herftellung 
des Gleichgewichts mit der Reibung Fi dann die Kraft P, nothwendig ift. 
Nach dem Borigen ift nun: 





P_F_N 
PR LTF N 
und daher 
PA 
F=y N 


Hat man durch einen Verſuch die einem gewiffen Drude N, entiprechenbe 
Reibung Fi gefunden, fo findet man hiernach, wenn die fich reibenden Kör⸗ 
per und die übrigen Umftände biefelben find, die einem anderen Drude 
N entiprehende Reibung F, indem man diefen Drud durd) das 


Berhältnig (7) zwifchenden dererften Beobachtung entſprechen— 
1 


den Werthen Fi und N, multipficirt. 
Diefes Berhältnig der Reibung zum Drude oder die Reibung für den 
Drud — Eins, z. B. 1 Kilogramm oder Pfund, Heißt der Reibungs- 


$. 175. 


% 
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coefficient (franz. coöfficient du frottement; engl. coefficient of friction) 

und fol in ae Folge immer durch ꝙ ausgedrückt werden, weshalb fic allgemein 
F=9.N 

fegen läßt. 

Der Reibungscoefficient ift bei verjchiedenen Materien und verfcies 
denen Zufländen der Reibung verjchieden und muß deshalb durch 
befonder8 hierzu angeftellte Verſuche ermittelt werden. 

Wenn die der Reibung das Gleichgewicht zu haltende Kraft P nicht in 
der Berührungsebene felbft, fondern in einem gewiflen Abftande von derſelben 
wirkt, jo vereinigt fich diefe Kraft mit den Normaldrude N zu einer Mittel» 
kraft R, welche nur dann den Körper AC auf der Unterlage gleitend fort⸗ 
bewegt, wenn fie durch einen Punkt Z, Fig. 280, innerhalb der Bafis oder 

gemeinfchaftlichen Berührungs⸗ 

Gig. 280. fläche CD beider Körper hin- 

\ durchgeht. Bezeichnet a den Ab» 

ftand OK der Kraft P, fowie 
e den Abftand CH der Kraft N 
von der äußerften Kante C des 
Körpers, jo bedingt biefe For⸗ 
derung, daß das Moment Pa 
Heiner al3 da8 Moment Ne jei 
(vergl.$. 146). Wäre Pa—Ne, 

jo wiirde die Mittelfraft R durd) 
die gedachte Kante C gehen und der Körper die Grenze feiner Stabilität 
erreicht haben, fiele endlih Pa Ne aus, jo würde die Mittelfraft R 
außerhalb C fallen, folglich der Körper ohne Stabilität fein. Im eriten Falle 
läßt fich annehmen, daß der Körper A C im Punkte E mit der Kraft N = N 
auf die Unterlage drücke und daß der Reibung durch die Kraft P, = P das 
Gleichgewicht zu halten und folglich ebenfalls P= F= PN zu ſetzen ſei. 

Wird der Körper AC um ben Weg s auf der Unterlage fortgezogen, fo 
hat man die Arbeit F's zu verrichten; es ift alfo die von der Reibung be» 
anfprudte mechaniſche Arbeit ꝙ Ns gleich dem Producte aus Reibungs⸗ 
coefficient, Normaldrud und Weg auf der Berührungsebene. Iſt die Unterlage 
ebenfalls beweglich, jo hat man unter s — 5; — 83 den relativen Weg des 
Körpers zu verftehen und es ift dann Fs — P Ns bie Arbeit der Reibung 
für beide Körper ı. Der ſchneller gehende Körper nimmt 
beim Durchlaufen des Weges 81 die Arbeit ꝙ Ns, in Anſpruch und der lang⸗ 
ſamer gehende Körper gewinnt bei Zurucklegung des Weges s, durch die Reis 
bung die Arbeit ꝙ Ns,; e8 ift aljo der durd) die Reibung zwifchen beiden 
Körpern entftehende Arbeitöverluft: 

Ns — PMNS. =9pN (1 —3) = pNe. 
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Beilpiele 1) Wenn bei einem Drude von 260 Kilogramm die Reibung 
91 Kilogramm beträgt, jo iſt der entſprechende Reibungscoefficient 9 = Man 
— Yo = 0,35. 2) Um einen 500 Pfund jchweren Schlitten auf einer horizon- 
talen und fehr glatten Schneebahn fortzuziehen, ift bei dem Neibungscoefficienten 
9 = 0,04 die nöthige Kraft F = 0,04 . 500 = 20 Pfund. 3) Wenn der 
Reibungscoefficient einer auf dem Straßenpflafter fortgezogenen Schleife 0,45 und 
die Belaſtung dieſer Schleife 300 Kilogramm beträgt, jo ift, um diefe Schleife 280 
Meter fortzuziehen, die mechanifche Arbeit 9 Ns = 0,45 . 300 . 280 — 87800 
Meterlilogramm erforderlich. 


Der Reibungswinkel und Reibungskegel, fiegt ein Körper A C, $. 176. 
Fig. 281, auf einer fchiefen Ebene FH, deren Neigungswinfel FHR — « 
ift, fo läßt ſich deſſen Gewicht GE in den Normaldrud N —= G cos.« und 
in die Parallelfraft P = G sin.w zerlegen. Aus der erfteren Kraft ent- 
fpringt num die Reibung F = PG cos.a, welche jeder Bewegung auf der 
Ebene entgegenwirkt, weshalb die Kraft zum Hinauffchieben auf der Ebene: 
P,,=F+P=9Gco.a + G sin.a = (sin.a- 9 cos. c) G, 
dagegen die Kraft zum Hinabjchieben: 
PR=F—P=(9c0.% — sin. c) @G 
Fig. 281. | Sig. 282. 





ausfällt. Die Iegtere Kraft fällt Null aus, d. 5. der Körper erhält fich durch 
feine Reibung auf der fchiefen Ebene, wenn sin.a@ 9 cos.o, d. i. wenn 
tang.a —= @ iſt. So lange die fchiefe Ebene einen Neigungswinkel & hat, 
defien Tangente Heiner als p ift, fo lange bleibt der Körper auf der fchiefen 
Ebene in Ruhe; ift aber die Tangente bes Neigungswinkels wenig größer 
als ꝙ, jo gleitet der Körper auf der fchiefen Ebene herab. Man nennt 
diefen Winkel, d. i. denjenigen, deflen Tangente dem Reibungscoeffis 
cienten gleich ift, Reibungs=, auch Ruhewinkel (franz. angle du 
frottement; engl. angle of friction, angle of repose). Es vrgiebt fi) 
hiernach durch Beobachtung des Reibungswinkels 9, der Reibungscoefficient 
(fir die Reibung der Ruhe), wenn man jet: 
9 = tang.p. 
In Folge der Reibung nimmt die Oberfläche FH, Fig. 282, eines Kör⸗ 
pers nicht nur ben Normalbrud N eines anderen Körpers AB, fondern auch 
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defien fchiefen Druck P auf, wenn nur die Abweichung NBP a der 
Richtung diefes Drudes von der Normale BN nicht ben Reibungswinel 
Fig. 283. überfchreitet; denn da die Kraft P ben Nor 
BR maldrud: 
| . BN=—= Pocos.a 
und ben Seiten- oder Tangentialdruck: 
BS=S=Psin.a 
giebt und aus dem Normaldrude P cos.« die 
jeder Bewegung in ber Ebene FH entgegen 
wirkende Reibung @ Pcos.& entfteht, fo wird 
S eine Bewegung nicht hervorbringen Fönnen, 
alſo im Gleichgewicht bleiben, fo lange 
9 Pcos > Psin.a oder ꝙ cos. > sin.a, d. i. 


tang.a <p oder «<{Q 
if. Dreht mar den Ruhewinkel CO BD — E um die Normale CB, fo 
befchreibt er einen Kegel, den man Reibungskegel (franz. cone de fr.; 
engl. cone of repose) nennen. fann. Der Reibungsfegel umſchließt alle 
diejenigen Kraftrichtungen, bei welchen eine vollftändige Aufnahme des jchie 
fen Drudes ftattfindet. 


Beifpiel. Um einen gefüllten und 200 Pfund ſchweren Kübel auf einer unter 
50 Grad anfteigenden Holzbahn hinaufzuziehen, ift bei einem Reibungscoefficienten 
9 = 0,48 die nöthige Kraft: 
P, = (ycos.« + sin.a) G = (0,48 cos. 50° + sin. 50°) . 200 
— (0,308 + 0,766) . 200 = 215 Pfund; 
um ihn binunterzulaflen, oder fein Hinuntergehen zu verhindern, ift dagegen bie 
he Kraft: 
= (9c08.a — sin.a) & = — (sin. 50° — 0,48 . cos. 500) . 200 
= — (0,766 — 0,808) . 200 = — 91,5 Pfund. 





$. 177. Beibungsversuche. Berfuche über die Reibung find von Vielen ange: 
ftellt worden; am ausgedehnteften und im größten Maßftabe ausgeführt find 
aber die Berfuche von Coulomb und Morin. Beide wendeten zım Erfor- 
chung der Reibungscoefficienten fiir die gleitende Bewegung einen auf einer 
horizontalen Bahn fortgleitenden Schlitten an, der durch ein über eine feite 
Rolle weggelegtes und durch Gewichte angeſpanntes Seil fortgezogen wurde, 
wie in Fig. 284, wo AB bie Bahn, CD den Schlitten, E die Rolle und 
F da8 fintende Gewicht vorftellt, zu erjehen if. Um die Reibungscoefficienten 
für verfchiedene Materien zu erhalten, wurden nicht nur die Schlittenläuft, 
fondern die die Unterlage bildenden Balken mit möglichft abgeglätteten Schie⸗ 
nen aus den zu unterfuchenden Subftanzen, wie Holz, Eiſen u. |. w., bekleidet. 
Die Eoefficienten für die Reibung der Ruhe ergaben fi) aus dem Gewichte, 
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welches nöthig war, um den Schlitten aus der Ruhe in Bewegung zu fegen; 
und die Coefficienten für die Reibung der Bewegung Tießen fich mit Hilfe 
Sig. 284. der Zeit t berechnen, welche 
der Schlitten brauchte, um 
„einen gewillen Weg s zu 
durchlaufen. Iſt G das 
Gewicht des Schlittens und 
P da8 Gewicht zum Fort⸗ 
ziehen defielben, jo hat man 
die Reibung = p G, bie be» 
wegende Krafi= P—pG 
und die Maſſe M — r - G e8 folgt daher nach $. 70 die Acceleration 
der entftehenden gleichförmig beichleunigten Bewegung: 
_?—9G 
P= pr» 
und, durch Umkehrung, der Reibungscoefficient: 








Laßt man den Schlitten von einer ſchiefen Ebene herabgleiten, fo ift bie 
bewegende Kraft — G@ (sin. — Pcos.c), und die beichleunigte Mafle 


= —. daher die Beſchleunigung 
p= —— —— [I 9 9 (sin.a — 9 cos. c) 
Oder: m = sin.a — @cos.a, unb baher der Eoefficient ber glei» 


tenden Reibung 
28 


gt? cos. 
Dezeichnet h die Höhe, I die Länge und a die Baſis ber geneigten Ebene, 
jo Hat man auch 


9 = lang. — 


Die Kraft, mit welcher ein auf einer Unterlage A.B ruhender Körper CD, 
dig. 285 (a. f. ©.), fortgezogen wird, geht in Folge der Reibung zwiſchen 
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beiden Eörpern auch auf bie Unterlage über; es ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß diefe mit einer entgegengefegten Kraft zurück 





gehalten werde. Ebenfo ift auch der Körper OD mit einer gewiſſen Kraft — P 
zurückzuhalten, wenn ſich die Unterlage A B fortbewegt. Hiernach Tann man 
bie Reibung zwifchen zwei Körpern auch auf die Weile ermitteln, daß man 
die Unterlage AB unter dem aufliegenden Körper CD fortzieft und die 
Kraft mißt, mit welcher diefelbe hierbei den Körper CD mit fortzunehmen fudht. 
Iſt G das Gewicht des Körpers CD und P die Kraft, mit welder AB 
denjelben mitzunehmen jucht, jo hat man 
P=9G 
und daher ben gefuchten KReibungscoefficienten 


_P, 
97 


Der zur Ausführung diefer Reibungsverſuche dienende Apparat befteht 
1) aus einem feftjtehenden ſtarken Tiſch ZRST und zwei an ben Enden 
befjelben befeftigten Seiltrommeln E und E, mit Handfurbeln X und Ki, 
womit fich die Unterlage AB auf der eingetalgten Tifchfläche ZR hin⸗ und 
zurlidbewegen läßt, und 2) aus einem Schlitten LM, welder durch auf- 
gelegte Gewichte G beliebig belaftet, fowie mittels Schnitte oder Seile ZN 
und MO, weldje durch die Arme N und O mit bem Tifchgeftelle verbunden 
find, an der Fortbewegung mit AB verhindert wird, Zur Angabe der 
Kräfte P und P,, womit biefe Schnäre in der einen oder anderen Rich 
fung durch die Reibung geſpannt werben, dienen eingefegte Waagen oder 
Dynamometer p und g, und um die Reibungscoefficienten fir verfchiebene 
Körper beftimmen zu können, find nicht allein die Schlittenfohlen Im, fondern 
auch die Deden ab der Unterlage AB zum Auswechjeln eingerichtet. 
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Bei Anwendung diefes Apparates Tann man fehr Leicht den Reibungsweg 
beliebig ausdehnen und durch Anwendung bes arithmetifchen Mittels aus 
den Zugkräften nach ber einen und der anderen Richtung die genaueren 
mittleren Werthe der Reibungscoefficienten beftimmen. 

Zur Ausmittelung der KReibungscoefficienten für die Zapfenreibung 
wurde eine fefte Role ACB, Fig. 286, mit einem umgelegten und durch 
Gewichte P und @ angeipannten Seile angewendet. Aus der Summe 
P + Q ber Gewichte ergab fid) der Drud R, und aus der Differey P— Q 
die Kraft am Umfang der Rolle, welche der Reibung F=p(P+ 0) 
am Umfang des Zapfens das Gleichgewicht hält; ift nun CA = a ber 
Hollenhalbmefler und OD = r ber Zapfenhalbinefler, jo bat man wegen 
ber Gleichheit ber ftatifchen Momente: 

F—-Q)a=Fr=9gy(P+Vr, 
und daher fir die Reibung der Ruhe: 


dagegen file bie der Bewegung, wenn das Gewicht P in der Zeit t um s 
finkt und Q eben fo viel fleigt: 
P— P—Q _2s\a 
_- P+Q = 8)? 





Zu den neupiten Berjuchen über die Zapfenreibung hat der Ingenieur 
Hirn benin fig. 287 abgebilbeten Apparat, welchen er eine Reibungswage 
(balance de frottement) nennt, angewendet. Es ift Hier C der durch irgend 
eine Machine, 3. B. durch ein Wafferrad, in ftetige Umdrehung zu fegende 
Zapfen, D das Zapfenlager und ADB ein gleicharmiger Hebel, welder 
mittel8 der Gewichte P und Q diejed Lager auf den Zapfen aufdrückt. Der 
Zapfendruck BR = P + Q erzeugt die Reibung 


F=9R=9(P+9Q) 
zwiichen dem Zapfen und feinem Lager. Mit diefer Kraft fucht der in ber 


, 
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Richtung des Pfeiles umlaufende Zapfen das Tager fammt dem mit ihm feft 
verbundenen Hebel ADB umzubrehen, und es iſt daher, um denfelben in 
horizontaler Rage zu erhalten, auf der einen Seite A deſſelben das Gewicht 
P fo viel größer zu nehmen, als das Gewicht Q auf der anderen Seite, bis 
P — Q der Reibung F das Gleichgewicht hält. Nun wirkt aber die Rei- 
bung F an dem dem Zapfenhalbmeiler gleichen Hebelarme CD = r, und 
die Gewichtödifferen; P — Q an dem Arme CA = a, welde dem Hori⸗ 
zontalabftande der Are C des Zapfens von der Berticalen durch den Aufhänges 
punkt A gleich ift; daher hat man: 
Fr=9oRkr=9(P+Qr=(P— Qu, 
und den gejuchten Keibungscoefficienten wieder 


Anmerlung. Bor Coulomb hatten ſich ſchon Amontons, Camus, Bülf- 
finger, Muſchenbroek, Ferguſon, Vince u. U. mit der Reibung beichäftigt 
und Verſuche über die Reibung angeftellt. Die Ergebniffe aller dieſer Unterfugun- 
gen haben jedoch Für die Praxis wenig Werth, weil fie in zu Meinem Maßſtabe 
angeftellt worden find. Denjelben Mangel haben jelbft noch die Berfuhe von 
Ximenes, welde mit denen von Coulomb faft gleichzeitig angeftellt wurden. 
Die Ergebniffe des Kimenes findet man in dem Werke „Teoria e Pratica delle 
resistenze de’ solidi ne’ loro attriti, Pisa 1782%. Die Berjuhe Eoulomb’s 
find ausführlich bejchrieben in dem Werke: „Theorie des machines simples etc. 
par Coulomb. Nouv. edit. 1821°. Einen Auszug hiervon findet man in der 
Preisihrift von Metternih „vom Widerftande der Reibung, Frankfurt und 
Mainz 1789". Die neueren Verſuche Über die Reibung wurden von Rennie und 
Morin angeftelt. Rennie wendete bei feinen Verſuchen theils einen Schlitten 
auf horizontaler Bahn, theils auch eine jchiefe Ebene an, von welder er die Kör⸗ 
per herabgleiten ließ und wobei er aus dem Reibungswinkel auf die Größe der 
Reibung ſchloß. Die Verſuche Rennie’s erftreden fi) auf mannigfaltige in der 
Technik vorlommende Stoffe, als Ei8, Tuch, Veder, Holz, Steine und Metalle; fie 
liefern auch wichtige Ergebniffe über die Abnugung der Körper, allein der Apparat 
und die Urt der Ausführung dieſer Verſuche Iafien eine hinreichende Sicherheit, wie 
fie zumal die Verſuche Morin's erreicht zu haben fcheinen, nicht erwarten. Eine 
deutſche Bearbeitung der Rennie’jchen Verſuche Liefert der 17. Band (1832) der 
Wiener Jahrbücher des K. K. polytechnifchen Inftitutes, au der 84. Band (1829) 
von Dingler’s polytechniſchem Journal. Die außgebehnteften und einen hohen 
Grad von Sicherheit verſprechenden Verſuche find von Morin zur Ausführung 
gebradyt worden, obgleich nicht abgeleugnet werden kann, daß fie einige Zweifel und 
Unficherheiten, und noch die8 und jenes zu wunſchen übrig laſſen. Es ift Bier nicht 
der Ort, die Methoden und Apparate bei diejen Verſuchen zu bejchreiben, wir kön⸗ 
nen bier nur auf Morin’s Schriften: „Nouvelles Experiences sur le frotte- 
ment“ u. f. mw. verweilen. Eine vortrefflie Bearbeitung des Artileß „Reibung“ 
und eine ziemlich ausführliche Beſchreibung aller Verſuche über die Reibung, ne- 
mentlih auch der Morin’schen, giebt Brix in den Verhandlungen des Bereins 
zur Beförderung des Gewerbfleißes in Preußen, 16. und 17. Jahrgang, Berlin 
1837 und 1838. Neuere Verſuche über die mittelbare Reibung, namentlih mit 
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Berädfihtigung der verſchiedenen Schmiermittel, von M. G. Ad. Hirn, find 
beſchrieben im Bulletin de la societe industrielle de Mulhouse, Ro. 128 und 
129, 1855, unter dem Xitel: „Etudes sur les principaux phönomänes que 
prösentent les frottements mediats etc.°; im Auszuge: „polytechniiches Cen⸗ 
tralblatt, 1855. Lieferung 10%. Die neueften Verſuche Über die Reibung von 
Bochet find unter der Ueberſchrift: „Nouv. Recherches experimentales sur le 
frottement de glissement, par M. Bochet“ in den Annales des Mines, 
Cing. Serie, Tome XIX, Paris 1861, beichrieben. Waltjen's Reibungswage 
it zuerft vom Herrn Prof. Rühblmann beihrieben worden im Jahrgang 1861 
des Gewerbevereing für das Königreih Hannover. 

Ueber die Ergebnifie der vom Herrn Dr. Zunge mit derſelben angeftellten 
Verſuche ift nachzufehen in der Zeitichrift des Vereins beuticher Ingenieure Band V 
(1861) und Band VIII (1864). 


Reibungstafeln. Folgende Tabellen enthalten eine gedrängte Zuſam⸗ 
menftellung der im Praftiichen vorzüglich brauchbaren Eoefficienten der 
gleitenden Reibung. 


Siehe Seite 322 und 323. 


Die neuesten Reibungsversuche. Durch Bochet's Berfuche über 
die leitende Reibung erhalten die im Vorſtehenden enthaltenen Ergebniſſe älterer 
Berjuche von Coulomb und Morin noch einige weientliche Ergänzungen. 
Diefe wurben auf einer fühligen Eiſenbahnſtrecke mit Eifenbahnmwagen von 6 bis 
10 Zonnen Gewicht angeftellt, welche entweder mittels ihrer feitgekeilten Räder, 
oder mittels befonderer Schuhe (patins) auf der Schienenbahn fortglitten. 
Diefe Schuhe waren vor, hinter und zwifchen den Rädern an dem Wagen⸗ 
geftelle befeftigt und bei verjchiedenen Berfuchsreihen mit verfchiedenen Sohlen 
von Holz, Leber, Eifen u. |. w. befleidet, wobei der Drud pro Quadrat⸗ 
centimeter nad) Belieben auf 2, 4, 6, 10 und 15 Kilogramm gebracht werden 
konnte. Die Bewegung diefes zu einem Schlitten umgeſchaffenen Vehikels 
erfolgte durch einen vorgeipannten Dampfwagen, und ein zwiſchen beiden 
eingefchaltetes Teberbynamometer gab mittels eines Zeichnenapparates die 
der gleitenden Reibung des Schlitten gleichzufegende Zugkraft an. Um den 
Widerftand der Luft fo viel wie möglich zu befeitigen, gab man dem Wagen, 
weldyer dem Schlitten vorauslief, einen Querſchnitt, welcher den des letzteren 
noch übertraf. | 

Durch diefe Berfuche wird die Richtigkeit der gormel F = PN, wonad) 
die Reibung F dem Druck proportional ift, von Neuem beftätigt; was aber 
den Heibungscoefficienten betrifft, jo iſt derfelbe nicht allein von der Art und 
dem Zuftande der Reibungsflächen, fondern auch von anderen Verhältniſſen, 
namentlich auch von der Geſchwindigkeit des Gleitens und nächſtdem von 

Beisbach'e Lehrbuch ver Mechanik. L 21 


$. 178. 


4179. 
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KTafel J. 


Reibungscoefficienten der Ruhe. 





Zuſtand der Flächen und Natur der 
Schmieren. 





Namen *30 ‚lel® 
si21g =|218 
der ſich reibenden Körper. 8 F :|8|s|Ö|2 ° 
e|5/a|82]2|8|5|5 
R8133 s|i£E|e 
| 12 ale|l: 
5 *|& 
fleinfter Werth |0,3010,65| — | — |0,14|0,22]0,30 
Holz auf Holz - mittlerer „  |0,5010,68] — |0,21j0,19|0,36|0,35 
grökfter „  [0,700,711 — | — [0,25/0,4410,40 


mittlerer „ 10,18] — |0,12l0,10j0,11| — [0,15 
größter „1024| — [0,16 

Holz auf Metall ... - . - . 10,60}0,665|0,10/0,12|0,12] — 10,10 
Hanf in Seile, Hleinfter Werth 10,50 

Zöpfen oder Gur- { mittlerer „  |0,63]0,87 

ten auf Holz . größter „10,80 

Dides Soßlenleber | 


Heinfter Werth 10,15) — [0,11 
Metall auf Metall | 


hochkantig . . 10,43|0,62]0,12 


u Liderungen au 
3 u. los2losoloısl — || — | or 


Holz; od. Gußeiſen 

Schwarze Xederriemen ſ von Holz . 10,47 

über Trommeln . . en Metall . 10,54] — | — | — | — | — [0,2810,88 
Steine oder Ziegel 

auf Steinen oder | Tleinfter Werth 10,67 

Ziegeln, glatt bes | größter „ 10,75 

arbeitet . . . . 

Eteine auf Schmie- ( Heinfter Werth [0,42 

beeijen | größter „ 0,49 

Hirnbolz auf Steinen... .... 0,64 
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Zafel ı. 


Reibungscoefficienten der Bewegung. 


a ———————— 


Namen 
der ſich reibenden Körper. 


kleinſter Werth 





Holz auf Holz | mittlerer „ 
größter „ 
Melall auf Me⸗ kleinſter Werth 
— mittlerer „ 
u größter „ 
Heinfter Werth 
Au ae —* 
—lgroßter, 


Hanfſeile, Zöpfe — Holz .. 
u. ſ. w.... lauf Eiſen 
Sohlenleder, flach (roh . . - 
auf Holz oder [et 
Medl .. » 
Desgleichen hoch⸗ 
ig, für Kol troden.. - 
x fettig 
benliverung - 


fettig - - - 


Zuftand der Flächen und Art der Schmieren. 
—— Te Tr a Te Toner Te a 


| 


=|s 
>| % 
:eı5|2|ej|sIlı|E|? |» 
= IBIı>51% — —2151315 
dei per! — — Eu — | 0 
01 = |8 Ile | Pr 
1-3) = E #1 - 
| .ıE| 
{4} 
0,20| — | — 10,06|0,06| — | — [0,14 0,08 
0,48| — | — 10,07 0,081 — | — 10,16]0,15 


0,15| — |0,06|0,0710,07|0,06]0,12| — [0,11 
0,18|0,31|0,07 |0,09|0,09|0,08|0,15|0,20|0,18 
0,24| — |0,08|0,11[0,11/0,09|0,17| — |0,17 


0,20| — |0,05|0,07|o,08| — | — | — [0,10 
0,42 |0,24|0,06|0,07 |0,08|0,08|0,10|0,20]0,14 
0,62] — |0,08l0,08l0,10| — | — | — |0,16 
0,45 [0,88 

— | — lo,15| — [0,19 


. 10,54 0,36 |0,16] — [0,20 
. 0,30 == 


— [0,26 


. 10,34 |0,81l0,14| — |0,14 


— 1024| 


Anmerkung. Die Reibungscoefficienten loderer Mafien u. |. w. werben im 
zweiten Theile, bei der Theorie des Erbbrudes, mitgetheilt. Ebenfo wird über 
die mit der Reibung verbundene Wärmeentwidelung erft im zweiten heile 


gehandelt. 


21* 
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dem fpecififchen Drucke, d. i. dem Drude pro Tlächeneinheit, abhängig. 
Herr Bochet fett: 
—_ #7 
| IF=-TIm tr? 

wobei v die Gefchwindigfeit der Bewegung, x den Werth yon @ für eine 
unendlich langjame und dagegen 7 ben Werth von 9 für eine fehr fchnelle 
Bewegumg bezeichnet. Hiernach nimmt alfo der KReibungscoefficient mit dem 
Wachſen der Geſchwindigkeit allmälig von x auf 9 ab. Der Coefficient « 
ift im Mittel — 0,3 zu fegen, wenn man v in Meter ausbrlidt, dagegen 
— 0,094, wenn man v in Fußen giebt. Man kann hiernach nur bei Ges 
fchwindigfeiten von O bis höchſtens 1 Fuß der Reibungscoefficienten bei übri⸗ 
gens gleichen Berhältnifjen als conftant annehmen. Die Coefficienten x und 
y find verſchieden bei verfchiedenen Stoffen, und abhängig von dem Grabe 
ber Glätte der Neibungsflächen, vog, der Schmiere, von dem fpecififchen 
Drude u. |. w. 

Den größten Werth hat der KReibungscoefficient x beim leiten von Holz, 
zumal weichem, fowie von Leder und Outtapercha auf trodenen und unge 
ſchmierten Eifenfchienen. Allgemein ift x = 0,40 bis 0,70; im Mittel für 
weiches Holz, x — 0,60 und für hartes, x — 0,55. 

Für die Reibung von Eifen auf Eifen ift x ebenfalls fehr verfchieden 
ausgefallen, find die Reibungsflächen nicht polirt, fo hat man: x — 0,25 
bis 0,60, bagegen bei polirten Reibungsflächen: x — 0,12 bis 0,40. Die 
Reibung von Eifen auf Eijen wird durch das Benetzen mit Waller nicht 
vermindert, dagegen fällt die Reibung von Holz, Leder und Guttapercha auf 
naſſen Eifenjchienen beträchtlich Heiner aus als auf trodenen Eifenfchienen. 
Bei eingeölten Flächen ſinkt x bis auf 0,05 bis 0,20. 

Der Coefficient y ift ſtets Heiner als x; bei großen Gefchwindigkeiten, 
großer Glätte der Flächen, gehörig angewendeter Schmiere und mäßigen 
ſpecifiſchen Drude nähert ſich für alle Stoffe y einem und demfelben Werthe. 

Die Reibung der Ruhe ift nur in den Fällen größer und zwar doppelt fo 
groß, als die der Bewegung, wenn Holz oder Leder auf benegten ober einge 
ſchmierten Eifenfchienen gleitet. 

Nach diefen Verſuchen ift: 

1) fir trodenes weiches Holz, bei mindeftens 10 Kilogramm 
Drud pro Quadratcentimeter, oder 137 Pfund pro Duadratzoll: 


0,30 


= It 08 + 0,30; 
2) für trodenes hartes Holz, bei demjelben ‘Drude: 
0,30; + 0,28; 


PTTI 080 
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3) für halbpolirtes Eifen, troden oder naß, bei mehr als 300 
Kilogramm Drud pro Duadratcentimeter oder 4103 Pfund pro 
Duodratzoll: 

0,15 
9 = IX 030 + 0,15; 

4) für daffelbe, entweder troden unter den Drude von wenigſtens 
100 Kilogramm pro Quadratcentimeter, oder polirt und gefchmiert, 
bei einem fpecifiichen Drude von mindeſtens 20 Kilogramm, fo 
wie für nicht harziges Holz beim Schmieren mit reinem Wafler, 
unter demjelben Drude: 

0,175 
o = 1 +03 + 0,075; 

%) für Holz mit fettigem Waſſer oder Fett gefchmiert, bei gehöriger 
Politur und unter dem Drude von mindeſtens 20 Kilogranım pre 
Duadratcentimeter (274 Pfund pro Quadratzoll): 

0,10 
9=7 + 0,3v 


Moin Fußen gegeben, jo muß man un Nenner ftatt 0,3v, 0,094 v 
ſetzen. 

Anmerkung. Es iſt ſehr zu wünſchen, daß dieſe in ſehr großem Maßftabe 
ausgeführten Verſuche, welche zum größten Theil von dem ſeither Bekannten ganz 
abweichende Reſultate gegeben haben, noch von Anderen wiederholt werden. 


+ 0,06. 


Schiefe Ebene. Die Theorie der gleitenden Reibung findet ihre vor: 
züglichfte Anwendung bet der Unterfucdhung des Gleichgewichtes von einem 
Körper AC auf ber ſchiefen Ebene FH, Fig. 288. Iſt, in Ueberein- 

Fig. 268. ſtimmung mit $. 151, FHR=a« 
der Neigungswinkel der fchiefen Ebene, 
und POS, = ß, der Winkel, wel» 
hen die Kraft P mit der ſchiefen 


“ A P 


/ — 
* 1228 
/ 7 a F 
T — 


# Oo \ Cu 






aus dem Gewichte G ded Körpers 
entipringende Normalkraft 
N, = 6 cos. 

dagegen die Kraft zum Herabgleiten 

— — — S= 4 8sin. «, ferner die Kraft 

a N,, mit welcher P den Körper von 

der Ebene abzuziehen fucht,— Psin. ß, 

und die Kraft S,, mit welcher fie den Körper auf der Ebene hinaufzieht, 

= Pcos.ß. Der übrig bleibende Normaldrud ift: 






$. 180. 


Ebene einfchließt, fo hat man die 
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N=N —- NM 6 cos. « — PsinBß, 
folglich die Reibung: 
F=9(@co.a — P sin. ß). 
Kommt e8 darauf an, die Kraft P zum Hinaufziehen des Körpers auf ber 
ſchiefen Ebene zu finden, jo ift die Reibung zu überwinden, es muß alfo fein: 
Ss =8+Fb1iPco.ß=Gsin.a +9 (Gcos.a — Psin.ß). 
Soll hingegen die Kraft beftimmt werben, welche den Körper am Herab⸗ 
gleiten verhindert, jo kommt die Reibung ber Kraft zu Hülfe, dann ift alfo: 
Ss + F=8biPco.ß-+ 9(Gcos.a — Psin.ß) = Gsin.o. 
Hiernach beftimmt fich die Kraft für den erften Fall: 


ig. 289. in. i 
Fig p_ c 40 cos. x 6, 


„AP cos.ß + psin.ßB 
REN und für den zweiten: 
sin. — ꝙ cos. c 
— co.ß — psin.ß 
Führt man den Reibungswinkel g 
ein, indem man 


G. 


— _ sin. _ 
DZ cos. Q 


fett, jo erhält man: 
sin. . 008.0 + c08.& . sin. 
cos. ß. cos.0 + sin.ß . sin.o 
oder, nad) befannten Süßen der Trigonometrie: 
p— sin.(& + 0) 
c08.(ß + 0) 
und e8 gelten die oberen Zeichen, wenn es darauf anfommt, Bewegung herz 
vorzubringen, dagegen bie unteren, wenn Bewegung zu verhindern iſt. 
So lange * 
sin. ( — 0 
005.9 Fe) u 
cos. (3 — eg) 
kann natürlich der Körper weder auf- noch abwärts gleiten. 
Iſt <Q, jo erfordert das Herabſchieben bie Kraft: 
P— G sin. — a) 
cos. (P + P) 





:G, 


G; 
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Bei dem in Fig. 290 dargeftellten Fall ift 4 negativ, und daher die Kraft 
zum Herabſchieben des Körpers O auf der ſchiefen Ebene FH 


LE (Bei 


cos. (@ — P) 





Die vorftehenden Formelu findet man auch durch eine einfache Anwendung 
bes Kräfteparallelogrammes OPQG, Fig. 291. Da ein Körper noch dies 
jenige Kraft eines anderen Körpers aufnimmt, welche um den Reibungs⸗ 
winfel 9 von der Normale einer Oberfläche abweicht ($. 176), fo findet in 
dem vorliegenden Falle Gleichgewicht ftatt, wenn die Mittelfraft OQ = Q 
aus den Kräften P und @ mit der Normale ON den Winkel NOQ = 0 
einjchließt. Setzt man nun in der allgemeinen Formel: 


P__ sin. GOQ 

G sin.POQ’ | 
GOQ=GON+ NOQR=a-+ oe, um 
POQ=POS+SOQ=P 4 90’ — o, 

jo erhält man: 
Pe. sin. ( + 0) _ sin. (a + 0), 
@  sin.(ß — 0 + 90%) cos.(ß — 0) 

Wenn die Kraft P, das Herabgleiten von der jchiefen Ebene verhindern 
fol, fo fällt die Mittelfraft Q, auf die untere Seite der Normale ON, und 
es ift der Reibungswinkel ꝙ negativ im Rechnung zu bringen, wonad) 
dann folgt: 

P, _ sin. (& — 0) 
GG cs(ß+e)' 


ganz in Uebereinftimmung mit dem Obigen. 
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Ruht der Köcher auf ber Borigontalebene, jo ft « = 0, daher 
die Kraft zum en 
— __@sing 
cos. ß 7 psin.B cos.(B — 0) 
Wirkt die Kraft parallel zur fchiefen Ebene, d. 5. in der Richtung 
ihrer Bu fo hat man 6 = 0, und daher: 


sin.(& + 


— ($in.a + ꝙ cos. ) G = D. @ (vergl. 8. 176). 


008. Q 
Wirkt endlic, die Kraft Horizontal, fo hat man: 
B= — u; cos. —= 008.0 und sin.B —= — sin. eo, daher: 
__ sin. + p cos. tang.a + p . 
— ç e— — — — — — — ⸗ G, d. t. 
_ a F pen 1+ 9 tang.a 


P = tang.(« + 0) G, wie auch die Auflöfung des Barallelogranımes 
OPQG unmittelbar angiebt. 

Uebrigens fällt die Kraft zum Hinauffchieben am Yleinften aus, wenn der 
Nenner cos. (dB — 0) am größten, nämlid = 1, ao 5 — E =0, d. i. 
B= oil. Wenn alfo die Kraftrihtung um den Reibungswintel von 
der ſchiefen Ebene abweicht, fo ift die Kraft ſelbſt am kleinſten, und zwar: 

P= sin. (0 + 0) .@. 

Beilpiel. Welden Arendrud hat die Spreige A, Fig. 292, auszuhalten, 
wenn bdiejelbe einen Felsblod (eine Wand) ABCD vom Gewichte F —= 5000 
Pfund von dem Herabgleiten von einer ſchiefen Ebene CD (dem Liegenden) ab- 
halten foll, vorausgejegt, daß die Neigung der Spreize gegen den Horizont 359, 
die der fchiefen Ebene CD aber 500 und der Reibungscoefficient 9 — 0,75 be 
trägt? Es ift bier: 





G = 5000, « = 650°, 8 = 35° — 50° — — 15° und 9 = 0,75, 
daher giebt die Formel: 
_ Sin.e — pcos.a, „ _ sin. 50° — 0,75 cos. 50 . 5000 
cos. — pein. 4 — cos. 160 + 0,75 sin. 150° 
0,766 — 0,482 1420 
= 5906 0, 2000 = = 1924 Pfund. 

Wäre die Spreize horizontal, jo hätte man 
Gig. 292. B=—50°, und tang. ge =0,75, daher: e = 36062°, 


endlich: 
P=G tang.(a — 0) 
= 5000 tang. (50° — 369 52°.) 
— 5000 tang. 1308 
— 5000 . 0,2333 — 1166 Pfund. 
Um diefelbe Wand dur eine horizontale Kraft 
auf dem Liegenden binaufzufchieben, wäre unter 
übrigens gleichen Umftänden die Kraft: 
P=G tang.(«-+ 0) 
= 5000 tang. 86° 52’ 
— 5000 . 18,2676 = 91338 Pfund 
nöthig. 
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Druck gegen die schiefe Ebene. Der Normaldrud, welchen $. 181. 
der Körper AC auf der fchiefen Ebene FH, Fig. 293, ausübt, ift beim 
Hinaufſchieben: 9 

— _ @sn.OPQ G @ sin. (90° — a — 
iS sin. POQ a sin.(B + 90° — 0) 

Gcos. (æ + Pf) cos. o 

08.(B —o) ° 
und dagegen in den Fällen, wenn ber Körper am Herabgleiten verhin- 
dert wird: 

Nı = Qı 008. Q, ON, = Qı 608.0 = a 

Iſt die Richtung der Kraft parallel zur Falllinie der Ebene, fo hat 
man BP 0, mb N=G cos.e; ift dagegen bie Richtung derfelben 
horizontal, jo hat nıan B —= — « und baher 
@ 008.0 


cos. E 


j zu ſetzen. 


D co8.(2« + 
Fig. 298. 





Der Normaldrud fällt — Null aus, wenn cos. (x + B) —= 0, aljo 
« + ß = 90 Grad ift, und wird negativ, wenn @ + B > 90°, ober 
B 90 — «if. Im legteren Falle iſt natürlich die ſchiefe Ebene nicht 
unter, ſondern, wie Fig. 294 darftellt, über den Körper zu legen. Es 
finden natürlich auch Hier wieder die beiden ertremen Fälle des Gleichgewichtes 
ftatt, wobei die Richtung der auf die jchiefe Ebene FH Üübergehenden Mittel- 
kraft Q oder Q, entweder auf der oberen oder auf der unteren Seite von 
der Normalen um den Reibungswintel NOQ = NOQ, = eo abweidt. 

Bei den vorftehenden Entwidelungen der Formeln für das Gleichgewicht 
eines Körpers auf der fchiefen Ebene ift noch vorauszujegen, daß die Mittel- 
kraft Q volllommen vom Körper AC auf die eine fchiefe Ebene bildende 


330 Dritter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [$. 181. 


Stüte FHR übergehen könne; dies ift jedoch (nad) 8.150) nur dann mög- 
lich, wenn die Richtung diefer Kraft die Auflagersfläche CD des Körpers 

Fig. 295. AC ſelbſt durchfchneidet. Außerdem 
bat der Körper, wie 3. B. 40, 
Fig. 295, im Folge der Kraft Q 
ein Beftreben zum Umbrehen oder 
Kippen um die äußerfte Kante C, 
weldyes um fo größer ausfällt, je 
größer der Abftand CK e dieſer 
Kante von der Richtung OQ der 
Mittelfraft Q ift. 

Dezeihnet a den Abjtand CL ber 
Kraftrihtung O P, und b den Abftand 
CE der verticalen Schwerlinie OG 
des Körpers von der äußerften Kante 
C deſſelben, fo ift da8 Moment, mit welchen fich der Körper von links nad) 
rechts um C zu = ſucht: 

Qe — — — Gb. 

Wäre nun Pa —= Gb, ober £ > *. fo ginge die Mittelkraft Q gerade 
durch C, wobei fie eben noch von der fchiefen Ebene aufgenommen witrde; wäre 
aber Pa < Gb, jo würde ſich der Körper um C von rechts nach links zu 
drehen fuchen, woran ihn aber die Undurdjdringlic)feit feiner Maffe verhindert. 

Iſt dagegen Pa > Gb, fo muß der Körper noch eine zweite Unter: 
ftügung erhalten, 3. B. nod) von einer zweiten geeigneten Ebene F, A, ge 
leitet werden. Wenn diefe zweite Ebene in A einen Drud N und die dars 
aus erwachjende Reibung PN aufninmt, alfo die geeignete Ebene F ZI, mit 
den Gegenkräften — N und — PN auf ben Körper in A zurückwirkt, 
welche die Umdrehung des Körpers um C verhindern, jo muß die Sunme 
der Moniente diefer Kräfte gleich fein dem Umdrehungsmomente von Q, alfo: 

Ni+poNd=0Qe=Pa — Gb, wer 
1) Nt+god)=Pa— Gb, 
wobei J und d bie Abftände OD und CB der Kante A von ci in den Rich» 
tungen parallel und winkelrecht zur geneigten Ebene bezeichnen. 

Iſt überdies no) N, ber Drud des Körpers auf die geneigte Ebene 

FH in C, fo wie ꝙ N, die demfelben entjprechende Reibung, fo kann man 


fegen: 





2) Pcos.ß=Gsin.a +P (N + N) un 
3) Psn.ß=Gcos.ae + N— N. 
Eliminirt man aus den legten beiden Gleichungen N, fo erhält man bie 
Beſtimmungsgleichung: 





8. 182.] Die Widerflände der Reibung und Steifigleit zc. 351 
P (cos.ß + 9 sin.ß) = @ (sin.a + @cos.o) + 2pN, 





und wenn man hierein ben Werth N — 2 F * aus Gleichung (1) ein⸗ 
ſetzt, ſo folgt die Gleichung: 

P (cos.ß + sin.) = @ (sin.a + @cos.a) + nn 
oder: 


pP (8° (cos.ß + psin.ß) — 9a) 


— 6 ( (sin. + 9 cos. c) — Pb), 
woraus fich endlich ergiebt: 
P— ( + @d) (sin.a + 9cos.c) — 2pb 
(+ 9Pd) (cos.ß + psin.ß) — 29a 
_ + 9d) sin. ( +0) — 2pb cos.o 
— E+ 94) cos. (BP — 0) — 2 Ya 008.0 
Sol N = Null fein, fo hat man Pu = Gb und 
sin. (a +0) _ b 
c.(B— eo) a’ 
daher, wie auch oben gefunden worden ift: 
pP mCct0g 
co.(B— eo) 


Zurückführung der Theorie des Gleichgewichtes unter- $. 182. 
stützter Körper auf die des Gleichgewichtes freier Körper. 
Bei der Unterfuchung des Gleichgewichtes eines Körpers mit Berückſichti⸗ 
gung der Reibung gelangt man auch ficher zum Ziele, wenn man fich den 
Körper ganz frei denkt, und annimmt, daß jeder andere Körper, mit welchem 
er in Berührung ift, zwei Kräfte auf ihn aushbt, und zwar eine Kraft N, 
normal von der Berührungsfläche defielben ausgehend, und eine andere Kraft 
N, der vorauögefetten Bewegung des Berührungspunftes in diejer Fläche 
entgegengefeßt unb der Reibung zwijchen beiden Körpern entfprechend. Da, 
durch erhält man ein feites Syſtem von Kräften, deſſen Gleichgewichtszuftand 
nach den Regeln in $.93 u. |. w. zu beurtheilen ift, wie im folgenden ſpeciellen 
Falle gezeigt werben ſoll. 

Eine prismatifche Stange AB, Fig 296 (a. f. ©.), ſtützt fi) unten auf 
einen horizontalen Boden CH und lehnt fich oben gegen eine verticale Wand 
CV; bei welcher Neggung BAC—= « verliert diefelbe ihre Gleichgewichtslage? 
Hier Finnen wir die Riidwirkung des Bodens auf den Körper durd) eine Ver⸗ 
ticaffraft RB und durch die Horizontal wirkende Reibung PR, und dagegen die 
Ruckwirkung der Wand durch eine Horigontalfraft N und durd) eine von unten 





G 


. 


$. 189. 
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nad) oben wirkende Reibung ꝙ N ausdrücken. Iſt folglich G das im 
Schwerpunkte S niederziehende Gewicht der Stange, fo haben wir es mit 
Sig. 296, einem Syſteme von ben Verticalfräften G, R, 9 N 
und einem ſolchen von den Horizontalträften N 
und @ R zu thun. 
Der Gleichgewichtszuſtand unter diefen Kräften 
fordert nun, daß 
De=R+pN, 
2)ygR—=Nw 
3))@.AE—=N.AD+YN.ACH. 
Nun ift aber der Hebelarm AE 
Ä — AScos.a —= Us AB cos.o, 
& ferner der Hebelarm AD 
— AB sin.e, 
und ber Hebelarm AC, —= AB cos. «a, daher ift die dritte Gleichung einfad;; 
1, @ cos.a = N (sin.« + @ cos.o) 
zu fchreiben. 
Aus den beiden erften Gleichungen folgt: 
G=R u 9? R=(1 + 9°) R, daher 





— _9E 
K= 73 ru ud N= 9 + gi 
und fegt man diefen Werth von N in die Gleihung (3) ein, fo ergiebt fid: 
1, @ cos. = I. oi 2 ; Ein. + @ cos. «), ober 
1+g9: 
39. = tang. & + ’Q, 


alfo für dem gefuchten Neigungswinkel: 
1+9:— 29° 1— g? 1 — tang.o? 


anga= ⸗55* 2 tang.g 
_ 608.0? — sin.g? __c08.20 __ 
2 sin._ cos. ꝙ sin.20 cotg. 20 
— fang. (90° — 20); daher iſt 
[ BAC=« =’ — 20, un / ABC=Pß=2o. 


Theorie des Keiles. Auch bei dem Keile (f. 8.153) hat die Reibung 
einen großen Einfluß auf die Gleichgewichtsverhältniſſe. Segen wir voraus, daß 
der Querfchnitt deffelben ein gleichſchenkliges Dreied AB S, Fig. 297, mit der 
Schärfe AS B=« bilde, daß die Kraft P inder Mitte M des Keilrückeus AB 
und winkelrecht gegen denjelben wirke, und daß ebenfo der Körper CHK 
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mit einer gewiflen Kraft N rechtwinklig gegen die Keilfläche BS drüde, 
während der Keil mit der Fläche AS auf einer heriontalen Ebene aufruft. 
Fig. 297. - Mebrigens foll der Kör⸗ 
per CHK von zwei 
Baden @ und K um⸗ 
geben fein, welche ihn 
nöthigen, ſammt der 
Laſt Q beim Fort⸗ 
fchieben des Keiles auf 
der Horizontafebene, in 
der gegen die Keil- 
flähe BS rechtwinklig 
ftehenden Richtung EC 
aufzufteigen. 

Da die Richtung der Kraft P von den Keilfläcdhen AS und BS gleid)- 
viel abweicht, fo find die Normaldrüde N, N gegen beide Flächen und folg- 
lich auch die aus denſelben entfpringenden Reibungen ꝙ N, @.N in benfelben 
einander gleich, und es müffen daher auch die Kräfte PN,N,pN und 
PN einander das Gleichgewicht halten. Zerlegt man die legten vier Kräfte 
parallel und rechtwinklig zur Nichtung der Kraft P in je zwei Seitenkräfte, 
jo muß folglich auch die Summe derjenigen diefer Kräfte, welche mit P 
gleich gerichtet find, mit P allein im Öleichgewichte fein. Nun weichen aber 


die Richtumgen von N, N um 90° — re und die von ꝙ N, ꝙ N um * 
von der Richtung MS der Kraft P ab, daher find die Componenten von N, N 
in der Richtung MS, N sin. = und N sin. u fowie die von PN und 





9N,Q@N cos. Z unb PN cos. 5, und es if zu fegen: 
P= ) — — ] — . 
2.N sin. > + 29N cos. 2 2X (sin. 5 5 + 9cos ;) 


In Folge der Reibung PN zwifchen der Keilfläcde BS und der Grund» 
fläche des Körpers CHK wird diefer Körper noch mit einer gleichen Gegen- 
kraft — PN gegen ben feitbaden GH gebrüdt, woraus eine Reibung 
F=9.9N=99y,N mtiteht, welde dem Aufſchieben des Körpers 
CHK entgegenwirft, und weshalb 

N—rF,=gQ oder N(1— 99), alſo 
— 
N= Teos zu ſetzen ift. 

Fährt man nun diefen Ausbrud für N in die obigen Yormeln ein, fo 

erhält man die zum Aufheben der Laſt Q nöthige Kraft: 
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1—-99ı 

0 a 
—=2Q0(1 + 99) |sin. > + 9 cos. :) 


(sin. J + 9 cos. ). annähernd 


4 — 
— 29 (m 5 + 9® cos. 2 + 9 9ı 8in. >): 


oder wenn man den Coefficienten 9, der Reibung längs G@ II gleich dem 
Coefficienten ꝙ der Reibung an den Geitenflä_hen AS und BS ſetzt: 


__2Q0 (8 =) ; 
P—= Tg: (sin. 5 + 9 cos. 5 )' annähernd 


=20 (a + 92) sin. Z + 9 cos. 3) 


Fig. 298. Bei einem Keile ABO, Fig. 298, wie er zum 
k-- MB Zeripalten und Zerdrücken der Körper gebraudt 
| : wird, ift die dem Normaldrud Q gegen bie Seis 

tenflähen AC und BC entiprechende Kraft auf 
Q den Rüden AB: 


. 0 @ 
P=2Q (sin. 5 + 9 cos. 9. 


Beiſpiel. Es ſei die Laſt des in Fig. 297 ab⸗ 
gebildeten Keiles: Q = 650 Pfund, die Schärfe 
des Keiles: a — 25°, und der Reibungdcoefficient: 
9 = 9 —='0,86; man fuht die mechaniſche Arbeit, welche erforderlich ift, um 
die Laſt Q in ihrer Leitung um Y, Buß fortzubewegen. 

Die Kraft if: 
P= wert (sin. 12,0 + 0,36 cos. 121,0) 


1800 
= 1 n195 (2164 + 0,86 . 0,9768) 


1300 738,27 
= 58701 (0,2164 + 0,3615) = 0,8704 — 8482 Pfund. 


Dem Laftwege EEE, = 5, Fuß entjpricht der Kraftweg: 
Brennen et 


2 - c08. — = 
2 sin.a 2 — 3 . sin. 12), 





0,25 
= 0,2164 = 1,155 Vuß, 
demnach ift die geſuchte mechaniſche Arbeit: 
| Ps = 8482. 1,155 = 979,6 an 
Ohne Rüdficht auf Reibung wäre Ps = Os, = Y. — 825 Fußpfund, 


e8 wird alfo in Folge der Reibung der Arbeitgaufwand beim — von Q nahe 
verdreifacht. 
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Auf gleiche Were läßt fich die Kraft P eines Keiles ABC, Fig. 299, $. 184. 
beftinnnen, durch welchen eine Laft Q emporgehoben wird, während der Keil 
fi auf der horizontalen Ebene HO forticdjiebt. Nehmen wir an, daß der 
Normalbrud zwifchen dem Keile A BC und dem Blode D, welcher durd) die 
Laft Q vertical abwärts gedrüidt wird, — N fei, daß ferner der Normaldrud 
bes Keiles auf die Unterlage HO, — R und der Normaldrud des Blodes 
auf die Seitenführung EF, — S betrage. 
Dann muß P den Kräften R, 9ı R 
— Nund — oN, und ebenfo Q den 
Kräften S, ps; 8, N und ꝙ N das Gleich⸗ 
gewicht halten. 

SM nun noch @ der Neigungswinkel 
ABC der Reilflähe AB gegen ben 
Horizont, fo läßt ſich N in die Bertical- 
fraft N cos. und Horizontalfraft Nsin.c, 
und @_N in die Verticalkraft ꝙ N sin. & 
und Horizontalfraft PN cos. & zerlegen, 
und daher fegen: 

1) P=9, R+Nsin.a+pNcos.a, 
2) R=Neo.a—pNsin.c, 
3) Q=Ncos.a— pNsin.a— 9,8 
fowie 
4) S=Nsin.a + pN cos.a. 
Aus den beiden erften Gleichungen refultirt: 
P=[(l — pg9ı) sin.a + (p + 91) cos.e] N, 
und aus ben beiden legteren: 
Qa=[(l — P9) cos. « — (P + 9.) sin.a] N; 
und es vo fi durch Divifion diefer Formeln: 
__(1— pgı) sin.a + (p + 91) cos.@ 
7 — (1 99) 00.0 — (pP + 95) sin.a 
Bire @ = 9, = 95, fo hätte man, da P = tang.E und 


Big. 299. 








1 I — tang.20 ift, 
P__sin.a + c08.@tang.20_ tang.a + tang. 20 
9 co.a,— sin.atang. 20 1-tangatang2g 
— fang. (a + 2). 
Gicht man von den Keibungen an ben Unterftigungspuntten ab, fo kann 
man 9, und 9; — Null jegen, und es folgt: 
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P_sin.a+tgpco.a  tan.a+Yp _ 
Q cos.a—psin.a 1—ptang.ae tang.(& + 0). (Bergl.$. 180.) 


Wenn die Laft Q rechtwinklig gegen die Keilfläche wirkt, jo find bie Glei⸗ 
chungen (3) und (4) durch folgende zu erjegen: 
9=N—- 95 
S=o_N. | 
Es folgt dann Q = (1 — 995) N, daher umgefehrt: 


N —l_ mb 

1-99 
P_A—9p)sine +(p + pPı)co.m, 
Q 1— 99 


Wäre @ = 9, = 9, fo würde dann 


= = sin. « + cos. .tang.2_ 
ausfallen. 


Die Formel P = Q tang. (x + 20) findet ihre Anwendung bei Beur- 
theilung dev Befeftigung zweier Körper M und N durdh einen Keil AB, 
Fig. 300, I. und I. Aus der 
Kraft P gegen den Rücken des 
Keiles folgt die Spannung, mit 
welcher die beiden Körper gegen 
einander gezogen werden: 

Q = Pcotg. («x + 20). 

Dagegen ift die Kraft, welde 
auf den Fuß B des Keiles drüden 
muß, um den Seil zu löfen, d. i. 
-in der Richtung B A zurüdzutreis 
ben, weil hier & negativ ift: 

P, = Qlang. (20 — e), 
oder wenn man ben legten Werth 
für Q einfegt: 
tang. (2 e— e) 
lang. de + e) 

Damit der Keil nicht von felbft zurückgehe, muß natürlich & < 2 fein. 


ig. 300. 








pP = 








$. 185. Zapfenreibungscoefficienten. Bei Zapfen ift nur die Reibung der 


Bewegung von Wichtigkeit, weshalb aud) nur über re Beobadhtungsrejultate 
vorliegen. 
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Tafel m. 


Coefficienten der Zapfenreibung, nad Morin. 








Zuftand der Reibungsflähen und Gattung 
der Schmieren. 


® |, Del, Talg | u |» 
Angabe = |s |E,|,® SEE 
3 IR [28 ]|Säweingett.| TE | > 
ber ſich treibenden Körper. | ,, .|= ;|$& Er=B Re 
see) "73. - „gilER| 8 
2 = > * alE3| & 
"Ele: * 8 5* e 5357537 
— |E8|E8 [50 | © 
= |e [588,123 |52|8 
a |$ |8 |5512°7|52|8 
* u |8 = 
Blodengut auf Blodengut .I| — | — I — 10,91 — | — | — | — 
Blodengut auf Bußeiien. -| — | — | — | — [0039| — I — I — 
Schmiedeeiſen auf Bloden- 
gut.. 0,251/0,189| — 10,07510,054|0,09010,111| — 
Schmiedeeiſen auf Gußeiſe/ — | — | — 10,07510,054| — | — | — 
Bußeifen auf Gußeifen. . .| — |0,137|0,079|0,075|0,054| — | — [0,197 
Gußeifen auf Blodengut . . |0,194|0,161| — [0,075|0,054|0,065] — 10,166 
Echmiedeeiien auf Guajak⸗ 
|) ...... 0,188 — | — Jo1ı8| — | — I —- I — 
Bußeifen auf Buajatholz . . [0,185| — | — [0,10010,092]| — 10,109|0,140 
Guajak auf Bußeiin . -. -| — | — | — (0 116, — | — | — [0,158 


Aus diefer Tabelle ift folgendes für die Praris fehr wichtige Verhältniß 
zu entnehmen: bei Zapfen aus Schmiede oder Öußeifen, laufend in Lagern 
aus Gußeiſen oder Glockengut (Meffing), gefehmiert mit Del, Talg ober 
Schweineſchmalz, ift der Reibungscoefficient: 

bei ununterbrodyener guter Unterhaltung, —= 0,054, 
bei gewöhnlicher Abwartung, = 0,070 bis 0,080. 
Die von Coulomb gefundenen Werthe weichen hiervon zum Theil ab. 


Anmerlung. Dur die Verſuche über die mittelbare Zapfenreibung mit 
Hülfe der Reibungswage find vom Heren Hirn mehrere, zum Theil von dem biß 
dabin Belannten abweichende Refultate erlangt worden. Der Zapfen, welchen er 

Beispad's Lchrbucd der Mechanik. L 29 





8. 186. 


338 Dritter Abſchnitt. Funftes Capitel. [8. 186. 


hierzu anwendete, beftand in einer hohlen gußeiſernen Trommel von 0,23 Meter 
Durchmeſſer und 0,22 Meter Länge, und murde von augen durch Eintauchen in 
Del geichmiert, fowie von innen mittels durchfliegenden Waflers abgefühlt. Das 
bronzene Zapfenlager (8 Kupfer, 1 Zinn) wurde mittels eines 1%, Meter langen 
Hebels von 50 Kilogramm Gewicht aufgedrüdt, während der Zapfen 50 bis 100 
Umdrehungen pro Minute machte. Es ift leicht zu ermeflen, daß bei den mit die: 
ſem Apparate angeftellten Verjuchen die Flüffigkeit und Aohäfion der als Schmiere 
dienenden Dele eine große Rolle fpielen mußten, da bier nicht allein die Umfangs: 
geichwindigfeit, jondern auch die Reibungsflädhe in Hinfiht auf den Drud eine 
fehr große war. 

Die Umfangsgeſchwindigkeit der Trommel betrug, da die legtere einen Umfang 
von 72 Gentimeter hatte, und in der Secunde d/, bis 1%, mal umlief, 60 bis 120 
Gentimeter = 23 bis 46 Zoll, während fie bei den gewöhnlichen Maſchinen nur 
2 bis 6 Zoll mißt. Ferner der horizontale Agenjchnitt der Trommel betrug 22.23 
— 506 Qundratcentimeter, folglich fam auf ein Quadratcentimeter dieſes Schnittes 
nur ein Drud von ax = 0,1 Kilogramm, d.i. auf einen Quadratzoll 6,84 .0,2 
— 1,37 Pfund, während dieſer Drud bei gewöhnlichen Axrbeitsmafchinen mehrere ° 
hundert Pfund beträgt. Die Berhältnifie der Verſuche des Herrn Hirn waren 
daher zum großen Theil abweichend von den Reibungsverhältniffen, wie fie bei 
großen und ſtarken Maſchinen vorfommen und wie fie auch bei anderen Verſuchen, 
3.8. bei denen von Morin, flattfanden, und es find folglich die ſich bei denſelben 
beraußgeftellten Abweichungen vollftändig erflärlihd. Die Hauptergebniffe der 
Hirn’schen Verjuche beftehen ungefähr in Folgenden. 

Die mittelbare Reibung hängt nicht allein von dem Drude und der Natur und 
Beſchaffenheit der fich reibenden Körper und des Schmiermittel, jondern aud) von 
der Geichmwindigkeit und von der Temperatur der Reibungsfläden und der Umge 
bung, jowie auch von der Größe diefer Flächen ab. Es ift bei conftanter Tempe 
tatur die Reibung der Geſchwindigkeit direct proportional, und es wächſt dagegen 
diefelbe nur wie die Duadratwurzel aus der Geſchwindigkeit, wenn bie Temperatu: 
ren unbeachtet gelafien werden. Aus anderen Berjuchen folgert endlich) auch noch 
Herr Hirn, daß die mittelbare Reibung der Quadratwurzel auß der Reibungd- 
fläche, jowie au) der Duadratwurzel aus dem Drude proportional ift. 

Was insbefondere den Einfluß der Temperatur anlangt, jo ließ ſich aus den 
angeführten Verſuchen die Formel: 

.F) 


f- 1,0492: 
folgern, in welder & die Temperatur der Reibungsfläche, Fo die Reibung bei 0° 
und F die bei 4 Grab Temperatur bezeichnen. 
Ein Hauptergebniß diejer Verfuche ift noch die Ermittelung des Arbeitsvermö⸗ 
gens der Wärme. Hiervon wird erft weiter unten, und zwar bei der Theorie der 
Wärme gehandelt. 


Neuere Verfuche über Zapfenreibung find mittels einer jtarfen Reibungs⸗ 
wage vom Herrn Mafchinendirector Kirchweger an Eifenbahnwagenaren 
von 2r — 23/, bis 31/, Zoll Dice angeftellt worden. (Siehe die Mitthei- 
Iungen des Gewerbe-Vereins in Hannover, Jahrg. 1862.) Diefer Verſuchs⸗ 
apparat bildet einen doppelarmigen Hebel ACB, Fig. 301, von 2.3 = 6 
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Fuß Länge, welcher mittel des Lagerbedeld D und durch auf die Wag- 
jchalen V ımdb W aufgelegten Gewichte auf den umlaufenden Zapfen Z 
- aufgedrüdt wurde; die Umdrehung diefes Zapfens erfolgte mittels einer durch 


Fig. 301. 





Dampffraft in Umdrehung gefetten Niemenfcheibe R. Die Belaftung einer 
Wagſchale betrug 2000 bis 8000 Pfund, wobei der Zapfen entweder 180 
oder 360 Umdrehungen pr. Minute machte. Bei einigen Verſuchen ließ man 
die Welle jedoch nur 10 Umdrehungen pr. Minute machen, um den Unter: 
Ihied der Reibung bei verfchiedenen Gefchwindigkeiten kennen zu lernen. 
Uebrigens wurden wegen Ausgleihung von Gewichten und Fehlern fänmt- 
liche Verſuche bei umgekehrten Umbdrehungsrichtungen wiederholt. 

Während die Berfuchsaren aus Schmiedeeifen, ſowie aus Gußſtahl be- 
fanden, war das gewöhnliche Lagermetall der Arbüchen eine Compofition 
von Kupfer, Zinn und Antimon, oder auch eine aus Kupfer, Zint, Zinn 
und Blei beftehende Bronze. Aus den Seite 233 und 234 des angezeigten 
Werkes zufammengeftellten Tabellen ift zu erjehen, daß der Reibungscoefficient 
der Ruhe und bei Schmiere von Cohäfionsöl im Mittel 9 = 0,0912 ift, 
wogegen der Coefficient der Bewegung bei Anwendung verjchiedener Schmier- 
mittel, al8 Rüböl, Cohäfionsöl, Baumöl, Talg u. f. w., mit Ausnahme der 
Bronzelager, im Mittel 0,0093, alſo circa 5mal fo Hein ausfällt als ge⸗ 
wöhnlich angenommen wird. Dieſer Heine Werth des Keibungscoefficienten @ 
bat vorzliglich in dem großen Zapfendrud von 500 bis 1000 Pfund pr. 
Duadratzoll feinen Grund; mit der Abnahme des Zapfendruds, 3. B. bis 
auf 26,6 Pfund, fteigert fid) 3.8. ꝙ auf 0,0245. Auch ift bei einer Zapfen- 
ſtärke 2r von 3 Zoll und ber Umdrehungszahl u — 180 pr. Minute die 


Umfangsgefchtwindigfeit de8 Zapfens vu — * — 28,27 Zoll, während 
diefelbe gewöhnlich nicht 3 Zoll übertrifft. 





22* 
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Die Reibungswage von Waltjen ift in der Hauptfache eine mit ihrem 
Auge auf einen ınmlaufenden Zapfen aufgelegte und mit einem befonderen 
Metalllager verfehene Scheibe, welche durch angehangene Gewichte den ere 
forderlichen Zapfendrud erhält, und zur Ausgleichung der ungleichen Kräfte 
mit einem befonderen Gegengewichte an der einen Seite der Scheibe verjehen if. 

Bei den Berfuchen von den Herren Waltjen md Rühlmann, fowie bei 
den in fpäterer Zeit vom Herrn Dr. Lunge angeftellten Berfuchen mit einer 
großen Anzahl von Schmiermitteln ift der Reibungscoefficient allerdings fehr 
verfchieben, jedoch größtentheils innerhalb 0,02 und 0,03, alfo ebenfalls viel 
kleiner ausgefallen als bei den älteren Berfuchen. 


Mechanische Arbeit der Zapfenreibung. Kennt man ben 
Drud R zwilcdhen einem Zapfen und feinem Lager, und ift noch der Halb- 
meller 7 des Zapfens, Fig. 302, gegeben, fo 
läßt ſich die Arbeit, welche bie Zapfenteibung bei 
jeder Umdrehung des Zapfens in Anfpruch nimmt, 
leicht ermitteln. Die Reibung FR=pR, 
und der ihr entſprechende Weg der Umfang 2er 
des Zapfen; es folgt daher die bei einer Um- 
drehung durd) die Reibung verloren gehende mes 
hanifche Leitung 4 R. =2rxYpRr. 
Macht der Zapfen in einer Minute « Umdrehun- 
gen, fo ift die in jeder Secunde verbrauchte Arbeit 


u __xrupRr 
‚„—=2npRr- 00 

Die Arbeit der Reibung wächſt alfo mit dem Zapfendrude, dem 
Zapfenhalbmeffer und der Umdrehungszahl gleichmäßig. Es ift da⸗ 
her eine praftifche Negel, bei rotirenden Maſchinen den Zapfendrud nicht 
unnöthig durch große Gewichte zu erhöhen, die Zapfen nur fo ftarf zu machen, 
als die Feitigfeit auf die Dauer e8 verlangt, und endfic, auch nicht fehr viel 
Umdrehungen in einer Minute zuzulafen, wenigftens dann nicht, wenn es 
nicht andere Berhältniffe erfordern. 

Durdy Anwendung von Frictionsrädern, welche man ftatt der Zapfen⸗ 
lager anwendet, wird die Arbeit der Reibung vermindert. In Fig. 303 ift 
AB eine Welle, die mit ihrem Zapfen CEE, auf den Umfängen IH, 
E, H, dicht Hinter einander Tiegender und um D und D, drehbarer Räder 
(Srictionsräber) ruht. Aus dem gegebenen Drude BR der Welle folgen die 
Preſſungen: 








— 0,105 . upRr. 
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wofern & ben Winkel D CD, bezeichnet, welchen die Central⸗ oder Druck⸗ 
linien CD und CD, zwiſchen ſich einſchließen. Vermöge der wälzenden 
Reibung zwiſchen dem Zapfen C und den Radumfängen laufen die Räder 
mit diefem Zapfen um, und es entftehen in den Lagern von D und D, bie 
Reibungen 9 N und PN}, weldje zuſammen 


F=-pa+m)=-# 





c08. — 
2 


‚betragen. Werben nun die Rabhalbmefler DE — D, E, durd) a und 
die Zapfenhalbmefier DK = D, Kı durch 71 bezeichnet, fo erhalten wir die 
Kraft am Umfange der Räder oder aud) am Umfange des auf diefen liegen» 
den Zapfens C, welche zur Veberwindung von F’' nöthig ift: 


r r 
ee A 
1771 11 





während diefelbe — YR beträgt, wenn der Zapfen C unmittelbar in einer 
Pfanne ruht. 

Wenn man die Gewichte der Frictionsräder unberückſichtigt läßt, fo ift 
folglich die Arbeit der Reibung bei Anwendung von diefen Rädern, 


yo! 





cos 2 
[0 —535 
2 


mal ſo groß, als ohne dieſelben. 
Stellt man dem Zapfendruck R ein einziges Frictionsrad GH, Fig. 304, 
entgegen und verhindert man bie zufälligen, Übrigens nicht zu beachtenden 


Seitenfräfte durch feite Baden X und Z, jo füllt & = 0, cos. > — 1 und 


obiges Verhältniß Y — — aus. 
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Beifpiel. Ein Kunftrad wiegt 15000 Kilogramm, der Halbmeſſer a feines Um: 
fanges ift 5 Meter und fein Zapfenhalbmefjer r = 13 Eentimeter, wie groß ift die 
Kraft am Umfange des Rades, um die Zapfenreibung zu überwinden, um dieſes Rad 
alfo leer in einer gleihförmigen Bewegung zu erhalten, und mie groß ift der ent: 
ſprechende Arbeitsaufwand, wenn es in einer Minute 5 Umdrehungen madht? Den 
Reibungscoefficienten g können wir hier —= 0,075 annehmen, weshalb die Reibung 


oR = 0,075..15000 — 11% Kilogramm beträgt. Da der Radhalbmeſſer nn 
— 38,46 mal fo groß if, als der Zapfenhalbmefier oder Hebelarm der Reibung, 
jo iſt die auf den Radumfang reducirte Zapfenreibung: 


— 38,46 = 38,46 = 29,25 Kilogramm. 


Der Zapfenumfang iſt 0,26 . r = 0,8168 Meter; folglid) der Weg der Reibung 
in einer Secunde: . 

_ 0,8168.5 

— 60 
und die Arbeit der Reibung während einer Secunde: 

L = 0,06807 . 9R = 0,06807 . 1125 = 76,57 Kilogrammmeier. 
Lägen die Zapfen diejes Rades auf Brictionsrädern, deren Halbmefjer nur 5mal 
fo groß find als die Halbmefier ihrer Zapfen, wäre aljo ı — Y,, jo würde die 
1 

Kraft am Rabumfange nur Y, . 29,25 — 5,85 Kilogramm und die von der Rei⸗ 
bung confumirte Wrbeit nur e — 15,31 Rilogrammmeter beitragen. Aller⸗ 


dings würde aber dann auch das Rad weit unficherer aufliegen. 


— 0,06807 Meter, 








$. 188. Reibung in ausgelaufenen Zapfenlagern. Die Reibung eines 

Zapfens ACB, Yig. 305, ineinem ausgelaufenen Zapfenlager, welches. 
nur ineinem Punkte A aufliegt, ift klei⸗ 
ner al8 die bei einem neuen, noch in 
allen Punkten des Lagers aufruhenden 
Zapfen. Findet feine Umdrehung ftatt, 
jo drüdt ber Zapfen in dem Punkte B, 
wo die Richtung bes Mitteldruckes R 
bindurchgeht; tritt aber Umdrehung nad) 
der Richtung A B ein, fo wird der Zapfen 
vermöge feiner Reibung im Zapfenlager 
fo weit in die Höhe fteigen, bis fich die 
Kraft S zum Herabgleiten mit der Reis 
bung F ins Gleichgewicht jet. Der 
Mitteldruck B zerlegt fi) in eine Normaltraft N und in eine Tangential 
fraft S, N geht auf da8 Lager über und erzeugt die tangential wirkende 
Reibung F—= PN, S aber fegt fi) mit F ins Gleichgewicht; es ift alfo 
ah S—=YN. Nun ift aber aud) S= R sin.a und N —= R c08.u, 


Sig. 905, 
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wenn & den Winkel BOA = RUN bezeichnet, um welchen der Druckpunkt 
in Folge der Reibung zur Seite fortgerlict ift, daher folgt: 
R sin.a = pR cos.a, d. i. tang.a = @ = tang.p, 
daher ift & der fogenannte Reibungswinkel E und N = R cos. e, ſowie 
F=9N=R sin.o, uud) 
.  Rtan.oe __YR 
Vi+tag.e Yırg 
Bände das Yortrliden des Zapfens nicht ftatt, jo wäre 
Rsin.Q. 
608.0 ’ 
es ift folglich die Reibung nach dem Fortrüden cos. ꝙ mal fo groß, als 
die vor dem Fortrücken. In der Regel iſt 9 — tang.o noch nicht 1/ıo 
und cos. og > 0,995, alfo die Differenz noch nicht ®/ıooo = Yroo; man hat 
Fig. 306. daher in den gewöhnlichen Fällen der Anwendung auf 
den Einfluß diefes Fortriidens nicht Rüdficht zu nehmen, 
Läuft das Rad AB mit einer Nabe oder einem 
Auge, Fig. 306, um eine fefte Are AC, jo ift die 
Reibung diefelbe, ald wenn fi die Aren in Pfannen 
bewegen, nur ift bei einem ausgelaufenen Auge ber 
. Hebelarm der Reibung nicht der Halbmefler des feften 
R Zapfens, fondern der des Auges. 


F=9R= Rtang.o = 





Reibung in einem dreiseitigen Lager. Legt man den Zapfen 
in prismatifche Lager, fo erhält man größere Drüde und deshalb aud) 
mehr Reibung als bei einem runden Lager. Ift das Lager ADB, fig. 307, 

Sig. 307. dreifeitig, fo liegt der Zapfen in zwei Punkten 
A und B auf, und es ift an jedem der- 
felben Reibung zu überwinden. Der Mit- 
teldrud 7% zerlegt fich in zwei Seitenkräfte Q 
und Q,, und jede derjelben giebt einen Nor- 
maldrud N und N, und eine der Reibung 
F=gN un F, = 9 Ni gleiche Tangen- 
tialkraft. Dem vorigen Paragraphen zu⸗ 
folge laffen fich aber diefe Heibungen aud) 
= Osin.o md Qı sin. o fegen; man hat daher für die Geſammtreibung. 

F+AR=(Q0 + Q) sine. 

Die Kräfte Q und Qı ergeben fid) durch Auflöfung eines aus Q und Qı 
gebildeten Kräfteparallelogramımes mit Hülfe des Mitteldruckes R, des Rei⸗ 
bungswintels E und bes Winkels ACB — 2a, welcher dem im Lager lie- 
genden Bogen AB entſpricht. Es ift: 
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0OR=ACD—- CAD — om 
QOR=BCD+CBO=«a+ 9; folglid: 
909g =a—-etre re =2e. 


Fig. 308. Die Anwendung der Yormeln in $. 80 
| giebt nun: 
— sin. (a — 0), 
dı = sin.2 «& R 


und 
—— sin. ( + 0) 
sSin. 2 
daher folgt die geſuchte Reibung: 
Rsin. 


F+F=(Q + Q)sin.g= (ein. [u — o] + sin.[c + 0) 5° 


Aber sin. (X — 0) + sin. (« + 0) ift, der analytischen Trigonometrie 
zufolge, = 2sin.« cos.g und sin.2& — 25in.a cos.c, es ergiebt fich 
daher: 


-R; 








2sin.a Rsin.o cos. _ Rsin.20 
4 M = — — 
F : 2 8in. cos. 2 cos. x 


ſeen — Die Rei⸗ 


wofür ſich wegen der Kleinheit von E auch = Amy 








bung bei Anwendung des dreifeitigen — hiernad; — — mal 


fo groß, al8 die beim cylindrifchen Lager. Iſt z. B. ADB — 50 alſo 

ACB = 180° — 60° = 120° nd ACD = «a = 60°, fo hat man 
— eg mal — 2 mal fo viel Reibung, als bei einem runden Lager. 

$. 1W. Reibung in einem neuen Lager. Mit Hülfe der legten Formel 

läßt fid) nun auch die Reibung in einem neuen runden Zapfenlager finden, 

worin der Zapfen an allen Stellen noch aufliegt. Es fei ADB in Fig. 309 

Sig. 309. ein ſolches Tager. Theilen wir den Bogen ADB, 

— in welchem ſich Zapfen und Lager berühren, in 

viele Theile, wie AN, NO u. ſ. w., welche glei⸗ 

hen Projectionen in der Sehne A B entſprechen, 

und nehmen wir an, daß jeder dieſer Theile gleich 


viel vom ganzen Drucke R, nämlich — *. wobei 
n die Anzahl der Theile bezeichnet, vom Zapfen 
auf das Lager übertrage. Nach dem vorigen 


zen ift die Reibung für giei gegenüberliegende Theile NO und 
N, O:: 








$. 191.] Die Widerftände der Reibung und Steifigkeit zc. 345 


—R, sm 20 
n cos. NCD 
Aber cos. NCD it uh = cs.0ONP—= So. wofern NP die Pros 
jection des Theiles NO auf AB repräfentixt, und 
NP = m A B, 


es folgt daher jene den Theilen NO und N, O, entſprechende Reibung: 
__ Rein.2o n. NO _ Rsin.2g Rsin.2_ 5.7) 
n Sehne Sehne 
Um nun die Reibung für den ganzen Bogen ADB zu finden, hat man 
flatt NO den Bogen 27 = = !ı ADB einzuführen, weil die Summe 


aller Reibungen gleich) np & n.20 mal Summe aller Bogentheile; e8 folgt 





Sehne 
aljo die Reibung in einem neuen Sapfenlager: 
Bogen AD 
FZ Rein 20° Zune AB’ 


ober, wenn wir den Centriwinfel ACB, welcher dem im Lager liegenden 
Bogen entipricht, —= 2 0°, aljo Sehne AB —= 2 AC. sin. « jegen: 





Rsin.2o a U oa 
F= 7 nn oder sin.20 — 25in.0 
angenommen, annähernd: 
F= Rsin.o - — 
sin. 


Hiernach ift die anfängliche Reibung um fo größer, je tiefer der Zapfen 
in feinem Lager. liegt. Umfaßt 3. B. das Zapfenlager den halben Zapfen- 
umfang, ft alo «a = * z und ſonach sin. « —= 1, fo hat man 


F=-.-RBRsin.o, alfo > — — 1,57 mal fo groß, als beim ausgelaufenen 
Zapfenlager Bei einem Aapfen, welcher nicht tief im Lager ruht, ift «& 
Hein, daher sin. = a — — =. (1 — 9) zu ſetzen, weshalb folgt 


F= (1 + 5) Rsin.o, oder = Rsin.o, wenn « ſehr klein ift. 


Poncelet’s Theorem. Der Zapfendrud R ergiebt fich in der Regel ($. 191.) 


als Mittelkraft von zwei rechtwinkelig gegen einander gerichteten Kräften P 
und Q, ift alfo = Vp⸗ + Q°. Inſofern man ihn nur zur Beſtimmung 


der Reibung 
F=oR= pYP? +.0? 
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bedarf, kann man ſich mit einem Näherungswerth deffelben begnügen, theils 
weil ſchon der Coefficient ꝙ niemals fo ficher beftimmt werden Tann und 
von fo fehr vielen Zufälligkeiten mit abhängt, theils auch, weil das ganze 
Product oder die Reibung PR meift nur ein Heiner Theil ift von ben 
übrigen Kräften an der in Zapfenlagern ruhenden Mafchine, wie Hebel, 
Rolle, Radwelle u. |. w. Der Lehrjag, welcher einen Näherungsausdrud 
von V.P2 + Qꝛ zu finden lehrt, ift unter dem Namen „das Poncelet’iche 
Theorem“ bekannt, und läßt fich auf folgende Weile entwideln: 


vPF@=rYı4($)=rViHe, 


wobei ⸗ 8, und vorausgeſetzt wird, daß Q die Fleinere Kraft, alfo = 
ein ächter Bruch iſt. Segen wir nun: 


Vıitz2=u+ vs, 
und beftimmen wir die Coefficienten g und v gewifjen Forderungen ent- 
ſprechend. Der relative Fehler iſt: 


— — —1— e+vz 

‚= Vi+z? — 4 * 
Dieſer Gleichung entſpricht eine Curve OSP, Fig. 310, welche für bie 
Abfciffe x —= 0, die Ordinate AO = — 1 — u, und für die Abſciſſe 
AB=1, de Ordinate BP=y—=1— e —* hat, welche ferner in 


zwei Punkten K und N durd) die Abfciffenare geht, nt bei S ihren größten 
Sig. 810, Abftand CS von biefer Are erreicht. 
0 p Setzen wir y = 0, alſo: 


K c N VIt?=u+rvz 
A B und löſen wir diefe Gleichung in 
S Beziehung auf © auf, fo erhalten 
wir ın 
_wtVw+n—l 
1 


die Abfciffen AK und AN der Durchſchnittspunkte K und N, und alſo 
auch diejenigen Werthe, bei welchen der Fehler Null ausfällt. 
Um aber die Abfciffe AC des größten negativen Fehlers CS zu finden, 
fegen wir das Differenzialverhältniß: 
diy _ Ctr)a ty hE—rv(l ta 
ds 1+ 2° 
(f. $. 13 der analytifchen Hülfslehren). 


— Null 
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Diefer Forderung wird entfprochen, indem man 
(v+v)(l +2) nz —=v(l + Me, oder 
(k Hv)z=v(l +) dio=, tet 


Hiernach giebt alfo die Abfciffe AC — m die größte negative Ordinate: 


Ver+v? 


v 
p+r-2 

OSSI— = tr Yaam\)=-Vetw-n. 
Vı+: 


Um nun weder einen großen pofitiven noch einen großen negativen 
Fehler zu begehen, fegen wir die drei Ordinaten AO —= 1 — M, 


BrPr=1— ee und CS — Yu? + v2 — 1 einauder gleich, und 
beſtimmen hiernad) die Coefficienten u und v. Es ift: 


ee rir= (Vi - 1) u = 0,414 u und 


3 — »—Yp: r v,d.i.2—=p(1 +Y1 + 0,414°), folglich 


= — 0,96 und v = 0,414 . 0,96 — 0,40. 








1+ Vera“ 
Wir körmen alfo annähernd Yı + x? — 0,96 + 0,40 . z, und cbenfo 
die Mittelfraft 
R—= 096 P + 040Q 
ſetzen, und wiflen, daß wir hierbei höchſtens ben Fehler 
+ y=1-—-#=1 — 096 — 0,04 — 4 Proc. des wahren Werthes 
begehen. 
Diefe Beftimmung fest voraus, daß wir wiffen, welche von ben Kräften 
Die größere ift; ift uns dies nicht befannt, fo können wir 
VYı+tz=u(l+a 
annehmen und belonmen jo 
ei +2) 
Yıta + x? 
Hier giebt nicht nur die Grenze = — 0 den Fehler = 1 — u, fondern 


y-1-— 





auch die Grenze z — wo denfelben = 1 — == — 1 — u; fegen wir 


aber = = — 1, fo befommen wir den größten negativen Yehler: 


$. 192. 
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= — (7 1)=-wV2-n 


und es ergiebt ſich durch Gleichjegen diefer Fehler: 

1-u=uV2-1, Te 
woflir 0,83 gejegt wird. Im den Falle aljo, wo man nicht weiß, welde 
von den Sträften bie größere ift, läßt ſich fegen: 

R= 083 (P + Q), 

und man erhält dabei den größten Fehler: 

+y= 1 — 0,83 —= 0,17 Procent —= 4, des wahren Werthes. 
- Weiß man, daß x nidjt über 0,2 ift, fo läßt man richtiger © ganz 
außer Acht, und ſchreibt YP? + Q?—= P, füllt aber = fiber 0,2 aus, 
jo ift ebenfall8 richtiger 


VP: + 9° —= 0,888 P + 0,490 . 9; 


in beiden Fällen ift nämlich der größte Fehler ungefähr zwei Procent*). 


Der Hebel. Die im Obigen entwidelte Theorie der Reibung findet beim 
materiellen Hebel, bei der Radwelle und anderen Mafchinen ihre Anwen 
dung. Handeln wir zunächſt vom Hebel, und nehmen wir im Winkelhebel 
ACB, Fig 311, gleich den allgemeinften Fall vor. Bezeichnen wir wie 
früher ($. 139) den Hebelarm OA ber Kraft P durd) a, den Hebelarm 
CB der Laſt Q durch db, und den Zapfenhalbmeffer CH durd) r, fegen wir 

Sig. 311. das Gewicht des Hebel — G, den 
Hebelarm CE deffelben = s und die 
Winkel APK und BOK, um welde 
die Kraftrichtungen vom Horizonte ab- 
weichen, = & und ß. Die Kraft P 
giebt den Verticaldruck Psin. c, und 
die Laſt Q denjelben = Q sin. ß; es 
iſt daher der gefanımte Verticaldrud: 

_=@+ Psnat Q sin. B. 
Die Kraft P giebt auch noch den Horizontaldrud Pcos. c und die Laft einen 
Gegendruck Qcos.ß; e8 bleibt daher als Horizontaldrud 
H = Pcos. « — Q cos.ß 

übrig, und es läßt ſich nun der Totaldrud im Zapfen: 
R=uV+vH=u(@+ Psin.a-+ Qsin.ß) +v(Pcos.«— Qcos.ß). 
jegen, wobei aber der zweite Theil v (Pcos.@ — Qcos.ß) nie negativ zu 





*) Polytechniſche Miittheilungen, Band I. 
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nehmen, und deshalb in dem alle, wenn Qcos.ßB > Pos. « ift, das Zei⸗ 
chen zu ändern ober vielmehr Pcos.a von Qcos. zu fubtrahiren if. Um 
nım denjenigen Werth der Kraft zu finden, welcher dem Labilen Gleich⸗ 
gewichte entipricht, fo daß beim kleinſten Zufag Bewegung eintritt, fegen 
wir ftatifches Kraftmoment gleich ftatifches Laftmoment, plus oder minus 
Moment des Gewichtes der Mafchine ($. 139), fowie plus Moment der 
Reibung, alſo: 
Pa=0b+Gs+ YpRr 
.=0b+4Gs + p(uY + vH)r, vooraus folgt 
pP— Qbd+Gs + p Iu(G + Qsin.P) VCcos BIr 
— a — upr Sin. « F vor cos. x 
Wirken P und Q vertical, fo ift einfach 
R=P+0Q + 6, daher 
Pa=0+Gs+9(P+Q + Or. 
Iſt der Hebel einarmig, fo wirken P und Q einander entgegen, dann ift alfo 
R=P— 0 +.@ und deshalb aud) die Reibung kleiner. Uebrigens 
muß R ftet8 pofitiv in Rechnung kommen, weil die Reibung gR nur Bes 
wegung verhindert, aber nicht erzeugt. Man fieht auch Hiernadh, daß ein 
einarmiger Hebel mechanisch vollkommener ift, als ein boppelarmiger Hebel. 
Beilpiel. Sind die Hebelarme bei dem in Fig. 311 abgebildeten Wintelhebel: 
a — 6 Fuß, dD 4Fuß, s — Y Fuß und r = 11, Zoll, die Reigungswintel 
«= 70%, 4 = 50°, iſt ferner die Laft Q = 5600 Pfund und das Gewicht F des 
Hebels, = 900 Pfund, jo beftimmt fi die Kraft P zur Herftellung des Labilen 
Gleihgewichts wie folgt. Ohne Rüdfiht auf Reibung ft Pa+ Gs = Qb, 
daher: 
pP = 7 = a = 8658 Pfund. 

Ecken wir u = 0,9% und » = 0,40, jo bekommen wir: 

u (G + Qsin. 8) = 0,96 (900 + 5600 sin. 50°) — 4982 Pfund, 

» Qcos.ß = 0,40 . 5600 c0s.50° — 1440 Pfund; 

u sin.«a = 0,9% . sin. 700 —= 0,902, 

vcos.« —= 0,40 .. 08.700 = 0,137. 
Es if leicht einzufehen, daß hier Pcos.« Kleiner als Qcos. A ift, denn da annäs 
bernd P = 8658 ausfällt, jo hat man Pcos.« — 1251 Pfund, wogegen Q) cos. A 
— 8600 Pfund beträgt; deshalb nehmen wir hier für »Q cos. ß und » pr cos. a 
das untere Zeihen und jegen: 

p — 568.4 — %0 . Yy + pr (4982 + 1440) 
=” 6 — or 0, — 0173) 

Rehmen wir nun no den Reibungscoefficienten 9 = 0,075 an, fo erhalten wir 
und die gefudhte Kraft: 


_ #7 I TI _ 2 — 3673 Bund. 
’ 
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Uebrigens iſt hier der Verticaldruck, wenn man die ohne Rückſicht auf Reibung 
beſtimmte Kraft P = 3658 Pfund einführt: 
V = 3658 sin. 70° + 5600 sin.50% + 900 = 8437 + 42% + 900 
— 8627 Pfund, 
dagegen der Horizontaldrud: 
H = 5600 cos. 500 — 3658 c08.700 = 3600 — 1251 = 2349 Pfund. 
Hier hat man H>0,2V, daher ift richtiger: 
R= 0888 . H + 0,490 9 = 0,888 . 8627 + 0,490 . 2349 = 8311 
zu fegen, und es folgt jo dad Moment der Reibung: 
— orR = 0,009375 . 88311 = 82,6 Yußpfund, 
und endlid die Kraft: 
— I-I + 826 _ 3979 Pfund, 


welcher Werth vom obigen allerding8 nur wenig abweidt. 


Reibung an stehenden Zapfen. findet bei einer Radwelle ein 
Drud in der Richtung der Are ftatt, wie e8 3. B. bei ftehenden Wellen 
in Folge des Gewichtes derfelben jedesmal der Fall ift, fo giebt e8 noch eine 
Reibung auf der Basis des einen Zapfens. Weil hier in allen Punkten 
Drud zwifchen dem Zapfen und der Pfanne vorhanden ift, fo fteht diele 
Reibung der einfachen gleitenden näher, als der feither betrachteten Zapfen 
reibung und man hat deshalb für diefe die in Tab. II. (S. 323) aufge 
führten Reibungscoefficienten einzuführen. Um die Arbeit diefer Reibung zu 
finden, ınuß man den mittleren Weg kennen, den die Baſis AB, Fig. 312, 
eines folchen ftehenden Zapfens bei einer Unidrehung 
zurüdlegt. Nehmen wir an, daß der Drud R auf 
der ganzen Fläche gleichförmig vertheilt fei, fegen 
wir alfo voraus, daß gleich großen Theilen der Bafis 
gleiche Reibungen zufommen. Theilen wir nun die 
Baſis durch Halbmeffer CD, CE u. ſ. w. in lauter 
gleiche Sectoren oder Dreiede, wie DOE, fo ent 
fprechen diefen nicht nur gleiche Reibungen, fondern 
auch gleiche Momente, e8 ift daher nur das Reibungs⸗ 
moment von einem bdiefer Dreiede zu finden. Die 
Reibungen eines folchen Dreiecks laſſen fi) aber als 
Parallelkräfte anfehen, da fie alle tangential, d. i 
wintelrecht zum Radius CD wirken; und dba nun der Schwerpunkt eines 
Körpers oder einer Fläche nichts weiter als der Angriffspunft der Mittelkraft 
von in diefem Körper oder in diefer Fläche gleichmäßig vertheilten Parallel: 
fräften ift, fo läßt ſich demmach auch Hier der Schwerpunkt S des Sectors 
oder Dreiedd DCE als Angriffspunft von der aus ſämmtlichen Reibungen 
beflelben entjpringenden Mittelkraft anfehen. Iſt nun der Drud auf diefen 
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Sector, — x und ber Halbmeſſet CD— CE ber Bafis — r, fo folgt 
(nad) $. 115) das ftatifche der Reibung dieſes Sector®: 
— 03.72 — !;r. PR 
und endlich das ftatiiche Moment ber volljtändigen Zapfenreibung: 
M=n.?ır I - ı,pRr. 


Zuweilen ift bie fich reibende Fläche ein Ring ABED, #ig. 313. 
Sind die Halbmeffer deſſelben OA=n md CD=r, fo hat man «8 
mit der Beſtimmung des Schwerpunftes 8 von einem 
Ringftüde zu thun, und erhält deshalb nad) $. 116 
den Hebelarm: 


3 
rt! —r 
Ss=%4,- 2 

3 2 

1, 17 





daher das Moment der Reibung: 
r — 
M 2/3 R * — 2). 


Tg 
ner nı__ 





Führt man den mittleren Halbmeſſer —— 





und die Breite des Ringes rn — 73 = ; ein, ſo 
erhält man diefes Moment der Reibung aud) 


de 
Die Arbeit der Reibung für eine Umdrehung des Zapfens iſt im erſten Falle 
— 22.%; — — 1/;, apRr, und im zweiten: 


A='hapR(- #)= 2292 (r r+ 1) 


Hiernach ift auch die Av an den aus einem oder mehreren Ringen 
beftehenden Hals⸗ oder Kammzapfen zu beredjuen, wenn bie ftehende 
Welle an demſelben aufgehangen ift. 

Man fieht auch hier leicht ein, daß wegen Verminderung diefes Arbeits- 
verluftes die ftehenden Zapfen ober Stifte möglichjt ſchwach zu machen find, 
und daß mehr ArbeitSverluft entfteht, wenn unter übrigens gleichen Verhält- 
nilfen, die Reibung in einem Ringe als in einem vollen Kreiſe ftatthat. 

Beifpiel. Bei einer 1800 Kilogramm ſchweren Turbine, welche in der Minute 
100 Umdrehungen madt, iſt die Stärke des Stifteß.an der Baſis 21/, Centimeter, 
wie viel Arbeit conjumirt die Reibung dieſes Stiftes in einer Secundet Den 


Reibungscoefficienten = 0,100 angenommen, erhält man die Reibung: 
9B = 0,100 . 1800 = 180 Kilogramm; 








s. 194. 
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der Weg pro Umdrehung ift: 
= ar — .3,14. 125 = 5,23 Eentimeter, 
daher die Arbeit pro Umdrehung: 
—= 180 . 0,0523 —= 9,414 Rilogrammmeter. 
Nun macht aber diefe Mafchine in der Secunde 19%, = % Umdrehungen; folgt 
daher der geſuchte Arbeitöverluft: 
= — — 156,9 Meterkilogramm. 
0,6 
Reibung an Spitzzapfen. it der Zapfen ABD, Fig. 314, co- 
niſch zugefpist, jo fällt die Keibung größer aus als bei einem unten 
Sig. 314. ebenen Zapfen, weil fid) der Arendruck R m 
DIENEN die die Reibung erzeugenden Normalfräfte, wie 
N, N, u. f. w. zerlegt, die zufammen größer 
als R allein find. Wird der halbe Convergenz⸗ 
winkel ADC = BDC durch & bezeichnet, ſo 
bat man: 
R 
sin.’ 


und deshalb die Reibung diefes Spitzapfen®: 


ee 


Iſt nun vr, der Halbmeſſer CA = OB des Zapfens an der Stelle des 
Eintritts in die Pfanne, jo hat man nach dem Obigen das ftatifche Reibungs⸗ 
monıent: 


2 N = 























“oe yın = hp, en ; 
oder, da 22 — der Kegelfeite. DA = a ift, daffelbe aud;: 
sin.a _8in.e 
—= !/;pRa. 


Läßt man — Zapfen nur wenig in die Pfanne eintauchen, ſo wird die 
Arbeit ſeiner Reibung kleiner als bei einem Zapfen mit ebener Baſis und 
deshalb die Anwendung des Br dennoch von Nugen fein. Iſt z. B. 

71 
sSin. =5 j 
fo giebt der Spiszapfen mit dem Halbmeffer r, nur halb fo viel Arbeitsver 
luft durch die Reibung al8 der eben abgeftunpfte Zapfen mit dem Halb 
meſſer r. 

Bildet der Stift einen abgefürzten Kegel, Fig. 315, fo findet Reibung 
an dem Mantel und an ber Abftumpfungsfläche ftatt und es ftellt ſich das 
ftatifche Reibungsmoment 





a — alfo yı = !/arsin.e, 
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M= + N) 2, PR 


sin. r? 

heraus, wenn r den Halbmeiler CA an der Stelle des Eintrittes in die 
Pfanne, r, den Halbmefler DE an der Bafis und &0 den halben Conver⸗ 
genzwinfel bezeichnet. In Folge des großen Seitendrudes N wird die Pfanne 
bald jo ftark abgerieben, daß endlich nur Drud auf der Baſis EF übrig 
bleibt und das Moment der Reibung M = 2/, ꝙ Rr, ausfällt. 

Sehr oft find endlich noch die ftehenden Zapfen oder Stifte, Fig. 316 
und Yig. 317, abgerundet. Wenn auch durch dieſe Abrundung die Reis 


Sig. 315. Fig. 316, Fig. 317. 


r! —r 





bung jelbft keineswegs ie wird, fo läßt fich doch dadurch eine Bermin- 
derung des Reibungsmomentes erzielen, daß man die Tiefe des Eintauchens 
in die Pfanne herabzieht. Setzt man cine ugelförmige Abrundung voraus, 
jo erhält man mit Hülfe des höheren Calcüls für eine N 
Pfanne das Moment der Reibung: 


M=°.Rr; 


jowie für die ein niedriges Segment bildende Pfanne annähernd: 
2 
“=, |1+03(*) | par. 


wenn r den Kugelhalbmeſſer MA = MB, und r, den Pfannenhalbmeffer 
CA = OB bezeichnet. 


Anmerkung. Bei den Körnerjpigen ADB, fig. 318, an den Drehbant- 

Ipindeln zerlegt filh der Drud R redhtwinkelig gegen die Axenrichtung DX in 

Sig. 318 einen Rormaldrud N und einen Seiten: 

8. . drud S parallel zur Axe. Gelten diefelben 

Bezeihnungen wie oben bei dem Spitzapfen 
ftehender Wellen, jo hat man: 


N = 2 und S = R tang.e. 
C08. @ 





Das Moment der Reibung, melde aus 
N entipringt, ift: 
M=gN.Yyrn = ip I 
— BT EI og. 








oder da 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 23 
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y, =C4A=DAsin. ADC = a sin.a 
it, wenn a die Länge CD 2 eingelegten Zapfenftüces bezeichnet, 
—= %, pRatang.«. 


Die Seitenfraft S wird ganz oder zum Theil durch eine Gegenkraft S, an bet 
anderen Spite aufgehoben. 


Beijpiel. Wenn das Gewicht der armirten Welle eines Pferbegdpels, R — 60 
Pfd., der Halbmeſſer feines coniſch gejpigten Stiftes, = r = 1Zoll und der Eon: 
vergenzwintel 2« des letzteren, — 90° iſt, fo beträgt das ſtatiſche Moment der 
Reibung an diefem Stifte: 


6000 1 100 
M=%-9 


— 
— 2 oo 

sin.a Is Ol sin. 45° 3Yı, = 47,1 Fußpfund. 
Macht diefe Welle während des Ausfördernd einer Tonne aus der Grub 

— u — 24 Umdrehungen, fo ift die Arbeit, welche die Reibung am Stifte in 

diefer Zeit aufzehrt: 


A=2nuw. yo 








2—=2#.24.471 = 7108 Zußpfund. 


8. 195. Der sogenannte Antifrictionszapfen. Unter der Borausfegung, 
daß der ariale Drud eines ftehenden Zapfene ABBA, Fig. 319, ber 

Fig. 319, Querſchnittsfläche proportional if, 

. fönnen wir den Berticaldrud pro 

Vlächeneinheit Querſchnitt, R, = 2 
fegen, wofern R den ganzen Vertical 
oder Arendrud, und GE den Inhalt 
der verticalen Projection ADDA 
der ganzen Reibungsfläche AB BA 
bezeichnet. Iſt nun @ der Neigumg& 
winkel CTO des Flächenelementes 
O gegen bie Are OT des Zapfen, 
io folgt der Normaldrud, welchen der 
Zapfen pro Flächeneinheit, 3. B. pro Quadratcentimeter Querſchnitt gegen 


da8 Lager auslibt, N, — —— daher die entſprechende Reibung 
R 
sin. & Gsin. a’ 


und wenn nod) y den Abftand oder Reibungshalbmeſſer MO bezeichnet, das 
Moment diefer Reibung: 





I, =goN =9 — 


— 
sin.” 





3 R 
Fy=P9n 
Yy_ 
ober, da sin. — der Tangente OT ift, aud) 
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\ R — 
Fy=P9 6 OT. 


Sof, um ein gleihmäßiges Abführen des Zapfens und feiner Pfanne 
zu erlangen, da8 Moment Fi y an allen Stellen des Zapfens daſſelbe fein, 
fo muß folglich die Tangente O T längs der ganzen Erzeugungscurve AOB 
de8 Zapfens eine und biefelbe Größe a haben, und es ift daher dann das 
Moment der Reibung des ganzen Zapfens: 

M=HFy. G=oRa. 

Die Curve AO Bit conftanter Taugente OT, vom Berührungspunkte 
O bis zur Are CX gemeflen, ift eine Tractorie oder Zuglinie, und entfteht, 
wenn ein auf einer horizontalen Ebene Tiegender ſchwerer Punkt A, Fig. 320, 

Sig. 320, durch einen Faden AC in Bewegung 
geſetzt wird, deſſen Ende C auf einer gera- 
ben Linie COX fortrüdt. Diefer Faden 
bildet hier die conftante Tangentenlinie 
AC=el=ß2=y3u.f.m. 
— a. Um biefe Curve zu conftruiren, 
errihte man CA a rechtwinkelig 
auf die Are CX, nehme in OA, a 
nahe bei A an, trage «l = a auf, 
nehme 4 in @1, nahe bei @ an, trage 
ß2 —= a auf, nehme wieder in dieſer 

Linie y nahe bei 6 an, trage y3 = a 
auf u. ſ. w.; endlich führe man einen 
die Seiten Au, aß, Py, yd...u.f.w. 
berührenden Zug. Derſelbe giebt bie Zug⸗ 
linie um fo volllommener an, je Heiner 
die Stide Au, aß, By, yö...u.f.w. 
find. Herr Schiele nennt diefe Linie die Antifrictionscıerve (f. The 
Practical-Mechanics Journal, Yuniheft 1849, überſetzt im polyt. Central⸗ 
blatt, Jahrgang 1849), 

Läßt man, wie Fig. 319 darftellt, die Antifrictionscurve am Umfange der 
Welle rechtwinfelig auslaufen, fo ift der größte Reibungshalbmeſſer CA=r 
zugleich die conftante Zangentea, und daher das Reibungsmoment I Rr, 
ganz umabhängig von der Länge des Zapfens. Bei der ebenen Reibungs- 
fläche A A von demjelben Halbmeſſer ift das Reibungsmoment M) = ?/; p Rr, 
alfo um ein Drittel Heiner, und vermindert ſich im Taufe der Zeit noch nıehr, 
da hier der äußere Umfang mehr abgeflihrt wird al8 der innere, und die 
Berührungsfläche noch Heiner ausfällt. 

Man conftruirt auch Hähne und Hahngehäufe nad, ber Antifrictiong- 
curve, da hier biefelben Berhältniffe vorlommen, wie bei den Stehzapfen. 

23* 
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Anmerkung. Wenn fi der Zapfendrud BR fo vertheilt, daß die Größe ber 
Abnusung, in der Richtung dieſes Drudes gemeſſen, an allen Stellen des Zapfen: 
umfanges gleich groß ausfällt, jo ift 

NY — N; ya — NY... 
sin. sin. 8in. cg 
alſo für den coniſchen Spitzzapfen, wo 
==. =a, Ny = Ny = Nyı 
Bezeichnen ferner O,, Og, Og-- die Oberflächentheile, in welchen die Normal: 
drüde Ni, N, Nʒ; · · · wirkten, jo hat man: 
R=N,0, sin.a 4 N, 0, 8in.ag + N, 0, sin.ag + --- 
alfo für den coniſchen Spigzapfen: 
= (N, O, + N, 05; + N30, +») sin. « zu jegen. 
Die Flächentheile O,, Og, Oß lafſen fih als Ringe von einer und berjelben 


ur R 
Höhe re der Breite ana’ und den Halbmeſſern %,, Yo, %, u. 1. w. anjeben; 
es iſt daher: 





h 
0, =2ny, — 0, = 2n% ‚O, =2n9 Fr j. w. und 


n sin. 
0, = Fr 0,0, = #0, u. ſ. w., ſowie 
Yı 
NM Oi ⸗ N O, — N, Oꝶ·, und R=n-N, O0, 8sin.a. 


Es find alſo unter der gemachten Vorausfegung die Normaldrücke in gleich 
hoben Ringen des Zapfenumfangs gleich groß. 


Umgelehrt folgt N, 0, = m , und daher das Moment der Zapfenreibung: 


Br ee: 9Yy%+N3 0 y4y+)=9N, 9, yıt9%+ +9) 
= om htnt + Ya). 
Hat man es mit einem abgeftumpften Kegelzapfen zu thun, defien beiden 
Halbmeſſer rn, und, fd, ſo iſt Hat tya= air tre) —ı1 1-3 zu fegen, 


jo daß ſih 2 = 2 Ira 


— _gR ern 
Fur den vollftändigen Spitzapfen, wo rz = 0 ift, folgt daher M= 7 — 





ergiebt. 


während wir oben ($. 194), M = ?% 9 = 





* gefunden haben. 


S. den Aufſatz von Herrn Reye zur Theorie der Zapfenreibung in Band 6 
des Eivil-Ingenieur, jowie den betreffenden Auflag vom Herrn Director Grashof 
in Band 5 der Zeitichrift des Vereines deutjcher Ingenieure. 


8. 196. Reibung an Spitzen und Schneiden. Um bie Aremreibung Dres 
hender Körper möglichft zu vermeiden, unterftügt man diefe durch zugefpigte 
Stifte, ſcharfe Schneiden u. |. w. Hätte man e8 hierbei mit vollkom⸗ 
men ftarren und wmelaftifchen Körpern zu thun, fo wiirde bei diefer Methode 
des Aufhängens oder Unterftügens gar fein Arbeitsverluft in Folge der Rei⸗ 
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bung entftehen können, weil hier von der Reibung fein meßbarer Weg zurld- 
gelegt wird; allein da jeder Körper eine gewiffe Elafticität befigt, fo wird 
beim Aufliegen eines foldhen auf einer Spite oder Schneide ein Feines Ein- 
drüden derjelben eintreten und fich dadurch eine veibende Fläche herausftellen, 
auf welcher von ber Reibung Wege beichrieben werden, die allerdings zu 
einem, wenn aud nur jehr Heinen Arbeitsverlufte Beranlafjung geben. Bei 
lange anhaltenden Drehungen und Schwingungen der auf diefe Weife unter: 
ftügten Körper ftellen ſich folche Keibungsflächen ohnedies noch ein in Folge 
des Abreibens der Spige ober ſcharfen Kante, und es ift dann die Reibung 
nad) dem Früheren zu beurtheilen. Man wendet aus dieſem Grunde dieſe 
Unterftügungsmethoden auch nur bei Inftrumenten, wie bei der Bouffole, 
Wage u. f. w. an, wo es auf die Herabziehung der Reibung wefentlich an 
fommt und nur von Zeit zu Zeit Bewegungen zugelaffen werden. 


Berjuche über Reibung eined auf einer harten Stahlfpige ruhenden und 
um diefe drehbaren Körpers hat Coulomb angeftellt. Nach diefen Berfus 
chen wächft diefe Reibung etwas ftärfer als der Drud und verändert fich mit 
der Stärke der Zuſpitzung des unterftlgenden Stiftes. Sie ift bei einer 
Sranatfläche am Eleinften, größer bei einer Achatfläche, größer bei einer Fläche 
von Bergkruftall, noch größer bei einer Glasflähe, am größten aber bei 
Stahlflähen. Bei jehr kleinem Drude, wie bei der Magnetnadel, kann der 
Stift bis auf 10° bis 129 Konvergenz zugefpigt werben. Iſt der Drud 
aber groß, jo ınuß man weit größere Convergenzwintel (30° bi 450%) an⸗ 
wenden. Die Reibung ift Eleiner, wenn der Körper mit einer ebenen Fläche 
auf einer Spite ruht, al8 wenn er mit einer conifchen oder fphärifchen Höh—⸗ 
lung auffigt. Bei einer ſcharfen Schneide, wie fie bei Wagebalfen vorkommt, 
finden jedenfalls ähnliche Beziehungen ftatt. Schwer zu belaftende Wage- 
baffen befommen fchneidige Aren von 90° Konvergenz, leichte Wagen können 
eine Schärfung von 30° vertragen. 


Nimmt man an, baß die Nadel AB, Fig. 321, am Stifte FOG die 

Spige DCE von der Höhe CM = h und dem Halbmeſſer DM = r 

eingedriict habe, und fest man vor⸗ 

dig. 321. aus, daß das Volumen !/; zr?h dem 

Ä Drude R proportional fei, fo läßt 

fid) da8 Maß der Reibung auf fol- 

gende Weife finden. Setzen wir 

I,arth = uR, wo u eine Er 

fahrungszahl ift, und führen wir den 

Convergenzwinfel DOE — 2a ein, 

fegen aljoh = r.cotg. «, jo erhalten 
wir den Halbniefjer der Baſis: 
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— 
tang. 
„Yemen 


4 /3 
oRr= — — —— - VR*tang. &. 


Hiernach ift alfo anzunehmen, daß die Reibung auf einem Stifte mit der 
Eubifwurzel aus der vierten Potenz des Drudes und der Cubifwurzel aus 
Sig. 329, der Tangente bes halben Convergenz- 

winkels gleichmäßig wächſt. 

Ebenſo läßt ſich das Maß der Reis 
bung eines Balfens AB, Fig. 322, 
finden, welcher über einer fcharfen Kante 
C oſcillirt. Iſt @ der halbe Conver> 
genzwintel DOM, L bie Länge ber 
Schneide und R ber Drud, fo ergiebt fid) das Maß des Keibungs- 


momentes: 
t .0)3 
— V eng, 


8.197. Wälzende Reibung. Tie Theorie der wälzenden Reibung ift noch 
feineöwegs feft begrlindet, man weiß, daß diefe Reibung zunimmt mit dem 

Drude und daß fie bei einem Hleineren Durchmeſſer der Walze größer ift als 

bei einem größeren Durchmeffer; in welcher algebraifchen Abhängigkeit diefe 
Reibung aber zum Drude und Durchmeſſer des fid) wälzenden Körpers fteht, 

kann noch nicht al8 ausgemacht angefehen werden. Coulomb madjte nur 

Fig. 328. einige Verſuche mit 2 bis 12 Zoll 

dicken Walzen aus Guajac (Pocken⸗) 
oder Franzofenholz und aus Ulmen 
holz, die er auf Unterlagen von 
Eichenholz wälzen ließ, indem er die 
Enden eined dünnen, um die Walze 
AB gelegten Fadens durd) ungleiche 
Gewichte P und Q, Fig. 323, an⸗ 
fpannte. Nad) den Ergebniflen die 
fer Berfuche jcheint die wälzende Rei⸗ 
bung dem Drude direct und dem 
Durchmeffer der Walze umgefehrt proportional zu wachſen, jo daß die Kraft 


zur Ueberwindung der wälenden Reibung durch F = f- * auszudrüden 
ift, wenn R den Drud, r den Halbmeffer der Walze und f den durch Ber- 
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juche zu ermittelnden Neibungscoefficienten bezeichnet. Giebt man r in 
preuß. Sollen, fo ift nach diefen Berfuchen 
fur die Walzen aus Pockenholz f = 0,0184, 
für die aus Ulmenholz f = 0,0311. 
Für gußeiferne Räder von 20 Zoll Durchmeſſer, welche auf gußeifernen 
Schienen laufen, fand der Berfafler: 
f = 0,0178, und Herr Sectionsrath Rittinger 
f = 0,0187. 
Nah Pambour ift fir Eiſenbahnräder von ungefähr 38 Zoll Höhe: 
f = 0,019 bis 0,021. 


Die Formel F— = ſetzt voraus, daß die Kraft FF zur Ueber- 


windung der Reibung an einem dem Walzenhalbmefler gleichen Hebelarm 
AC= HL=r wirfe, und daher mit der Walze einerlet Weg zurlid- 
lege; wirkt diefelbe aber an einem Hebelam HK = 2r, fo ift aud) der 
Weg derfelben doppelt fo groß gls der der Walze auf der Bahn, und daher 
die Reibung: 


,. R 
F=ehf=/,, 


Die Gleihgewichtsverhäftniffe der wälzenden Reibung find auf folgende 
Weiſe zu beurtheilen. In Folge des Drudes Q der Walze ACB anf die 
Baſis AO, Fig. 324, drüdt fich die legtere etwas zufammen, und es ruht 
deshalb die Walze nicht im tiefften Punkte A, fondern in einem etwas vor⸗ 
wärts gelegenen Punkte O auf. Verlegt man 
nun bie Angriffspunfte A und B ber Kräfte 
Q und F, wovon F' die zur Ueberwindung 
der Reibung nöthige Umdrehungsfraft bes 
zeichnet, nach dem Durchſchnitte D, und con- 
ftrunt man aus Q und F das Kräfte 
parallelogramm, fo erhält man durd) defien 
Diagonale DR die Kraft R, mit welder 
die Walze in O auf ihre Unterftligung 
drückt, und e8 ift daher zur Erhaltung des 
Gleichgewichts nöthig, daß die Kraftmontente 
eines Winkelhebels AON einander gleid) 
find. Segt man nun den Abftand ON des Stutzpunktes O von der Richtung 
der Kraft, = a, und die Entfernung OM deflelben Punktes von der vers 
ticalen Schwerlinie des Körpers — f, fo hat man folglich): 

Fa= 0%, 
und daher bie gefuchte Reibung: 


Gig. 324. 
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r== L 
a 


Der Hebelarn F ift eine Erfahrungsgröße und fo Hein, daß ftatt a aud) 
der Abftand des Fußpunktes A von der Richtung der Kraft Fi, ſowie ftatt 
Q der Geſammtdruck R eingefegt werden fann. 


Hiernad) ft F = L R, und folglid) in dem Falle, wenn die Kraft hori- 
zontal wirft und durch den Mittelpunft C geht, aljo a = r ift: 
== F R, 
r 


und dagegen dann, wenn diefe Kraft im Scheitel K der Walze tangential 
wirft, a = 2r, und daher: 
F 
= 57 R. 

Der fogenannte Reibungscoefficient F der wälzenden Reibung ift 
folglich Feine unbenannte Zahl, ſondern eine Linie, und muß daher mit a in 
gleichem Maße ausgedrückt werben. 

Wird ein Über Walzen C und D, Fig. 325, liegender Körper ASB 
fortgezogen, fo fällt die erforderliche Kraft P fehr Hein aus, weil nur zwei 

Fig. 325. wälzende Reibungen, nämlich die 
zwifchen AB und den Walzen und 
die zwifchen den Walzen und der 
Bahn ZK, zu überwinden find. 
Uebrigens ift der progreſſive Weg 
der Walzen nur halb fo groß ala 
| = der Weg der Laſt R, und es find 
' deshalb beim ferneren Fortgehen im⸗ 
mer wieder neue Walzen vorn unter: 
zufchieben, weil die Berührungspuntte A und B zwifchen den Walen und 
dem Körper AB vermöge des Wälzens ebenfo viel rüdwärts gehen, als die 
Are der Walze vorwärts. Hat fid) die Wake AH um den Bogen AO 
gebreht, fo ift fie auch um einen diefent Bogen gleichen Weg A A, vorwärts 
gegangen und O mit O, in Berührung gelommen, der neue Berührungs- 
punkt O, alfo um AO, — AO Hinter dem vorigen (A) zurüdgegangen. 
Bezeichnet man die Coefficienten der Reibung auf IK und AB durch fund 
Fı, jo hat man die Kraft zum Fortziehen ber ee R: 


P=/+r)Z 





Anmerlung. Die von Morin in großer Ausdehnung angeftellten Verſuche 
iiber den Miderftand der Wagen auf Straßen ftinmen mit dem Gejege, wonach 
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diefer Widerftand mit dem Drude gleihmäßig und mit der Dide der Walze unge: 
kehrt wächft, überein. Ein anderer franzöfifcher Ingenieur, Dupuit, hingegen Jeis 
tet aus feinen Verſuchen ab, daß die wälzende Reibung zwar dem Drude direct, 
aber übrigens nur der Duadratwurzel aus dem Walzenhalbmefjer umgelehrt pros 
portional wachſe. Die neueren Verſuche von Boirse und Sauvage mittelft Eis 
ſenbahnwagen führen ebenfalls darauf, daß die rollende Reibung umgekehrt wie die 
Duadratwurzel des Radhalbmeſſers wächſt. S. Comptes rendus de la socidt6 


des ingenieurs civils & Paris, 5. et 6. annee. Beſondere theoretiſche Anfichs 


ten über wälzende Reibung findet man in v. Gerſtner's Mechanik, Bd. I. 8. 537, 
und in Brix' Abhandlung Über die Reibung, Art. 6, entwidelt. Ausführlicher 
wird hierüber im dritten Theile bei der Förderung auf Straßen und Schienens 
wegen ‚gehandelt, 


Seilreibung. Wir haben nun die Reibung eines biegjamen Kör—⸗ 
pers kennen zu lernen. Wird ein übrigens volllommen biegfames, durch 
Fig. 326. eine Kraft Q angejpanntes Seil um 
die Kante C eines feiten Körpers ABE, 
Fig. 326, gelegt und dadurd) um einen 
Winfel DOB = «® von feiner ans 
fänglichen Richtung abgelenkt, jo ent» 
fteht in diefer Kante ein Drud R, aus 
dem wieder eine Reibung Fhervor- 
geht, welche verurfacht, daß die Kraft 
P zur Herftellung eines labilen Gleich— 
gewichtes größer oder Heiner als Q ift. 
Der Drud ift ($. 79): 


P?2 + Q? — 2PR cos.e, 





folglich die Reibung: 
F=o9VP? + Q27—2PRQ cos.a. 


Segen wir nun noch P=Q + Fund Prannähernd = Q? +2QF, 
jo erhalten wir: 


F=gVQ? +2QF + Q? — 29° cos.a — 2FQ cos. a 
— gV2( = 0.0) (@® + QM} =2y9sin VE + gr, 
wofür wieder = 2 psin. 5 (Q + /s F) anzunehmen ift, wenn man von 
der Quadratwurzel nur die erften zwei Glieder berückſichtigt. Jetzt ergiebt ſich: 
F=oFsin. S + 29@Qsin. e 


folglich die gefuchte Reibung: 


8. 198. 
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2pQ sin. 7 
F= —, 
. 144 
1—op sın. 7 
wofür meiſt genügend genau 


— 20 Qsin. ( 9 sin. 5): 
und fogar fehr oft 
F=29 Qsin. 2 


gejegt werden Tann, wenn der Ablenkungswinkel « Hein iſt. Um aljo das 
Seil über die Kante C wegzuziehen, ift eine Kraft 


1 } 1 sen Bud 
psn. 5 9 "92 


& 
2psin. — 1+psin & 


nöthig, und um umgefehrt, durch das Seil das Niedergehen ber Lat Q zu 
verhindern, ift eine Kraft 


1— 9 sin: 
= 
1-+psin. 


erforderlich; annähernd läßt ſich 
P= R + 29psin. 5 (1 + 9psin. =)| Fu 
oder noch einfacher; 


P=(1 + 2psin. =) Q, fowie 


w|rR[w|R 


m 
1+ 2 psin. (14 pin. 2) 
2 2 
at — = (1 — 29sin. >) P fegen. 
. & 2 
1 + 29sin. 7 


Geht das Seil über mehrere Kanten, fo laſſen ſich durch wiederholte 
Anwendung diefer Formeln die Kräfte P und P, amı anderen Geilende 
ebenfalls berechnen. Nehmen wir den einfachen Fall an, daß das Seil 
ABC, Fig. 327, um einen Körper mit n Kanten gelegt fei und an jeber 
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Kante um denfelben Heinen Winkel @ abgelenkt werde. Die Spannung im 
erſten Seilftüde ift: | 


ig. 927. 91 = (1 + 29 sin. 3) Q, 


wenn bie des Endes — Q beträgt; die 
des zweiten: 


QG = (1. + 29 sin. =) Qı 
— (1 + 29 sin. =) 4 

die des dritten: 
Q, = (1 +29 sin.) Q: 


= ( + 29 sin. =) a 





daher allgemein, die Kraft am letzten Ende: 
P= (1 + 29 —R 


inſofern es auf eine Bewegung in ber Richtung der Kraft P ankommt. 
Bertaufcht man P durch Q, fo erhält man dagegen die nöthige Kraft: 


— 2— 
— ( +29 5)” 


wofern nur eine Bewegung in der Richtung von Q zu verhindern ift. 
Die Reibung iſt im erften Falle: 


F=P—9Q9= (( + 29 sin.) — 1] "2 
und im zweiten: 
F=0-D = [( +29 sin.S) — ijp 


— J — ( 4529 5)7] Q. 


Diefelben Trormeln finden auch ihre Anwendung bei einem um einen 
Cylinder gewidelten, geglieverten Körper, z. B. bei einer Kette ABE, 
Fig. 328 (a. f. S.), wo dann n die Zahl der aufliegenden Glieder angiebt. 
It die Länge AB eines Kettengliedes — 1 und die Entfernung OA der Are 
A eines Gliedes von dem Mittelpunfte C bes bebediten Kreisbogens, — r, fo 

? 


hat man für den Ablenkungswinlkel D BLAOB, sin. =. 
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Beilpiel. Wie groß ift die Reibung am Umfange eines 4 Fuß hohen Rades, 
wenn dafjelbe von zwanzig 5 Zoll langen und 1 Zoll diden Gliedern einer Kette 
bededt wird, deren eines’ Ende feftgehalten und deren anderes Ende mit 50 Pfund 
Kraft angeipannt wird? Hier ift: : : 

P, = 50 Pfund, n = 20, sin. = 8r1 = 
fegen wir nun nod für g den mittleren Werth 0,35 ein, jo erhalten wir die Reis 
bung, mit der die Kette dem Rade in feiner Umdrehung ——— 


=[(1+2.08:2) —ı]- = (+ 5) 1]. 


_ ((G 2 1] . 50 = 2,974 . 50 — 149 Pſund. 
$. 199. Liegt ein gefpanntes Seil AB, Fig. 329, um einen feftliegenden, 
cylindrifch abgerundeten Körper ACB, fo läßt ſich die Reibung durch 
Fig. 328. Tig. 329, 





Q 


die im vorigen Paragraphen gefundene Regel ebenfalls finden. Es ift Hier 
der Ablenfungswinfel EDB —= & — den Sentriwintel ACB des Seil- 
bogens AB; theilt man denfelben in nn gleiche Theile und fieht man den 
Bogen AB als aus n geraden Linien beftehend an, jo erhält man aud) 


0 
n Eden, jede mit der Ablenkung —, und deshalb die Gleichung zwifchen 


Kraft und Laſt wie im vorigen Paragraphen: 
0 \* 
P= (1 + 29 sin. =) d. 
— a. m EL 
Wegen der Kleinheit des Bogens pe läßt ſich aber sin. Fr jegen, 
weshalb ſich 
P=(1 + ey Q herausftellt. 


Bedient man ſich nun noch der binomiſchen Reihe (8. 15, analytiſche 
Hülfslehren), ſo erhält man: 
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_ ya , n(n—1)(pe)? , n(n—1)n—2) es 
P=(14n2°4 I tra at -)Q. 
oder, da n fehr groß ift, alſo — 1 lan st. 
Bin werden Tann: 


P= (14904, Ausser: (pa) +) Q. 


3 
Nunitobri +x= + 5 4 5 +... eX, wo e die Grund⸗ 


zabl 2,71828 ... des natürlichen Logarithmenſyſtemes bezeichnet (ſ. analyt. 
Hulfslehren, Art. 19), es läßt ſich daher auch jegen: 
P= * Q, ſowie Q = PeP«, und umgekehrt: 
P 2 2,3026 
a = Io. nal. = ——— (Log. P— Log.Q). 
Sieht man den Seilbogen nicht in Theiten von =, fondern in Graben, jo 
0 
1 gr ſubſtituiren, drüdt man ihn endlich durch die 


Zahl u ber Umschläge aus, fo hat man « = 2ru zu fegen. 

Die Formel P = eP®.Q giebt an, daß die Seilreibungg F—= P—Q 
auf einem fetliegenden Cylinder gar nicht vom Durchmeſſer deffelben, ſon⸗ 
dern nur von der Anzahl der Seilumfchläge abhängt, zeigt aber auch, daß 
fie Leicht außerordentlich vergrößert und faft bis ind Unendliche gefteigert 
werden fanı. Geben wir  —= 1/,, fo bekommen wir: 

füs 1/, Umwickelung, P = 1,69 Q 





Hat man «a = 


Yan P=2385Q 

„1 n ?P=81209 

n„ 2 n P = 65,94 Q 

„4 R P = 4348,56 Qu. ſ. w. 


(Anmertung.) Aus der Gleihung P =(1 + 29 sin. S)@in 8.198 folgt: 


P-Q9=29 sin.> Q, 
oder, wenn man flatt « das Bogenelement da, und Statt P — Q den eniſprechen⸗ 
dern Zuwachs P der veränberlien Seilfpannung P einführt und Q = P jegt: 
rP= 29% P, oder S = 98a, 
und man erhält durd Integration ſogleich: 
In.P= oe + Con. 
Anfangs iſt « — O un P= Q, daher: 


In.Q =0+ Con. und In.P — In. 9 = 1n.(5)= vu, 
woraus fi) dur) Umkehrung die obige Gleichung: 
< — eP®, oder P= eP*Q ebenfalls ergiebt. 
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Beilpiel. Um eine große untheilbare Laſt P von 1200 Kilogramm von einer 
gewiſſen Höhe, 3.8. in einem Schachte, herabzulaffen, widelt man das Seil, woran 
Fig. 330. dieje Laft hängt, um einen feftgellammers 

4 ten runden Stamm AB, Fig. 830, 1%; 

mal herum und hält das übrig bleibende 
Seilende in der Hand. Mit welder 
Kraft iftnun dieſes Seilende anzujpan- 
nen, damit die Laft langſam und gleich⸗ 
föormig nieberfinte? Setzen wir auch hier 
9 = 0,3, jo erhalten wir dieſe — 
—Xx _08.. 7 132 

Q=Pe — 1200. e 


_8, 
—1200.e ” , 


alſo: 
Log.nat.Q = Log nat. 1200— a 
— 7,0901 — 2,5918 
= 4,4983, ober 
Log. Q = 1,9536, 
daher Q = 89,9 Kilogramm. 

F. 200. Steifigkeit der Ketten. Legen ſich Seile ober gegliederte Kir: 
per u. f. w. um eine Rolle oder um den Umfang eines um eine Are dreh: 
baren Eylinders, fo Hört die im vorigen Paragraphen betrachtete Seil: 
oder Kettenreibung auf, weil nun der Radumfang mit dem Seile einerlei 
Geſchwindigkeit annimmt, dafür ift nun aber eine Kraft zum Umbiegen 
beim Auflegen auf die Rolle, und nad) Befinden auch eine ſolche zum Auf: 
biegen beim Abwickeln von der Rolle, aufzuwenden nöthig. 

At es eine Kette, die fid) um eine Trommel widelt, fo befteht der 
Widerftand des Auf- und Abwidelns in einer Reibung der Kettenbolzen, 

Fig. 331. indem leßtere in ihren Lagern 

um gewiſſe Winkel gedreht wer: 

den. Iſt AZ, Fig. 331, das 
eine und BG das nädftjol 
gende Kettenglied, ift ferner C 
die Drehungsare der Rolle, 
worauf fich die durch die Laſt 
Q ausgefpannte Kette auf 
widelt, find endlid) CM und 
CN Perpenditel, gegen die 
Fängenaren ber Glieder AB 
und BG gefällt, fo ift MCN 
— 09 der Winkel, um welchen 
ſich die Holle dreht, während 
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fi ein nenes Glied auflegt, und auch zugleich der Winkel KBG = 180° 
— ABG, um weldyen fich bei diefem Auflegen das Glied BG mit feinem 
Bolzen BD in dem Gliede AB umdreht. Bei dem Halbmeſſer BD 
= BE=n 58 Bolzens durchläuft der Drud- oder Reibungspunkt D, 
während fich ein Kettenglied auflegt, einen Bogen DE — rıa, und es 
iſt folglich die Hierbei verrichtete Arbeit der Reibung P,Q im Bunfte 
D,=90Q.ra Für die Kraft P, zur Ueberwindung diefer Reibung, 
in der Richtung der Längenare BG wirkend angenommen, erhält man 
den gleichzeitigen Weg 8 = CN mal Bogen des Winkels MON —=CN.a 
und daher die Arbeit — P-CN.a; e8 ergiebt fich daher durch Gleichſetzen 
beider Arbeiten PL. CN.a—= 9 .Qrı«® und bie gefuchte Kraft, wenn 
man noch den um die halbe SKettenftärke vergrößerten Halbmeſſer CN ber 
Trommel durch a bezeichnet: 


Pı = gP9- 7 
Ohne Ruckſicht auf alle Reibungen wäre die Kraft zum Umdrehen der Rolle: 
P=Q, 


mit Rüdficht der Reibung beim Aufwideln der Kette ift fie aber: 
P=g+A=(1+9m2)Q 


Widelt fich die Kette von der Trommel ab, fo findet ein gleicher Widers 
fand ftatt; wenn aljo, wie bei den fogenannten Leitrollen, ein Auflegen 
auf der einen Seite und ein Abwideln auf der anderen ftatthat, fo ift die Kraft: 


P= ( + 9, ") Q, oder annähernd — (1 + 29; ) Q. 


Iſt endlich noch der Zapfendrud — R, und der Zapfenhalbmefier — r, 
jo folgt die Zugkraft bei Berüdfichtigung aller binderniſt: 


P=(1+2m)g+p&R 


Beifpiel. Wie ob ift die Kraft P am Ende einer um eine Role ACB, 

Sig. 382 Fig. 332, geſchlagenen Kette, wenn die vertical nieder: 
ziebende Laft Q = 110 Pfund, das Gewicht der Rolle 
fammt Kette, 50 Pfund beträgt, der bis zur Mitte der 
Rette gemeflene Halbmefjer @ der Rolle, —= 7 Boll, der 
Halbmefjer des Zapfens C, = %, 30 und der Halb: 
meſſer der Keitenbolzen, — 3%, Zoll mit? Segen wir 
die Reibungscoefficienten 9 = 0,075 und 9, =0,15, 
io erhalten wir der legten dormet die Kraft: 


(12016. ;7)11040,078.,° z7(110450+P), 


oder, wenn wir tehts P=110 annähernd annehmen: 
P = 1,016 : 110 + 0,0067 . 270 = 111,76 + 1,81 = 113,6 Pfund. 
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Steifigkeit der Seile. Beim Umbiegen eines Seile um eime Rolle, 
oder beim Aufwideln defjelben auf eine Welle, tritt die Steifigkeit (franz. 
roideur; engl. rigidity) defjelben als ein der Bewegung deflelben entgegen- 
gejegtes Hinderniß hervor. Diefer Widerftand hängt nicht allein von dem 
Stoffe ab, aus dem das Seil gefertigt ift, fondern aud) von der Zuſammen⸗ 
fegungsweife und von der Stärke des Seiles, und läßt fich deshalb nur auf 
erperimentellem Wege ermitteln. 

Verſuche zu diefem Zwecke find vorzäglid) von Coulomb, und in ber 
neueren Zeit von dem Verfaſſer felbft angeftellt worden. Während ſich 
Coulomb nur mit ſchwachen Hanffeilen von 1/, bis höchſtens 11/, Zoll 
Stärke befchäftigte und diefelben auch nur auf Rollen von 1 bis höchſtens 
6 Zoll Durchmeſſer aufwideln Tieß, hat der Berfaffer Hanffeile von 2 Zoll 
Stärke und Drahtſeile von 1/; bis 1 Zoll Stärke über Rollen von 2 bis 
6'/, Fuß Durchmeſſer laufen Laffen. 

Coulomb Hat feine Verſuche auf zweierlei Weife ausgeführt. Ein Mal, 
nad; Amontons, mit einem in Fig. 333 abgebildeten Apparate, wo AB 

Fig. 388, eine von zwei Seilen umfchlungene Walze ift, die 
2 — Spannung duch ein Gewicht Q hervorgebracht 
und das Herabrollen der Walze durch ein zweites 
Gewicht P, welches mitteld eines dilnnen Fadens 
an diefer Walze zieht, bewirkt wird. Ein zweites 
Mal bat er die Seile um auf einer horizontalen 
Bahn ich wälzende Eylinder gelegt, und aus ber 
Differenz der an beiden Seilen hängenden und 
ein langjames Fortrollen bewirtenden Gewichte, 
nach Abzug der rollenden Reibung, auf den Stei- 
figkeitswiderſtand gefchlofien. 

Aus den Verſuchen Coulomb's geht hervor, 
daß der Steifigfeitäwiderftand mit der Stärke der Spannung des fi) aufs 
widelnden Seiles ziemlich gleichmäßig wählt, daß er aber auch noch ans 
einem conftanten Gliede K befteht, wie fid) allerdings nicht anders erwarten 
läßt, weil fchon eine gewiſſe Kraft nöthig ift, um ein unangefpanntes Seil 
umzubiegen. Wuch ftellt fid) heraus, daß diefer Widerftand im umgelfehrten 
Berhältniffe der Rollendurchmeffer zunimmt, daß er alfo bei dem doppelten 
Durdjmeffer der Rolle nur halb fo groß ift, beim dreifachen ein Drittel u. |. w. 
Endlich läßt ſich die Beziehung zwilchen der Seilbide und der Seilfteifigfeit 
nach diefen Verfuchen nur annähernd angeben, wie es aud) kaum anders zu 
erwarten ift, da die Steifigkeit auch noch von der materiellen Bejchaffenheit 
umd von der Stärke der Drehung der Fäden und Ligen mit abhängt. Bei 
neuen Seilen fand fi) die Steifigfeit ungefähr proportional der Potenz 
a1, bei alten aber mehr dI*, wenn d den Durchmeſſer des Seiles bezeich- 
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net. Es iſt alfo nur jehr ungefähr, wenn Einige diefen Widerftand der ! | 
einfachen, Andere dem Quadrate der Seilftärfe proportional wachſend an⸗ | 
nehmen. 


Prony’s Formel für den Steifigkeitswiderstand der Hanfseile. $. 202. 
Dem Borftehenden zufolge läßt fich der Steifigkeitötwiderftand der Hanfleile, 
durch die Formel: 


= (+9), : 


wo d die Seilftärke, a der Rollenhalbmefler, bis Are des Seiles gemeflen, 
Q die Spannung des fid) aufwidelnden Geiles, n, K und v aber Erfah. 
rungszahlen bezeichnen. Prony hat aus den Verfuchen Coulomb's gefun- 
den, daß fitr neue Seile 


di? 





und für alte: 
4 
Ss — = (2,45 + 0,053 Q) 
gelegt werden fann, wenn a und d im Linien, Q, S in Pfunden ausgedrückt 


find. Diefe Ausdrücke beziehen fi aber auf Parifer Maß, in preußiichen 
Zollen und Neupfunden ausgedrückt, ändern fie fi) in folgende um: 


dı7 di. 
8= — (13,31 + 0,295 Q) und 58 = — (6,89 + 0,141 Q), 


und wenn d und a in Metern, S und Q in Silogrammen genommen wer- 
den, fo iſt: 
da dis 
S= — (85,2 + 3,780) und 8 = (13,74 + 0,608 Q). 
Da felbft diefe complicirteren Yormeln nicht immer die erwlinfchte Ueber- 


einſtimmung mit den Verjuchsrefultaten geben, jo fann man, jo lange nicht 
neue Verſuche zu Grunde gelegt Dr fönnen, mit Eytelwein: 








Fo 9 
8* 0— 3500 a 
ſetzen, wobei vorausgeſetzt iſt, daß a in preußiſchen Fußen und d in preußi⸗ 
ſchen Linien, dagegen Q und S in willkürlichem, jedoch gleichem Gewichtsmaße 
auszubrüden find. Wenn d und a in Metern genommen werden, jo ift: 


2 
S— 186 Er 
G 


Diefe Formel giebt. natürlich nur bei größeren Spannungen, wie fie aller» 
dings meift in der prattildhen Anwendung vorkommen, genügende Annähe⸗ 
zungsrefultate. 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 24 
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Die Steifigfeit getheerter Seile ift ungefähr um ein Sechstel größer als 
die ungetheerter Seile gefunden worden, und naſſe Seile hat man ungefähr 
ein Zwölftel fteifer gefunden als trodene. 


Beijpiel. Bei einer Seiljpannung von 200 Kilogramm, und einem Rollen: 
balbmefler von 0,08 Meter ift für ein 0,02 Meter dides neues Seil der Steig: 
feitSwiderftand nah Prony: 





S- nn (85,2 -+ 8,78 . 200) = 0,00129 . 10515 — 13,75 Kilogramm; 
® ’ 
nad Eytelwein: 
0,023 . 200 
S= 0 - 18,6 = 18,6 Kilogramm. 


Wäre die Spannung Q nur 60 Kilogramm, fo hätte man nad Prony: 
9 = 0,00129 . 3900 = 5,08 Rilogramm, 
nah Eytelwein: 


- 18,6 = 5,58 Rilogramm, 


alfo hier eine befjere Uebereinftinmung. Dan fieht aus diejen Beifpielen, wit 
wenig Sicherheit diefe Formeln gewähren. 


Anmerfung. Xabelle zur Erleichterung der Berechnung des Steifigkeitswider⸗ 
ftandes der Seile theilt der „Ingenieur“ Seite 365 mit. Nah Morin (fiehe dei: 
jen Legons de Mecanique pratique) ift, wenn » die Anzahl der Seilfäden be 
zeichnet, und der Rollenhalbmefjer a in Eentimetern ausgedrüdt wird, für unge: 
theerte Seile: 


d = V0,1338 n Gentimeter und 
8 — * (0,0297 + 0,0245 n + 0,0363 Q) Kilogr. 


8% 
— (0,1110 + 064s as + 0,1957 Q) Rilogr. 


und für getheerte: 
d —= V0,186n Gentimeter, und 


3S= 5 (0,14575 + 0034614 + 0,0418 Q) Rifogr. 


— = (0,3918 ++ 0,5001 d? + 0,1124 Q) Rilogr. 


Drüdt man aber d und a in Zollen und S und Q in Reupfunden aus, ſo 
ſteult ſich für ungelbeerte Seile: 


8 = T- (0.580 + 24,47d9 + 0,8548 Q) 
und für geiheerte Seile: 
8 = (2,049 + 17,89 d2 4 0,2939 Q) 


heraus. 3. B. ift bei einem ungetheerten Seile, für d — 2 Eentimeter, a = 8 
Gentimeter und Q = 200 Rilogramm: 


2 
S= T (0,111 + 0,6843 . 22 + 0,1367 . 200) Rilogramm — 15 Rilogramm. 
Tie Prony'ſche Formel gab im legten Beilpiele S — 13,75 Kilogramm. 
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Versuche über die Steiflgkeit starker Seile. Der Berfafier dat $. 203. 
jih bei feinen Verſuchen über die Steifigfeit der Seile eines in Fig. 334 
abgebildeten Apparates bedient. Die Scheibe oder Rolle B.DE, auf welche fi 
das zu unterfuchende Seil ABDEF' auflegte, war mit einem Paar eiferner 

Fig. 334. Räder, wie CLM, auf einer Welle C be- 
feftigt, und diefes Räderpaar ftand auf 
einer horizontalen Schienenbahn HR. 
Nachdem man das eine Seilende F’burd) 
ein angehängtes Gewicht G gefpannt hatte, 
hing man an das Kreuz K, welches am 
anderen Seilende A befejtigt war, fo viel 
Gewichte, bis das Räderpaar famnıt der 
Scheibe und ihren Gewichten langſam 
fortzurollen anfing. Um fid) von den 
Unvollfommenheiten des Apparates mög- 
Licht unabhängig zu machen, wurde nad)- 
ber auf der Seite bei F' fo viel Gewicht 
zugelegt, bis auch das Fortrollen des ar- 
mirten Räderpaares nad) der entgegen- 
gefegten Nichtung eintrat. Das arith- 
metifche Mittel von den Zulagen gab 
nun, nachdem man hiervon nod) die 
wälzende Reibung abgezogen hatte, bie 
Kraft zur Ueberwindung der Seilfteifigkeit. 

Den Coefficienten der in Abzug zu bringenden vollenden Reibung ermit- 
telte man auf diefelbe Weife, indem man ftatt des Seile8 einen ſchwachen 
Bindfaden, deſſen Steifigkeitswiderftand vernachläffigt werben konnte, auflegte. 
Der mittlere Werth diejes Coefficienten ift oben, $. 197, mitgetheilt worden. 

Der Steifigkeitswiderftand befteht nad) des Verfaſſers Auſicht weni- 
ger aus der Steifigkeit, als aus der Reibung der einzelnen Fäden oder Drähte, 
die natürlich beim Auflegen auf die Rolle ihre gegenfeitige Yage ändern 
müflen. Der erfte Theil diefes Widerftandes fällt beim Umlegen eines 
Drahtfeile® um eine Leitrolle ganz aus, weil dieſes Seil vermöge feiner 
Elaſticität beim Abwideln zum Wiedergeradeftreden genau fo viel Arbeit 
ausgiebt, als e8 beim Aufwideln zum Krümmen in Anfprud) genommen hat. 
Hier befteht alfo der Steifigfeitswiderftand lediglich in der Reibung der ein- 
zelnen Drähte unter einander, und daß dem fo fet, zeigen auch die Berfuche 
des Berfaffers, durch welche jich ergeben hat, daß diefer Widerftand bei ein- 
geölten oder frifch getheerten Drahtjeilen um 40 Procent kleiner ift als bei 
trodenen. Bei Hanfleilen ift das Verhältniß ein anderes, denn da diefe, zu- 
mal nach längerem Gebrauche, faft gar feine Elafticität befigen, fo erfordern 
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die einzelnen Fäden und Ligen derſelben nicht allein Kraft zum Krümmen, 
fondern aud) Kraft zum Wiedergeradeftreden. 


Neue Formel für den Steifigkeitswiderstand. ‘Da bie Steifig- 
feit eines Seiles nicht allein von der Geilftärfe, ſondern auch von der 
Stärke der Drehung und von der Zufammenjegungsweife deſſelben abhängt, 
fo hält e8 der Verfaffer für angemeflen, diefelbe durch die einfachere Formel: 


8 — K+vQ 
q 
auszudrüden und die Konftanten X und v für jede Seilart befonder® zu be⸗ 
ſtimmen. Auch hat ſich aus den Verſuchen des Berfafferd ergeben, daß fich, 


zumal fir die Drahtſeile, angemeſſener ſtatt 2 bloß K, und demnad 


S=K+H 2 ſetzen läßt. 


1. Für ein getheertes Hanfſal von 1,6 Zoll Stärke, gelegt um 
Scheiben von 4 bis 6 Fuß Höhe, ergab ſich der Steifigkeitswiderſtand: 


8 15 + 0,00565 S Kilogramm, 
wobei der Rollenhalbmefler a in Metern auszubrüden ift, ober 
S—= 3,0 + 0216 x Bund, 


wo a in Sollen gegeben fein muß. 
2. Für ein neues ungetheertes Hanffeil von 8/, Zoll Stärke und 
eine Rolle von 21 Zoll Durchmeſſer ergab fid: 


8 0,086 + 0,00164 =. Rilogrm. — 0,17 + 0,0625 2 = Pfund. 


3. Für ein Drahtfeil von 8 Linien Dide, welches aus 16 Drähten 
von je 11/, Linien Dice beftand, und wovon jeder laufende Fuß 0,64 Pfund 
wog, wurde bei Rollen von 4 bis 6 Fuß Höhe, 


S — 0,49 + 0,00238 x Kilogrm. — 0,98 + 0,0910 2 = Pfund 


‚gefunden. 


4. Für ein frifch getheertes Drahtſeil mit Hanffeelen in den 
Ligen und im Seile, von 7 Linien Dice, beftehend aus 4. 4 — I6 Dräß- 
ten von je 11/, Linien Dide, und pr. Fuß 0,63 Pfund wiegend, ſtellte fich 
bei einer Rolle von 21 Zoll Durchmefler, 


Ss — 0,57 + 0,000694 ® Rilogem. = 1,14 + 0,0264 hd =. Bund 
heraus. 
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Anmerlung. Eine ausführliche Beſchreibung der Verſuche des Verfaſſers fin- 
det man in der Zeitichrift für das gefammte Ingenieurwejen (dem Ingenieur) von 
Bornemann, Brüdmann und Röting, Band I. Freiberg 1848. 

Die Hanfjeile unter 1. wurden in Freiberg zum Fördern durch Waſſergöpel an- 
gewendet, find aber in den neueren Zeiten durch die Drahtjeile unter 3. und 4. 
erjegt worden. Beiberlei Seile haben bei ſechsfacher Sicherheit eine Tragkraft von 
circa 30 Gentnern. Es ift aus dem Vorſtehenden zu erjehen, daß bei gleicher Trag⸗ 
troft der Steifigfeitswiderftand bei Drahtjeilen viel Heiner iſt als bei Hanfſeilen. 
Nimmt man 5. B. die Seilfpannung Q = 2000 Pfund und den Rollenhalbmeſſer 
a — 40 Zoll an, jo erhält man den Steifigfeitswiberfiand für ein Hanfſeil: 

S = 30 + 0,216 . 20%, = 13,8 Pfund, 
und Dagegen für ein Drahtſeil: 
S = 0,98 + 0,0910 . 200%), = 5,5 Pfund. 


Theorie der Leitrolle. Wenden wir num bie im Borftehenden mitge- 
theilten Fornieln fir den SteifigfeitSwiderftand der Seile auf die Theorie der 
feften Rollen an. Es ſei ACB, Fig. 335 oder Fig. 336, die Rolle, a 

Tig. 336. 


Fig. 335. 





pP 


der Halbmefier CA — CB, r ber Zapfenhalbmefler und G das Gewicht der 
jelben, ferner d die Seilftärfe, Q die an einem Seilende angehängte Laſt, S 
der Steifigfeitswiderftand, F die auf den Nollenumfang reducirte Zapfen» 
reibung, und folglich @ + F + S die ganze Kraft P. 

Die Steifigkeit des Seiles äußert fi dadurch, daß das Seil beim Auf- 
wideln nicht plöglic, die Kriimmung des Kollenumfanges annimmt und fid 
ebenjo beim Abmwideln nicht plöglid, gerade ftredt, fondern in einem Bogen 
mit wachjender Krümmung fi) auf die Rolle auflegt, und fid) in einem 
Bogen mit abnehmender Krilmmung von derjelben wieder abwidelt. Zwi⸗ 
fchen den elaftiichen Drahtſeilen und den unelaftifchen Hanffeilen findet der 
Unterfchied flatt, daß fich jene beim Abwideln etwas eher, und diefe etwas 
fpäter von dem Rollenumfange ablöfen, folglich der Hebelarm CD der 
Kraft im erften Falle (Fig. 335) etwas größer, und im zweiten alle 
(dig. 336) etwas Heiner als der Halbmeſſer CA=a ber Rolle ift, wogegen 
der Yaftarm CE in beiden Fällen den Rollenhalbmeffer a übertrifft. Wenn 
man von der Zapfenreibung F abfieht, alfo P= Q + 5 fest, fo hat man 
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 @+9.0D=Q.CE 
daher den Steifigfeitöwiderftand: 


CE— _2 CE 
= (ip )0= (m) ® 
und das SebefarmverSüftnig. | 
CE 
at 


was fich nun durch Einfegen eines der oben angegebenen Werthe für S leicht 
berechnen läßt. 

Wir können Übrigens auch ohne weitere Berückſichtigung diefes Hebelarm- 
verhältuiffes die Kraft 2P= Q + S + F beftinnmen, wenn wir in diefem 
Ausdrude für Schwache Hanffeile nad) Prony 


s=-@+vg) 

dagegen für Draht: und ſtarke Hanfjeile nad) dem Berfaffer 
s=xK+”%, 

und die auf den Rollenumfang veducirte Zapfenreibung 


F=p = (C 4 6 + P) oder annühernd F—= 9 - (2.0 + 6) jeten. 
Es folgt fo im erſen Falle: 
-g+“ (K+VQ+YZag+ 6) 


und im zweiten: 


P=g+K+”2+92ag+9. 


Bei einer Radwelle iſt natürlich nod) eine Reduction der Kraft vom Tel: 
lenumfange auf den Radumfang nöthig (f. $. 169). 

Beilpiel. Wenn fih ein Drahtjeil von ungefähr 8 Linien Dide um eine 
"Reitrolle von 5 Fuß Höhe, 3 Zoll Zapfenftärte und 1500 Pfund Gewicht Iegt, und 
die Spannung des Seiles 1200 Pfund beträgt, jo hat man bei dem Reibung 
coefficienten 9 — 0,075, die nöthige Kraft: 

P = 1200 + 0,98 + 0,091 . 120%, + 0,075 . 3% (2400 -+ 1500) 
— 1200 + 0,98 + 3,64 + 14,62 = 1219 Pfund; 
es geht aljo dur) das Umlegen um diefe Leitrolle 1%, — 1,6 Procent an Kraft 
verloren. 

Wenn ftatt des Drahtjeiles ein Hanfjeil von 1,6 Zoll Stärke in Anwendung 
gekommen wäre, jo hätte man: 

P = 1200 + 3,0 + 0,216 . 1200), + 14,62 = 1226,3 Pfund 
und daher den Kraftverluft: 26,3 


P—NQ = 263 Pfund, d. t. pr. Pfund Spannung —— 1500 > 0,022 Pfund 
— 22 Procent. 





Vierter Abſchnitt. 


Die Anwendung der Statik auf die Elaſti— 
cität und Feſtigkeit der Körper. 


Erſtes Capitel. 
Die Zug- und Drud-Elaftieität und Feſtigkeit. 


Elssticeität. In dem vorigen Abfchnitte wurden die feften Körper als 8. 206. 
volltommen ftarre angejehen, d. 5. als Syfteme materieller Punkte, die in 
vollfländig unveränderlichen Abftänden feit mit einander verbunden 
find. Dieſe VBorausjegung trifft in der Wirklichkeit aber nicht zu, infofern 
alle befannten Körper unter der Einwirkung äußerer Kräfte gewiſſe Form⸗ 
änderungen erleiden, weldye aus beſtimmten Berfchiebungen der einzelien 
Mofetitle gegen einander hervorgehen. Jeder folhen Verſchiebung zweier 
materiellen Punkte gegen einander wirkt eine zwiſchen diefen Punkten aufs 
tretende innere Kraft entgegen, die fogenannte Cohäſion (franz. coh6sion; 
engl. cohesion), welche, al8 paffive Kraft, nur dann zur Wirkung kommt, 
wenn durch äußere Kräfte eine Verſchiebung der Maſſentheilchen angejtrebt 
wird, und welche ſofort verfchwindet, fobalb jene äußeren Kräfte aufhören zu 
wirfen. Die Intenfität der Cohäſionskraft zwifchen zmei beliebigen mate- 
vielen Punkten ift weſentlich abhängig von der Größe ber Veränderung, 
welche der Abftand diefer Punkte erleidet, fie nimmt nach beftimmten Geſetzen 
mit diefer Veränderung zu. Wenn daher irgend welche äußere Kräfte auf 
einen beliebigen feften Körper wirken, fo wird der leßtere fo lange eine Form⸗ 
änderung erleiden, bis bie burch die Yormänderung jelbft hervorgerufenen 
Cohaſionskräfte zwifchen den einzelnen Maſſentheilchen hinreichende Größe 
erlangt haben, um ben äußeren Kräften das Gleichgewicht zu halten. Es 
geht daraus hervor, daß diefe inneren Kräfte eine Formänderung des Körpers 
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nicht von vornherein verhindern können, fondern dieſelbe nur auf einen 
beſtimmten Betrag einzufchränfen vermögen, und daß jede Kraft, wenn 
aud) noch fo Hein, welche auf einen Körper wirft, nothwendig auch in dem 
legteren beftimmte Yormänderungen hervorrufen muß. 

Sobald die Wirkung der äußeren Kräfte auf einen Körper aufhört, wer: 
. ben die in bemfelben hervorgerufenen inneren Kräfte ihrem Streben, ber 
Verſchiebung der einzelnen Maffentheilchen zu widerftehen, folgen können, 
indem fie num nicht mehr durch die äußeren Kräfte im Gleichgewichte ge: 
halten werben, und die materiellen Punkte werden im Allgemeinen ihre 
ursprüngliche gegenfeitige Lage annehmen, welche fie hatten, ehe fie durch) die 
Einwirkung der äußeren Kräfte in einen gefpannten Zuſtand verfegt worden 
waren. Nachdem die eingetretene Yormänderung wieder verſchwunden iſt, 
find aud) die Spannungen zwifchen den Molekülen nicht mehr vorhanden. 
Man nennt diefe Fähigkeit der Körper, die durch Einwirkung von Kräften 
erlittene Yormänderung nad) Wegnahme diefer Kräfte vollftändig wieder 
aufzuheben, ihre Efafticität (franz. elasticite; engl. elasticity) im weiteren 
Sinne des Wortes. Wenn ein Körper nach Wegnahme der Kräfte, welche auf 
ihn wirkten, die erlittene Formänderung vollkommen wieder verliert, und in 
feinen ursprünglichen Zuftand volljtändig zurlidgeht, fo fagt man, ber Körper 
verhalte fich bei diefer Yormänderung vollkommen elaftifh. Im ent: 
gegengefegten Falle, wenn nämlich aud) nach der Wegnahme der äußeren 
Kräfte eine gewiffe Formänderung dauernd in dem Körper zuritdbleibt, 
nennt man ihn unvollfommen elaftifd) bei diefer Formänderung. 

Bis zu einem gewiffen Grade der Formänderung find alle Körper mit 
einer für die Praxis ausreichenden Genauigkeit als volltommen elaftifch zu 
betrachten. Man nennt diefen Grenzwerth, über welchen hinaus die Form: 
änderung nicht gefteigert werden darf, wenn diefelbe vollftändig wieder vers 
ſchwinden fol, die Elafticitätsgrengze, oder aud) wohl die Grenze ber 
vollfommenen Klafticität. Die Elaſtiecitätsgrenze ift bei verfchiedenen 
Körpern fehr verichieden. Körper, welche eine große Yormänderung zulaflen, 
ehe dieſe Grenze erreicht ift, nennt man ſehr elaftiiche, Körper aber, bei 
welchen faum bemerfbare Formänderungen der Elaſticitätsgrenze vorauögehen, 
heißen wenig elaftifche, auc wohl unelaftifche, wiewohl es in Wirklichkeit 
ganz unelaftifche Körper gar nicht giebt. Unter Elafticität im engeren 
Sinne des Wortes verftehen wir den Widerftand, mit welchem ein Körper 
der Yormveränderung entgegenwirkt. 

Nach den angeftellten Berfuchen findet eim vollfommen elaftiicher Zuftand 
in aller Strenge bei keinem Körper ftatt, indem jede Formänderung aus 
einem permanenten und einem vorübergehenden oder elaftifchen Theile 
befteht, nur daß innerhalb der Klafticitätögrenze der erftere Theil als ver 
ſchwindend Hein gegen deu legteren vernachläffigt werden kann. 
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Fostigkeit. Wenn ein Körper durch äußere Kräfte über die Klaftici- $. 207. 
tätögrenze hinaus in Anſpruch genommen wird, fo tritt endlich eine Trennung 
der Theile und nad) Befinden eine SZertheilung des ganzen Körpers ein. 
Verſchiedene Körper bieten dabei verjchiedene Erfcheinungen dar. Iſt ein 
Körper ſpröde (franz. cassant; engl. brittle), fo zerfpringt er in Stüde, 
wenn man feine Yorm über die Elafticitätägrenze hinaus verändert; ift er 
aber gejchmeidig (franz. und engl. ductile), wie 3. B. viele Metalle, fo 
„ läßt er noch bedeutende Veränderungen der Form außerhalb der Elaſticitäts⸗ 
grenze zu, ohne eine Trennung feiner Theile zu erleiden. Manche Körper 
ſind hart (franz. dur; engl. hard), andere weich (franz. mou; engl. soft); 
während jene der Trennung einzelner Theile einen großen Wiberftand ent- 
gegenfegen, ift bei diefen eine Trennung ber einzelnen Theile ſehr leicht aus⸗ 
führbar. 

Unter Feſtigkeit (franz. rösistance; engl. strength) verftehen wir ben 
Widerſtand, welchen ein Körper der Zertheilung beffelben entgegenfegt. 

Um die Art und Größe ber inneren Kräfte, welche durch die Formänderung 
eined Körpers in diefem an einer beftimmten Stelle hervorgerufen werden, 
Dr 887. zu ermitteln, denke man ſich einen 

beliebigen etwa ftabförmigen Kör⸗ 

B per AB, Fig. 337, durch belies 

— — Q bige Kräfte P, Q, die unter fich 
p im Öleichgewichte ftehen, in Ans 
s 2ſprtruch genommen. Sind a und 

b zwei fehr naheliegende materielle Punkte zu beiben Seiten einer bei C ges 
dachten Durchfchnittsebene des Körpers, fo wird durch die Kräfte P, Q eine 
Berrüdung diefer beiden Punkte gegen einander bewirkt, und in Folge deifen 
zwilchen ihnen die Elafticität vege gemacht. Befteht diefe Veränderung ihrer 
gegenfeitigen Lage z. B. in einer Entfernung der beiden Punkte von ein= 
ander, fo muß man ſich vorftellen, daß der Punkt a mit einer Kraft s auf 
den Bııkt db wirkt, welcher letztere Punkt wiederum wegen der Gleichheit von 
Wirkung und Gegenwirfung mit einer ebenfo großen entgegengefegt gerich⸗ 
teten Kraft — 3 auf den Punkt = zurüdwirkt. Die zwiſchen zwei beliebigen 
Punkten wirkenden Kräfte fönnen keine andere Richtung haben, als bie gerade 
Berbindungslinie zwiichen beiden Punkten. Die beiden Kräfte s und — 8 
halten fich im Gleichgewicht, und daffelbe gilt fir je zwei beliebige materielle 
Fig. 838 Punkte. Denkt man fich den Körper an der Stelle 

| © durch einen Schnitt in zwei Theile zerlegt, und faßt 
€ p en einen, 3. B. CB, Fig. 338, ins Auge, fo ift er- 
° figptic, daß durch die Entfernung des anderen Stüdes 
CA in dem Öfeichgewichtözuftande des Stüdes CB 
nichts geändert wird, jobald man nachher CA durd) 
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die Kräfte erfegt, welche von ihm vor der Trennung auf das Stüd CB 
auögelibt wurden. Zu dem Zwede kann man fich denken, daß am jedem 
Maffentheilchen a, a, der Schnittfläche C des Stüdes CB biejenige Kraft 
— 3, — 5 als äußere Kraft wirkfam fei, welche in dem ungerfchnittenen 
Körper auf dieſes Maffentheilchen von einem anderen in dem abgefchnittenen 
Stüde OA gelegenen Maſſentheilchen d, db," ausgelibt wurde. Alsdann muß 
das Stüd BC nad) wie vor im Gleichgewicht fein, da durch Anbringung 
der gedachten äußeren Kräfte der Einfluß des abgefchnittenen Stüdes A C 
auf das andere BC vollitändig erfegt wird. 

Es ift damit die Aufgabe, die Richtung und Größe der zwifchen a und d 
auftretenden Efafticitätsfräfte zu ermitteln, auf die Unterfuchung derjenigen 
Bedingungen zurüdgeführt, unter welchen diefe Molekularwirkungen den 
äußeren Kräften das Gleichgewicht zu Halten vermögen. Wenn e8 nım aud) 
weder möglich, noch erforderlich ift, die Molekularkraft fiir jedes einzelne der 
unendlich vielen in der Schnittfläche C enthaltenen Maffentheilchen zu be: 
ſtimmen, fo läßt fich doch mit Hülfe der allgemeinen Gtleichgewichtsbedingungen 
fr beliebige Kräfte im Raume die refultirende Wirkung aller der unendlich 
vielen Clafticitätöfräfte, welche auf die Mafientheilchen der Schnittfläche 
wirken, ermitteln. Nach $. 99 laſſen ſich die nach beliebigen Nichtungen 
wirkenden äußeren Kräfte P, Q u. f. w. unter allen Umftänden zu einer 
refultivenden Kraft und zu einem Sräftepaar vereinigen. Daſſelbe fan 
von den an der Schnittfläche C angreifenden Molekularkräften, welche im 
Allgemeinen jede beliebige Richtung haben können, gejagt werden. Tür den 
Zuftand des Gleichgewichts hat man alſo einfach die Mittelkraft und das 
Moment des Kräftepaars der äußeren Kräfte einzeln gleich und entgegen- 
gelegt der Mittelfraft refp. dem Moment des Kräftepaars ber befagten 
Molekularwirkungen zu fegen. Diefe Gleichgewichtsbedingungen find bei 
jebem durch äußere Kräfte beliebig beanfpruchten Körper immer erfüllt, fo 
lange wenigſtens, als nicht eine Zerjtörung des Körpers Kerbeigeführt wird, 
indem die Efafticitätsfräfte immer in derjenigen Richtung und Größe auf: 
treten, in welchen fie zur Herftellung des Gleichgewichts gefordert werden. 

In der Ardjiteltur und im Mafchinenweien handelt es ſich nun haupt: 
fächlih darum, bei gewiſſen bekannten Belaftungen einzelner Conftructione: 
theile deren Dimenfionen, ober bei befaunten Dimenfionen die Belaſtungen 
fo zu beftimmen, daß die elaftifchen Anftrengungen des Materials gewiſſe 
erfahrungsmäßig zuläffige Werthe nicht überfchreiten, womit die Aufg. de 
zufammenfällt, bei gegebenen Belaftungen und gegebenen Dimenfionen die 
Anftrengungen des Materials zu beſtimmen. Es iſt dabei eine widhtige 
Kegel, die zum Bau zu verwendenden Körper nicht fo ftark zu belaften, daß 
bie hervorgebrachten Formveränderungen die Klafticitätögrenze erreichen oder 
gar überſchreiten. Im vielen Fällen der Praris ift es aud) von befonderer 
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Bichtigfeit, die bei einem Conftructionstheile von befannten Abmeflungen durch 
gegebene äußere Kräfte hervorgebrachten Yormveränderungen zu beſtimmen. 
Dit diefen Aufgaben wollen wir uns im Folgenden befchäftigen. 


Art der Festigkeit. Je nad) der verfchiedenen Art, in welcher ein $. 208. 
Körper von äußeren Kräften beanfprucht wird, werden aud) die Cohäfions- 
kräfte in verfchiedener Weife zur Wirkung gebracht, und man unterſcheidet 
danad) verfchiedene Arten der Elafticität und Feftigfeit. 

Sei CC, Big. 339, irgend ein Duerfchnitt eines durd) ganz beliebige 
Kräfte P beanspruchten Körperftiides A C, fo werden nach dem Obigen die 

Fig. 339. bon dem abgefchnittenen anbes 
ren Korperſtuücke auf die Schnitt» 
ebene CC ausgelibten Elaſti⸗ 
citätsfräfte im Allgemeinen ſich 
zufammenjegen zu einer reful- 
tivenden Kraft oder Spannung 
S und einem Kräftepaar, deſſen 
Are die Richtung DM habe, 
und defien Moment durch bie 
Größe DM auögebrüdt fein mag. Man zerlege nun die Kraft S in zwei 
Gomponenten 5, und S,, von denen S, rechtwinfelig zur Schnittebene, CC 
ft, und S, in die Schnittebene Hineinfällt, und ebenfo das Kräftepaar (vergl. 
$. 97) in zwei Seitenpaare, deren Aren DM, und DM, reſp. rechtwinkelig 
zur Schnittebene und in dieſe Schnittebene Hineinfallend gedadjt werden. 
Benn nun die Kräfte P fo wirken, daß von den vier Elementen S,,S,, M, 
M, nur eins erforberlich ift, um Gleichgewicht hervorzubringen, fo fagt man, 
der Körper fei auf einfache Feltigkeit in Anfpruch genommen, wogegen 
man unter zufanımengefegter Klafticität oder Feſtigkeit diejenige verftcht, 
bei welcher mehr als eins der gedachten vier Elemente zur Herftellung bes 
Gleichgewichts nothwendig if. Danach zerfällt die einfache Elafticität und 
Seftigfeit naturgemäß in vier ——— 

1. Zur Herſtellung des Gleichgewichis mit den äußeren Kräften iſt nur 
eine auf der Schnittebene fenkrechte Kraft S, erforderlih. Der Körper ift 
dann auf Zug oder auf Drudfeftigkeit in Anfpruch genommen, je nachdem 
die Kraft S, von der Schnittfläche nur nad) außen, d. h. nad) dem wegge⸗ 
ſchnitten gedachten Körperftüce hin, oder nad) innen in das betrachtete Körper⸗ 
ftüd CA hinein gerichtet ift. 

Diefer Fall tritt ein, wenn zwei äußere Kräfte P, — P durch Zug 
(franz. traction; engl. extension) in der Arenrichtung eines Körpers AB, 
dig. 340 a. f. ©., wirken. Derſelbe widerfteht dann durch feine Yug- 
oder abfolute Elafticität und Feſtigkeit (franz. elasticitE et resistance 
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de traction; engl. elasticity and strength of extension) dem Ausdchnen 
und Zerreißen. Wirken dagegen zwei Kräfte P, — P drüdend in der Axen⸗ 


Fig. 340. . richtung eines Körpers AB, 
U Fu A 
A fammengebrüdt und endlich zer- 


Sig. 341. malmt ober zerdrückt wird, fo 

— bat man de Drud- oder 
rückwirkende Efafticität 
und Feſtigkeit (franz. slasticite et resistance de oompression; engl. 
elasticity and strength of compression) au liberivinden. 

2. Zur Herftellung des Gleichgewichts genügt die in die Schnittebene 
bineinfallende Kraft 8. Diefer Fall tritt z. B. bei einem Nietbolen, 
Big. 342, ein. Die Kraft P ſucht dem mittleren Theil zwifchen den beiden 

gig. 342. Flächen CC herauszufhieben. Denkt 
man durch eine diefer Ebenen einen Schnitt 
gelegt, fo muß an der Schnittfläche eine in 


diefe hineinfallende Cohäſionskraft S, = — 


angebracht werden, wenn nad) wie vor 
Gleichgewicht ftattfinden fol. Man hat 
es bier mit der Klafticität und Feſtig⸗ 
feit gegen Abfcheeren, ober mit ber Schubelafticität und Feſtigkeit 
(franz. 6lasticitö et rösistance par glissement cisaillement ou tranchant; 
engl. elasticity and strength of shearing) zu thun. 
3. Um den äußeren Kräften das Gleichgewicht. zur halten, ift ein Kräfte: 
paar *) erforderlich, deilen Are M, in die Schnittebene hineinfällt, deſſen 
Fig. 343. Drehebene alſo fenkrecht zur Schnittebene 
ſteht. Diefer Fall tritt ein, wenn drei fid) 
das Gleichgewicht haltende Kräfte P, Q, R 
in verfchiedenen Punkten A, B, C in der 
Are eines Körpers A B, Fig. 343, ſenkrecht 
. dieſe Are wirken. Der Körper wird 
dann gebogen und nad) Befinden zerbrodhen, 
und e8 ift die Biegungs- oder relative 
Elafticität und Feſtigkeit (fra. éla- 
sticitö et r&sistance de flexion; engl. elasticity and strength of flexure) 
des Körpers, welche bei dieſem Umbiegen und Abbrechen überwunden wird. 











*) Streng genommen findet zwar hier in jedem Querſchnitte noch cine Schub: 
wirtung 5, flatt, doch find deren Einflüſſe gegen die biegende Wirkung des Kräfte 
paars Me meift jo unbebeutend, daß fie nur in fpeciellen Fällen berückſichtigt 
werden müſſen. 
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4. Zur Herſtellung des Gleichgewichts iſt das Auftreten eines Kräftepaars 
erforderlich und genügend, deſſen Axe M, ſenkrecht zur Schnittebene gerichtet 
ift, defien Drehungsebene aljo mit der Schnittebene übereinftimmt. Dies 
findet ftatt, wenn zwei fid) das Gleichgewicht Haltende Kräftepaare (P, — P), 
(8, — Q) fo auf einen Körper AB, 
Fig. 344, wirken, daß deren Chenen recht⸗ 
winfelig auf der Are dieſes Körpers 
ftehen. Derſelbe erleidet dadurch eine 
Drehung, welche zulegt in ein Abrolirgen 
übergehen Tann, und es ift hierbei bie 
fogenannte Drehungselafticität und 
Feſtigkeit (franz. élasticito et resi- 
stance de torsion; engl. elasticity and 
strength of torsion) zu liberwinben. 

In allen übrigen Fällen, in welchen zur Herftellung des Gleichgewichtes 
von den vier Elementen S,, S, Mi, M, mehr als eins erforderlich ift, wird 
der Körper auf zufammengefegte Elafticität und Feſtigkeit in Ans 
Ipruch genommen. Das für die Praris Wichtigfte darüber ift in dem baflir 
beftimmten Capitel enthalten. 


Big. 344. 





Ausdehnung und Zusammendrückung. Den einfachften Fall der $. 209. 
Elafticität und Feſtigkeit bietet Die Ausdehnung und Zuſammendrückung pris- 
matifcher Körper dar, wenn biefelben von Kräften ergriffen werden, deren 
Rihtungen in die Are diefer Körper fallen. Es ift natürlich hierbei nicht 

Fig. 346. _ Fig. 346. nöthig, daß beide Sräfte 
eines folchen Körpers bes 
wegend find, die Wirkung 
bleibt diefelbe, wenn ber 
Körper an einen Ende feft- 
gehalten oder unterftiigt und 
am anderen Ende von einer 
Zug- oder ‘Drudfraft er- 
griffen wird. Man ruft 
alfo auch dieſen Fall her⸗ 
vor, wenn man entweder ein 
verticalhäängendes Prisma 
ABCD, Fig. 345, durch 
ein angehängtes Gewicht P ober ein von unten unterftügtes Prisma A BCD, 
dig. 346, durch ein aufliegendes Gewicht P belafte. Im erfteren Falle 
wird der Körper um eine gewifle Größe CC, = DD, — A ausgebehnt, 
und im zweiten alle um eine ſolche Größe zujammengedrüdt; ift alfo 
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anfangs die Länge bes Körpers AD — 1, fo wird diefelbe im erſteren 
Falle auf 


AD—Ii+iA 
gefteigert und im zweiten Yalle auf 


berabgezogen. , 

Die Ausdehnung oder Zufanmendrüdung A wächſt mit der Größe P der 
Zug⸗ oder Drudfraft, ift alfo eine Function derjelben. Dieſe Function oder 
ber algebraifche Zufammenhang zwiſchen P und A läßt ſich nicht a prion 
beftimmen; es hängt bderfelbe von ber phyſiſchen Beichaffenheit der Körper ab, 
unb ift bei verfchiedenen Materien verfchieden. Wenn man P und A ale 
die Coordinaten einer Curve anfieht, und diefe Curve aus einer durch Ber: 
ſuche ermittelten Reihe von zufammengehörigen Werthen der Größen P und 
4 conftruirt, jo erhält man dadurch nicht nur ein anfchauliches Bild von dem 
Geſetze, nach welchem Körper durch äußere Kräfte ausgedehnt und zufammen- 
gebrüdt werben, fondern auch ein Mittel zur Erkennung der Eigenthüm: 
lichkeiten dieſes Geſetzes. 

Trägt man vom Anfangspunkte A aus auf der poſitiven Seite der Art 
X X, Fig. 347, die Spannungen ober Ausdehnungsträfte eines Körpers 


Fig. 847. 


Y 





als Abfciffien AB, AM u. f. w. und in den Endpunkten derjelben Die 
entfprechenben Ausdehnungen als zur Are ZY parallel laufende Ordineten 
BD, MO u. f. w. auf, fo erhält man eine Curve ADO W, welde bat 
Geſetz ber Ausdehnung dieſes Körpers repräfentirt; ſchneidet man umgelehrt, 
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von A aus, auf der negativen Seite ber Are X X die Preffungen ober 
Zufammendrüdungsträfte als Abſciſſen A Bi, AM, u. f. w. ab, und trägt 
an denfelben die entiprechenden Zufammenbrüdungen als Orbinaten Bi Di, 
4, 0, u. f. w. auf, fo ergiebt fidh eine Curve AD, OL Wı, durch welche 
das Gefeg der Zufammendrüdung des Körpers graphifch dargeftellt wird. 
Vielfachen Berfuchen zufolge gehen beide Curven ftetig in einander liber, 
haben folglich in A eine gemeinfchaftliche Tangente G A G,, und find aljo 
eigentlich nırr Zweige einer und berfelben frummen Linie WODAD, O, Wı. 
Wenn auch diefe Curve in ihrer ganzen Erſtreckung bedeutend von einer 
geraden Linie abweicht, fo wird fie doc in ber Nähe des Anfangspunftes A 
mit ber Tangente GE A G, nahe zufammenfallen, und da nun fir diefe bie 
Ordinaten den Abfciffen proportional find, fo ift folglich auch anzunehmen, 
daß die durch Mleine Zug- oder Drudträfte AB, ABı u. |. w. be- 
wirkten Ausdehnungen und Zufammendrüdungen BD, BıDı. 
u. |. w. diefen Kräften proportional find GGooke's Geſetz). 

Die durch eine Zugkraft AM bewirkte totale Ausdehnung MO be: 
fteht aus zwei Theilen, nämlich) aus der permanenten Ausdehnung 
MQ, welde im Körper zuridbleibt, wenn die Zugkraft zu wirken aufs 
gehört hat, und aus der elaftifhen Ausdehnung QO, welche mit ber 
Zugkraft zugleich wieder verſchwindet. Ganz daſſelbe Verhältniß findet 
auch bei bem Zufammendritden ftatt; auch die totale Zufämmendrüdung 
M, O0, ift die Summe aus der permanenten Zufammendrüdung 
M, Qı und ber elaftifhen Q, O,. Bei Heineren Kräften find die per- 
manenten Beränberungen in Hinficht auf die totale fo Hein, daß fie als gar 
nicht vorhanden angenommen und folglich die totalen Ausdehnungen und 
Zufammendrädungen nur als elaftifche angefehen werden Lönnen. Nur dann, 
wenn die Kraft einen gewiſſen Werth A.B (A B,), entiprechend der ſoge⸗ 
nannten Elafticitätsgrenze, überfchreitet, wern fie 3. B. in AM (AM,) 
übergeht, macht die permanente Rängenveränderung MQ (Mı Qı) einen beach⸗ 
tungswerthen ‘Theil der ganzen Ausdehnung MO oder Zufammendrlidung 
M, O0, aus. Hat die Zug. oder Drudkraft einen gewiſſen Werth A U ober 
AU, erreicht, fo find die Wusdehnungen UR, U W ober Zufammendrlidungen 
U, Rı, O1 Wı bei ihren Grenzen angelangt, wobei die innere ober Cohä⸗ 
fionstraft des Körpers der äußeren Zug⸗ ober Drudkraft nicht mehr das 
Öleihgewicht zu halten vermag, und daher der Körper in dem einen alle 
zerrijfen und im anderen Falle zerdrückt wird. 

Wenn man nad) Wegnahme der Kraft eines höchſtens bis zur Elaſticitäts⸗ 
grenze gefpannten Körpers diefen Körper durch eine Heinere Kraft von Neuem 
jpannt, fo erleidet er dadurch feine weitere Stredung oder permanente 
Längenveränberung; es findet aljo dann nur noch eine elaftifche Ausdehnung 
oder BZufammendrüdung ftatt. 
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Wenn in einem Körper unter Emfluß einer beftimmten Zug⸗ oder Drud- 
kraft ein materieller Punkt A von einen anderen um die Ränge Z urſprünglich 
von ihm entfernten Punkte B um ein gewilles Stücd A entfernt, reſp. ihm 


‚um das Stüd A genähert wird, fo ift 4 der auf die Längeneinheit entfal 


Iende Theil diefer Ausdehnung bezüglich Zufammenpreffung, unter der Bor: 
ausfegung, daß fi die Ausdehnung oder Zufammendrüdung gleichmäßig 


über alle Theile der Ränge AB vertheilt. Man nennt diefe Größe : bie 
fpecififhe Ausdehnung oder Zufammendrüdung des Körpers 


in dem Punkte A und nad) der Richtung AB. Dieſe fpecififche Aus 
behnung werde in der Yolge mit 6 bezeichnet und aus 


= sfigt =16, 


d. h. man findet die abjolute Ausdehnung einer Strede von der Ränge I al 


- Broduct aus der Ränge 7 in die fpecififche Ausdehnung, wober bemerkt werden 


8. 210. 


kann, daß man eine etwaige Zufammendriüdung als negative Ausdehnung zu be 
tradjten umd durch das Vorzeichen von 0 zu berückſichtigen Hat. Es möge fpeciell 
unter 0, eine Ausbehnung, unter 0, eine Zuſammendrückung verftandben werden. 


Grundgesetz? der Elasticität. Elasticitätemodul. Wenn in 
dem Duerjchnitte CC, Fig. 348, das unendlich Kleine Flächenelement Of, 
Sig. 348. Wwelches als ein materieller Punkt A aufgefoßt 

| werden möge, einer durch äußere Krüfte hervor 
gerufenen Spannung S unterworfen iſt, welche 
‚nad dem Borftehenden in die Normalfpannung 

8, und in die Schubfpanmung S, zerlegt werde, 





fo verfteht man unter dem Quotienten 7 bie 
Ipecififhe Spannung refp. Breffung im Punkte A der Ebene C, je 
nachdem die Richtung biefer Normalfpannung von dem Körper fort oder nad 
bemfelben hin geht. Es möge die Preffung als negative Spannung ange: 
fehen werden, und ſoll diefe Spannung im Folgenden durch k und zwar eine 
Zugfpannung fpeciel durch k, und eine Drudipannumg durch %, bezeichnet 
werden. Man Bat unter dem Ausdrude k — > offenbar die auf die 
Flächeneinheit (1 TI Millimeter) entfallende Spannung zu verftehen, voraus⸗ 
gefegt, daß die Spannung über alle Punkte der Flächeneinheit gleichmäßig 
vertheilt fei. In gleicher Art foll unter der fpecifiichen Schubfpannung in 


dem Punkte A der Ebene CC der Quotient 5 verſtanden werden, d. $ 
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die auf die Flächeneinheit kommende Schubfpannung, vorausgejegt, daß dieſe 
ebenfalls gleichmäßig über alle Elemente der Fläche vertheilt ſei. Es foll 
bie ſpecifiſche Schubſpannung in der Folge mit £ bezeichnet werben. 
Wenn ein flabförmiger Körper von dem Querſchnitte F, Fig. 349, durch) 
eine Kraft P gezogen wich, fo läßt fi annehmen, daß fich die ganze Spann⸗ 
Fig. 349. kraft P auf die Querjchnittsflähe FF gleichmäßig 
vertheilt, und die fpecifilche Spannung beträgt daher 
= Nach dem Obigen ($. 209) läßt fid) nun an- 
nehmen, daß bei Heinen, die Elaſticitätsgrenze nicht 
überfchreitenden Zugfräften die fpecififchen Ausdeh⸗ 
nungen den entfprechenden fpecifiichen Zugkräften 
proportional jind*). Wenn daher ein prismatifcher 
Körper vom Querſchnitte = Eins durd) die Zug: 
fraft P eine fpecififche Ausdehnung 6 erhält, fo wird 
ein Körper vom Querſchnitte F, welcher durch die 
felbe Kraft P gezogen wird, alfo nur ber fpecifiichen 


Spannung 5 unterworfen ift, eine fpecififche Ausdeh⸗ 





mung — = erleiden, und es ift die geſammte Ausdehnung dieſes Körpers 
bei ber Ränge 2 beffelben daher: A — 1 _ 


Repräfentirt nun AB, Fig. 350 a. f. S., die Spannımg P eines Priemas 
von der Ränge — Eins und dem Querjchnitte = Eins inmerhalb der Elaſtici⸗ 
tätsgrenze und BD die entjprechende Ausdehnung 0, und bezeichnet man den 
Tangentenwinfel G AU —= DAB ber Ausdehnungscurve für den Anfangs⸗ 
punkt A durch c, fo hat man aud): 


BD 6 
tang. & — AB = pP und daher: 
6 — P tang. &, woraus nun 
)i= Pitang. a ei 8* folgt. 


9 Das heißt, daß für denſelben Körper der Quotient 
Spyxecifiſche Ausdehnung 
PT Belaftung 
Vergleicht man Körper von verſchiedenen Duerjchnitten, aber aus demijelben 
Material, mit einander, fo if für alle der Quotient: 
eo __Specifile Auspehnung _ 
7 —— Spannung — einer Conſtanten. 
Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. I 2 


— einer Conſtanten. 
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Die Größe fang. & ift von den phyſiſchen Eigenfchaften des Körpers ab⸗ 
bängig, und jedenfalls nur durch Verſuche zu ermitteln. Nimmt man 
i=1l,F-1mwmP=1l, 
fo erhält man tang. « — A; es ift alfo hiernach die Erfahrungsgröße 
tang. « bie Ausdehnung, welche ein Prisma von der Länge Eins 


Fig. 350. 





und vom Querſchnitte Eins durd die Spannkraft Eins erleidet 
(fiehe Combes: Trait6 de l’exploitation des mines, tome I). Nimmt 
man in der Formel (1) F—= Eins und A—= 1 an, fo erhält man den 
Ausdrud: 





1 = P tang. «, ober —=coban.a—=Pp. 


tang. & 
‚ . 1 

Es ift alfo hiernach lang. © 
Prisma vom Querſchnitte Eins (1 Duadratmillimeter) um feine 
eigene Länge ausdehnen würde, infofern dies ohne Ueberjdrei« 
tung der Elafticitätsgrenze möglid wäre, 

Diefe hwpothetiſche Erfahrungsgeöhe * _ = eotang. a wirb ber Ela⸗ 
ſticitätsmodul (franz. coefficient d’6lasticit6; engl. modul of elasticity) 
des Körpers oder der Materie deffelben genannt und in der Folge durch den 
Buchſtaben Z bezeichnet. Es iſt aljo hiernach: 

Pi 


diejenige Spannkraft P, welde ein 
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oder die ſpecifiſche Ausdehnung: 
A pP 
u 72 
aljo umgekehrt, die der Ausdehnung A entjprechende Kraft: 
9 P= 4 FE=6FE 


Diefelben Formeln gelten natürlich auch fir die Zuſammendrückung A 
durch eine Druckkraft P, und es iſt in diefem alle fogar aud) ber Elafti« 
citätsmodul EZ — cotang. & derfelbe wie bei der Ausdehnung, fo lange die 
Elaftieitätögrenze nicht überfchritten wird, obgleich er hier diejenige Drud- 
fraft bezeichnet, welche ein Prisma vom Querfchnitte Eins um feine ganze 
Länge, aljo bis auf eine unendlich dünne Platte zufammendritdt, unter der 
Borausfegumg, daß dies möglich wäre, ohne die Grenze der Elafticität zu 
überſchreiten. 


Anmerkung 1. Man kann auch den Elaſticitätsmodul E gleichjegen dem Ge⸗ 
wichte eines Prismas, weldhes mit dem Slörper, auf den E wirkt, aus einerlei 
Materie befteht, und denjelben Querſchnitt Eins hat. Iſt a die Länge dieſes Kör- 
pers und y die Dichtigkeit oder das Gewicht von 1 Gubilmillimeter der Materie 
defielben, jo hat man: 


E = ay, und daher umgelehrt a = E. 


Diefe Länge gebraudt Tredgold (nid Young) als Maß der Elafticität (f. T. 
Tredgold, über die Stärke des Gußeiſens und anderer Metalle). At z. ®. für 
Stahl EZ = 22500 Kilogramm und y = 0,0000075 Kilogramm, fo hat man: 
Coon = 3000/00000 Millimeter = 31000000 Meter, 
d. i. eine Stahlflange von 3 Millionen Meter Länge würde einen Stahlftab von 
demjelben Querſchnitt um feine eigene Länge außbehnen, wenn das oben ange: 
gebene Ausdehnungsgefeg ohne Einſchränkung richtig wäre. Wenn man zuweilen 
den Elafticitätsmodul als den reciprofen Werth der ſpeciſiſchen Ausdehnung eines 
Stabes vom Querſchnitte Eins bei der Belaflung Eins definirt, jo folgt bie 
Hebereinftiimmung mit der bier gegebenen Definition ohne Weitere auß dem 
Obigen. Daſſelbe gilt von einer anderen vielfach gefundenen Definition, wonach 
23* x*Specifiſche Spannung 
man unter dem Elaſticitätsmodul den Quotienten 7 = Specfilhe Wusdehnung 
verfteht. | 

Anmertung 2. Bei der Ausdehnung oder Zujammendrüdung eine Körpers 
findet zugleich eine Querſchnittsverminderung flatt, die nah Wertheim (ſ. Compt- 
rend. T. 26) %, der Längenausbehnung oder Zujammendrüdung beträgt. Sf 2 
die anfängliche Länge, F' der anfängliche Querſchnitt und V das anfänglidhe Vo⸗ 
lumen F'} des Sörpers, I, und FF) aber Länge und Querſchnitt bei Einwirkung 
der Zugkraft P, fo hat man das entſprechende Volumen: 

v,=FA,hı=Fi+- Ft -D)—- (F— PR,)l|, alſo: 
y,-V=Fh—-)—-(F-F)l, 

und die relative Bolumenveränderung: 


a= 


25* 
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. F—F un — 1 
Run ift aber F 1% AI), daher folgt: 


v, — v_ Y, (@ T ), 


d. i. die Bolumenvergrößerung ein Drittel der Längenaußdehnung. 
Nah Poiſſon's Theorie ift ſogar r Y ’‚_ 1, (@ 7 ')- 


Beiſpiele. 1) Wenn der Elafticitätsmodul des Meſſingdrahtes 9870 Kilo 
gramm beträgt, weldde Kraft ift nöthig, um einen Draht von 10 Meter Länge 
und 5 Millimeter Dide um 2 Millimeter länger zu ziehen? Es if: 


1 = 10 Meier; 2 = 2 Millimeter — 0,002 Meter, folglich 2 = 0,0009; 


ferner F= 2 = 0,7854 . 5? = 19,685 Quabratmillimeter, 
demnad die gejuchte Kraft: 
P = 0,0002 . 19,635 . 9870 = 88,76 Kilogramm. 
2) IR der Glafticitätsmodul von Eifendraht 21900 Kilogramm, und fpannt 
man eine eijerne Meplette von 20 Meter Länge und 6 Millimeter Dide mit 
75 Kilogramm Fraft an, jo nimmt diefelbe um die Länge 


= 5, _ 8 = 0,00248 Meter = 2,48 Millimeter zu. 














Tragvermögen der Körper. — Tragmodul und Festigkeits- 
modul Die Zugkraft AB, Fig. 351, welche einen prismatifchen Körper 
Fig. 361. 
Y 
v w 











W, 
y 
vom Querſchnitte Eins bis zur Elaſticitätsgrenze ausdehnt, heißt der Trag⸗ 
modul des Körpers in Hinſicht auf Ausdehnung, und ſoll in der 
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Folge durch T, bezeichnet werden, wogegen die Druckkraft A B,, welche den- 
jelben bis zur Grenze der Elaſticität zuſammendrückt, der Tragmodul des 
Körpers in Hinficht auf Zufammendrüdung zu nennen und im Yols 
genden durch T,, zu bezeichnen ift. Aus den Tragmobul 7, und T,, laflen 
fi mit Hülfe des Elaſticitätsmoduls E auch leicht die Ausdehnung 0, und 
Zujammendrüdung 6, bei der Elafticitätsgrenze berechnen; denn es ift 


= — und Su — Au. 
E _ E 


Iſt F der onen eines prismatifchen Körpers, welchem diefe Trag- 

model T, und 7', zulommen, fo hat man da8 Tragvermögen beflelben: 
1) [Tr 306 0. PD) =FT 
und das für Drud . P, = FT, 

Bei Bauausführungen follen die Körper nie über bie Elafticitätögrenge 
hinaus belaftet werden, aljo die Belaftungen felbft bie gefundenen Tragver⸗ 
mögen nicht überſchreiten. ‘Deshalb find denn auch den hierzu verwendeten 
prismatifchen Körpern Querſchnitte zu geben, welche durch die Formeln 


F= F und 
T, 
2) p 
F,= 7 beſtimmt werden. 


Wegen ber zufälligen Ueberlaftungen und Erfchütterungen, welchen bie 
Bau- und Mafchinenwerke noch ausgeſetzt fein können, fowie wegen ber Ab- 
nugung und der Veränderungen, welchen die zu denfelben verwendeten Körper 
im Laufe der Zeit durch die Einwirkungen der Luft, des Waffers u. f. w. 
ausgejegt find, giebt man dieſen Conftructionen infofern noch eine größere 
Sicherheit, dag man in den vorftehenden Formeln ftatt der Tragmodul nur 
die Hälfte oder ein ‘Drittel derfelben einführt, aljo bie Duerfchnitte zwei⸗ bis 
dreimal fo groß nimmt als diefe Formeln unmittelbar angeben. Um eine 


mfache Sicherheit zu erhalten, find folglich in den Yormeln F, — m oder 


F,= u, ftatt 7, oder T,,, die Sicherheitstragmodul = oder 2 
fen 

Die Zugkraft AT (ig. 352 a. f. ©. w bei welcher der prismatifche Körper 
vom Querſchnitt Eins zerreißt, heißt ber Feſtigkeits modul des Körpers in 
Hinficht auf da8 Zerreigen und wird gewöhnlich mit dem Buchſtaben X, 
bezeichnet, unb ebenfo nennt man die Drudkraft A U), bei welcher das Zer⸗ 
drüden oder Zermalmen bes Körpers eintritt, den Feftigkeitsmodul des 
Körpers in Hinficht auf das Zerdrücken und bezeichnet ihm durch den 
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Buchltaben A. Bat der prismatifche Körper den Ouerfchnitt F, fo ift 
natürlich: 





3) 7 — FK, die Kraft zum Zerreißen, und 
P,=FK, bie Kraft zum Zerdrücken dieſes Körpers. 
Noch oft beftinmmt man auch die Querfchnitte der Körper mit Hilfe der 
Bruch oder Feftigkeitsmobul, indem man in die Formeln 


F— ZH m 
K, 
4) p 
F=z . - 


ftatt X, und X, fogenannte Sicherheitsbruchmodul, d. i. Heine Theile 


= ober u, z. B. Viertel, Sechstel, Zehntel u. ſ. w. diefer Erfahrungs: 


zahlen einjegt. Wäre der Tragmodul bei allen Stoffen ein und berjelbe 
Theil des Feſtigkeitsmodul, wären aljo die Verhältnifie nn =7 und 
AB, 


Au zu beftimmte Zahlen, fo würde die Beitinnmung des Querſchnittes 
1 u 

mittels der Sicherheitöbruchmodel auf dafjelbe führen, wie die mitteld der 

Tragmodel; da aber dieſe Berhältniffe bei verfchiebenartigen Körpern ver- 

ichieden find, fo ift nur diefe Beftimmung mittels der Tragmodel 7, und 7, 


oder vielmehr mittel der Sicherheitstragmodel . und In die allge 
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mein richtige und angemeffenere und nur dann mittels der Sicherheits- 


bruchmodel * und zu rechnen, wenn die Tragmodel nicht bekannt ſind. 


Was die Annahme der Sicherheitscoefficienten me anbetrifft, durch welche 
die zuläffige ſpecifiſche Spannung k, = n und bie zuläffige ſpecifiſche Preſ⸗ 


fung k, = Zu beftimmt wird, fo läßt fich über die Größe diefer Coefficienten 


eine beftimmte Regel nicht angeben. Der Conftructeur wird je nach der 
Berwendungsart des betreffenden Körpers m bald größer, bald Heiner ans 
nehmen mäüffen. Für propiforifche Ausführungen wird man m Kleiner an⸗ 
nehmen dürfen, als für folche von langer Dauer; leicht zu erfegenbe Theile 
conftruirt man oft abfichtlich mit einer geringeren Sicherheit, als folche, deren 
Erfag größeren Geld: und Zeitaufwand erfordert, um im alle eines durch 
Zufälligkeiten herbeigeführten Bruches den Nachtheil möglichft gering zu 
machen. Eonftructionen, deren Bruch großes Unglüd nad) ſich ziehen würde, 
erfordern die Annahme eines angemeflen großen Sicjerheitscoefficienten. 
Bo die Erfchlitterungen bejonders ftark ins Gewicht fallen (Hammerwerke, 
Walzwerke) ober wo diefelben befonberd ftörend für den beabfichtigten Zweck 
ausfallen würden (Drehbänte), kommt es niehr darauf an, daß die betreffen» 
den Conftructionsgfieder hinreichende mechanifche Arbeit in ſich aufnehmen 
innen, als dag die höchfte vorkommende Spannung unter einem gewiffen 
Werthe bleibe. Bon befonderer Wichtigkeit flir die Wahl von m ift ferner 


das Verhältniß 2 bezütglich Zu. Bei Gußeiſen ift beifpieläweife für Zug 


a m 2 und für Drut ZU = 755 

Während aljo diejenige Kraft, welche einen gußeifernen Stab zu zerreißen 
im Stande ift, nur doppelt fo groß ift, wie diejenige, welche denjelben Stab 
bi8 zur Elaſticitätsgrenze ausdehnt, tritt eine Zerflörung des Stabes durch 
Drud erft bei einer 5,Ö5mal fo großen Kraft ein, wie diejenige ift, welche 
den Stab bis zur Elaſticitätsgrenze zuſa mmenzudrücken vermag. Man 
wird daher, wenn Gußeiſen Lediglich einer Drudipannung unterworfen ift, 
den Sicherheitscoefficienten m Heiner annehmen bürfen, al8 wenn Gußeijen 
lediglich dem Zerreigen auögefegt ift. Im Allgemeinen wird m um fo Heiner 


geväßft werben Banen, je geöker das Berfältuiß if. 


= 5,5. 


ft der Querſchnitt des Körpers ein Kreis vom Durchmefler d, fo hat _ 
man F= ee daher 





8. 212. 


392 Vierter Abſchnitt. Erſtes Gapitel. [8. 212. 


p—=*E T — 0,7854 d2 T und 


d— ır_ 1,128 YF = 1,128 12 zu ſetzen, 


und es läßt ſich emeh aus der Belaftung P eines Körpers und dem 
Tragmodul -7' feiner Materie die Stärfe finden, bei welcher der seörper 
nicht über die Elaſticitätsgrenze hinaus angejpannt wird. 


Beiſpiele. -1) Welche Laft kann eine Hängefäule aus Fichtenholz aufnehmen, 
wenn fie 0,125 Meter breit und O,1 Meter dick iſt? Den Tragmodul zu 2 Kilo: 
gramm angenommen, erhält man P= FT = 125.10 . 2 = 25000 Rils 
gramm als Tragkraft diefer Säule. Wird aber der Feſtigkeitsmodul 6,5 zu 
Grunde gelegt und eine vierfahe Sicherheit angenommen, jo erhält man 
P=FK.Y=125.10.65.Y, = 20312 Rilogramm. Wegen der 
Vergänglichkeit des Holzes nimmt man, um für lange Zeit Sicherheit zu haben, 
für K nur den zehnten Theil an und erhält jo P= 125.100.65.0,1 
— 8125 Kilogramm. 

2) Eine jchmiedeeijerne und rund abzudrehende Zugftange joll eine Laſt von 
5000 Kilogramm aushalten; welden Durchmeſſer muß diefelbe erhalten? Segt 

5000 


% 
mak,=YT, =7 8ilogramm, fo folgt d = 1,128 V — * 30,1 Millimeter. 


Nimmt man den Feſtigkeitsmodul des Schmiedeeiſens zu 40 Kilogramm und vier⸗ 

fache Sicherheit an, jo folgt & = 1,128 — — 35,8 Millimeter als die 
4 . 

geſuchte Stangendide. 





Arbeitsmodul. Wenn man einen prismatifChen Körper durch eine 
nach und nad) von O bis P = AM = NO (fig. 353) wachſende Kraft 
Fig. 353. 
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anſpannt, und daburch von Null bis A = MO AN verlängert, fo 
wird dabei eine gewiſſe mechanifche Arbeit verrichtet. Diefe tft, wie (aus 
$. 74) befannt, da8 Product aus dem Wege oder der ganzen Ausdehnung 
AN und aus dem Mittel der von O bis P = NO ftetig wachſenden 
Spannkräfte. Sie läßt fich daher durch die Flähe ANO ausdrüden, 
welche der Ausdehnung AN — A als Abfcifje, und der Spannfraft N O 
=AM=P als Ordinate zulommt. Ueberjchreiet diefe Ausdehnung 
nicht die Efafticitätögrenze, fo ift die Flähe ANO als ein rechtwinkeliges 
Dreied anzufehen, defien Katheten A und P find, und es ift daher die ent: 
Iprechende mechanifche Arbeit: 
L — 1/, A, P. 
Setzt man hierin: 
,=0lwP=fFT, 
fo erhält man die Arbeit fir eine fpecififche Ausdehnung 6, biß zur 
Elafticitätsgrengze: 
L=16cl.FW=46T.FiI=AV, 
wenn V das Volumen FI des Körpers und A, eine Erfahrungszahl, den 
jogenannten Arbeitsmobul der Elafticitätsgrenze für die Ausdeh- 
nung bezeichnet, welcher auch durch den Ausdrud 


2 
4,=14A0.CD=1 == o?E 


beftinmt werben kann. 
Ebenſo ift natürlich aud) für die Compreffion bis zur Elafticitäts- 
grenze die erforderliche mechaniſche Arbeit 
Lu = AV 
zu fegen, wobet A, ben Arbeitsmodul 


1 4G.0D=Y%60,,n=% = 1norR 


der Elaſticitätsgrenze für die Zufammendrüdung bezeichnet. 

Für die mechanische Arbeit zum Zerreißen und zum Zerdrücken des pris- 
matifchen Körpers laſſen fich gleichgeformte Ausdriide anwenden; es iſt dies 
ſelbe (ür den erſten Fall: 

L=VB, 
und für den zweiten: 
L,= VB 


wenn B, — Fläche AUW, ben Arbeitömodul des Zerreißens, und 
B, = Fläde AU, W,, den Arbeitömodul des Zerdrückens bedeuten. 

Man erfieht aus dem Vorſtehenden, daß fowohl die mechanifche Arbeit, 
welche einen prismatiichen Körper bis zur Eflafticitätögrenze ausdehnt und 
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comprimirt, als aud) diejenige, welche das Zerreißen und Zerdrücken defielben 
herbeiführt, gar nicht von den einzelnen Dimenfionen, fondern nur vom 
Bolumen V des Körpers abhängt, daß alfo 3. B. zwei Prismen aus bem- 
jelben Material denjelben Arbeitsaufwand zum Zerreißen erfordern, wenn 
das eine doppelt jo lang als das andere ift und dagegen fein Querſchnitt 
nur bie Sal vom Querſchnitt des anderen ausmacht. 


Beiſpiel. Wenn der Elaflictätsmobul des Schmiebeeifens EZ — 20000 Kilo⸗ 


gramm und die Ausdehnung beffelben bei der Elafticitätsgrenze co, — 1ER iR, 
jo beträgt der Tragmodul defielben, da co, = I if: 
1 
T=oE= 150° 20000 = 18,33 Kilogramm, 


und folglich der Arbeitsnodul der Elafticitätögrenze für Ausdehnung: 
AMT =: *75 - 13,33 = 0,0044 Millimeterkilogramm. 

Um alſo einen prismatifhen Körper aus Schmiebeeifen, befien Bolumen = V 
Cubitmillimeter ift, bis zur Elafticitätägrenze auszudehnen, ift die mechanische Arbeit 
L, = A,V = 0,0044 V Millimeterlilogramm 
nötbig. | 

Wäre 3. B. der Inhalt diefes Körpers —= 3 Eubifdecimeter — 3000000 Eubils 
millimeter, jo würde dieſe Arbeit 
L, = 3000000 . 0,0044 = 13200 Rillimeterlilogrannn = 13,2 Meterkilogramm 
betragen. 


Ausdehnung durch das eigene Gewicht. Hat ein prismatiſcher 
Körper AB, Fig. 354, eine bedeutende Länge J, fo erleidet er durch fein 
Gewicht eine namhafte Ausdehnung, welche wie folgt zu beftimmen if. 
Bezeichnet F den Duerfchnitt diefes Körpers, y feine Dichtigfeit ober das 
Gewicht eines Eubitmillimeters feiner Materie, und © die veränderliche Länge 
eines Stüdes deſſelben, fo befteht die Spannung eines Elementes MAN diefed 

Fig. 354. Körpers aus dem Gewichte des darunter befindlichen Körper: 
ſtückes BM —= yFx, und «8 ift folglich [nad $. 210, (2)] 
die entſprechende Ausdehnung der Länge MN = 9x dieſes 
Elementes: 


A au 








xm — vF _ 7 . 
* = 08 = 7, zda. 

B Durch Integration ergiebt fi nun bie Ausdehnung ded 
| ganzen Stückes BM: 

-.! (tr? 

= 5 20: — IE 


und folglich die des ganzen Körpers AB: 





⸗ 
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\ — y 2 _7 F% _1G@ 2 1, 
2E 2FE FE 
wobei @ — Y Fl das Gewicht des ganzen Körpers bezeichnet. 
Wäre biefes Gewicht nicht auf den Körper gleichmäßig vertheilt, fondern 
am Ende B deſſelben wirkſam, fo witrbe die Ausdehnung . 


V=;=2l 





betragen. 

Es iſt alfo die Ausdehnung bes Körpers in Folge ſeines Gewichtes, 
14, X, mir halb fo groß als die, welche ein gleich großes Gewicht 
am Ende bes Körpers hervorbringt. J 

Daſſelbe Geſetz gilt natürlich auch für die Compreſſion A eines Körpers 
durch ſein eigenes Gewicht. 

Wirkt in dem einen oder dem anderen Falle an einem Ende des Körpers 
Noch eine bejondere Zug⸗ ober Druckkraft P, fo hat man die entfprechende 
Ausdehnung oder Compreffton: 


Piı +1, & _PEWHl 

FE- ” FE T7E 

wobei das obere Zeichen zu nehmen ift, wenn bie Kraft P mit dem Ge⸗ 
wichte GE in gleicher Richtung, und das untere, wenn fie dem Gewichte ent- 
gegengefegt wirkt. Im letzteren alle füllt natürlich die Ausdehnung Heiner 
aus, ald wenn P bie alleinige Zug= oder Druckkraft wäre. Es ift hier fogar 
die Gefammtausbehnung ober Zufammendrädung — Null, wenn 

2P 


,@= P, oder @=yYFi=2P di= 7 


= 


 ekhne man bie auf die Querfchnittseinheit entfallende, alfo fpecififche 
Velaftung 5 mit p; ſo iſt die ſpecifiſche Spannung in dem Querſchnitte 
im Abſtande = von dem Angriffspunkte der Kraft gegeben durch p + yr—k 
und die fpecifilche Ausdehnung in diefem Punkte % 5 = atı2 — 6. 
Wirkt die Kraft P in derſelben Richtung wie das Gewicht G, fo gilt das 
obere Zeichen unb ber Ausbrud für % wird em Marimum 
max. k =» +n=74£ 


und ein Minimum 





frz =]; 


min. = p= 5 firz= 0. 
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Zrägt man, Yig. 355, 356, AB=p und CD— yI ſenkrecht zur XAre 
auf, fo giebt da8 Trapez ABDE eine graphifche Darftellung der fpecifilcen 


Fig. 356. Fig. 356. Fig. 367. ig. 358. 


LARSBBALIA 2 7 
J 42 
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185 — J 
E 

Y = — — hi 
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Spannungen fowie der damit proportiomalen fpecififchen Ausdehnungen für 
alle Punkte des Stabes, 
Wirkt P entgegen dem Gewichte GE vertical aufwärts, fo ft k=p— y3 
ein Marimum, Fig. 357, 358, 
max. k=p fur — 0, 
und ein Minimum 
min. x p — ylfırz =. 
Ferner wird hier k — 0 für y p, bi fra — — 
Für die Beſtimmung der Querſchnittsdimenſionen wird derjenige der bei⸗ 
den Werthe p und p — yl maßgebend fein, welcher abfolut genommen der 
größere ift. Auch hier giebt die Figur A BDE eine graphifche Darftellung 





am — 


der fpecififchen Spannungen bezüglid, Ausdehnungen. Wenn * = n; 
do @=F.iy=2pF=2P if, fo füllt der Nullpunkt der Span- 
nung in die Mitte des Stabes; die eine Hälfte wird ebenfo ſtark gedrüdt, 
wie die andere gezogen wird, und die totale Ausdehnung ift Nu, wie bereits 
oben angegeben wurde. 

Sobald die Kraft P nicht am Ende des Stabes, fondern im Abftande I 


vom Ende angreift, fo ift, wenn P abwärts wirkt, Fig. 359 und 360, 
k=0, fürr = 0, 
k=p+yhfiz=lh und 
k=r+yYyl,füoz=ı. 
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Wirkt P vertical aufwärts, Fig. 361 umd 362, fo hat man 
k= 0, fir æ = 0 und fir =; 


k=p—ylı,frz = md 
k=-p— pij für æ =. 
Fig. 359. Fig. 360. Fig. 361. Yig. 362. 


— 





p 
* 


me mann. 





Iqo-mannun nennen 


Fa 


Ein pofitiver Werth von % deutet auf Zug, eim negativer auf Drud, ımd 
find in den graphifchen Darftellungen die Zugſpannungen und Druckſpan⸗ 
mmgen nad) den entgegengejetten Seiten ber XAxe angetragen. 

Anmerlung. Das mechaniſche Arbeitspermögen, welches ein prismatijcher 
Körper in fi aufnimmt, wenn er durch fein eigenes Gewicht ausgedehnt oder 
wmiommengedrädt wird, ift auf folgende Weile zu ermitteln. Das Element MN, 
dig. 363, defien Länge dx ift, wird dur das Gewicht yF’x des Körperftüdes 

dig. 369. BM nad und nad von 0 auf da = —— ausgedehnt, und es 

A nee ift daher die Hierzu nöthige Arbeit: 

yıF «3 
= YyFxz . 24 —* Y — dr. 
Wenn man daher diefen Ausdrud integrirt, jo erhält man daB 
* Arbeitsquantum für alle —— von B bis M: 
LE ya z3 
L=': ar 2 


SE’ 
und aljo daS für die ganze — 


F5 3 7'212 
1-4 =: — —8* = Y 64, 


wobei (nach $. 218) A= 1, F — die ganze Ausdehnung der Stange 


bezeichnet. 

Beifpiel Wenn ein Bleidrabt, deflen Feſtigkeitsmodul X = 2,2 Kilogramm 
und Dichtigleit y — 0,0000114 Kilogramm if, vertical aufgehangen ift, jo 
jerreißt derjelbe bei der Länge 

X 22 


i= Y — 0,0000114 — 193000 Willimeter = 193 Meter 





peoo-... 
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durch fein eigenes Gewicht. Beträgt der Tragmodul deſſelben T’= 1 Kilogramm, 
jo erreicht feine Ausdehnung die Elafticitätsgrenze bei einer Länge 

| = — = ogogpng = 972 Meter, 
und ift der Glafticitätsmodul dieſes Drahtes E = 700 Kilogramm, jo hat man 
die entiprechende Ausdehnung beflelben bei der Elafticitätägrenze: 
ı=—ıh= - - 87,72 = 0,1275 Meter. 

Körper von gleichem Widerstande. Wird der Zug oder ‘Drud 
P eines verticalen prismatifchen Körpers noch durch da8 Gewicht G deſſelben 
anfchnlich vergrößert, fo hat man den Querſchnitt 7 = ni * @ 
um die fpecififche Spannung % höchſtens gleic, dem Trogmebnl T zu erhal: 
ten. Wie aus Fig. 355 hervorgeht, findet diefe Spannung nur in einem, 
dem am meisten beanfpruchten Punkte ftatt, nämlich in ber größten Entfer⸗ 


nung vom Angriffspunfte der Kraft P. In allen übrigen Ouerfchnitten if 
die jpecififche Spannung Heiner, und man könnte daher die Abmeſſungen 





zu madıen, 


- der Übrigen Querjchnitte entiprechend geringer annehmen, ohne die Feftigfeit 


des Stabes zu gefährden. Dadurch würde nicht nur an Conftructiond 
material gejpart, fondern es wird auch noch die ſchädliche Belaſtung felbit 
wegen des num verminderten Eigengewichtes herabgezogen, fo daß der Stab 
in Folge deffen auch ſelbſt an der am meiften beanfpruchten Stelle einen 
geringeren Querſchnitt bedarf, als dies bei einem prismatijchen Körper der 
Fall if. Der ideale Zuftand wiirde offenbar derjenige fein, bei welchem bie 
fpecififche Spannung nicht nur in dem meift beanspruchten, daher gefährlichften 
Duerfchnitte, fondern zugleid) in allen übrigen Querfchnitten den höchſtens 
zuläffigen Werth 7’ oder einen aliquoten Theil beffelben erreichen wilde. 
In diefem Falle wiirde die Widerftandsfühigkeit des Materials am voll- 
ftändigften auögenugt werden, und der Körper mit dem möglich geringften 

Fig. 364. Fig. 365. Materialaufwande auszuführen fein. Die Sicher 
heit wäre dann in allen Querſchnitten gleich groß. 
Derartige Körper nennt man Körper von glei- 
hem Wiberftande. 

Bezeichnet % diejenige Spannung pro Quadrat⸗ 
millimeter, welche man in dem Materiale zulafien 
will (T ober ein aliquoter Theil defjelben), jo er: 
giebt fich der anfängliche Querſchnitt F, am An⸗ 

griffspunfte ber Belaftung P (Fig. 364 u. 365) zu 


Kh=7 


Sn dem Querſchnitte F, im Abftande x von Fi, 
' wirft die Laſt P + @’, wenn @ das Gewicht 








— 


—E — ——— 
‘ 


n-) 
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des zwiſchen F und Fo enthaltenen Körpertheila bedeutet, und es muß, der 

aufgeftellten Bedingung überall gleicher fpecifiicher Spannung zufolge die 

Gleichung gelten: 
nr Pre, 

In dem um die ıumendlich Heine Größe Ox von F entfernten Quer⸗ 
jhnitte, welcher um 9 F zugenommen Hat, aljo F + 9 F beträgt, wirft 
außer der für F geltenden Belaftung P + @’ nod, das Gewicht bes 
zwifchen P und F-+9F eingefchlofjenen Körperelementes von der Ränge Ox. 
Diefes Gewicht ift, unter Y die Dichte bes Materials verftanden, durch 
.YyF. 09x ausgevrüdt. Auch flr den Duerfchnitt F + OF gilt bie 








Gleichung: 
2) FLöF- aherre, 
Dur) Subtraction der Gleichung 1 von der Gleichung 2 folgt nunmehr 
__YyF.dx orF_ y 
of — z oder FT% om. | , 


Durch Integration zwifchen den Grenzen Fo und F' erhält man: 


Fo. 
„— [°E_ — F 
— —— log. nat. F, = log. nat. F, 


und für Fo jeinen Werth = eingeſetzt, folgt: 
Zu= log. nat. (F . 5) d. i. auch: 
Yz k P Lz 
k _ m — ot , 
ee — 7 B oder F’ ze 
Setzt man hierin für = ben Werth 3, fo ergiebt fich ber größte Quer⸗ 
ſchnitt am Ende des Stabes zu: 
Y Y 
F=--.d m... 
Bei einem prismatifchen Stabe würde unter derjelben Vorausſetzung, daß 
die größte fpecififche Spannung = % fein foll, der Querfchnitt am feft- 
gehaltenen Ende ſich berechnen zu: 


Wenn man bie angegebener Nechnungen ausführt, fo folgt nad) der Er- 
ponentialreibe: 
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EIER TIER 2 PEN SrEn 


und durch wirkliche Divifion: 


2 .fı+ 214 &Y + (2ı)4..] 
— +tı+ (1) + ++] 
und es beträgt daher die Differenz Fi} — F, um welche der größte Quer: 


fchnitt des Stabes von gleichem Widerftande fchwächer fein kann, als ber 
Querſchnitt des prismatifchen Stabes: 


LICH EET DEE DEE 


- Um den Materialaufwand des Stabes von gleichem Widerſtande zu finden, 
bezeichne V das Bolumen deflelben, fo bedeutet 9 V das Bolumen des zwiſchen 
den Querſchnitten Fund F + OF (Fig. 364, 365) enthaltenen Körper 


elementes, und es ift: 
Y 


oV=F. d2= — on, 
und durch Integration zwifchen den Grenzen æ —= 0 und x folgt: 


i pP Ir pP 2: 
— De - 0) = 2 (& 1) 
7 
Setzt man & — 1, jo folgt das Volumen des ganzen Stabes: 


Y 
‚= > (— _ ı), 
und das ganze Gewicht 
Fı 
G=P (— — ı). 


Man kann diefe Formeln aud) fchreiben: 


* B (5 )- 
*5776 — 1 = WR) 
und 
G=k(F— FR). 
Bei einem prismatifchen Stabe fiir diefelbe Belaftung P alfo vom Quer⸗ 
fchnitte 








pP 
h=,-7 
berechnet fich das Volumen zu 
n=Rl= P. 


k — Iy 
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und das Gewicht 
P.iy 


:— Iy 
Um P und Y, mit einander zu vergleichen, feien wieder die angezeigten 
Rechnungen auögeflihrt, fo folgt: 


ES IEEN DEe Dre 
— Dre cD 2 


Gı 





More 
2] 


Die Differenn Yı — P, d. 5. diejenige Materialmenge, welche unter 
gleichen Umftänden der prismatifche Stab mehr erfordert, als derjenige von 
gleichem he ergiebt fich daher zu: 


17-7 EHRE] 
Da bie eat Ausdehnung oder Zufammendrüdung eines Körpers von 
gleichem Widerftande überall biefelbe, nämlich 6 — * iſt, fo ſteigert fich 


folglich die Geſammtausdehnung deſſelben auf A = ol — * I, während 
fie bei dem prismatischen Körper nur die Größe: 

ft h® ,_ —— EX 
hat. 

Die wirkliche Ausführung der im Vorhergehenden berechneten Form von 
gleichem Widerſtande wilrde auf große praktiſche Schwierigkeiten ſtoßen. Man 
begnügt fich daher in ber Praris in folchen Fällen, wo überhaupt das Eigen- 
gericht des Körpers von Belang ift, d. h. bei großer Länge I (Geftänge für 
Schächte) mit einer abfagweien Veränderung des Duerfchnitts, bei welcher 
Anordnung der Gewinn an Material nicht ganz fo groß ausfallen kann, 
wie e8 bei einem Körper von genau gleichem Widerftande der Fall iſt. Iſt 
biefer Körper AB, Fig. 366 a. f. ©., aus prismatiſchen Theilen zufammen- 

Weisbach's Lehrbud der Mechanik. L 26 
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zufegen, welche die Rängen I, T, 2; u. ſ. w. haben, fo fteigert fi die Laſt P 
durch die Gewichte Fly, Fly, Fri y u. |. w. der Stücke nad) und 

Fig. 366. nad) auf PL, Pr, Ps u. f. w. Hiernach ift der erforderliche 
Duerjchnitt des erften Stüdes: 











pP 
h=,-iy 
ferner der des zweiten: 
P, Fk 
BN= — 1 
"k—hy k—hy 
ber des dritten: 
PR ___ Rk 
Keim Tinmytt® 
Sind alle Stüde gleich lang, it ah = =, =... —1, 


P 
fo bat man einfacher: 


pP pP k 
re) 

Fk _P 2 
A ki ı 6): 


uk >» 
h=-,_,” (on) «im 


aljo allgemein, den Duerfchnitt De nten Stüdes: 


P/ k \ 
„=; (on) 


Das Bolumen des Körpers ift 
v=(+R+PB+-- Ml, 


und, wenn man ber Kurze wegen z * I» — ce fest, fo folgt 











F=erctetet I Flretatemg 





Nun ift aber die Parenthefe ‚gleich dem Werthe — 2. wie man fidh 
leicht dur) Ausführung der Divifion überzeugt, und es ift auch 
— _ 7 
e 1 7751 775 
folglich ergiebt ſich: 
Poe—1 pP k pP 
art in m yend 
k—Iy 


, eu) 
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dir P P * 5 läßt ſich nun % . F, ſetzen, und wenn man unter 


Fo den Querfchnitt verfteht, welchen die Laſt P allein ohne Rüdficht auf 
das Eigengewicht erfordert, jo daß P = kF, ift, fo läßt fich obige Yormel 
ſchreiben: 


x 
=, Mm PR) 





ober da F} wenig von Fo abweichen wirb, auch: 
k 
= 7 (F nn — F 1). 


Endlich ift das Gewicht des Geftänges: 
G=k(M— RR). 


Beiſpiel. Welden Querſchnitt muß ein 300 Meter langes ſchmiedeeiſernes 
Shadtigeftänge erhalten, wenn daflelbe außer feinem eigenen Gewichte noch eine 
Laſt P = 40000 Rilogramm zu tragen hat? Nimmt man die hödhftens zuläffige 
fpecifiide Spannung k = 6 Kilogramm an (anflatt des Tragmoduls 13,13), jo 
ft, da 1 Eubilmillimeter Schmiedeeilen 7 = 0,0000076 Kilogramm wiegt, der 
geſuchte Querſchnitt: 

pP 40000 40000 
F= % - 13 7 5 500000.0,000076 — In ” 10762,7 Quadratmm,, 
und das Gewicht des GBeftänges: 
G=F.1y= 10752,7 . 300000 . 0,0000076 = 24516,2 Kilogramm. 

Könnte man diefem Geflänge die Form eines Körpers von gleichem Widers 

Rande geben, jo würde man zum kleinſten Querfchnitte: 
pP 40000 ur: 
F= = 77 7 6666,7 Duabratmillimeter, 
zum größten: 


2. 
Fa=F,.e* 6G6667. eoas = 6666,7. 1,46225 = 9747,4 Quadratmillimeter 
und das Gewicht des GBeftänges: 
GAHk=Vn.y=k(Fa — F,) = 6 (9747,4— 6866,7) = 18484 Silogramm 
erhalten. 
Iſt der Elafticitätsmodul des Schmiedeeiiens EZ = 20000 Rilogramm., jo bat 
man folglic) die Verlängerung des Geſtänges im Iegteren Yalle: 
_ k,„__ 6.300000 _ * 
1* 5 i= —m = 90 Millimeter 
und dagegen im erfteren: 
P+YG, __ 40000 + 12258 0— ms 
— = 40000 + 24516 90 = 729 Millimeter. 


Ausdehnungs- und Compressionsversuche. lm das Elaftici- $. 215. 
tätsgejeg eined Stoffes vollftändig kennen zu lernen, ift nöthig, dag man 
möglihft lange prismatifche Körper aus demfelben durch allmälig zu vers 
größernde Gewichte nicht allein nad) und nad) und bis zum Zerreißen aus⸗ 

26* 
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dehne, fondern auch nach und nad) bis zum Zerdrüden zufammenprefie, und 
daß man hierbei die durch jedes Gewicht bewirkte Ausdehnung oder Zufam- 
mendriidung beobachte. Giebt man dem zu unterfuchenden Körper eine ver- 
ticafe Rage, fo können diefe Gewichte unmittelbar an diefen Körper angehangen 
oder auf denfelben aufgelegt werden, und fie geben dann unmittelbar. die Größe 
ber Zug⸗ oder Druckkraft des Körpers an. Um aber nicht mit zu großen 
Gewichten erperimentiren zu mäffen, zieht man e8 vor, die Gewichte mittels 
ungleicharmiger Hebel auf den Körper wirken zu laſſen, wobei diefelben im⸗ 
mer an ben längeren Arm (a) angehangen werden, während das eine Ende 
des Körpers vom fürzeren Arme (d) ergriffen wird. Durch Multipfication 


des Gewichtes @ mit dem Armverhäftniffe = ergiebt fich dann Leicht die ent- 


fprechende Zug⸗ oder Drudkraft P=7 G. Auch wenbet man mit Bor 
teil, namentlich zur Erzengung bedeutender Zug⸗ oder Druckkräfte, anftatt 
der Gewichte fogenannte hydraulische Preffen an. Um bie Größe der Aut 
dehnung oder Zufammendrädung beobachten zu können, verjieht man entweder 
den zu unterjuchenden Stab in der Nähe von jebem feiner beiden Enden mit 
einem feinen Striche, ober man befeftigt an diefen Stellen auf bemfelben ein 
Baar, vielleicht gar als Berniere vorgerichteter Zeiger, ımd um nicht nur die 
elaftiiche, fondern auch die permanente Ausdehnung zu ermitteln, mißt man 
die Entfernung diefer Striche oder Zeiger von einander nicht allein vor dem 
Auflegen und während des Aufliegens eines Gewichtes, fondern auch nad) 
erfolgter Abnahme deffelben. Man läßt auch gern inzwifchen mehrere Diimuten, 
oder nad) Befinden einige Stunden Zeit verfließen, weil, zumal bei ſtärkeren 
Spannungen, bie Ausdehnung ımd Zufanmendritdung nicht momentan, fon 
dern erft nach Verlauf einer längeren Zeit einen gewifien Werth annehmen. 
Die Ausmeſſung diefer Entfernung erfolgt entweder durch einen Stangen 
zirfel ober mittels einer unmittelbar am Stabe hinlaufenden Eintheilung; auch 
wendet man hierzu ein fogenanntes Kathetometer an, welches in ber Haupt: 
fahe in einem an einem verticalen Stabe aufs und niederſchiebbaren Luft: 
blofenniveau (ſ. „Ingenieur“ ©. 234) befteht. 

Um die Compreffion an längeren Stäben beobadjten zu können, muß man 
biefe Stäbe während des Verfuches in eine röhrenförmige Leitung ftellen; 
auch find diefelben von Zeit zu Zeit einzufchmieren, damit fie ſich ohne Hin- 
derniß in biefer Leitung verjchieben Können. 

Kommt e8 nur darauf an, den Feſtigkeitsmodul eines Körpers zu ermit⸗ 
teln, fo kann man ſich zu den Verfuchen kürzerer Körper bedienen. 

Zu den Zerreißungsverfuchen wendet man Körper mit ſtarken 
Köpfen, A und B, Fig. 367, an, welche genau in der Are durchbohrt find. 
Jede Durchbohrung erhält in der Mitte eine ringfürmige Schneide, damit 
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der Körper mitteld eines durchgeſteckten Bolzens CD und durch einen die 
Enden diefes Bolzens ergreifenden Hafen EF genau in ber Üre gezogen 
Fig. 367. werde. Bei den Zerdrüdungs- 
Ä verfuchen giebt man dem Körper 
A, Fig. 368, zwei parallele Grund⸗ 
flächen, und bringt denfelben zwijchen 
zwei Cylinder Bund C mit ebenfalls 
eben abgeichliffenen Grundflächen. 
Während nun ber abgerundete Kopf ZZ des einen Cylinders von der preſſen⸗ 
den Kraft ergriffen wird, ſtützt fich der andere Eylinder gegen eine ftarfe 
Fig. 368. Fußplatte D, und gleiten beibe in dem Inneren 
eines Cylinders ZF. Der Drud P auf den 
Kopf H des Stempels B befteht entweder in der 
Kolbenkraft einer hydrauliſchen Preffe oder in ber 
Kraft eines in der Figur nur zum Theil anges 
gebenen einarmigen Hebel LO. 

Während das Yerreißen eines Körpers in dem 
Heinften Querſchnitte deſſelben erfolgt und ſich 
daher der Körper nur in zwei Stüde zertheilt, 
geht das Zerdrücken in der Regel i in fchiefen Flächen 
vor fi), wobei der Körper in mehrere Stüde zer- 
fällt. Brismatifce Körper zertheilen fich Hierbei vorzitglich in zwei Pyramiden, 
welche die beiden Grunbflächen bes Körpers zur Baſis und den Mittelpunkt 
befielben zur Spige haben, und nächftdem in andere pyramidenähnliche Körper, 
deren Grundflächen die Seitenflächen des Ganzen ausmachen und deren 
Spigen ebenfalld die Mitte bes Körpers einnehmen. Körper, welche nad) 
verfchiedenen Richtungen ein verfchiedenes Geflige haben, verhalten fich 
natürlich anders; fo wird z. B. ein Holzſtück durd) eine Kraft, welche in der 
Richtung der Faſern deifelben wirkt, dadurch zerdrüdt, daß im kleinſten 
Duerfchnitte deflelben eine wulftförmige Ausbiegung entfteht. 





p 7 





Ausdehnungsversuche. Die erften gründlichen Unterfuchungen über $. 216. 
die Ausdehnung und Elafticität des Eifens in Drähten haben wir Gerftner 
zu verdanken. Derſelbe verwendete zu den hierbei zu Grunde gelegten Ver⸗ 
fuhen Eiſendraht von 0,2 bis 0,8 Linien Dide und bediente ſich des in 
dig. 369 a. f. ©. abgebildeten Hebelapparates mit einem 15 Yuß langen 
Zeiger CD, einem Gegengewicdhte G und einem Laufgewichte Q. Der 
ungefähr 4 Fuß lange Draht EF wurde am Ende E feftgeflenmt und 
mit dem oberen Ende um einen Wirbel F gewunden, welcher fich mittels 
einer Schraube S ohne Ende umdrehen ließ, woburd) natürlich dem Drahte 
jede beliebige Spannung gegeben werben konnte. Die dadurch bewirkte Aus- 
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dehnung des Drahtes gab die Zeigerfpige D an einem eingetheilten Stabe 
AB vervierundfünfzigfadyt an. Die fchneidige Are O des Hebels forie 


Fig. 369. B 





der Wirbel F, um welche das obere Enbe des Drahtes gewunden war, und 
die Schraube ohne Ende S zum Umdrehen des Wirbels find in Fig 370 ın 

Fig. 870. größeren Maßſtabe befonders abgebildet. 
Durch diefe Verſuche weift Gerftner 
nad), daß jede Ausdehnung die Summe 
von zwei Ausdehnungen ift, wovon die 
eine (die elaftifche Ausdehnung) nad) 
Abnahme des Gewichts verfchtwindet, und 
die andere (die permanente Ausdeh— 
nung) zurüdbleibt, und daß in Yolge 
beifen Die Ausdehnung 4 fogar innerhalb der Elafticitätögrenze nicht genau der 
fpannenden Kraft P proportional, fondern daß e8 angemeffen ift, die Formel 





P= 4 FE[S. 210 (4)] 
durch die Reihe 


?=3[ı +e3+6(2)]F= 


worin « und P Erfahrungszahlen bezeichnen, zu erſetzen. 

Später wurden von Lagerhjelm fowie auch von Brix ausgebehnte 
Berfuche über die Elafticität und Feltigkeit bes Schmiedeeifens und Eiſen⸗ 
drahtes zur Ausführung gebradht. Beide Erperinientatoren wendeten zu 
ihren Verſuchen einen Wintelhebel A CB, Fig. 371, an, defjen längerer 
Arm CB von dem auf eine Wagfchale W aufgelegten Gewichte G ab: 
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wärts gezogen wurde, wodurch der am kürzeren Arme CA angefchlofiene 

Eifenftab oder Draht DE beliebig gefpannt werben konnte. Bei dem 
| Fig. 371. 


AD: 





Apparate von Brir betrug das Hebelarmverhältniß = — Yo, und e8 


war bier das eine Drahtende D mitteld Kluppe, Haken und Bolzen an ben 
Arm CA und das andere Ende Z auf gleiche Weife an eine Schraube 8 
befeftigt, welche durch eine Kurbel K und mittels eines Räüderwerkes in Um⸗ 
drehung gefegt werben konnte. Zur Angabe der Längenausdehnung dienten 
zwei Nonien d und e, welche an den Enden auf ben Draht aufgejchraubt 
wurden und über zwei in Biertellinien emgetheilten Scalen fg hinliefen. 
Nachdem man den Draht in den Kluppen eingeflemmt hatte, wurde bie Wag- 
ſchale nach und nad mit größeren Gewichten beladen, und bei jedem einzelnen 
Berfuche durd) Drehung der Kurbel K des Räderwerkes ber Draht fo ge- 
ſpannt, daß fich der Hebel von feiner Unterftügung erhob, und fich fo bie 
Spannung bes Drahtes mit dem Gewichte GE ins Gleichgewicht fette. “Die 
Berfuche wurden mit Drähten von 11/, bis 11/, Linien Stärke ausgeführt, 
und gaben für biefelben, wenn fie ungeglüht waren, im Mittel ben Feſtig⸗ 
feitsmodul X = 94000 Pfund pro Duadratzoll (68,7 Kilogramm pro 
Duadratmillimeter), und dagegen nad) dem Glühen, X = 62000 Pfund 
(45,3 Kilogramm). Der Clafticitätsmobul wurde dagegen für geglühten 
und umgeglühten Draht im Mittel Z — 28’000000 Pfund (20500 Kilo- 
gramm pro 1 Duadratmillimeter) gefunden; ferner ergab fich, daß die Örenze 
der Elafticität erreicht wurde, wenn die Spannung bei ungeglühtem Draht 
0,5 K und bei geglühtem 0,6 K betrug. Bei ftärferen Spannungen traten. 
bleibende” Ausdehnungen (Stredungen) ein, unb es betrug die ganze Aus- 
dehnung im Augenblicke des Zerreißens bei ungeglühtem Drahte 


5 — 0,0034, und beim geglühten * = 0,0885, alſo 26mal fo viel. 
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Bei dem Apparate von Lagerhjelm erfolgte die Anfpannung des Drahtes 
durch eine hydrauliſche Prefle, deren Kolbenftange das Ende des Eifenftabes 
ergriff. 

Zu diefen Berfuchen verwendete Tagerhjelm verfchiedene Eifenftäbe von 
36 Zoll Länge mit kreisrunden und quadratifchen Querfchnitter von !/, Zoll 
u. ſ. w. Seitenlänge. Denfelben zufolge ift im Mittel der Elaſticitätsmodul 
des ſchwediſchen Schmiedeeifens: 


E = 44000000 Pfund (32000 Kilogramm pro 1 Quadratmillimeter), 
der Feſtigkeitsmodul 


K= - E = 88000 Pfund (64 Kilogramm), 


und der Tragmodul 


1 
T—=6.E= T600° 44'000000 —= 27500 Pfund (20 Kilogramm). 


Wertheim ließ bei feinen Berfuchen über die Elafticität und Cohäſion 
der Metalle die zu unterjuchenden Drähte frei herabhängen, und befeftigte an 
denfelben einen Gewichtsfaften, weldyer mittels Fußichrauben auf dem Fuß- 
boden ruhen konnte. Um den Draht durch die in den Kaften gelegten Ge⸗ 
wichte anzufpannen, wurden die Fußſchrauben jo weit herumgedreht, bis der 
Kaften zum Schweben fam. Zur Yusmittelung ber Ausdehnungen bes 
Drahtes diente ein Kathetometer. Diefe Verſuche wurden unter fehr ver- 
fchiedenen Temperaturen an vielerlei Metalldrähten, als von Eifen, Stahl, 
Meifing, Zinn, Blei, Zinf, Silber u. ſ. w., angeftellt. Die Hauptergebniffe 
diefer Verſuche find in der folgenden Tafel ($. 218) enthalten. 


Der Apparat, womit Fairbairn feine Feſtigkeitsverſuche angeftellt bat, 
befteht in der Hauptjache in einem ftarfen fchmiedeeifernen Hebel oder Wag- 
balfen ACD, Fig. 372, defien Stützpunkt D von einem ftarfen Bolzen 
F feitgehalten wird, welcher von unten mitteld einer Schraubenmutter höher 
oder tiefer geftellt werben Tann. Zwei eiferne Säulen geben dem Fußſtück 
H H, durch welches F hindurd) ging, den nöthigen Widerftand. Das zu 
unterfuchende Eifenftid LM war mittels einer Kette an dem auf ben Säus 
fen TT vuhenden Träger KK aufgehangen und durch Bolzen und Ringe 
mit der Scheerre C des Wagbalkens A C.D verbunden. An bem langen 
Arme des Iegteren hing nicht bloß ein größeres conftantes Gewicht G, fon- 
dern aud eine Wagfchale N zur Aufnahme Heinerer Gewichte; zur Unter- 
ſtützung des Hebels von unten diente ber Bolzen X und zum Aufheben 
deflelben ein Seil O P, welches oben liber eine Leitrolle Tief und ſich unten 
auf die Welle W einer Winde UYZ wideln ließ. Nach dem Auflegen ber 
Gewichte ließ man durch langſames Umdrehen der Kurbel U das Hebelende 

& 
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E allmälig herab, bis endlich das zu prüfende Eifenftüd durch G und die 
Gewichte N allein geipannt wurde. 


Big. 372. 





Anmerlung Gerſtner's Verſuche über die lafticität der Eijendrähte 
u. |. mw. find abgehandelt in Gerſtner's Mechanik, Bd. I.; über die Verſuche von 
Zagerhjelm ift nachzuleſen die Pfaff’iche Ueberfegung der Abhandlung: Ber: 
Suche zur Beflimmung der Dichtigkeit, Gleichartigkeit, Elafticität, Schmiebbarleit 
und Stärfe des Stabeijens u. | mw. von Lagerhjelm (Nürnberg 1829), und 
über die Verſuche von Brix macht die nöthigen Mittheilungen: die Abhandlung 
uber die Gohäfions: und Elafticitätsverhältniffe einiger bei Hängebrüden in An- 
wendung fommenden Eijendrähte (Berlin 1837). 

Die Berfuhe von Wertheim über die Efafticität und Cohäſion der Metalle 
u. |. w., jowie au über Glas und Holz werden in Boggendorff’s Annalen 
der Phyſik und Chemie, Ergänzungsband II, 1845, abgehandelt. Die Elafticitäts- 
model der genannten Körper find bier nicht allein dur Ausdehnungs-, jondern 
auch durd Biegungs: und Schwingungsverſuche beftimmt. Ueber Yairbairn’s 
Feſtigkeitsverſuche it in defien Useful Informations for Engineers nadzulefen. 


‚Eisen und Holz. Die ausführlihften Verſuche über die Elafticität und $. 217. 
Feſtigkeit des Guß⸗ und Schmiedeeifeng find in der neueften Zeit von Hodglin- 
fon angeftellt worben; durch fie Hat man erft die Geſetze der Ausdehnung 
und Zuſammendrückung diefer in der praftiichen Anwendung jo ſehr wichtigen 
Stoffe vollftändig kennen gelernt. Obgleich hiernach das auf verfchiedene 
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Weiſe erzeugte Eifen ziemlich verjchiedene Elafticitäts- und Feſtigkeitsgrade 
gezeigt bat, fo ift e8 doch möglich, das Verhalten diefes Körpers in Hinficht 
auf Ausdehnung und Compreffion durch Curven auszudrüden. 

Diefen Verſuchen zufolge ift fiir Gußeifen (franz. fonte; engl cast- 
iron) im Mittel, und zwar fowohl für Ausdehnung als auch für Compreſ⸗ 
fion, der Elafticttätsmodul: 

E = 10000 Rilogramm, bezogen auf den Querſchnitt von 1 Quadrat 
millimeter, und folglich: 
E = 1368 . 10000 = 13’680000 Pfund, bezogen auf 1 Quadratzoll 


Querſchnitt. 
Ferner iſt die Ausdehnung bei der Elaſticitätsgrenze: 
| ot _]1_. 
TU 1500 
Diefer Ausdehnung entjpricht der Tragmodul: 
T. 100 _ 6,67 Kilogramm ober: 
500" 3 ’ 
13’680000 
T, — 7500 — 9120 Pfund. 
Die Compreffion bei der Efafticitätögrenze ift dagegen: 
1 . 
"go 
daher der Tragmodul des Zerdrüdens: 
10000 13’680000 
n = 750° = 13,33 Kilogramm = 0 — 18240 Pfund. 


Der Teftigleitsmodul für das Zerreißen ift durch diefe Verſuche gefunden 
worden: 

K, = 13 Kilogramm — 17780 Pfund, 
und dagegen ber für da8 Zerdrücken: 

K,= 72 Kilogramm — 98500 Pfund. 
Es ift alſo beim Gußeiſen die Feſtigkeit des Zerdrückens über 82/, Mal jo 
groß als die des Zerreißens. 

Für das Schmiedeeiſen (franz. fer; engl. wrought-iron) iſt ferner 

fowohl bei Ausdehnung als bei Zufammendridung im Mittel: 

E = 20000 Kilogramm — 27,400000 Pfund, 


und die Elaſticitätsgrenze ungefähr bei 0 — 4 


1 
7 S In00? dehet be 


Tragmodul: 


T= a — 13,33 Kilogramm — 18240 Pfund. 
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Endlich, Hat fich der Feitigleitsmodul für das Zerreißen bes Schmiebeeifens 
K, = 40 Kilogramm — 54700 Pfund, 
und für das Zerdrücken: 
K,= 30 Kilogramm — 41000 Pfund ergeben. 

Es iſt alfo der Elafticitätsmodul bes Schmiebeeifens ungefähr boppelt 
jo groß als für das Gußeiſen, und während flr das Zerreißen der Feſtig— 
keitsmodul des Gußeiſens ungefähr nur ein Drittel von dem des Schmiebe- 
eifens ift, beträgt dagegen für das Zerdrücken der Feſtigkeitsmodul des 
Gußeiſens ungefähr zwei und ein Halb Dal fo viel als ber des Schmiebe- 
eiſens. Dieſe Elaſticitäts⸗ und Feſtigkeitsverhältniſſe des Guß und Schmiebe- 
eiſens ſind durch die graphiſche Darſtellung in Fig. 373 vollſtändig vor 


Fig. 973. 
Schmiedeeisen 
Tausendtel 107Y 
8 
74 Holz 

6 
8 
4 
3 

2 Gusseisen A 

Tausend Pfund ı1 Zr 2— 
0 80 70 60 50 40 30 20 10 Zr X 
—X 0 20 30 40 50 60 
4 — fi Tausend Pfund 
Schmiedeeisen : 
4 
Holz 5 " 

6 
7 
8 
Gusseisen 


„Y:10 Tausendtel 


Augen geführt. Vom Anfangspunkte A aus find auf der rechten Seite der 
Abſciſſenaxe X X die Ausdehnungs- und auf der linken die Compreffions- 
Eräfte in ZTaufendpfunden, und zwar pr. Quadratzoll Querſchnitt, angegeben, 
während bie obere Hälfte der Orbinatenare X Y die entiprechenden Ausdeh⸗ 
nungen und die untere bie Zufammendrüdungen enthält. Es fällt befonders 
in die Augen, daß die Curve bes Gußeifens anf der Seite der Compreffion 
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und die des Schmiedeeifens auf der der Ausdehnung eine bedeutende Er⸗ 
ftredung bat; auch bemerkt man, daß diefe Curven in der Nähe bes Aufangs- 
punktes A nahe gerabe Linien bilden. 

Da nächſt dem Eifen vorzüglich noch das Holz (franz. bois; engl wood) 
häufig in Anwendung kommt, fo find in der Figur noch die Elaſticitäts⸗ 
verhältniffe des Tannen⸗, Buchen: und Eichenholzes u. |. w. durch eine 

Tig. 374. 
Schmiedeeisen 


Tausendtel 101Y 
9 


Holz 


Gusseisen 
dr —d 


Tausend Pfund zZ ü[ 


oo 80 70 60 50 40 30 20 10 LT X 
"X —— N 0 20 30 40 50 60 
a ⸗ Tausend Pfund 


Schmiedeeisen 


8 
7 
6 
5 
4 
3 
2 
a 
J 


— 


> on a HA nn a ww wPm 


Gusseisen . 
„Y310 Tausendtel 


Curve graphifch dargeftellt. Es ift flir diefe Holzarten im Mittel der Elaſti⸗ 
eität8modul: 
E = 1100 Kilogramm — 1’500000 Pfund; 


ferner die Efafticitätägrenze bei 6 — - der Läange, daher der entſprechende 


Tragmobul: 
1100 


T= ©” 1,8 Kilogramm — 2500 Pfund. 


Endlich ift der Feſtigkeitsmodul fiir die Ausdehnung: 
K, = 6,5 Kilogramm — 8900 Pfund, 

und dagegen für die Compreffion: 
K,= 45 Kilogramm = 6200 Pfund. 
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Das Berhältniß der Elafticitätsmodel 1100 : 10000 : 20000, annähernd 
—=1:9:18, zwiſchen dem Holze, Guß- und Schmiebeeifen ift in der 
Figur duch die Subtangenten ab, ac und ad ausgedrüdt. 
Die Arbeitsmobul A = 1/,; OT für die Efafticitätsgrenze drüden die 
Dreiede Aab, Aa,c, und Aaıd, aus, weiche die Inhalte der Heinen 


. 1 
Ausdehnungsverhältnifie 5 — Aa — 0 md 6 = Aa, = 1500 
(amähernd) zur Grundlinie haben. Es ift dem Obigen zufolge, fir Holz 

1 


A=W0T=h- - 1,8 = 0,0015 Millimeterlilogramm 


600 


1. 0 . 2500 — 2,08 Zollpfunb, 
für Gußeiſen: 
A=1%. 1 Em 50 - 6,67 = 0,00222 Millimeterkilogrm. = 3,04 Zollpfund, 
und fir Schmiebeeifen: 
A=N- es — 0,00444 Millimeterkilogramm — 6,08 Zollpfund. 


Um die Urbeitsmodel fiir das Zerreißen und flir das Serdrüden beftim- 
men zu können, ift eigentlich eine vollftändige Reihe von Ausdehnungs- und 
Sompreffionsverfuchen nöthig, da dieſe Model durch die Quadraturen (fiche 
$. 29 der analyt. Hülfslehren) ber vollftänbigen Curvenzweige fowohl auf 
der einen al8 auch auf der anderen Seite der Ordinatenage ausgedrüdt 
werben; namentlich ift dies erforderlich bei der Ausdehnung des Schmiede⸗ 
. eijens und bei der Compreſſion des Gußeifens, da den Veränderungen dieſer 
Körper Curven zukommen, bie von geraden Linien bedeutend abweichen. 

Beim Holze ift die Ausdehnung und Compreffion im Augenblicke bes 
Zerreißens und Zerbrüdeng zu wenig befannt, als daß ſich fiir daſſelbe mit 
einiger Sicherheit die Arbeitsmodel deffelben für das Zerreißen und Zer⸗ 
drüden angeben ließen. Behanbelt man die entiprechenden Curven als gerade 
Linien, fo erhält man den Arbeitsmodul des Zerreißens: 


—_1,. Zi). 
B gro 
und —— den des Zerdrückens: 
4,503 uns . 
—]1 I — 
ne E — 1100” 0,0092 Millimeterkilogem. — 12,8 Zollpfb. 
Für das Zerreißen des Gußeiſens Tann man die Ausbehnung 0, 

= 0,0016 und bie mittlere Kraft 6,5 Kilogramm annehmen, jo daß für 
dafjelbe der Arbeitsmobul bes Zerreißens: 


2 
65° _ 0,019 Millimeterkilogramm — 26,4 Zollpfb. 
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B, = 0,0016 . 6,5 = 0,0104 Millimeterkilogrann = 14,2 Zollpfund 


zu ſetzen ifl. 
Für das Zerdrüden des Gußeifens möchte dagegen die größte Zuſam⸗ 
mendrildung 0, — 0,008, und bie mittlere Compreffionstraft — 36 Kilos 


Sig. 375. 
Schmiedeeisen 
Tausendtel 101Y 
9 
8 
74 Holz 
6 
5 
4 
3 
Tausend Pfund ap > 
no 0 no Ha oa nn ⏑V — x 


—X ——T 0 20 30 40 50 60 
a — ul l Tausend Pfund 
Schmiedeeisen r 
4 
Holz 
7 
8 
Gusseisen _ 9 


—yY310 Tausendtel 


gramm zu fegen fein, fo daß ber entfprechende Arbeitsmodul des Zer- 
drüdens | 

B,= 0,008 - 36 = 0,29 Millimetertilogramm — 394 Zollpfund 
folgt. | 

Tür das Zerreipen des Schmiebeeifens läßt fi) im Mittel a, 
— 0,008 'und die mittlere Kraft 20 Kilogramm, folglich der entfprechende 
Arbeitsmobul 

B, = 0,008 . 20 = 0,16 Millimeterfilogramm — 219 Zollpfund 
jegen. 

Für da8 Zerdrüden beffelben ift dagegen 0, nur — 0,0018 und das 
Kraftmittel = 15 Kilogramm anzunehmen, baher der zugehörige Arbeits- 
modul: 

B,>= 9,0018 . 15 = 0,027 Millimeterfilogramm — 36,9 Zollpfumd. 





8.218] Die Zug- und Drud-Clafticität und Feftigfeit. 415 


Erfahrungssahlen. In folgenden Tabellen I. und II. find die mitt $. 218 
leren Werthe der Elaflicitäts-, Trag- und Feſtigkeitsmodel für die im Baus 
weien am häufigften angewenbeten Stoffe aufgeführt. Die erfte Tabelle 
bezieht fich auf Zug- und die zweite auf Drudkräfte. 

Die in ber zweiten Berticalcolumme diefer Tabelle enthaltenen Werthe der 


relativen Ausdehnung 6 — 4 bei der Elaſticitätsgrenze drücken auch das 


Verhältniß = zwifchen den in ber vierten nnd dritten Columne aufge 
führten Werthen von T und E aus. In der praftifchen Anwendung belaftet 
man bie Körper entweber nur mit — 7T, z. B. 1, Tbis 1/, T, ober man 


beftimmt die Querſchnitte F’ derfelben, indem man in ber Formel 
pP 


F=7 


flatt K, fir Metalle den Sicherheitsmodul — K=1,K, für Hol 


und Stein denfelben — Y/ıo K, und für Mauerwerk nur — 1/s, RK, dagegen 
für Seile !/, K bis 1/, K einfekt. 

Die unteren Zahlen in einer Parenthefe | geben die Model in Kilos 
grammen an, umd fegen einen Querfchnitt von 1 Duadratmillimeter voraus; 


die oberen Zahlen brüden die Model in Zoll» oder Neupfund aus, und 
beziehen diefelben auf den Querſchnitt von 1 Quadratzoll. 
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Tabelle L 
Die Model der Elafticität ımd Feſtigkeit beim Zug. 








uw) zu 2 
Ausdehnung —1 se u 
Namen 2 23 |® FE 
— — - 2a 
der 4-7 E zZ IS —A— 
Körper. bei der Elafticitätß- 5 | S S zB] 
grenze an| = ie Er 
. > ga N 
> __. 1. |f18”680000 | 9120| 17800 34 | 
Gußeiſen . .. ..0,00067 = ll 1000| srl 18] 1° | 000m | 
Schmiebeeifen, __ 1 [127000000 |18000| 56000 6,08 
in Stäben , . . | 90067 = 5 | 19700 | 13,18) 40,9] 3° | 0,0044 
__. 1. |f80’000000 [0000| 85000 15,0 
in Drähten... . 001 — in 21900 | 219| 62,1 2,83 0,011 
__. 1. |g25’000000 |20000| 45000 8,0 
in Blechen . . [0,0008 = 155; | 18300 | 146 s5 | 298 | Ooosa 
Deutiher Stahl, ge 000 — 1 [Pe 33600| 112000 38 20,16 
bärtet u. angelafjen | 885 20500| . 24,6 82 | * 0,0148 
__ 1 |[40’000000 |88900| 140000 99,0 
Beiner Gußflafl . . 0,002 = 75 29200 | 64,9 109 | 157 0,072 
__ 1. 1515000000 | 8750| . 32500 0,47 
Kupfer, gehämmert „ | 0,00025 — 2006 { 11000 | 275| ag | 9% 0.0084) 
| __ 12. |j15000000 | 4110) 29000 0,56 
Aupferblech . . . | 0,000974 = 2. | 110001 30l 21a| 1 | oa 
__ 1 |(16'500000 |16500| 858000 8,25 
Rupferdraßt. ... . 00 — 7õſ̃ { 12100 | 121 42,4 3,5 0,06 
__ 12. [18000000 | sıso| 7200 0377 | 
int, gegofien . . . | 0,00024 = 7555 9500| 231 5,26 2,3 0,00028| 
__. 12 | 8'800000 | 6670| 17000 2,53 
Mefinn ..... 0,000758 = 1350 | 6400 | 4,85 124 2,56 0,0018 
1 |/13°600000 |18220| 850000 12,3 
t ... = | " 
Meifingbraß 0,00136 742 9870| 1338| 8365| 77* | 0,000 
Bronce (Kanonen- 1 | 9500000 | 5970| 35000 1,88 
metall)... . . 0,0006 = 1555 6900| asıl 2565| °? | 0,0186 
1 685000 | 1440| 1780 1,51 
Blei....... ⸗ 75 
ei 0,0021 477 | sol 100 13] 7? | oo 
1 960000 | 6401 3000 0,218 
Bleidraht.. . . . = — 
eidrah 0,00067° = 500 700| 0407| 221 46 | 000016 
1 |f 5’500000 | 6100 34 
NN. 2 2 20. 0,001 = — | — — ⸗ 
gi ‚0011 500 4000 | 44 0,0025 
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Fortſetzung von Xabelle I 
Die Mobel ber Elafticität und Feſtigkeit beim Zug. 
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Kamen 
der 
Körper. 


. 08 8 [00 0 


Inminium . . . . 
duchen⸗ Eichen⸗, Fich⸗ 
len⸗ Kiefern⸗, Tan⸗ 
nenholz, in der Rich⸗ 
lung der fyajern . . 
iejelben Holzarten 
n radialer Richtung 
x den Jahresringen 
ieſelben Holzarten 


hrallel zu den Jah⸗ 
esringen .. 


made Hanfſeile 
larle Hanfjeile . . 
tabtjeile 


Hentaue 


krriemen (v. Kuh⸗ 
der) 


. 008 8 8 8 ©. 


Ausdehnung 
= 
bei der Elafticitäts- 
grenze. 
0,001515 = u 
' — 660 

1 
0,00167 = E00 
0,0067 = I 
' 600 
0,0097 = 
' 600 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 


Elaſticitäts⸗ 


| 


modul E. 


107000000 
7300 
10’900000 
8000 


[0000 


| 


| 


| 110000 


10000 


16000 


10’000000 
7300 


1’500000 
1100 


180000 
130 


7,3 


m. 
= 

2 
= 
5 
=) 
S 
[>] 

| 


T = o,E. 


15150 

11,0 
18000 
13,18 


36500 
26,6 


2500 
1,8 


37000 
27,0 
46500 
34,0 
27800 
20,3 


8900 
6,5 


550 
04 


620 
0,45 


_ | 8400 
6,1 


__ |p 6500 
| 48 


zu 


_ [90009 
86,5 


| 


45000 

33,0 

4000 
2. 


36000 
26,3 





3,6 


0,T,. 


e 


gre 


A, = 


Arbeitsmodul an 
der Elafticitäts 
n 
3 


11,5 
0.0084 } 
15,0 
0,011 
30,4 
0,022 


2,10 
0,0015 | 
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Namen 
der 
Körper. 


Bußeilen .... . 


Schmiedeeiien . . . 


Holz, in der Rich—⸗ 
tung der Faſern 


Gneik und Granit . 
Kaltftein . . .. . 
Sandftein. ... . 


Biegelftein 


Mörtel. ..... 
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Zabelle II 
Die Mobel der Elafticität und Yeftigfeit beim Druck. 


Zufammendrüdung 
0,7 T 
bei der Elafticitäts- 
grenze. 
0,0018 — —_ 
’ 750 
0,00067 = * 
1500 
1 
0,00025 = 4000 


modul E. 


| 
" 
\ 


gmodul 
ı = 01B. 


Tra 
T, 


13500000 | 18000 


9900 


13,13 


27'000000 | 18000 


19700 
15°000000 
11000 


18,13 


3750 
2,75 


= |i 


m/w, jur, — — — 


| 
u 
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Feſtigkeitsmodul 
Ku 


100000 
73 


30000 
22 


56000 
41 


150000 
110 


7000 
5,1 
m 


zo 


"ol 
3.6} 
20] 
800 
0,6 


500 
0,37 | 


ältniß 


I. 


r 


Ve 


5,5 
1,66 


14,9 
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„I 


der Elafticitäts: 
nrenze 
Au Ya 


Ürbeitsmodul an 


120: 
0,0088 | 
6,0 ' 
0,0014 |} 
0,47 

0,00034 | 


Anmerlung. Die in dieſen Tabellen angegebenen Model beziehen fi) auf 
nicht ausgeglühte Metalle. 


Bei ausgeglühten Metallen (franz. met. cuits; 
engl. annealed met.) ift zwar in der Regel der Elaſticitätsmodul derjelbe , 


wie 


bei den nicht ausgeglühten Metallen, dagegen ift der Feſtigkeitscoefficient des 
Zerreißens außgeglühter Metalle meift um 30 bis 40 Procent einer als vor 
dem Ausglühen. Der gehärtete und angelafjene Stahl (franz. acier trempe et 
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recuit; engl. tempered and annealed steel) hat zwar ebenfall® denfelben 
Elaſticiiätsmodul wie der ungehärtete Stahl, dagegen ift jein Tragmodul oft um 
20 bis 30 Procent größer als beim ungehärteten Stahl. Da mo es nicht befonders 
erwähnt wird, find die angegebenen Model für Metalle an Dräbten beftimmt. 
Bei einigen Stoffen, wie bei dem Holze, dem Eifen und den Steinen, find bie 
Elafticitäts- und Feſtigkeitsmodel jo verſchieden, daß fie auch in befonderen Fällen 
25 Procent größer oder Heiner fein können, als bier angegeben wird. Namentlich 
gilt dies von den Werthen der Tabelle II., da die Model der Drudfeftigkeit ſehr 
veridieden angegeben werden, je nad) dem Grade der Zerftörung des Körpers, 
welder bei der Unterfuhung als maßgebend angejehen wurde. Durch mechanische 
Bearbeitung wie Hämmern, Walzen, Drahtziehen, nehmen die firedbaren Metalle 
an der Oberfläche eine Verdichtung an, weldhe die Feſtigkeit erhöht. Da dieſe 
Berdihtung durch daB Ausglühen wieder bejeitigt wird, jo erflärt ſich Hieraus 
die geringere Tyeftigleit nad) demjelben. Beſonders verjchieden find die Ausdeh⸗ 
nungen, welde an Drähten im Augenblide des Zerreißens beobachtet worden 
find; waren diefelben hart gezogen, jo betrug die fpecifiihe Ausdehnung 0,0034; 
waren fie zuvor ausgeglüht, jo flieg die Ausdehnung zu 0,0885 der urjprünglichen 
Länge. 

Die nur an der Oberflähe flattfindende Verdichtung ift verbältnikmähig am 
größten, je größer die Oberfläche im Verhältniß zum Bolumen ift, aljo bejonders 
hervortretend bei Draht, und zwar um jo mehr, je dünner derjelbe if. Man 
kann die Feſtigkeit pro QDuadratmillimeter Querſchnitt für Draht durch die em⸗ 


piriſche Formel RK, = (« + 5) ermitteln, wenn d den Durchmeſſer in 


Rilimetern, und K, den Feſtigkeitsmodul in Kilogrammen ausdrüdt. Die Werthe 
bon « und 8 find nad Verſuchen von Karmarſch in folgender Tabelle enthalten. 





nicht geglüht ausgeglüht 

a | ß a | ß 

Stahldraht 22220. 100 42 90 6 

Eiſendraht, beſte ... 100 26 b2 6 

gewöhnlider . . . . 72 36 45 10 

Meiffingvraht . - . ».. 2.2... 86 16 45 11 

Kupferdraht..... 55 15 37 0 

Blatindvraht . .. 2» 2-20. . 35 19 29 15 
Sinbrabt . . » 2 2 220. 20 3,5 — — 

Draht von Hartbli ...... 3,5 0 _ — 

„ bon weihen Blei. ... 2,7 0 — — 


Eine Temperaturerhöhung übt bis zu einem gewiſſen Grade auf das Schmiede⸗ 
eiſen einen vortheilhaften Einfluß aus. Wenigſtens geht aus den darüber von 
Bairbairn angeftelten Verfuchen das für Dampftefjel wichtige Refultat hervor, 


27* 
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daß die Zugfeftigfeit des Schmiedeeifens ihr Marimum etwa bei einer Temperatur 
von 200° C. erreiht, und daß diejer größte Werth denjenigen der Zugfeftigteit 
bei gewöhnlicher mittlerer Temperatur bis zu 20 Procent übertreffen fann. Bei 
noch weiterer Erwärmung nimmt die Teitigkeit jchnel ab. Bei Rothglühhitze 
beträgt fie faum mehr die Hälfte von derjenigen bei gewöhnlicher Temperatur. 

Bei Eiſenblech ift die Zugfeftigkeit in der Walzrichtung etwa um 10 Procent 
größer, als in der dazu ſenkrechten Richtung, viel beträchtlicher find die Unter: 
ſchiede der Feftigfeiten nach verichiedenen Richtungen bei den Hölzern, wie dies 
aus Tabelle I. ſich erfieht. 

Eigenthümliche Verſchiedenheiten bietet auch das Verhalten der Körper vor und 
bei dem Zerreißen dar. Während Gußmetalle während der allmälig geftei- 
gerten Belaftung außer der entſprechenden gleihmäßigen Ausdehnung eine befons 
dere, den bevorftehenden Riß andeutende Beränderung nicht zeigen, erleiden 
ſchmiedbare Metalle neben der gleihmäßigen Ausdehnung eine merkliche Zujam- 
menziehung des Querſchnitts an einer Stelle, an welder dann auch der Riß 
erfolgt. Bei langfaferigen Hölzern pflegt dem Weißen das Klingen einzelner 
abreigender Faſern vorherzugehen. 

Bemerkenswerth ift die Feſtigkeitsverminderung, welde das Schmiedeeijen er: 
leidet, wenn daffelbe oft und lange wiederholten Heinen Stößen oder Erſchütte⸗ 
rungen audgejegt iſt. Es dürfte diefe Erfcheinung, welche zuweilen den Bruch 
von Gegenftänden (Wagenaren) ohne feheinbaren Grund veranlaft, mit einer 
Terturveränderung wahrjcheinlih zujammenhängen. Intereſſante Verſuche find 
hierüber von Herrn Obermaſchinenmeiſter %. Wöhler in Frankfurt a. O. an- 
geftellt worden. 

Beilpiel. Wie ftark find die Grundmauern eines außen 20 Meter langen 
und 12 Meter breiten und 20 Millionen Kilogramm ſchweren Gebäudes aufzu: 
führen, wenn man hierzu gut bearbeitete Gneikftüde verwendet. Segen wir die 
geſuchte Mauerdide x Meter, jo können wir die mittlere Länge der Umfaſſungs⸗ 
mauern zu 20 — x reip. 12 — x Meter annehmen. Folglich beträgt die Grund⸗ 
fläche de& ganzen Mauerwerks 
2 (0 —z) 2-+2(12—x) 2 —=2 (32 — 2r) 2 =4 (16 — x) x Quadratmeter. 

Der Feſtigkeitsmodul für das Zerbrüden des Gneißes ift nad Tabelle I. 
5,9 Kilogramm pro 1 Quadratmillimeter. 

Nimmt man daher für die Mauer 20fache Sicherheit, d. h. jegt man den zu: 
läjfigen Drud pro 1 Quadratmillimeter glei 0,295 oder rund 0,3 Kilogramm, 
jo folgt x aus der Gleichung 

0,3 . 10002 . 4 (16 — x) x = 207000000; oder 
x3 — 16 x + 16,67 = 0; woraus z = 1,120 Mieter 
folgt. 


— — 
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Zweites Kapitel. 
Die Biegungs-Claftieität und Peftigkeit. 


Biegung. Nach $. 208 wird ein ftabförmiger Körper (Balken) einer $. 219. 
Biegung unterworfen, wenn berfelbe durch äußere Kräfte angegriffen wird, 
welche ſenkrecht zu feiner Längenaxe gerichtet find. Es iſt dann in irgend 
einer Schnittebene CC, Fig. 376, zur Herftellung des Gleichgewichts mit 

sig. 376. den äußeren Kräften nur 
ein Kräftepaar nöthig, deſ⸗ 
jen Are M, in die Schnitt- 
ebene EC bineinfällt, d. h. 
defien Drehungsebene die 
Duerjchnittsebene CC jent- 
recht durchſchneidet. Der 
einfachfte Fall der Biegung 
tritt ein, wenn ein Körper 
ABC, Fig. 377, von einer Kraft AP = P ergriffen wird, deren Rich⸗ 
tung normal zur Are A B deffelben fteht, während er in zwei Punkten B 
und C feftgehalten wird. Sind I und I, die Entfernungen CA und CB 

Gig. 377. 





. 1 Fig. 378. 
R-P(1 + 1) 





„pl 
Qq-P L 
der Angriffspunfte A und B von dem mittleren Stüg- oder Angriffspunfte 
C, fo hat man die Kraft in B: 
Pi 
= h ’ 
und folglich die Mittelkraft: 


B=?r+9=(1+)R 
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Wil man die Biegung ber einen Hälfte des Körpers verhindern, fo muß 
man zwiſchen den Stützpunkten noch unendlich viele andere einfchalten, ober 
den Körper längs BC feftllemmen oder einmauern, wie ig. 378 vor 
Augen fiihrt, und es bleibt dann nur noch die Biegung bes freien Stückes 
AC des Körpers zu unterfuchen übrig. 


In den folgenden Unterfuchungen fol, wenn nicht das Gegentheil aus 
dritcflich bemerkt ift, vorausgefegt werben, daß die den Körper angreifenben 
äußeren Kräfte ſämmtlich in einer Ebene liegen. Dieſe Borausfegung 
entfpricht dem in der Praxis am häufigften vorfommenden Yalle, daß die 
angreifenden Kräfte Schwerfräfte find. Es möge ferner vorausgeſetzt wer: 
den, daß die Ebene der angreifenden Kräfte den Balken ſchneide, und für 
denjelben eine Symmetrieebene ſei. Wir denken und nämlich zunädjft den 
Körper prismatiſch, und nehmen an, daß derfelbe aus über und neben ein- 
anderliegenden Längenfajern zuſammengeſetzt fei, die während der Biegung 
weder ihren Parallelisnıus verlieren, nod) fi) an einander verjchieben. 


Bei diefer Biegung werben diejenigen Faſern, welche ſich auf der converen 
Geite de3 Körpers befinden, ausgedehnt, und diejenigen, welche der concaven 
Seite defjelben näher liegen, zufammengedriidt, während eine gewiſſe mittlere 
Taferfchicht weder eine Ausdehnung noch eine Zufanmendrildung erleidet. 
Man nennt diefe Faſerſchicht die neutrale Faferfchicht (franz. couche 
des fibres invariables; engl. neutral surface of a deflected beam), und 
die gerade Linie, in welcher diefe Schicht von der Ebene eines Duerfchnitts 
gejchnitten wird, heißt die neutrale Are dieſes Duerfchnitte, Die Aus: 
dehnungen und Zuſammendrückungen der verjchiedenen Fafern ber umd 
unter der neutralen Faſerſchicht find den Abftänden von diefer Schicht pro- 


portional; e8 nimmt folglich von diefer neutralen Schicht aus nad) der einen - 


Geite hin die Ausdehnung der Yafern und nad) der anderen Seite hin deren 
Zufammendrüdung allmälig zu, fo daß die von diefer Schicht am weiteften 
abftehenden Fafern einerjeitS die größte Ausdehnung und andererjeits die 
größte Zufammendrüdung erleiden. Ein vor der Biegung von den Quer: 
Schnitten KL und NO begrenztes Stüd des Körpers AKB, Fig. 379, 
nimmt durch die Biegung die Form KL O, N, an, wobei der Querſchnitt 
NO in N, O, übergeht, nämlich feine parallele Tage zu KL verläßt und 
fid) wie KL rechtwinkelig auf die neutrale Faſer RS ftelt. Die Faſern⸗ 
länge RN geht folglich Hierbei in KN,, die Faſernlänge ZO in LO: 
über; e8 wird aljo die erftere um NN, verlängert und die Iegtere um OO, 
verfürzt, während die neutrale Faſer RS ihre Länge unverändert behält. 
Zwiſchenliegende Faſern wie TU, VW u. |. w. gehen in TU) und P Wı 
über, wobei fie fi) um die Größen UU), W Wı u. |. w. ausdehnen umd 
comprimiren, welche durch die Proportionen 
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uu _ SU 
NN SN 
ww, _SW 
00, Bot+te 


beftimmt find. 
Nehmen wir die Länge der Fafern 
RS=KN= LO = Eins (1) 
an, und bezeichnen wir die Ausdehnung oder Compreffion derjenigen Faſern, 
welche um Eins (1) von ber neutralen Are abftehen, durch 6, jo haben wir 
Fig. 379. folglich für eine Faſer, welche 
um SUvaeSW=s 
von diefer Are entfernt if, 
die Ausdehnung oder Com⸗ 
preffion 
UU, der WW, = 6». 
Iſt der Körper nur wenig 
gebogen, fo daß hierbei die 
Elaſticitätsgrenze nirgends 
überfchritten wird, jo kann 
man die fpannenden Kräfte 
der verfchiedenen Faſern 
ihren Ausdehnungen u. |. w. 
proportional fegen, und 
\ folglich aud) annehmen, daß 
\ diefe Kräfte proportional 
| ihren Abftänden von der 
neutralen Are wadjfen, wie 
auch in ber Figur durd) 
Pfeile angedeutet wird. 
Wenn der Querſchnitt 
einer Faſer — Eins ift, 
fo haben wir folglich all⸗ 
\\ gemein die Spannungskraft 
\ derfelben (ſ. 8. 210): 
M —=6:E£,; 
hat ferner eine Fafer den Querſchnitt = F, jo beträgt ihre Zug⸗ oder 
Druckkraft: 





S=csFE=6E.F%s, 
und es ift ihr Moment in Hinſicht auf den Arenpunft 8: 
M=s.0:FE=6E.F#). 
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Biegungsmoment. Die fänmtliden Zug: und Druckkräfte in einem 
Duerfchnitte N, O1 halten der Biegungsfraft P am Ende A des Körpers 
AB das Gleichgewicht; es Laffen fich daher auf dieſe Kräfte bie befannten 
Geſetze des Öleichgewichtes anwenden. Denkt man fid) in S nod) zwei Kräfte 
+ P und — P wirffan, welche nicht nur der gegebenen Biegungstraft 
P glei, fondern auch mit derjelben parallel find, fo erhält man 


1) ein Kräftepaar (P, — P), welches die Biegung oder Drehung um 
8 bervorbringt und 

2) eine einfache Schublraft SPP, welche das Körperſtück AS in der 
Richtung von SP ober AP von dem übrigen Körper abzufchieben ſucht. 
Die letztere Kraft läßt fich noch in zwei Seitenfräfte P, und P, zerlegen, 
deren Richtungen in die Ebene des Duerfchnittes N) O, und in die new 
trale Safer SE fallen. Iſt @ der Winkel, um welchen der Querfchnitt N, Oı 
von der Richtung AP der Biegungsfraft abweicht, fo hat man: 


P, =Pcose und 
P, =P sin.0. 


In den gewöhnlichen Fällen der Anwendung ift die Biegung der Körper 
und aljo aud) & fo Fein, daß man sin. —= 0 und cos. « — 1, folglich 
die Seitenfraft P,, welche das Stück AS in N, O, abzureißen fucht, ganz 
vernachläffigen, und dagegen bie Kraft P,, welche das Stüd AS in N, Oı 
abzufcheeren jucht, der Biegungskraft P gleichjegen fanı. Im den meiften 
Fällen ift die Wirkung der Schubfraft P im Vergleich mit der biegenden 
Wirkung des Kräftepaars fo Fein, daß man ben Einfluß derfelben gam 
vernadjläffigen Tann. Insbeſondere gilt dies von allen längeren Körpern, 
bei denen das Moment des biegenden Kräftepaars beträchtlich ift. "Nur bei 
fehr kurzen Körpern und überhaupt in der Nähe ber Angrifföpunfte der 
äußeren Kräfte, ſowie bei gewiffen Querſchnittsverhältniſſen ift eine fpeciellere 
Unterſuchung erforberlid, um den Einfluß der Schubfraft zu erkennen. Das 
Nähere ift hierüber in dem nächſten Capitel enthalten. Borläufig foll hier 
von der Schubkraft P abftrahirt werden. 

Da einem Kräftepaare (P, — P) nur durch ein anderes Krüftepaar das 
Gleichgewicht gehalten werden kann, fo folgt, daß die Ausdehnungskräfte 
auf der einen Seite von S mit den Zuſammendrückungskräften auf ber an 
deren Seite ein anderes Kräftepaar (Q, — Q) bilden, und daß die Mio 
mente beider Paare einander gleich fein müffen. Sind Fi, Fr, F, u. ſ. w. 
Elemente oder unendlich Heine Theile von der ganzen Fläche F' des Quer: 
ſchnittes NO = N; O,, und bezeichnet man bie Abftände diefer Theile von 
der neutralen Are oder S durch 2,, 25, #5 u. |. w., fo hat man bie Spann 
fräfte derjelben: 

oE.Fı2,0E.Fy2, 6E.F,2 u f. w. 
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und ihre Momente: 
6E.Fı2),0E. Fre), 0oE.Fye} u f. w. 

Da diefe Kräfte ein Kräftepaar (Q, — Q) bilden, jo muß ihre Summe 
ocE(FRa+ FB + Fr2 + - - -), und folglid, aud) 
Fatrs+Fs+--: = Nul fein. 

. Fig. 380, Diefe Summe ift aber 
nur dann Null, wenn ber 
Arpunft S mit dem Schwers 
punkte der Fläche F= Fı 

+R+RBR+:-:: zu⸗ 
jammenfällt; e8 geht folg- 
lich die neutrale Are 
eines Querſchnittes 

F durd) defjen Schwer— 

punft S. 

Das Moment des Kräftes 

paares (9 = 0) 

oE(Fız)’ + Fıe) 
+ F 2; er) 

ift natürlich den Momente 

des Kräftepaares (P, — P) 

gleich zu fegen. Bezeichnen 

—24 wir nun den Abſtand SZ des 
N | Schwer⸗ oder Arpunktes S 
| von der Richtung AP der 
Diegungsfraft durd) z, fo 
haben wir das Moment 
des legteren Paares —= Pz, 
und daher 

N Pr —=06E(Fz 
M + F3e} + ---) zu feßen. 

Endlich Haben wir noch für ben Krümmungshalbmejler MR—=MS 

der neutralen Yaferfchicht die Proportion 





MR SU 
RS um’ 

oder, wenn mn MR=r, RS=1,SU=1ıumd UU, 6 einſetzt, 
r _1 
100 


Es iſt folglich re = 1, dr o — n bemnacd das Kraftmoment: 
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R=E(Rat+Rd+:) 
und endlich ber Krlimmungshalbmeffer an der Stelle S: 
= (He?+RrRz2+--)) 


Der Ausdrud Fe? + Fre} + - - - hängt nur von der Form und 
Größe des Querjchnittes ab, und läßt fi) daher auf dem Wege der Geome: 
trie ermitteln. Wir werden ihn in der Folge durch W bezeichnen und die 
ihm entfprechenbe Größe das Maß des Biegungsmomentes, fowie WE 
das Biegungsmoment (franz. moment de flexion; engl. momentum of 
flexion) ſelbſt nennen. Hiernach ift der Krummungshalbmeſſer 

WE _WE 
— Pr Mm’ 
unter M das Moment der äußeren Kräfte für den Querſchnitt verftanden, 
Man kann daher behaupten: 
der Krimmungshalbmefjer der neutralen Are eines gebo- 
genen Körpers wähft mit dem Maße W des Biegungs— 
momentes und dem Elafticitätsmodul Z direct und bagegen 
mit dem Kraftmomente M umgefehrt proportional. 

Die Krümmung felbft ift dem Krümmungshalbmefjer umgelehrt propor- 
tional, und wäcft daher wie das Kraftmoment M und umgefehrt wie bat 
Biegungsmonent WE. 

Das im Obigen gefundene Refultat, daß die neutrale Are eines Quer⸗ 
ſchnittes durch den Schwerpunkt defielben geht, beruht wefentlich auf der 
Annahme, daß die in die neutrale Faſerſchicht fallende Seitenkraft P: 
— Psin. «= 0, b. h. daß die Biegung des Ballens nur unbedeutend if. 
Denn wenn P sin. « einen merflichen Werth hat, jo muß die Gleich 
gewichtsbedingung erflilit fein: 

GE(F,s + Fg 83 + F 8; + .. ) — P sin. — P,. 

Bezeichnet man nun mit e bie Entfernung des Schwerpunftes von der 
neutralen Are des Duerjchnittes, jo Tarın man nach ber befannten Eigen- 
fchaft des Schwerpunftes (Fızı + Fre +: ) = Fe fegen, und 
es wird baher die Gleichung übergehen in o EFe= P;; ode für E 

rM orM.Fe 


den Werth E = W eingeſetzt, fo folgt — — * P,; oder, ba 
or = 1, folgt e = 2 un Diefer Ausdrud kann bei einer geringen 





Größe von M fehr beträchtlich werben, und wird fogar unendlich groß, wenn 
M=o0if. Es iſt indeflen nicht nöthig, dieſes Verhalten näher zu be 
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rädfichtigen, da die nähere Kenntniß von o in den Duerjchnitten, für welche 
M ſehr Hein ift, ohne praktiſche Bedeutung ift. 
Es ſei AB, Fig. 381, ein durch beliebige Kräfte PR PP --- auf 
Biegung beanfpruchter Balken. Legt man duch C im Abftande z vom 
Fig. 381. freien Ende A einen zur Are AB 
des Balkens jenkrechten Duerfchnitt 
KL, fo kann man das Ballenftüd 
A C ganz bejeitigen, wenn man daſ⸗ 
jelbe durch die von ihm auf ben 
Duerjchnitt XL ausgelibten inneren 
Kräfte erfegt. Diefe inneren Kräfte 
beftehen nach dem Vorigen aus einer 
in die Schnittebene KL fallenden 
Schubkraft S und einem Kräftepaar (Q, — Q), defien Moment M glei) 
den Momente der äußeren Kräfte in Bezug auf den Punkt C if. Denkt 
man ſich durch D in dem unendlich Heinen Abftande O2 von C einen zweiten 
Schnitt gelegt, fo kann man in gleicher Weife das Ballenſtück DB erfegen 
durch eine Schubfraft und ein Kräftepaar. Wenn man vorausfegt, daß 
zwiſchen KL und NO nicht eine äußere Kraft ihren Angriffspunkt bat, 
daß alfo zwiſchen den beiden Querſchnitten feine Stetigkeitsunterbrechung 
der Belaftung fiattfindet, fo wird die in NO wirkſame Schubkraft einen 
Werth haben, weldyer von dem Werthe S der Schublraft in XL um eine 
ſehr Meine Größe abweicht, die mit 9 S bezeichnet werde. Gleiches läßt ſich 
von der Größe des Momentes behaupten, welches dem auf die Ebene NO 
wirkenden Kräftepaare (Or, — Qı) zugehört. Es möge diefes Moment 
duch M-+ 9 .M bezeichnet werben. Das aus dem Ballen herausgejchnittene 
Stüd KLON fteht demnach unter dem Einfluffe von zwei Schubkräften 
S mb S «+ 98; und von zwei entgegengejett drehenden Sräftepaaren, 
deren Momente M und M + 0M. Alle diefe Kräfte müflen fich im 
Gleichgewichte Halten und es muß daher, werm man den Punkt D als Mittel 
punft der ftatifchen Momente auffaßt, die Gleichung erfüllt fein: 
M+oM— M— Sox = 0; oder 


oM = S0x; Se. 


Diefe intereffante Gleichung befagt aljo, daß in einem durch ganz beliebige 
biegende Kräfte beanfpruchten Balken, die. in irgend einem Querſchnitte wir 
fende Schubkraft S das Maß abgiebt für die Gefchwindigfeit, mit weldyer 
zwiſchen diefem und dem unmittelbar daranftogenden Duerjchnitte das Dos 
ment M der äußeren Kräfte, aljo auch das ihm gleiche Moment der inneren 
Spannungen fih ändert. Man kann diefe Beziehung benugen, um in 
Ipeciellen Fällen diejenigen Stellen bes Balkens, d. h. diejenigen Werthe 
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von = aufzufinden, für welche das Moment M ein Darumum wird, da die 
Kenntniß gerade diefer Stellen in der Braris von befonderer Wichtigfeit 
ft. Dazu hat man nämlid) nur nöthig (vergl. analyt. Hülfslehren $. 13) 
den Werth von S oder = — 0 zu feßen, d. 5. dasjenige = aufzuſuchen, 
für welches S = 0 ausfällt. Dieſem Punkte entſpricht dann entweder ein 
Marimum oder ein Minimum von M, je nachdem für den betrachteten 


Querſchnitt der Werth von = negativ oder pofitiv ausfällt. 


Elastische Linie. Hat man für die Querſchnitte der gewöhnlich in 
der Praris vorlommenden Körper die Biegungsmonnte WE beftimmt, jo 
kann man durd) diefelben auch die Krümmung und hieraus wieder die Geftalt 
der neutralen Saferfchicht, oder der jogenannten elaftifchen Tinte ermitteln, 
d. h. der Finie, in welcher bie neutrale Faſerſchicht von der Kraftebene 
geichnitten wird. Die Gleichung 

| WE WE 

Mr=Pır = WEoer — BT am 
jagt ung, daß bei einem prismatifchen Körper das Product aus Krlimmunge 
halbmeſſer und Kraftmoment für alle Punkte der elaftifchen Linie AB, 
dig. 382, eins und daf- 
jelbe ift, daß folglich r 
um jo größer oder Hei- 
ner ausfällt, je kleiner 
oder größer der Hebel: 
arm © der Kraft if, 
oder je näher oder ent: 
fernter der in Betrach⸗ 
tung zu ziehende Punft 
S dem Ende A der neu- 
tralen Fafer liegt. In 
A iſt 20, und folg 
Ich der Krümmungs 
halbmefler r unendlich 
groß, im feften Punkte 
B ift dagegen x am 
größten und daher der 
Krümmungshalbmeſſer 
am kleinſten; es nimmt 
alſo derſelbe, wenn man 
vom feſten Punkte B 





Fig. 382. 
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allmälig nad) dem Endpunfte A zu fortjchreitet, von einem gewiffen endlichen 
Werthe an, nach und nach bis ins Unendliche zu. 

Theilt man ein Stüd A S der elaftifchen Linie, deſſen Länge = s fein möge, 
in lauter gleiche Theile, und errichtet man in den End- und Zheilpunften A, 
5, 8, 8; u. f. w. Perpendikel auf die Curve, fo fchneiden ſich diefelben in 
den Mittelpunften Mo, Mı, Ma der Krlimmungsfreife, und es find folglich) 
die Abſchnitte M, A —= M, Sı, M, S, = M, Ss, M, 5; = M, Ss u. !. w. 
die gefuchten Krümmungshalbmefjer (f. analyt. Hülfslehren $. 33) 
r1, 79, 79 u. ſ. w. der elaftifchen Linie. Iſt n die Anzahl der ‘Theile Diefer 


Linie, fo hat man die Größe eines Theiles, — —, und bezeichnet man die 


Bogenmaße (für den Radius — 1) ber Krüimmungswintel AM, Sı —=Ö), 
$, N, Ss = ö2, 8 M; Ss = ö? u. ſ. w. durch ö,, Ös, Ö5 u. ſ. w. ſchlecht⸗ 


weg, ſo (äft ſich = = 6, r, = ö, ra = ö, 73 u. J. w. ſetzen, wonach ſich 


8 8 8 
nun 6, = An’ 6, = am’ ö, = 77 u. ſ. w. beſtimmt. 
1 2 3 


Wenn wir noch vorausfegen, daß die elaftifche Linie nur wenig gebogen 
it, fo können wir die Projectionen der Bogentheile in der rechtwintelig gegen 
die Kraftrichtung gelegten Abſciſſenaxe A X diefen Bogentheilen gleich, alfo 
A —=HS = KK, — X, Aʒ u. |. w. ſetzen, ſo daß nun die Hebel- 
arme der Kraft P in Hinficht auf die Punkte 8Si, So, Ss u. |. w. 


Hs =, 
BS»=HS +Shb=2-, 


RS—=HS + 8. ſ. w. 


und folglich die entſprechenden Kraftmomente oder Werthe fir Px fol- 
gende find: 
Ps 2Ps 3Ps 


T r wa 


Segt man endlich) dieſe Werthe in bie obige Formel r — — für den 
Krümmungshalbmefier, ftatt Pr nad) und nad) ein, fo erhält man folgende 
Keihe für die Krimmungshalbmefier: 


— WE__nWE,_ _rWE 
nn ZN pt 5 ps 


und daher für die entfprechenden Krimmungsmaße: 


u. |. w., 


s — — —— — — 0 
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8 Ps? 8 Ps? 
4 nr nıWE 7 nr a WE’ 
8 Ps? 
u 


Durch Sunmation diefer Winfelmaße ergiebt fi) nun für den Krüm: 
mungswinfel AOS — @ bes ganzen Bogen AS =s = r: 
po=b +. +, +... +5 


= (42 +84 4) oo 


2 
ober, da, wie befannt, +2 +3 +. +n= > zu ſeben if, 


mn Ps _ Ps 
= y'mWwE IWE' 
wofür unter der gemachten Vorausſetzung natürlich auch 


I fan 
rel rden Tann. 


Diefer Bogen oder Winkel drüdt, da der Winkel zwifchen zwei Linien 
gleich ift dem Winkel zwifchen den Normalen zu diefen Linien, auch den 
Fig. 388. Winkel ST U aus, um 
welchen die durd) A umd 
S gelegten Berührungs 
linien A Tund ST von 
einander abweichen, oder 
um welchen die Curve in 
A mehr gegen die Ab- 
feiffenare geneigt ft a ale 
in S. 

Gehen wir von einem 
unbeftinmten Punkte S 
auf den feiten Endpunkt 
B über, fo haben wir 
ftatt s die ganze Fänge 
Ivon ASB, oder an- 
näbernd, die Projection 
AC berjelben in der 
Abfciffenare einzufegen, 

. und e8 geht dann, ım« 
ter der Borausfegumg, 
dag in B die Curve 
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rechtwinkelig zur Kraftrichtung, alfo mit der Abfeiffenare parallel läuft, der 
Winkel ꝙ in 


Pu 
ADB=P= gg 
dagegen aber der Neigungs- oder TZangentenwinfel TSH = STX, in 
_ _ Pu P®2 _PM—s) P-AV 
=P-9=;wE 3wE” awE — gwn 


Wäre die Curve im feften Punkte B nicht genau rechtwinfelig auf der 
Kraftrichtung, fondern hätte fie an diefer Stelle einen Heinen Neigungs- 
winkel &,, jo würde fein: 


ur PR und daher: 
B= u, 3 w 7; und daher: 


POR—e), 


e=a+ —wg 


Gleichung der elastischen Linie. Mit Hülfe ber legten Formel 8. 222. 
lann man nun auch die Gleichung der elaftifhen Linie entwideln. “Die 
Ordinate AS — y biefer Curve läßt fi aus unendlich vielen (n) Stüden, 
we, B. KR, Si, La Se, Is Ss u. ſ. w. zufammenfegen, welche ſich durch 
Multiplication eines Bogenelementes 

4 == 
mit den Sinus ber entjprechenden Zangentenwinfel S, AK,, S, S, La, 
5% I, u. f. w. beftimmen laſſen. Es ift 


KES=-K8Ss +. +1, +: -, oder 
y=— (in AR + sn88I., + sin +.) 


aljo, wenn man die Abfcifie AKX — x ftatt des Bogend AS — s einführt, 
und die legten Sinus durch nach ber Formel 

_ P— 2) 

23 WE 


zu berechnende Bögen erfegt, indem man für © nach und nad) —, 





22 


3 
— u. f. w. einführt. 
x P e\? 2x2\? 32\? 
— — 4 — — I — — 2 — — .o.00 
’ n wel? G)+: )+ (7 + 


1-9] 
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Nun läßt fh aber 2? +2 -... 472 n12 nd 


, 
=w4r4+3#2 4. 4m) (= (2) 
fegen (f. „Ingenieur“, Seite 88); es folgt baher: 


=. rer -5(£)] oder 
y=„'2WE 8 \n/ 


_ Pre? — 1,2?) 
yETgwE 
die gefuchte Gleichung ber elaftifchen Linie, unter der Borausfegung, 
daß diefelbe nur wenig gekrümmt ift. 
Sest man in diefer Gleichung æ — 1, fo erhält man ftatt y die Bo- 
genhöhe 
Pi3 
3SWE 
Während alfo der Tangentenwintel © wie die Kraft und wie das 
Quadrat der Länge wächſt, nimmt die Bogenhöhe oder Einbiegung a 
wie die Kraft und wie der Cubus der Länge des gebogenen Körpers zu. 
Wenn die elaftiiche Linie AB im feften Punkte B fchon eine Heine 
Neigung &, hat, fo ift zum obigen Ausdrude fir y nod) die Berticalpro- 
jection eines Tangentenftüdes x, d. i. a, zu abbiren, fo daß fich dann die 
Drdinate 


BC=a= 


2 1 2 
at we ). 
fowie die Bogenhöhe 
_ Pu \_ 
4 (a + 35) 

berausitellt. 

Die mechaniſche Arbeit Z, welche zum Biegen des Körpers aufzu⸗ 
wenden ift, beftimmt fi, da die Kraft 
3WEa 

13 
mit ihrem Wege Br a ſich aljo im Mittel 





P= 


),P= 3, ME EG ſetzen läßt, durch den Ausdruck: 


= a? P?13 


L=1aPa= — !k WE 
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Allgemeinere Gleichung der elastischen Linie. Die im Bor- $. 223. 
bergehenben entwidelte Gleichung der elaftiichen Linie hat nur fitr den bafelbft 
betrachteten fpeciellen Fall Gittigfeit. Zu einer ganz allgemeinen fltr jede 
beliebige Belaftungsweife. fowie für jede Befeſtigungs⸗ oder Unterſtützungsart 
gültigen Gleichung gelangt man mit Hülfe der in 8. 220 gefundenen Ber 
ziehung 

WE 
=: 
worin r den Kriimmungshalbmefier der elaftifchen Linie und M das ftatifche 
Moment aller auf das betrachtete Balkenſtück einwirkenden äußeren Kräfte 
für den betreffenden Duerjchnitt bedeuten. Zu diefen äußeren Kräften ges 
hören nicht nur die Belaftungen und das Eigengewicht der Conftruclion, 
fondern auch die von den Stügpunften gegen den Balken ausgelibten Aufs 
lagerreactionen. Man hat ſich nämlich bei der Betrachtung eines Balken⸗ 
ſtückes, welches man in mehrerwähnter Art von dem Balken durd) einen 
Schnitt getrennt denkt, dafjelbe ganz frei von den Auflagern zu denken, indem 
man die lesteren durch ihre Reactionen erjegt. 

Denkt man fid) die elaftifche Tinte auf ein beliebige8 Coorbinatenfyften 
bezogen, deſſen Aren in der Folge Horizontal (X Are) und vertical (Y’Are) 
angenommen werden mögen, und fei die elaftifche Linie durch die Gleichung 

y=f (x) ausgedrüdt. 


Die Function f (x) iſt vorläufig noch unbefannt, unb von der jeweiligen 
Belaſtungs⸗ und Unterftigungsart des Balkens abhängig, daher in jedem 
Falle befonders zu ermitteln. Bezeichnet nun & den Winkel, welchen die 
eloftifche Linie in einen beliebigen Punkte, deſſen Ordinaten x und y find, 


mit der X Are bildet, fo ift ($. 33 analytifche Hulfslehren) 0 
08? 
‚mo 0229 (tang. c) 


und wenn man hierin nad) $. 32 
%s=Y1 + (tang. a)? . 9x einſetzt, 


_ [V1 + (ang. o)" + (ang.a):]’ 02° __ [1 + (tang.0)2]% 32. 


 Dardllang.eo)) Flag. a) 
: Nun ift tang.a = . ; baher auch 


_+&T,_-L+@T 
(2) u 


Belspad’s Lehrbud der Mechanik. I. 28 


fo wird 
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Da nun die Biegung des Balkens immer nur eine geringe ift, alfo 


0 | 
tang. = = auch nur einen Kleinen Werth annehmen kann, fo darf man 


3 
ohne beträchtlichen Fehler (5) gegen 1 im Zähler vernachläffigen und 
man erhält ſodann die Gleichung 





1 1 __0%y 
r= ar ; oder 5*5 
0x? 
Dies eingejett in —_—H, liefert für die elaftifche Linie die Gleichung: 
s 
WE, 0 = — M. 


Diefe für die Praxis ineihen genaue Gleichung gilt ganz allgemein 
für gebogene Balfen, und giebt bei zweimaliger Integration in jedem bes 
fonderen Falle über die Biegungsverhältniſſe Aufklärung. . Ein einfaches 
Beiſpiel möge dies erläutern. 

Sei AB, Fig. 384, ein Balfen von der Länge , welcher auf zwei Stügen 
A und B ruht, und eine gleichmäßig Über feine ganze Länge ausgebreitete 





Fig. 884, Laſt trägt, welche per Längeneinheit p 
| betrage. Die Gefanmtlaft ift dann 

PORBRREERRBRRE l-. » glei Ip, wovon jede Stüge die Hälfte | 
A — p mit A=B= ? zu tragen Hat. 
1 px BL Nimmt man A als Coordinatenanfang 


an, fo gilt für das Std A C von der 
Länge x die Öleichung: 
0°y z _Ip x? 
WErza „md -92 5% P 
Dur Integration wird: 


wEei= „Z—-»% + Oonst. 


Zur Beſtimmung der Conftanten hat man für x — En J —=0;b.i 
die elaftifche Linie muß in der Mitte eine horizontale Tangente haben, alfo 


 WE.0—=# * EA mir 
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Oy x? x3 13 
WEG TE Pr 
Durch abermalige Integration wird: 
xt 13 
WEy= Pi — P 5 77 Pag ® + Come. 


Die Conftante ift hier = 0, weil fir x — 0 auch y=0 fein muß. 
Die Gleichung der elaftifchen Linie ift daher: 


m _ nu nme -5-5%) 
WE 24 24) 12WE 2 2)’ 
und die größte Durchbiegung in der Mitte, für 2 —= * beträgt: 
oo —_(E _E 7) — p__ 5 
12 WE\S 32 4/ 12 WE 32 


Wenn wie bisher angenommen wurbe, auf den an einem Cube feftges 
Hemmten Ballen nur eine Kraft am freien Ende, oder auf den beiderfeits 
auf Stügen ruhenden Balken eine gleichmäßig vertheilte Laft wirkt, fo bildet 
die elaftifche Linie eine ftetig verlaufende Curve. Es entftehen in derfelben 
aber Stetigkeitsunterbrechungen, wenn in der Belaftung folche vorhanden 
find, d. 5. wenn in einzelnen Punkten concentrirte Belaftungen angreifen, 
oder die gleichförmig vertheilten Belaftungen ihren Betrag pro Pängeneinheit 
in gewiffen Punkten plöglid) um meßbare Größen verändern. Solche 
Stetigkeitsunterbrechungen der elaftijchen Linie erheifchen fir jede einzelne 
Strede derfelben, innerhalb welcher eine ſolche Unterbrechung nicht ftattfindet, 
eine befondere Unterfuchung und die Ermittelung einer befonderen Gleichung 
für jebe folche Strede. Wenn eine itber eine gewiffe Länge vertheilte Be⸗ 
laſtung nicht plöglid in einzelnen Punkten, fondern nad) einem beftinmten 
Gelege allmälig veränderlic) ift, fo ift hiermit feine StetigfeitSunterbrechung 
verbunden, umd diefe Strede tft, jo lange das Belaftungsgefeg fich nicht 
ändert, Durch eine einzige Gleichung dargeftellt. 

Da die einzelnen Stitgen durch äußere Kräfte, nämlich durch die Auflager- 
reactionen dargeftellt werden, jo treten bei einer größeren Zahl von Stügen 
ebenfalls Stetigkeitöunterbrecdjungen auf, und es find fir die zwifchen zwei 
benachbarten Stützpunkten gelegenen Streden bejondere Gleichungen gültig. 
Hier ift die Unterfuhung der elaftiichen Linie von befonderer Wichtigfeit 
für die Beftimmung der einzelnen Auflagerdrude felbft. 

So fange ein Balken auf nicht mehr ale zwei Stügen A und B ruft, 
ift der Druck, welchen eine Kraft P, deren Abftände von A und B bezüglich 
durch a und d bezeichnet feien, auf jede Stüte ausitbt; von vornherein bes 
kannt. Nach den Geſetzen des Sleichgewichtes paralleler Kräfte ift dann 
immer, unter A und B die Drude in diefen Punkten felbft verftanden: 

28 * 
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Pb Pa 
47 ee 3 
Dies gilt ebenfo auch für beliebig viele Kräfte P,, Pz, Ps . . ., berem 
Abftände a), As, Az . . . reſp. bi, du, 55 . . . find, fo dag man immer hat: 


' Pb Pa 
Amon Bei, 

Sobald aber der Balfen auf mehr als zwei Stügen ruht, ift man mit 
Hülfe der allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen nicht mehr im Stande, die 
Drude in den Stügen zu berechnen; indem diefe Gleichgewichtsbedingungen 
fi) hier auf die beiden reduciren, daß die Summe aller verticalen Kräfte 
gleich, Null, und dag das Moment derfelben für irgend einen Punkt ebenfalls 
gleich, Null fein muß, aus diefen beiden Gleichungen daher auch nur zwei 
Unbelannte ermittelt werden fünnen. In diefen Fällen dient gerade die 


Gleichung der elaftifchen Linie dazu, die einzelnen Auflagerreactionen zu 
beſtimmen. 


Denkt man ſich beiſpielsweiſe einen Balken auf drei Stügen A,B, C ruhend, 
fo find außer den Druden A, B, C auch die Winkel «, ß, y zuvörderſt 
unbefannt, unter welchen die elaftiiche Linie in den Stützpunkten gegen den 
Horizont geneigt if. Wenn man nun fir die beiden Streden AB 


2 
und BC die Differentialgleichungen (wz — — a) aufjtellt, und jebe 


zweimal integrirt, fo treten zu jenen jech8 unbelannten Größen nod) vier Inter 
grationsconftanten hinzu, die ebenfalls noch nicht befannt find, alfo im Gans 
zen hat man zehn Unbefannte. [Bein Stügen 22 +2 (nr - 1)=4n— 2] 
Zur Beſtimmung diefer zehn Unbefannten erhält man nun außer den beiben 
allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen noch dadurch acht weitere Öleichungen, 


daß die beiden Gleichungen für Y und fr y, weldje für eine Strede gelten, 
den Bedingungen genügen müſſen, daß für die beiden begrenzenden Stütz⸗ 
punfte > glei) ber Tangente des Neigungswinteld der elaſtiſchen Linie 


dafelbft (&, ß, 7) und y = 0 fein muß, da die elaftifche Tinie durch diefe 
Punkte hindurchgeht. Für die beiden Streden erhält man auf diefe Weife 
2.4 = 8 Bedingungsgleichungen [bei n Stügen 4 (n — 1)], welche mit 
den beiden allgemeinen Sleichgewichtsbedingungen zufammen genügend find 
zur Beftimmung der zehn Unbekannten. 

Hierdurch ift allgemein erwiefen, daß für eine ganz beliebige Anzahl vom 
Stüßpunkten die Auflagerdrude mit Hllfe der elaftifchen Linie immer bes 
ftimmt werden können, wie dies in dem Yolgenden mehrfach ausgeführt iſt. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 
WE 
M 
ergiebt fich ohne Weiteres, daß r conflant ausfällt, d. 5. daß bie elaftifche 
Linie ein Kreisbogen wir, ſobald u conftant ift, d. b. wenn das Biegungs⸗ 


moment fir die verfchiedenen Querſchnitte in demfelben Verhältniſſe ſich 
ändert, wie da8 Moment der äußeren Kräfte. 


— 


Biegungsfostigkeit. Kennt man das Biegungsmoment WE ber 8. 224. 
einzelnen Querfchnitte eine® auf Biegung beanfpruchten Körpers, fo Tann 
Fig. 388. man, voraudgejettt, daß 
-P die Belaftungen eben» 
falls bekannt find, auch 
die Spannungen in je 
dem Uuerfchnitte des 
Körpers berechnen. Bes 
zeichnet 3. B. S bie 
Cpannung pro Qua⸗ 
dratmillimeter in einer 
Entfernung SN = e 
von der neutralen Are 
8, Tig. 385, fo find 
die Spannungen in den 
Ubftänden 21, 22, 633 
von ber Größe 





' 8 
\ £ 
\ 
\ 8. = = 8 69 
und für die Querſchnitts⸗ 


elemente Fi, Fr... 
\ die Momente der Span» 
M nungen: 
8 8 ER 
M, — F, Sı & — F,»} . Fi M,; — Fy e} 2 — M, Fo e — 


und es folgt die Summe der Momente der ſämmtlichen Spannungen im 
Querſchnitte NO: 
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ws 
M“=M+M+.-=(Fat+h2z+ 2- r 
Iſt nun 2 der Abftand SH des Querſchnittes NO von Angriffspuntte 
A der Kraft P, fo hat man aud) M = Pe, und e8 folgt daher 


1) Pe = En, oder Pze = WS, 


fowie die Spannung des Körpers in dem Abftande e von der neutralen Are, 


Me Pxe 

8*v u | 
Diefelbe wächſt mit = gleichmäßig und tft daher fr z —= 1, b. i. im Be 
feftigungspuntte B am größten. Ebenſo nimmt fie auch mit e gleichmäßig 
zu, und ift daher an der Stelle am größten, welche von der neutralen 
Are am meiften abfteht. Damit der Körper an feiner Stelle über die 
Elafticitätögrenze hinaus gefpannt werde, darf die Marimalipannung 8 
höchſteus den Tragmodul T erreichen, ift folglich 


Ple 
S= T=77: oder 


PiI= —— 
e 


zu fegen, wonach aljo die Tragfraft des Balkens AKOB: 





wT 
P= — folgt. 


Ebenſo erhält man auch die Kraft zum Abbrechen des Körpers in B: 


WK 
Pı= le I 





wobei man für K einen, allerdings durch Zerbrechungsverfuche befonders zu 
beftimmenden Feſtigkeitsmodul einzujegen hat. 


Es läßt fich die Orundformel Pk= ug auch aus oben ($. 220) ges 


fundener Grundformel Pr = == ‚ wie folgt, unmittelbar ableiten. Wenu 


man die von der Spannung S hervorgebrachte Ausdehnung NN, durch o 
bezeichnet, fo ift auch) S — 6 E, und wenn man in der Proportion 

NN _RS 

SN  MR' 


NN =6,5N=«,RS=1,ımd MR=r, ten Krimmmgshalbe 
meſſer einführt, alſo < = Pr oder 6 — * ſetzt, ſo folgt 
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S= e E, oder 8 = E und daher aud) 
r e r 


Seen wir in der Formel Z = 1); ($. 222) für die mechanische 





Arbeit zum Biegen bes Körpers AK B, das Moment Pl = — und 
den Tragmodul 7’ —= GE ein, fo erhalten wir 


7? wW? I wi 
eh wen heEza 


Run ift aber (nad) $. 212) 1/, 02 E der Arbeitsmobul A der Efafticität, 
daher folgt die mechanifche Arbeit, durch weldye ber Körper bis zur Elaftis 
citätsgrenze gebogen wird, 


wi 

18475 

Für die Arbeit zum Abbrechen iſt ebenſo 
wi 
Dehza 


zu fegen, wenn B den Arbeitsmodel des Abbrechens bezeichnet. 


Biegungsmomente. Aus den vorhergehenden Entwickelungen ergiebt 
fih, daß die Biegung ſowohl wie die relative Tseftigfeit der Körper wefentlic) 
von der Größe W abhängig ift, welche Größe lediglich aus den Abmeffungen 
des Querſchnittes des Körpers ſich beftimmt. Wir hatten die Größe W, 
d. h. die Summe ber Probucte aus den einzelnen Elementen des Querſchnitts 
in die Duadrate der Entfernungen derjelben von der neutralen Are das 
Maß *) des Biegungsmomentes des Körpers genannt. Es war babei eine 
prismatische Körpergeftalt vorausgefegt, weil man fonft, wenn die Quer⸗ 
ſchnitte nicht in allen Punkten übereinftimmen, genau nur von dem Bie- 
gungämomente des Körpers in einem beftimmten Querſchnitte 
fprecdhen muß. 

Ehe die Unterfuchung der einzelnen Fälle der Biegungsfeftigfeit weiter 
fortgeführt wird, mögen die Biegungsmomente für Körper von verſchiedenen 
häufiger vorfommenden Querſchnitten ermittelt werden. Ylir diefe Ermitte- 
lung ift zunächft die Kenntniß einiger allgemeinerer Beziehungen zwifchen ben 
Biegungsmomenten der Körper von Bortheil. 

*) Die Analogie zwilchen diefem.Werthe und dem Trägheitgmomente von 


plattenförmigen Körpern bat viele Autoren veranlagt, diejer Größe den Namen 
des Trägheitsmomentes des Querſchnittes beizulegen (ſ. „Zrägheitsmomente*). 


$. 225. 
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Kennt man dad Biegungsmoment Mi E eines Körperd ACD, Fig. 386, 
in Beziehung auf eine Are N} N, außerhalb des Schwerpunftes des Quer⸗ 
Sig. 386. jchnittes, fo Täßt fid) Leicht aud, das Bie⸗ 
| gungsmoment in Beziehung auf eine andere 
durch den Schwerpunft S gehende Are NN 
finden, welche mit der erfteren parallel läuft. 
Iſt der Abftand ZH = KK, zwilchen 
beiden Aren — d, und find die Abftände 
ber Flächenelemente Fy, F, u. ſ. w. von 
der neutralen Are NN = 2,8% u. |. w., 
fo hat man die Abftände von der re 
NN =d+tea,d+ zu[|.w,und 
es ift nun das Biegungsmoment: 
WE=[hR@+s”’+Rh(@d+2)?+-- JE 
— [F (@+2da+edD+ PR . . I F 
— lu F.. -.N)- 24 GFHRæei 4— Fr. +) 
+(FR2+R23+-- JE 


F+Rhr. 
al8 Summe aller Elemente gleich den Querſchnitte F, ferner 
Fatrhat+:-- =0 
als Summe der ftatijchen Momente in Bezug auf eine durd) den Schwer» 
punkt gehende Are, und 
(Kıatrz‘.)E 
das Biegungsmoment WE in Beziehung auf die neutrale Are NN. Cs 
folgt daher: 





Neun ift aber - 


WE= (W + F’d?) E, 
oder: 

W=W+H+ Fa, 
und umgelehrt: 

W= Mi — Fde. 

Es iſt alſo das Maß W bes Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die neutrale Are gleich dem Maße Wı des Biegungsmomens 
tes in Beziehung auf eine zweite PBarallelare, vermindert nm 
das Product aus dem Duerfchnitt Fund dem Quadrat des Ab⸗ 
ftandes beider Aren. Auch folgt hieraus, daß unter allen Biegungs- 
momenten das in Hinficht auf die neutrale Are anı Fleinften ift. 

Bon vielen Körpern laſſen fich die Biegungsmomente in Hinſicht auf 
irgend eine Are leicht finden, man kann daher dieſe dazu benugen, um mittelft 
der gefundenen Formel die Momente in Hinficht auf die neutrale Are zu 
beftimmen. 
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Sind CK =z und CL = y, %ig. 887, die Coorbinaten eines $. 


Punktes Fin Hinficht auf ein rechtwinkeliges Arenkreuz XX, YY; find 

Sig. 897. ebenſo CM—= um CON—=rv 
die Coordinaten dieſes Punktes 
auf ein anderes rechtwinkeliges 
Arenkreuz TU, VV, und ift end» 
ih CF —= r ber Abſtand des 
gedachten Punktes F' von dem ges 
meinfchaftlichen Nullpunkte bei⸗ 
ber Arenſyſteme, fo gelten, dem 
Pythagoreifchen Lehrjage zufolge, 
bie Gleichungen: 
2tP—=utrV—r, 
und es ift aljo aud) 

Faæ + Ft = Fu! + Fu = Fri. 

Setzen wir nun in biefen Sleichungen flatt F nad, und nad) die Ele- 
uente Pi, Fr, F, u. ſ. w. des ganzen Querſchnittes ABD, und ebenfo ftatt 
z, y, u und v die entjprechenden Coordinaten ;, 2, 2; u. |. W., Yı, Ya, Ya 
n. |. w., fowie u, %2 ++ und 9, v3 - - - ein, jo erhalten wir durch Abbition 
folgende Gleichungen: 

Fzı+h23t-.-.+Fy+trRyw+t'- 

—= Fu) + FRw +... + Fv? + Fr} +.» 

= Fır! + Fr? ++, 
oder, wenn wir 

Fo+Rz2+---bud2 (Fr), 





ferner 
km FytRry+t:'dud2(Fy), 
owie 
Fu+Fu+..-dud (Fur), 
Fy+RyHt durch (Fv), 
und 


"Ar + Fr! +---dud 2 (Fr) 
bezeichnen, 
Z (Fe) +2 (Fy’) —=2 (Fu) +2 (FW) —=2 (Fr?) 

Es ift hiernadh) die Summe der Maße der Biegungsmomente, 
in Hinſicht auf beide Aren XX und YYeines rechtwinteligen 
Arenſyſtems gleih der Summe der Maße der Biegungs« 
momente in Hinſicht auf beide Aren eines anderen ebenfalls 
rechtwinkeligen von demfjelben Anfangspuntte ausgehenden 
Areniyfems und gleich dem Maße bes Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf den gemeinfhaftliden Anfangspunlt, d. i. 
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gleich der Summe der Producte aus den Elementen des 
Querſchnittes und aus den Quadraten ihrer Entfernung 
vonder Are C. 
Iſt der Querſchnitt ACC), Big. 388, eines gebogenen Körpers eine 
ſymmetriſche Figur, und ift die Are Y'Y vechtwinkelig gegen die Sym- 
Gig. 388. metrieaxe XX, fo 
findet noch eine Res 
lation zwifchen den 
Diegungsmomenten 
ftatt. Sind wieder 
SK=czmb KF 
— y die Coordina- 
ten eined Flächen⸗ 
elementes F’ in Hin⸗ 
fit auf das Aren- 
fyftem X X und YY, 
und iſt au FN 
= v der Abſtand 
deſſelben Elementes 
"r F von einer anderen 
Are UU, welche um 
ben Winfel XST— @ von der erfien Are XX abweicht, fo haben wir 
für denfelben 
—=KFos KFM— SKsn. KSL=yos.a— zei. oe, 
daher: 
v?= 2? (sin. 0)? + y? (cos. a)? — 2xy sin. a cos. a, fowie auch 
Fv? = (sin. 0)? Fax? + (cos.c)? Fy? — sin. 20 Fxy, und 
&(Fv?) = (sin.0)? Z (Fr?) + (cos. a)? Z(Fy?) — sin. 202 (Fzy). 
Da wegen ber fymmetrifchen Geftalt der Figur jedem Elemente F, F.... 
ein gleiches Gegenelement Fi, F} .. . zulommt, bei welchen y umb folglich 
auch da8 ganze Product negativ ift, fo fällt die Summe der entiprechenden 
Producte fir je zwei folcher Elemente, und folglich) aud) die ganze Summe 
2 (Fzy) — Null aus, und es ift daher: 
2 (Fv?) = (sin.0)? Z (Fr?) + (cos.0)? Z (Fy?), ober: 
W= (sin.o)? Wı + (cos. «)? W,, 
wobei W das Maß des Biegungsmomentes in Hinficht auf irgend eine Are 
UT, W; das in Hinficht auf die Symmetrieaxe XX und WW, das in Sin 
ſich auf die rechtwinlelig zur Symmetrieare ftehende Are 7 Y bezeichnen, und 
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vorausgejegt wird, daß die Aren TU und YY fowie die Symmetrieaxe X X 
durch den Schwerpunkt S der Figur gehen. 

Mit Hilfe der beiden vorstehenden Regeln kann man nidht felten aus dem 
befannten Biegungsmomente eines Körpers in Hinficht auf eine gewifle Are 
das Biegungsmoment deffelben in Hinficht auf eine andere Are finden. 


Biegungsmoment eines Streifens. Um das Biegungsmoment eines 
Körpers von befannten Querſchnitte AD, Fig. 389, I., in Hinſicht auf eine 
Are XX zu finden, denfen wir uns diefen Duerfchnitt durch Perpendikel 
zu XX in lauter fchmale Streifen und jeden folchen Streifen, wie 3.8. 0A, 
wieder in rectanguläre Elemente Fi, Fr, Fz u. f. w. zerlegt. Sind dann 
ei. 2 #3 u. f. w. die Abftände (CF) diefer Elemente von der Are XX, fo 
haben wir das Maß des Biegungsmomentes für einen ſolchen Streifen: 

Fe] + Fye} + F,e} ... 
= Fr . £ PR .% + FR%.% + ... 

Ziehen wir num in Fig. 389, IL, AB rechtwinkelig auf und gleidh CA, 

und verbinden wir B und C durd) eine gerade Linie, fo ſchneidet diefelbe von den 

Fig. 389. in ben Abftänden (CF)— x,, 
&g, & U. |. w. auf OA errichte 
ten Perpendikeln gleiche Stüde 
(F@) = 2, 22, u. |. w. ab. 
Es laſſen ſich nun F, £ı; Fat 
u. |. w. als die Inhalte von 
Prismen, fowie 
Ps . 2, F2.2 u. f. w. 
als die ftatifchen Momente 
berfelben in Hinficht auf die 
Are C anfehen. Die Prismen 
Fı 851, Fr u. f. w. machen aber zuſammen ein dreifeitiges Prisma aus, 
defien Grundfläche das Dreied ABC und deilen Höhe die Breite des 
Streifend AC (1) if. Es ift daher aud) die Summe der obigen ftatifchen 
Momente gleich dem Momente des Prismas ABC in Hinfiht auf die 
Are XX. Seen wir die Höhe CA — 2 ımb die Breite des Streifeng 
— db, fo haben wir den Inhalt des gedachten breifeitigen Prismas 

= wi 3 bæs, 
und da der Abſtand feines Schwerpunktes von C, ?/, æ beträgt (j. $. 111), 
fo ergiebt fid) das ftatifche Moment des Prismas und folglich aud, das Maß 
des Biegungsmomentes vom Streifen CA in Beziehung auf die Are X X: 
W= 1/g b2?. 2/6 = 1); bæs. 
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Um nım das Biegungsmoment des ganzen Ouerfchnittes AD zu fin- 
den, bedarf e8 natürlich nur einer Addition der Biegungsmomente der Streifen 
wie CA, in welche ſich die ganze Fläche durch Perpendikel zur Are X X 
zerlegen läßt. 

Am einfachften ift die Beftimmung bei einem rectangulären Quer» 
ſchnitte ABCD, Fig. 390. Hier find die Streifen, in welche ſich die 

Fig. 390. Flächen zerlegen, von gleicher Größe, und machen 
r daher zuſammen einen einzigen Streifen von 
STTTTTT1 der Breite AD —= b des ganzen Rechteckes 
| aus. Iſt dann noch die Höhe AB diejes 








Rechteckes — Ah, jo hat man die Höhe eines 





| —  Gtreifens: 
| e = 1), h, 
| daher da8 Maß des Biegungsmomentes einer 
BB 0 Hälfte diefer Fläche: 


1b (S * 2 


und endlich dieſes Maß von ganzen — für die neutrale Are NN: 
wu. m 
u 24° 12 
Die Entfernung e der neutralen Are von den davon am weitelten ab» 
ſtehenden Faſern (in A D) beträgt hier e = 2 daher iſt 


bh8 
w_12 _bM 
e h 6 
2 


Es wächft dem Vorftehenden zufolge, bei einem parallelepipebifchen Ballen 

3 
das Biegungsemoment WE = = E wie die Dreite und wie der 
Cubus der Höhe des Ballen. | 


Hohle Balken. Bon einem hohlen parallelepipedifchen Ballen ABCD, 
Fig. 391, beftimmt ſich das Biegungsmoment, wenn man von dem Momente 
des vollftändigen Balfend das Moment der Höhlung abzieht. Sn AB=b 
und BC=h die Äußere Breite und Höhe und AB, —=b, nd BG =h, 
die innere Breite und Höhe, jo hat man die Maße der Biegungsmomente 
der Flächen AC und A, C:: * 


BL 


ET 12 ' 
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und e8 folgt durch Subtrachon das Sl ungsmomen des hohlen 
Balkens: 


„=. 
Der Abftand der — — von der neutralen Are iſt hier: 
bh? — bh? 
— daher —— 


Ganz auf gleiche — — ſich das Biegungsmoment des an den 
Seiten ausgehöhlten Körpers ABCD, Fig. 392. Sind AB—=b 


Fig. 891. Fig. 392. Tig. 393. 


bc ‚Duc 
' ug | 


wire 








und BC = h äußere Breite und Höhe, und it AB — A,D, =b,, 
ſowie B, Ch = 41 die Summe der Breiten und die Höhe der beiden 
‚ Pöhlungen, fo erhält man wieder durch Subtraction: 


Dh — bihd 
m 12 
Ferner ift hier wie vorher: 
h W bns — bh? 
e = —; und — — 


2’ e 6h 
Ebenſo ergiebt fich das Biegungsmoment des Körpers ABCD, Fig. 393, 
mit kreuzförmigem Querſchnitte. Iſt Her AB=b ud BO=h die 
Breite und Höhe des Mittelftides, und it AB — AB = b um 
4, D, = hı die Summe der Breiten und die Höhe der Seitenftüde, fo 
folgt durch Addition das Biegungsmoment des Ganzen: 


__bh® + bh? 
— 12 
und 
„_h W_WwHbhH 
Br 6h 


Auf diefelbe Weiſe kann man die Biegungsmomente vieler anderen in der 
Praris vorfommenden Körper finden. So ift 5.2. für den Körper mit 
Tförmigem Ouerjchnitte A, Bı CD, Fig. 394 (a. f. S.), bei den Dimenfionen 
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AB=CD=!b, 
AB — A, B- = AA, + BB, = bi, 
AD=BC=hwm 
AD, =BC, = BC — CC, —= hu 
gig. 394. da8 Maß des Biegungsmomentes in Beziehung 
auf die untere Kante A, Bi: 
Moment des Rechteckes ABCD minus Moment 
der Rechtecke A, D, und Bi Ci, d. i.: 


— — Ze; b(2h)? 2 A, b, (2h,)? 
| ME? 48° 99 a 75 
_ bh — bh, 


“ ’ 


zB. 3 
N pie fi) ergiebt, wenn man jedes diefer Rechtecke 
als die Hälfte von doppelt jo hohen Rechtecken 
mit der neutralen Are N, N, anfieht. Nun ift die Fläche aCD=F 
—= bh — bh, und ihr ſtatiſches Eu 





Pe: a bh de OR — bh; 
es folgt daher der Hebeların 
3 __ 2 
M=a— bh b,h| 


2(bh— bh)’ 
das Product 
F.e—=!/ (bh? — b,h9: (bh — bh) 
und dag Biegungsinoment des Körpers in Beziehung auf die durch den 
Schwerpunkt S gehende neutrale Are NN: 
RR 
=W-F.g= — 1-1, 0M—bhP):(h— dr hı) 
_4(W® — bh) (bh — bihi) — 3 (bh? — bi hf) 
12 (dh — bh) 
_(bM — b,h?)? — 4 bhbıh, (h— hı)? 
== 12 (dh — b, hı) 

Hier ift der Abftand der äußerften Safer von der neutralen Are auf der 
einen Seite der legteren von anderer Größe, als auf der anderen Seite. 
Bezeichnet e, den Abjtand der Faſer in A, Bi und e benjenigen ber Faſern 
in DC von NN, fo ergab ſich oben: 

2 — 
an und daher folgt 
W (bh? — bi k) — 4 bhb,hı (h — ki) bh? — b,h} 


— — mir, 


e 12 (bh — bi hi) 2 (bh = b, Aı) 


e, = 
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_ (bh? — b,hd% — Abhbıh, (bh — 11)? 
— Em u 
Andererſeits folgt: 
h.2(bh— bh) — (bh? — bh?) 
2 (dh — bh) 
bh — 2bhhh,h + bh} 
m oh uch) ‚ baher 
(dh? — bhhNt — Abhbıh, (h— hı)? bhr—2b,hh, 4 bi h} 
12 (bh — bh) 20h — bh) 
_ (bh? — bh)? — Abhbıhı (kh— hı)? 
— 6 (bh? — bh?) 
Bei der Beitimmung der Tragkraft gußeiferner Balken von Tförmigem 
Querſchnitte ift, wie aus dem Späteren fich ergeben wird, je nach den Um⸗ 


ftänden der Werth von = oder x maßgebend. 
1 


Es iſt leicht einzuſehen, daß die hohen, ausgehöhlten und gefiederten 
Korper bei gleicher Maſſe ein größeres Biegungsmoment haben, als die 
breiten, maſſiven Körper. Weil dieſes Moment mit dem Querſchnitte F 
und dem Quadrate (æ2) der Entfernung von der neutralen Are wäüchſt, fo 
bat eine und diefelbe Yafer um fo mehr Widerſtand gegen die Biegung, je 
entfernter fie von der neutralen Are Tiegt. Iſt z. B. bei einem maffiven 
parallelepipedifchen Ballen die Höhe % gleich der doppelten Breite db, fo fällt 
da8 Biegungsmoment entweder 

8 3 
w=rlT  yna= 
ans, je nachdem man diefen Balken mit der Tleineren Breite b oder mit ber 
größeren 2b auflegt; e8 ift alſo im erflen alle das Biegungsmoment vier 
mal fo groß, als im zweiten Galle. Die Größe = , von welcher die Feſtig⸗ 
keit und Tragkraft des Körpers abhängig find, ift dagegen in ben beiden 
Fällen 2/,;bt:b = %,b° und !/, bt: 2 — 1,b#; alfo im erften alle 
doppelt fo groß als im zweiten. Wenn man ferner den mafjiven Ballen 
vom Ouerfchnitte bA duch einen hohlen erjegt, deſſen Höhlung br gleich 
ift dem mafliven Theile vom Duerfchnitte 5A, — bh, wenn alio 
bh — bhm=bhdibn = 205, oder bi = dV2 m 
h=hV2 if, fo erhält man für den Ießteren das Biegungsmoment: 
bh? — bh°__d V2 (h V2) — das 
12 — 12 
d. i. dreimal ſo groß als für den erſteren. 


e — h — ei — 


e 


— 1/,bt 





= 818 db, 
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2 
Der Werth von ui welcher bei dem maſſiven Balken zu = = = fich 
ergiebt, berechnet fich hier zu: 
WEM hy EM _ 5,9, 0 
e nn 2! ne nn 


jo daß für den hohlen Ballen unter übrigens gleichen Umftänden die Trag- 
fraft 2,122 mal fo groß ift, wie für den mafliven. 


$. 229. Dreiseitige Balken. Das Maß des Biegungsmomentes eines pris⸗ 
matiſchen Körpers mit breifeitigem Duerfchnitte ABC, Fig. 395, 
Fin. 895. wird mit Hilfe der legten Paragraphen 
wie folgt beftimmt. Für das Prisma 
mit rectangulärem Duerfchnitte AB CD 
ift, wenn man die Bezeichnungen des 
vorlegten Paragraphen beibehäit, das 
bAh® 
2° 
folglich das fir feine Hälfte mit dem 
triangulären Querfchnitte ABC, und 
zwar in Hinſicht auf die Mittellinie N, N: 
bh? __ ba? | 
mh 
Nun fteht aber die Schwerlinie NN des Dreieds um I, AB= Yıh | 
von der Mittellinie oder Schwerlinie N, N, des Rechteckes ab, daher ift nach 
8. 225, das Moment in Hinfiht auf NN: 
h\? bh? bh? bh? b.A? 
w=W- (5) 7 
alſo das Biegungsmoment W des Balkens mit dreiſeitigem Querſchnitte iſt 
nur ein Drittel vom Biegungsmomiente des parallelepipediſchen, bei gleicher 
Orundlinie und Höhe des Querſchnittes. Da nun aber der letztere Ballen 
nur doppelt fo viel Volumen hat als ber erftere, fo folgt, daß bei übrigens 
gleichen Dimenfionen der trianguläre Ballen nur ?/ fo viel Bieguugemoment 
befigt al8 ber rectanguläre Ballen. 
Fur die Are Z, 2, durch die Baſis BC ift ferner dieſes Moment: 
bR?3 bh? bh2 
mM=W+(5) = +5 °7° 
und für die Are ZZ durch bie Scharfe —* B iſt es: 
2h\? Z bA3 4bh? . bAR° 
m=-W+G)3SutwT 


Maß des Biegungsmomentes — 
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Diefe Formeln bedingen übrigens nicht einen rechtwinkelig triangulären 
Querſchnitt. Es gelten diefelben auch fr jedes andere Dreied ABC, 
Fig. 896, Fig. 396, deflen Ba- 
ſis B CO vechtwinfelig 
gegen die Biegungs⸗ 
fraft P ſteht; denn 
es läßt fich daffelbe 
in zwei rechtwinfelige 
Dreiede ABD und 
A C Dyerlegen, deren 
Grundlinien BD=b, nd DO=b, zuſammen die Grundlinie B0b 
des ſchiefen Dreieckes ABC amade fo es ſich daher fir das letztere 


bh» h® 
8 ;_ 
berechnet. 
Uebrigens ift es natürlich ganz inerlei, ob die Grundlinie BC oben oder 


unten, alſo wie in L ober in IL, Tiegt. Es iſt für beide Fälle das Biegungs⸗ 
moment jelbft 





WE= dr E, 
36 
jo lange die Elaſticitätsmodel (E) fir Ausdehnung und Zuſammendrückung 
nicht von einanber abweichen. 

Anders verhält es ſich Hinfichtlich der Tragfraft und Feſtigkeit des Ballens, 
wenn die Tragmodel und Feſtigkeitsmodel des Materials verfchieden find. 
Bezeichnet man nämlich mit eı und e, die Abftände der neutralen Are von 
der Spige A reſp. der Grundlinie BC; fo ift 


W_1 bh dm 


3 
wW_ı0m _bm 
ua 36h 12 

3 


Sobeld.⸗ T, (für Zug) gleih 7, (für Drud) iſt, muß man von den beiden 
Werthen — — = und W; — immer ben Hleineren nehmen, Bier alſo den für die Spitze 


| w_bmM 
e 2 
Sind T, und 7, verſchieden, jo hat man den Balken jo zu legen, daß 


dem größeren Tragmodul 7’ auch der größere Abftanb e entfpricht, und ber 
Deisbach's Lehrbuh der Mechanik. L 29 
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Rechnung hat man dasjenige e zu Grunde zu legen, fir welches = den 


fleineren Werth annimmt. 

Diefelben Formeln finden aud) ihre Anwendung bei einem rhomboidalen 
Querſchnitt ABCD, Fig. 397, mit horizontaler Diagonale BD. Iſt 
wieder die Breite BD — b und Höhe AC=h, fo hat man fir Körper 
mit diefem Querſchnitte: 





b /h\?® DA? 1 bA?° 
„=2:5(5)=-5=1%5 
MW _iLm__1bM 
* e 4 h 46’ 
12 > 


d. i. ein Viertel von dem Momente bes Balkens mit rectangulärem Quer⸗ 
ſchnitte ZFGH bei gleicher Breite und Höhe. Auch folgt hiernach fir ein 
Doppeltrapeg ABED, Fig. 398, von dr She AC=BD—h 
äußeren Breite AB=CD=b und i a Breite EF bi, 


w=— (b — b) _@b+b)» 
e 48 , 
: _@b+b) A 
* e 24 
Fig. 899. 
Gig. 397. Big. 898. 
F A F 
1 il MW J 
4 a ah 
ee = TE 
0 N / Erna 
9— AB 
Es y un ao 
I Fa. 
7 





$. 230. Polygonale Balken. Die vorftehende Theorie kann auch auf Körper 
mit regelmäßig polygonalen Querſchnitten wie ACE, Fig. 399, an- 
gewendet werden, bei welchen die neutrale Are XX zugleich eine Same: 
trieare if. Da fich ein ſolches Polygon in lauter congruente Dreiecke 
zerlegen läßt, fo kommt es bei diefer Beſtimmung vorzüglid, darauf an, das 
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Biegungsmoment eines folches Dreieckes ASB zu ermitteln. Bezeichnet 
man die Seite AB —= BO —= CD des Polygons oder die Grundlinie 
eines Ergänzungsbreiedes deſſelben, durch 3, und die Höhe 8 deſſelben durch 
h, jo bat man das Maß feine® Diegungsmomentes in Hinficht auf die Are 


XxX: —1. hs’ = he ‚ dagegen daſſelbe in Hinficht auf die zweite Are 
4 12 48 
— 3 
Fr: — 2, und es if folgfid) bie Summe beider Momente: 
sh? NL = = 
Ttra-ılto 


Diefe Summe gilt nun * 8§. 226) auch * a der übrigen ‘Dreiede, 
und es ift daher diejelbe für das Polygon von n Seiten: 


w + m= (m 4 5) = = + 7 


wenn man den Inhalt defielben: 
n. 2, durch Fausdruckt. 


Bezeichnen wir den Winkel ASX durch «, fo ift nad) $. 226 das Mo» 
ment in Hinfiht auf die Are ASL: 
= WW, (sin.a)? + Ws (cos. @)?; 
daſſelbe ift aber auch gleich dem Momente W, in Hinficht auf XS.D ober 
X X, daher hat man: 
W; = Wı (sin.«)? + Ws (c08.«)?, ober: 


. W, (sin. a)? = W; [1 — (cos. «)?], b. i.: 
W, (sin. 0)? —= W; (sin. «)?, und folglid): 
W, = W.;. 


Für eine Are TO, weldhe um einen willkürlichen Winkel XSU— p 
von ber Are XX der Symmetrie abweicht, ift ferner das Moment: 


W = W, sin.9? + W, 00s.9% = W, (sin. 9? + 008.99) = Wı. 
Penn man folglidy in der obigen Gleichung 
8? 
wm + n=5 (m + 5), W=m=W 


einfegt, jo erhält man fiir jede beliebige Are des regulären Polygons bas 
Maß des Biegungsmomentes: 


F 8? 
V=W=M=7(M47, ‚ 
29* 
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oder, wenn man noch den Halbmeffer des Polygons SA = SB= r, und 
hiernach hr = r? — Z fegt: 

_fF e\ Fr? + 29) 
v=z7(r- 5) = — — 


Für einen Balken mit regelmäßig 2% ſeitigem Querſchnitt, wie A D F, 
Fig. 400, I. und II., hat man, wenn r den äußeren Halbmeſſer CA, s die 


Big. 400. 
I I. OL 
A 
F B 
Oo 
E L D 





Seitenlänge AB, h den inneren Halbmefler CL bezeichnet, entweder 


3 
e=rwre=h= (5) 
zu fegen, je nachdem bie im Schwerpunkte auf der neutralen Are errichtete 
Normale einen Eckpunkt (Fig. 400,1.) oder die Mitte einer Seite (Fig. 400, IL) 
trifft. 
Daher folgt für den erften Fall: 


er m für den zweiten: j 

„ — EHEN, wahrend in beiben Fällen: 

F=iynsh=nk YVr — Mans Vr- (5) iſt 
Das Berhältnig der Tragmomente Li T und T Tt= 2 


Iſt Die Anzahl n der Seiten des polygonalen Querſchnittes ungerade 
(Fig. 400, III), fo hat man für e ſtets CO A=r als den größeren Abftand 
in Rechnung zu bringen, vorausgefegt, daß bie Kraftrichtung in eine Sym⸗ 
metrieare des Querſchnittes hineinfällt. 


Für den quadratifchen Querſchnitt ft s = 2h—=r V? und daher das 
Zragmoment 
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w st (2 * 
— 71 T= — T= T=T T= 0,333 r? T, 
rs Jıa zz ar Ya r 
v3 
dagegen | 
W st g3 rs V2 
__ m — Usa —_ T— m — 
77* /ıs : IT=,T= 3 T 0,471r3 T. 


2 


Während alfo das Biegungsmoment bes Balfens mit quadratiichem Quer⸗ 
fchnitte daſſelbe ift, ob berfelbe mit einer Kante oder mit einer Fläche nad) 


unten gelagert wird, ift da8 Tragvermögen im legteren Falle v2 = 1,414 mal 
fo groß wie im erfteren. 
Für den jechsfeitigen Ouerfchnitt hat man 
8 = r= Zr. F= 3 y3 32 — 2,598 8°, daher: 
v3 ' ? 
w „F[R+! 3 39? /8 8? BV3 .3° 
._—L IN) var z + Ya) =: ® 


eı 4 8 





_5V3 


=. r= 0541 run 
2 
Ww_yVe the — 1, 8 — rn = 0,628 7, 
* 4.7 73 
Tür den regelmäßig achtfeitigen Querfchnitt ift: 


=rV2—Y2,r=ZV2+Va m 





F=4sh=2. v2. "— este 
T_W_AVGE Hr, nm 
e 7 6 

—8* — — 

e⸗ 3Va + Va 


Balken mit kreisförmigem und elliptischem Querschnitte. $. 23]. 
Für den Kreis als Polygon von unendlich vielen und unendlich kleinen 
. Seiten it s — 0, daher folgt da8 Maß des Biegungsmomentes eines 
Cylinders: 


4 
w=Ir- —— = 0,7854 rt und 
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E _ 0,1854 r. 
e a 


Fir einen hohlen Cylinder oder eine Röhre mit dem äußeren Halbmefler 
ri und bem inneren Halbmefler rs folgt daher durch Subtraction: 


x (rt —n) _2n —n) tr) _ F. n+n + rs 


Do 0 1 En ö— — — = 


{4 1-Fe+!] 


wenn F = x (r? — r?) den Inhalt bes ringförmigen Querſchnittes, 


„ira er 72 den mittleren Halbmeſſer, und b—= rn — 1, die Wanbbdide 


des —** bezeichnen. 
Für den hohlen Cylinder folgt das Tragmoment 


b\3 


Yr "ung Fr "er, 
1 . 


b 
145 


Der horizontale Durchmeſſer A B theilt den Vollkreis DE, Fig. 401, 
Fig. 401. in zwei Halblreife ADB und AEB, und 
es ift das Maß bes Biegungsmomentes für 


D eine folche Hälfte in Hinficht auf ben Durch 
N n meſſer AB: 
— / rt 
Ri ! \ „=, * — — 


. ⸗ Nun ſteht aber ve Schwerpunkt S bes 
J— Halbkreiſes um CS — * (. & 116) von 


dem Mittelpuntte C des Kreiſes ab, es ift daher fltr die parallele Are NN 
durch 8: 


3 
W=M-F.TB=mM-—rF-(}) 


1 8 
— zrı I _ —)\ — rs. 
= Ar G Im 0,1098. r 
Ferner ift: 
dr 
BS=a= 7, 0424 r md 
DS = ea = 0,5756 r, folglid: 


WwW_ 0, 1098 _ 
_ — 3 
7 *5575 0,1907 r? und 
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W _ 0,1098 

& 0,4244 4244 

Dagegen ift für den mit verticalem Durchmeſſer: 


rd = 0,2587 r3, 


Ww 
€ 


In Hinfiht auf eine Are NN, welche um den Winkel NSX — « von 


ber Symmetrieaxe CD, Fig. 402, abweicht, ift dag Moment des Halb- 
kreiſes: 


— er _ — 0,3997 nr}, 


zri 1 8 
— I cos. a? ı[Z_ — —_\ sin.a: 
W 3 cos. a? + ar G >=) sin. & 
= (0,3927 cos.a® + 0,1098 sin. a?) rt. 
Sig. 402. Big. 403. 





Aus ber Formel 


fitr das Biegungsmoment des Vollkreiſes läßt fi) auch das für eine Ellipfe 
ABAB, Sig. 403, ableiten. In Folge der ans $. 12 ber analytischen 
Hülfslehren belannten Beziehung der Ellipfe zum Kreiſe ift, wenn AB, ABı 
einen Kreis vorftellt, defien Halbmeſſer CA der einen Halbare a der Ellipfe 
gleich ift, und wenn die andere Halbare C.B der Ellipfe durch db bezeichnet 


wird, das Verhältniß DE ber Breite DE eines elliptifchen Elementes zur 
Breite D, Eı eines gleichliegenden und gleichhohen Elementes vom Kreife 





Da nun aber das Biegungsmoment eines folchen Streifens nur der einfachen 
Breite proportional wächſt, fo verhält fi daher auch, das Moment eines 
Steeifend DE der Ellipfe zu dem entfprechenben Streifen D, Zr, bes Kreifes 
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wie b zu a, und es ift folglich aud) das Maß des Biegungsmomentes für den 
Körper mit elliptifchen Duerfchnitte gleich - von dem mit kreisförmigem 
Querſchnitte, d. i.: 


GE un 0 — — — — — 1 7 
W Een — . F.a! und 
W W ao 1 
= — 7 — 7 — Ja F . G. 


Enthält diefer Körper noch eine elliptifche Höhlung mit den Halbaren 
a, und di, fo hat man für denfelben: 
(ab —ab) _ „ea 


= 1 und 
W nr(ab—ab,) „a? — a? 
BASE il ee) SE, „he 
e 44 4a 
Iſt ferner ein Körper mit rectangulärem Querſchnitte entweder um 
Fig. 404. feine Are herum, oder, wie in Fig. 404, an ben 


Seiten elliptifch ausgehöhlt, fo hat man für 


Ä — he dejlen Biegungsmoment: 
RT T: y_ dh _ zaihı 





rc 12 4 

SEN im zu fegen, wobei b und A% die Breite AB und Höhe 
De ; win AA BB des rectangulären Querfchnittes AB BA, 
Ab BB dagegen a, und b, die Halbaren CE und CF der 


balbelliptifchen Ausjchnitte DE bezeichnen. 
Das Tragmoment hat die Größe: 
Wn_ Yab® mbar „_bR— Baba}, 


e U 6h 


$. 252. Das Maß W des Biegumgsmomentes von einem Cylinder oder einem 
Cylinderabſchnitte läßt ſich einfach auch auf folgende Weife ermitteln. 

Sig. 408, Man theile den Quadranten ADO bes Eylin- 

derquerjchnitte® AOBN, Fig. 405, nn 
gleiche Theile, führe durch die Theilpunkte ver» 
ticale Schnitte, wie DEFG u. |. w. und 
beftimme die Biegungsmomente der dadurch 
erhaltenen, als gerade Parallelepipede anzu⸗ 
fehenden Blätter, . 8. DEFG u. ſ. w. Die 
Summe der Biegungsmomente diefer Blätter 
giebt da8 Biegungsmoment des halben Cylin⸗ 
ders AOB, und durch Verdoppelung dieſes 








8. 232.] Die Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. 457 


Momentes erhält man das Biegungsmoment bed ganzen Cylinders. Bes 
zeichnet r den Halbmeſſer CA = C ° des Freisfürmigen Duerfchnittes 
AOBN, fo ift ein Bogentheil DE = - - tt — —, und in Folge der 
Aehnlichkett der Dreiede DEH und ODK bat man 1 fl bie Dide KL 


des Cylinderblatte DEFG —=2.DGLER: 


KD KD xr 
KL=GH= CD‘ De — 75 7” 3= ED. 


Nun folgt nad) der befannten Formel in $. 227 das Maß bes Biegungs« 
momentes von bem Platte . DEFG: 


Segen wir den veränderlichen Winkel A CD, welcher ben Abftand des Schnit⸗ 
tes DE vom verticalen Durchmeſſer AB beſtimmt, — 9, fo erhalten wir für 
die Ordinate oder halbe Blatthöhe DAX == r cos. P, und daher das letzte Bie- 


4 13 4 2 4 
gungsmoment — Ir (cos. pt = ar 3+4008.29 + c08.49 ‚da 


3n 8 
fich (cas. pp = HL 2 s. ſehzen laßt (fiehe „Ingeniene® 


8 
Seite 157). Um nun da8 Maß des Biegungsmomentes bes halben Cylin- 
ders zu finden, bat man im " Sache 344cos. 2 ꝙ 4 008.49, für p nad) 
X N. n 
und nad) die Werthe 1 - In’ 2- In’ 3. In bie n- In einzufegen, die 
erhaltenen Ergebniffe zu — und zuletzt noch mit dem gemeinſchaftlichen 


Factor ar zu multipficiren. Nun giebt aber die Zahl 3, nmal zu fih 
abbirt, das Probuct 3», ferner ift die Summe der Cofinufe von O bis x 
— Null, weil die Eofinufe im zweiten Quadranten von 5 bis = gleich und 


entgegengefegt find den Cofintifen im erften Quadranten von O bis 5 und 


ebenfo die Summe der Cofinufe von O bis 27, — Null, weil aud bie 
Coſinuſe im dritten Quadranten von = bis 3/, 7 bie im vierten Quadranten 
von 3/3, x bis 2% aufheben, daher bleibt für das Maß des Biegungsmomentes 
von ber Eylinderhäffte AO B: 


W ar zri . 

m 3n = Fr und endlid, für den ganzen Cylinder: 
zr! 

WV — 0,7854 rt, oder auch 


458 Vierter Abjchnitt. Zweites Capitel. [8. 233. 


4 
w— * — 0,09817 d4, 


wenn d — 2r, den Durchmeſſer des Cylinders bezeichnet. 


(Anmerlung.) Im Gewande der Differenzial- und Integralrechnung ift, da dp 


ein Element des Bogens g bezeichnet, dad Element DE = a = rd9p, und 


daher das Moment des blattförmigen Flächenelementes DEFG, 
2Y%p.rt 2Zrtdp (3-+4cos. 2 cos.4 
= I (eos. = (tier tgtentg 


rd 
= 15 8+4008.29-+ 008. 49) 29 =82p+ 4.008.2 9 +4 cos. 492 9) 


= [82p+ 200.292 29)+ Y 008.4 98 (4g)] 
und enblih das Moment bes Eylinderftüds ABED: 


wen(sfeor+2 cos. 29 (29 Yı feos 49% 49), d. i.: 
w⸗ 5 (89 -+2sin.2p-+Y,sin.4g) (f. analyt. Gulfslehren, 8. 26.1). 


Wird go = 5; alio 80.29 = sin.n = 0, und sin.Ap = sin. 2 = 0, 
eingefegt und das Ganze verboppelt, jo erhält man, wie oben, das Biegungs⸗ 
moment des ganzen Cylinders, wieder 


Gür das Segment DOE ift dagegen 
4 . . rt 
W= z — 8pP+28in.29+',sin.dgy) cĩ 
_[r-29 _ Ferse uen io 
5 - |" 
= [6 (a — 29) —88in.29 — sin.4y] - 


Durch einfache Subtraction läßt ih mittels der letzten Formel aud) das Moment 
W für ein Brett DEFG von endlider Dide KL beflimmen. 


(8. 233) Balken mit krummlinigen Querschnitten. Fur Körper mit 

gefegmäßig krummlinigen DOuerfchnitter beftimmt fi) dag Maß W 

Fig. 406. des Biegungsmomentes am ficherften mit Hilfe 

der höheren Analyfie. Man zerlegt zu diefem 

Zwecke eine ſolche Fläche ANP, Fig. 406, durch 

Ordinaten in ihre Elemente, und beftimmt num 

die Momente eines folchen Elementes fowohl im 

Hinfiht auf die Abſeiſſenaxe AX als auch in 

Hinficht auf die Ordinatenaxe A Y. 

Iſt x die Abſciſſe AN und Yy die Ordinate 

A KN X NP, jo hat man ben Inhalt eines Elementes: 
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oF=yox 
(. analyt. Hulfslehren, $.29) und daher da8 Maß feines Biegungsmomentes 
in Hinfiht auf bie Are AX: 
0W =U4y.-OFf= 1, y?9r 
(j. 8. 227), und dagegen in Hinficht auf die Are AY': 
0 W3 = 7? y0%, 
da hier das Element an allen Stellen um x von A Y abiteht. 
Durch Integration erhält man nun fir die ganze Fläche ANP=F: 
m= — f y’0» 
und 
w= f yo. 

Hat man nım (nad) 8. 117) den Schwerpunkt S ber Fläche ANP er- 
mitteft, aljo feine Coordinaten AK — u und KS o beftimmt, fo findet 
man hiernach die Maße der Biegungsmomente in Hinficht auf die durch 
den Schwerpunkt gehenben und den Coordinatenrichtungen parallel laufenden 
Aren: 

W, = ı [var — oaF, 
md 
W; — [a1ydz — u?F. 

3.2. für eine Parabelflähe AN, deren Gleichung y? — pe it, 

hat man (nad) 8. 29 der analyt. Hilfslehren): 


F — 2), xy, und (nad) $. 117) 
vw! æ und v = 2y, 


3\? 3\? 2 8 
ıf —|-— 3—|-—)y?.— = — gy? 
F (5) Fr OL 37959” 
2, 
3 


uf = G \re=(5 )m. *. 
Da ferner aus y? = nF md 05 = 8 
folgt, fo if: 
1 1 aydy 25/ 298 2 
_ 3 — _ ı._ II — — 4 — — — __y8 
— nn) rn 5" 
=: 32% = Fyı, 


und 
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4 2 2yT 2 
[v0 = y.29 2-3 [vu ==; 





p? p 7» 
32 3 
— u —— — 2 — — 2. 


Endlich ergiebt ſich: 


1 3\° 1 9 19 
— * — 62 ı— (_ _ 1 — 2 
W, = r Fy! (5) F'y G =) Fy 320 Fyt, 
und j 
3 3\? 12 
Ww = 7 Fx (5) Fx = m Fx®. 


Für eine ſymmetriſche Parabelflähe ADB, Fig. 407, deren Sehne 
AB= sun Höhe OD = % ift, läßt ſich hiernach fegen: das Moment 
Sig. 407. in er af die Symmetrieaxe X X: 
ıF (3 3 - = seh 
30 ’ 
wogegen * in Hinſicht Ir die normale Are 
YY bleibt: 
W = Fh= 
175 TR 
Fir einen parallelepipedifchen Balken mit 
paraboliſchen Flankenhöhlungen beiderfeits, Fig. 
404, ift: 
W__Yabh? — 2. Yybı (2) 
€ — Us h 
_5bh® — 32, a} 
30h ’ 
wobei b die äußere Breite, % die äußere Höhe, bı bie Tiefe einer Höhlung 
und a, bie halbe Höhe derfelben bezeichnen. 





$. 234. Krummlinige Querschnitte. — Kommt e8 darauf an, das Bir 
gungsmoment eines Körpers zu ermitteln, beffen Onerfchnitt eine zufam- 
mengejegte oder eine ungefegmäßige Figur bildet, fo muß man ent- 
weder diefen Duerfchnitt in ‘Theile zerlegen, fiir welche das Maß. W bereits 
befannt ift, ober man muß bdenfelben burch verticale Linien in fchmale 
Streifen zertheilen, die Maße der Biegungsmomente biefer Streifen (nad 
8. 227) berechnen und zulegt noch dieſelben durch Addition vereinigen, 
wobei wieder mit Bortheil die Hegel von Simpfon oder Cotes in An- 
wendung gebracht werden kann. 
HM 32 ABEC, Fig. 408, eine ſolche Figur oder ein folcher Theil 
des Körperguerjchnittes, und foll das Biegungsmoment deſſelben in Hinficht 
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auf die Are AX beftimmt werben, fo ermittelt man erft das Maß Wı für 
ben Flächentheil ABGD, und dann da8 Maß M, für den Theil CED; 
Fig. 408. jubtrafirt man dann das letztere vom erfteren, fo 
erhält man das gefuchte Moment: 
W= w, — W;. 

Iſt die Grundlinie AD des erften Theiles 
— x, und find die in gleichen Abftänden von eins 
ander ftehenden Höhen deflelben &o, 21, 22, La, 24 
jo hat man das entjprechende Maß des Biegungs⸗ 
momentes nad) der Stimpfon’fchen Regel: 


m= R la +as +2 Hate. 


Iſt dagegen die Breite CD des abzuziehenden 
GStüdes CDE=—z,, und find die Höhen deffelben 
Yo» Yı, Ya, Ya, fo hat man nad) ber Kegel von Cotes (f. analyt. Hülfs- 
Iehren, $. 39): 


w. — t3w +). 


Geht AX nicht * ben Schwerpunkt S des ganzen Querſchnittes, fo 
muß dann noch durch die bekannte Hegel ($. 225) eine Reduction auf die 
Are durch 5 vorgenommen werden. Auf biefe Weife find natürlich aud) 
noch andere, vielleicht unter AX und neben A Y gelegene Theile des ganzen 
Duerichnittes zu behandeln. Den Schwerpunkt S kann man entweder nad) 
8. 127, oder aud) empiriſch beftimmen, indem man die ganze Fläche aus 
dünnem Blech oder Papier ausfchneibet, und auf eine ſcharfe Schneide legt 
(j. $. 106). Wenn man auf diefe Weife zwei Schwerlinien beftimmt, fo 
erhält man im Durchſchnitte derfelben den gejuchten Schwerpunft. 

Beilpiel In der Fig. 408 it ABQ@EC ein Theil von dem Querſchnitte 
einer Eiſenbahnſchiene, welcher fi als die Differenz zweier Flächen ABGD und 
CED anjehen läßt. Wenn nun die erftere eine Breite AD von 35 und die 
legtere eine Breite CD von 25 Millimeter hat, und wenn ferner die Höhen des 
erfteren Theiles. 

% = 74; s, = 73; 2, = 71; 2% = 67 und 2, = 60, 
und die des letzteren 

Vo — 5; Yı= 39 y = 4 und y = 56 Millimeter 
betragen, fo ift dad Maß des Biegungsmomentes vom erften Theile: 

w, 35.2 [70° 4 60° + a m° + 79 +2. 719] 


» 4/096167 — 8'982384, 
und dagegen daB vom ziweiten Theile: 
W=3-25-2 [5° 456° 4 8 (99° + 479] 





5 ‚a 


gl en 
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— 2 . 665167 = 692882, 
daher das geſuchte Maß für die ganze Fläche ABGEC: 
W= W — W, = 9982384 — 692882 — 3'239502. 


Anmerkung. Auch kann man jegen: 
2 
W= 5 (4)u0.0.9+4.17.9+2.2.y 44.8.9 41.49.90) 


. 23 
=» (4yı + 8% + 369% + 16y,), 


wenn Yo Yı, Ya Vs, Yu die in den Abſtänden %, 2, Ya, %, 5, %ı 8, 8, don 
AX gemefjenen Breiten bezeichnen. 


8.235. Balken an einem Ende befestigt, am anderen frei. Im Fol 
genden foll, fobald nicht da8 Gegentheil bemerkt ift, vorausgefegt werben, 
daß der Balken prismatifh, und die Richtung der angreifenden Kräfte ver 
tical fei. Abwärts gerichtete Kräfte gelten dabei als pofitiv, aufwärts ges 
richtete Kräfte find daher negativ. Als Coordinatenanfang gilt der Be 
feftigungspuntt B; die Horizontale 3X fei die pofitive X’ Are, die pofitive 
YAre ift vertical abwärts gedaht BY (fig. 409). Unter & fei der 

Sig. 409. Neigungswinkel (Bogenlänge für den 

Halbmeſſer Eins) an einer beliebigen 

Stelle der elaftifchen Linie, unter y 

die Ordinate bafelbft, d. 5. die Sen» 

fung unter der horizontalen X Are 
verftariden, und insbefondere bedeute 

%, den Einflennmmungswinfel bei B; 

&, den Neigungswinkel im Angriffe 

punkte der Kraft P; s, die Senfung 

in demfelben Punkte A. Bei mehre 
ren Kräften Pı, Pr, Pa . . . follen a1, &, 0% . . . UNd 31, 8, 8 - . . bie 
ent|prechende Bedeutung für die bezüglichen Angriffspunfte A,, Az, As - . - 
haben. Die Winkel « follen pofitiv genommen werben, wenn fie unterhalb 

AX, negativ, wenn fie oberhalb AX Liegen. Ein Kraftmoment endlich 

fol pofitiv fein, wenn e8 den Balken unten concav zu biegen ftrebt, im 

entgegengefegten alle wird e8 als negativ in Rechnung gefegt. Die Winkel 

& jeien in allen Fällen hinreichend Klein vorausgefegt, um diejenige Com⸗ 

ponente (S.) der verticalen Schubfraft eine Querſchnittes vernachläffigen 

zu dürfen, welche, bei einer Zerlegung biefer Verticallraft nach der Ebene 
des Duerjchnittes und fenfrecht darauf, nad) biefer Tegteren Richtung ſich 
ergiebt. Dem entjprechend fei immer tang.a — sin. a — « gelebt. 

Für die Tragkraft des Balfens in einem gewiffen Querſchnitte im Ab⸗ 
ftande x von B ift nad) den Früheren die Gleichung maßgebend: 
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M“=P(i—)=[T = , 
oder, wenn bie Spannung der von ber neutralen Schicht am weiteften ab- 
ſtehenden Faſer nicht bis zur Elaſticitätsgrenze gefteigert werden, fondern 
nur den Werth % erreichen foll, fo gilt 


M=Pl-)=kt. 
Diefe Gleichung kann dazu dienen, entweder aus ber befannten Belaftungss 
art die Querfchnittsdimenfionen, nämlich) = ‚ oder bei gegebenem Querſchnitt 


bie dafelbft in den äußerten Faſern eintretende Spannung % zu ermitteln. 
Dean erfieht ſogleich, daß % mit M wählt, und für den größten Werth 
maz. M ebenfalls den größten Werth annimmt. Die am meiften gefährdete 
Stelle wird daher diejenige fein, fiir welche M ein Maximum wird. 

In dem vorliegenden alle erreicht M offenbar feinen größten Werth für 
z — 0, alfo im Befeftigungspunfte B, und man nennt diefen Punkt den 
Bruchpunkt oder Bruchquerſchnitt, für welchen alfo die Gleichung gilt: 

M=Pl=k * 

Wie aus dem Späteren ſich ergeben wird, können zuweilen mehrere Punkte 
in bem Balken vorhanden fein, in welchen das Moment M der äußeren 
Kräfte ein Maximum wird, d. h. wo es größer ift als in den beiderfeits 
benachbarten Punkten. Man nennt diefe Punkte alsdann relative Bruch⸗ 
punlte, und ed kommt dann darauf an, unter diefen verfchiedenen Marimal- 
wertden von M denjenigen herauszuſuchen, welcher abfolut genommen der 
größte if. Der Querfchnitt, für welchen biefes Moment gilt, heißt bann 
als der bei bem prismatifchen Körper am meiften gefährbete der abfolute 
Bruchquerſchnitt. 

Nach dem Vorſtehenden iſt die Aufſuchung der Bruchpunkte, d. h. alſo 
ber Marimalwerthe von M ihrer Größe und Lage nad) immer von beſon⸗ 
derer Wichtigleit. Man kann ſich diefe Unterfuchung durch graphifche Dar- 
ſtellungen fehr erleichtern, und erreicht dabei den Bortheil, von der Veränder⸗ 
lichkeit des Momentes M immer ein anfchauliches Bild zu erhalten. Denkt 
man fich zu dem Zwede für jeden Punkt des Balfens das Moment berechnet, 
und auf einer Geraden AB, Fig. 409, II., von der Länge des Balkens in 
den einzelnen Punkten Orbinaten ab aufgetragen, welche ben Momenten in 
den barliberliegenden Pımkten des Ballens nach einem beliebigen Berhältniffe 
proportional find (nach oben fir pofitive, abwärts fir negative Momente), 
fo giebt die Verbindung der Endpunkte ſämmtlicher Ordinaten eine gewiſſe 
gerade oder krumme Linie, welche in ihrem Verlaufe ein deutliches Bild von 
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der BVeränberlichleit der Momente ergiebt. Es ift dazu in den meiften Fällen, 
wenn nicht etwa die Belaftungsart eine ganz unregelmäßige ift, nur die Be- 
rechnung und Auftragung einer ober einiger weniger Ordinaten nöthig, um 
die entjprechende Curve ihrem Geſetze gemäß zu verzeichnen. So 3. D. hat 
man in bem vorliegenden Falle nur nöthig, das Moment in einem Punkte, 
etwa in B zu berechnen und gleich B.D nad) einem beliebigen Maßftabe 
aufzutragen. Die gerade Verbindungslinie AD ift dann die gefuchte Linie. 
Namentlich) läßt diefe Darftellung eine Kombination der Momente, die von 
verjchiedenen Kräften und Belaftungen berühren, zu, wobei man natürlich 
den an fich beliebigen Maßftab fr fänmtliche Momente beibehalten muß. 

Für die elaftifche Linie des Balkens bat man nad) $. 223 fur irgend 
welchen Punkt im Abftande x von B die Bedingung: 

0? 
WE = — P.(I—n), 

woraus durch Integration 


)) oe = 3 — WE 75 (1# — 5) + 0. 


Die Eonftante ift nämlich hier @,, meil für = — 0, 2 = 0a fein muf. 
Aus 1 folgt wieder durch Integration: 


P x 
2) vn (ie — 5) + 92%. 

Diefe beiden Gleichungen geben für jeden Punkt der elaftifchen Linie bie 
Neigung und die Senfung an, und man erhält fpeciell die Neigung a, im 
Angriffspunfte A und die Senkung s ebendafelbfi, wenn man z —= 3 im 
die Gleichungen einfegt, zu: 


_P_ 


iS, 





P 
)s=nit wg 


Bei einer horizontalen Einmanerung bed Ballens hat man x, = O zu 
jegen. Wenn der Ballen über den Angriffspunkt ber Kraft hinaus noch 
um eine beftimmte Länge 7 verlängert wäre, fo würde die Verlängerung 
zwar eine Krümmung nicht erleiden, fie witrde jedod) unter dem aus Glei⸗ 
Hung 3 fich ergebenden Neigungswintel a] gegen den Horizont geneigt fein, 
und in Folge defien beträgt die Senkung des freien Endes außer dem für 
den Angriffspuntt A aus Gleichung 4 fich ergebenden Betrage s noch den 
Werth 7 a,, im Ganzen alfo 


8 4 — ol 4 ep + or’ + PT. 
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* Wenn der Ballen AB, Fig. 410 I., eine über feine ganze Länge 2 $. 236. 
gleichmäßig vertheilte Laſt Q zu tragen hat, wobei q die Belaftung g — 2 


Sig. 410. pro Zängeneinheit beträgt, fo beftimmtt 
fi) da8 Moment M fitr einen Quers 
ſchnitt C im Abftande x von B, als 
das Moment der auf dem Balfen- 
fiüde AU —= I — x ruhenden Bes 
loftung a (¶ — x). Da diefe Loft 

in ihrem Schwerpuntte, aljo im Ab- 





ftande * von C wirkend zu den⸗ 


fen ift, fo folgt da8 Moment 
ı— I — 2)? 
und filr die Tragkraft des Balkens in C gilt daher bie Gleichung: 
a-M_,W 
175 =k, 
Das Moment M ift bier ebenfalls für z = 0 ein Marimum, welches 


fi zu ql s = 8! heransftellt, aljo nur halb fo groß, als das Bruch⸗ 


moment ift, welches berjelben Laft am Ende des Balfens entfpridt. Die 
Momentencurve, Fig. 410 IL, ift hier eine Parabel Um dies zu erkennen, 
(! — 2)? 7* 





ſetze man in dem Ausdrude fir M — qg — — bie Differenz — zz, 


fo wird die Gleichung M — m 23, welche ihm für eine ‘Parabel gilt, 


deren Parameter - ift, deren Scheitel in A und deren Are in AE fällt. 
Die Gleichung der elaſtiſchen Linie folgt wie im vorigen Paragraph zu: 
0? y — 4 —1 1 _ 2 
WE = ,e— le 21x + 29) 
und daraus 
| _y_ q — =) 
a=t=, toller 


20 1 gi 
vaot+ı,-7+tH): 


"woraus, wenn z — 1 eingefegt wird, fir das ir Balfenende folgt: 


Ti 

8 __ 13 — 

— V——— * a hg und 
Beidpad’s Lehrbuch der Mechanik. L 80 
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14 ı 14 13 
et) 


Die Neigung des Balkens am Ende beträgt daher nur 1/, von berjenigen, 
welche der Balfen annehmen würde, wenn die Laft im Enbpunfte A con» 


centrirt wäre, und die Senkung am Ende iſt nur ®/, von derjenigen des am 
Ende belafteten Balkens. 





8.237. Biegung durch zwei Kräfte. Wird ein an einem Enbpunfte B 
feſt eingeflemmter Ballen A, As B, Fig. 411 und 412, von zwei Kräften 


Fig. 411. Fig. 412. 





P, unb P, gebogen, deren Angriffspunfte A, und A, von dem Befeſtigungs- 
punkte die Abflände Z, und I; haben, fo fällt das Biegungsmoment in einem 
Punkte S, des Stüdes A, As: 

M, —=P 1 (h — x), 
und dagegen bas in einem Punkte Sg bes Stüdes A, B: 

M. — Pr — 5) & P, Ga — 5) 
ans, wo das obere oder untere Vorzeichen gilt, je nachdem die Kraft P, 
diefelbe oder bie entgegengefegte Richtung hat wie Pꝛ. Macht mau m 
Fig. 411 und 412 IL. BG = Pi li und BE= Pa la, ſo ſtellen die 
geraden Linien Aı @ und As E die Momente dar, welche den Kräften P, 
und P, einzeln für die verfchiedenen Querſchnitte des Balkens entiprecdhen. 
Um von dem refultirenden Momente beider Kräfte eine Darftellung zu er» 
halten, hat man daher nöthig, in jedem Punkte die beiden biefem Punkte 
zugehörigen Orbdinaten der beiden Geraden A, G und Ay E zu abbiren, indem 
man 3.2. X, C, von Z, in ber entfprechenden Richtung nad) I, L, anträgt. 

Sind, wie in dem vorliegenden alle die Momente durch gerade Linien 

dargeftellt, fo,genügt es offenbar, nur einmal etwa in B die gedachte Au⸗ 
tragung vorzunehmen, und man erhält, wenn man @ Gh = BE madit, 
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und HG, zieht, durch bie gebrochene Linie AH Gh, ein Bilb von der Ber- 
üänderlichleit des reſultirenden Kraftmomentes. 

Wenn die beiden Kräfte P, und P, in derſelben Richtung wirken, fo hat 
das rejultivende Moment, wie Fig. 411 IL. zeigt, fein Marimum in B, 
und e8 gilt fiir die Tragfähigkeit des Balkens die Gleichung: 

ma. M=Pıh + Ph, =k ug 
Da das Moment in diefem Falle überall pofitive Werthe hat, fo wird ber 
Ballen auch an allen Bunften nad) derfelben Richtung gefriimmt fein, und 
zwar nad) unten concav. Die Krümmung ift von A, nad) B hin wachjend, 
da das Moment fortwährend in biefer Richtung größer wird. 

Wenn die beiden Kräfte entgegengefegte Richtung haben, Fig. 412, ſo iſt 
das Moment in B ausgedrückt durch: 


M=Pıh — Pıl, 


das Moment in A, ift wie im erften Falle Pı (ı — La). 

Es kommt nun ganz auf das Verhältniß von P, I, zu P,l; an, welder 
von ben beiven Werthen des Momentes in A, und B der abjolut größere 
und daher bei der Beurtbeilung ber Tragfähigkeit maßgebende if. Setzt 
man Pılı = Pıls, fo fällt die Linie ZG, nad ZB; das Moment in 
B iſt Null und A, ift der Bruchquerfchnitt. Iſt indeg 2,7, > Pl, fo 
rüct ber Punkt GC, über B, das Moment in B bat einen pofitiven Werth, 
welcher in dem falle, daß P, — P, wird, fid) berechnet zu 

Pili — Pilà — Pi ( —h), 
alfo ebenſo groß, wie das Moment in As. Die Momentenlinie Z G, fällt 
dann parallel mit der Are 3 A, aus, und das Moment ift in der Strede 
AsB conſtant gleich P (ı — la). Im dieſem Falle ift die Krümmung 
bes Balkens zwifchen As und B ebenfalls conftant, d. h. die elaſtiſche Linie 
ift zwifchen A, und B ein Kreisbogen, deſſen Halbmeffer nad dem Frü⸗ 
beren aus 


m "E ur— WE 
—7 _Ph-b) 


ſich berechnet. 

Wenn P,<P, ift, fo riidt der Punkt G, noch höher hinauf, und nähert 
fich dem Punkte G, ohne denjelben jedoch jemals zu erreichen, fo lange P, 

nicht zu Null wird. 

Segt man jedoch Pl < Plz voraus, fo rückt, wie in Fig. 412, Gı 
unter die Are BA, herunter, und bie Linie 7 G, fchneibet die Are irgendwo 
in einem Punkte O, defien Abftand x von B gegeben ift durch die Bedingung: 

Pꝛ (h —-o))=PR(k —e). 
30* 
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Auf ber Strede A, O ift das Moment überall pofitiv, daher die elaftifche 
Linie hier überall concav nach unten gefriiumt. Das Moment erreicht auf 
diefer Strede fein Marimum in As und zwar Pı(h —-—b). In O iſt 
M == 0; baher ber Radius der elaftifchen Linie dafelbft: 


d. 5. der Balken nimmt an diefer Stelle gar feine Kriimmung an, bie 
elaſtiſche Linie Hat dafelbft einen Wende» oder Inflerionspunkt (fiehe analyt. 
Hülfsiehren, $. 14). Zwiſchen O und B ift das Moment negativ, ber 
Balken wird daher in diefer Strede concav nach oben gebogen. Das Mo— 
ment erreicht hier feinen größten Werth in B von der Größe Ph — PL. 
Es find ſonach hier zwei velative Bruchpunkte vorhanden, einer in A,, der 
andere in B; und fir die Tragfähigkeit des Balkens ift derjenige Werth 
von Pı(h — %) und Pl — Pal; maßgebend, welcher abjolut genonmen 
ber größere ift. = 


$. 238. Elastische Linie für zwei Kräfte. Die Gleichungen der elaſtiſchen 
Linie eines von zwei Kräften P, und P, angegriffenen Ballkens laſſen fi 
aus den in den Paragraphen 235 und 236 gefundenen Formeln leicht zu- 
jammenfegen. Da durd) die in As wirkende Kraft P,, Fig. 411 und 413, 
in der elaftiichen Linie eine Stetigkeitsunterbredjung erzeugt wird, fo gelten 
für die beiden Streden A. As und AsB natürlich quch befondere Gfei- 
Hungen. 2 
Die Neigungen und Senkungen der elaftifchen Linie entftehen Bier aus 
brei Urfachen, und zwar aus: a 
1) der Neigung a, unter welcher der Balfen bei B befeftigt ift, 
2) der Einwirkung der Kraft PD, und | 
3) der Einwirkung der Kraft P;.. 
Addirt man fir jeden Punkt des Baltens die Wirkungen, welche aus dieſen 
brei Urfachen ftammen, fo erhält man die Ausdrücke für die refultirenden 
Fig. 418, Neigungen und Senkungen der 
elaftifchen Linie Im Fig. 413 
ift in I. ein nicht durd Kräfte 
angegriffener unter &, eingeflenm= 
ter Ballen gezeichnet. Man er- 
tennt, daß bie Neigung in allen 
. Punkten diefelbe «, und daß die 
Senkung, in Folge ber fchrägen 
Einfpannung allein, im Abftande x 
von B, &, x uud am Ende &; 2, 
beträgt. In II. iftein horizontal 
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eingeſpannter Balken dargeftellt, an deffen freiem Ende die Kraft P, wirkt. 
Die Neigung und Senkung jedes Punftes ift hier befannt durch die Formeln 
in $. 235. In IIL endlich ift ein ebenfalls horizontal eingeklemmter 
Ballen gezeichnet von der Ränge 2,, welcher in A, im Abflande I; von B 
durch eine Kraft Ps angegriffen wird. Für die Strede As.B ift die Nei- 
gung und Senkung jedes Punktes ebenfalls durch die erwähnten Gleichungen 
$. 235 beftimmt, filr das überragende Stüd A, Aı hat man zu berüds 
fihtigen, daß für baffelbe überall die in As ftattfindende Neigung 

PR 2% 

WE23 

vorhanden ift, und daß vermöge diefer Neigung, ähnlich wie in L, ein Punkt 
im Abftande = von B uod) um die Größe 





ı_ PN 
ee); @- 
tiefer Liegt, als Aa, fo daß in diefem Punkte, durch alleinigen Einfluß von 
P, eine totale Senkung von 
P: 3 33 P. — 
5wE"' WE # '@-h) 
und in A, eine nr von 


? 
8 
th WE 
eintritt. Wenn man bies —— fo kann man die Gleichungen fitr die 
elaſtiſche Linie ohne Weiteres hinſchreiben. Dieſelben find, wenn « im All⸗ 
gemeinen die Neigung und y im Allgemeinen die Senkung eines beliebigen 
Punktes im Abftande x von B bebeuten, folgende: 
a) für die Strede A, B 


aa + u 5 (hr - 547 + —— 7 (he — ) 
— ale — x?) + —9— — a) 
=%+ 2 WE 


— E —— 2— 
y-nst woher — 5) + Blue 2 
— 73 2__ 23 
— Et P, (34h, x? u. ——— x?) 
und fpeciell für A; ift: 
P 2, — 1 P,12 
= 0 + A Ehe ME FE, 


P, 81,2 — 1 P, .. 213 
na, + Ch = m) EA, 
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b) für die Strede A, As: 
ı 5 
ot + 5 (he — tw 757 
— P\@UuLx — ?) + Pl 
=utr—gwE 
p, 1 
J — — —I—— —— 
ug + Aha) ——— —E—— 
und ſpeciell für A, iſt: 
3 3 
nt a 


P.2% + BE 30 —4)12 








ss — nl + 6 WE 
PL 2? + Bß@u2 — 1 
= a + it —* 2. 


In derfelben Weife könnte man auch für befiebig viele Kräfte Pi, Pe, Pp... 
die Gleichungen für die einzelnen Streden der elaftifhen Linie, und bamit 
überall die Neigung und Senkung berjelben finden. Iſt ferner anftatt einer 
diefer Kräfte P eine gleichmäßig vertheilte Belaftung vorhanden, fo find 
für diefelbe die Sormeln aus g 236 anzuwenden. 


$. 2899, Wirkung eines Kräftepaars. Wenn der Balken A, B, Wig. 414, 
unter ber Einwirkung eines Kräftepaars P, — P, fteht, jo erhält man bie 
Gleichung der elaftifchen Linie für die Strede A, B, wenn man in der oben 
entwidelten $ormel PR = P und P, = — P fest. Es folgt dann, wenn 
man &, — 0 annimmt: 

_ P@hs—-—2br+e) _Phe—ke) _Ph— Puh), 
2 WE * WE WE 
Nun ift aber P (lt, — 1) nichts anderes, als das Moment des Kräfte 
paars, welches mit MM bezeichnet werde, jo daß man alfo auch fchreiben kann 

0 M 

x WE 

Aus der letzten Gleichung folgt, daß 
bie auf bie Längeneinheit entfallende Bie⸗ 


gung — conftant für alle Punkte der 


GStrede A, B ift, und außer von bem 
Diegungsmomente WE nur von dem 
Momente M des Kräftepaars, nicht aber 
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von der Ränge I, abhängt. Im Folge diefer conftanten Krümmung ift die 
elaftifche Linie zwifchen A; und B ein Kreis, wie wir fchon früher anführten. 
Die Neigung der elaftifchen Linie in A, ergiebt ſich hier zu: 
- M M 
4= 7% 1; ober allgemein « = WE T. 
Denkt man ſich einen Ballen von ber Länge 7, welcher an einem Ende 
bie Laft P zu tragen hat, 1 M bie Neigung am Ende gegeben durch 





2 WE 2: 2’ 
umter M das Ungriffsmoment PL verftanben, und wenn die Laft 2.P gleich⸗ 
mäßig über den Balken verbreitet ift, jo beträgt die Neigung am Ende 
2 pl Pi I Mı 


— — un (EEE ————————— — 


6WE WEB WEB’ 
unter M das Moment 2 P 4 — Pl verſtanden. Es geht daraus hervor, 


daß ein Kräftepaar, defien Moment M ift, an einem Ballen von ber Ränge 
I eine doppelt fo große Neigung des freien Endes erzeugt, als eine Kraft P, 
die am freien Ende wirkt und deren Moment Pl = M ift, und eine drei- 
mal fo große Neigung, als eine gleichmäßig vertheilte Laft, deren Moment 
9P. = Mil. 
Um die Senkung des von einem Kräftepaar P, — P, in dem Punkte A,, 
d. h. im Abſtande %, zu ermitteln, erhält man nad, Einfegung von P fr 
P, und — P für P, in der betreffenden Gleichung in $. 238 das Refultat: 
_P.@uy—W-—-P.2% _PG-WuE_M „ 
9 


6WE 2WE 2WE 
ober allgemein . — —— 1. 





Wenn die Sentmg an einem Ballen von gleicher Länge 2 durch ein am 
Ende wirfendes Gewicht P hervorgebracht wird, deſſen Moment PL gleich 
dem Momente bes kraftepaan iſt, fo beträgt fie 

M 2 
"8 sw” WwE3’ 
und wenn fle durch eine gleichmäßig vertheilte Laſt 2 .P erzeugt wird, deren 


Moment 2 PZ ebenfalls gleiche Größe mit dem Momente des Kräftepaars 
bat, jo beträgt fie 








g 240, 
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Es beträgt alfo die von dem Kräftepaar erzeugte Senkung ®/; mal fo viel, 
als die durch die Kraft P; und 2mal fo viel als die durch die Laſt 2 P 
erzeugte Durchbiegung. 

Die Einwirkung eines Kräftepaars auf das Balfenende muß immer an⸗ 
genonmen werden, fobald ein folches Ende nicht auf einer einfachen Stütze 
ruht, fondern in der Mauer eingeflemmt, oder durch Schrauben fo mit dem 
betreffenden feften Geruſt verbunden tft, daß die Balkenaxe an der Bes 
feftigungsftelle genöthigt ift, in einer beftummten Richtung (meift in der hori⸗ 
zontalen) zu verharren. Da nämlich ein auf Stügen ruhender Ballen bei 
der Biegung über den Stügpunften Neigungen annimmt, wie fie im Vor⸗ 
ftehenden ermittelt worden find, jo muß man die Wirkung des Einklemmens 
oder Einfpannens fich fo vorftellen, als ob an der Befeftigungsftelle ein 
Kräftepaar wirkend wäre, welches das Balfenende fo weit zurückbiegt, als die 
äußeren Kräfte beftrebt find, den Balken von der Richtung abzubiegen, unter 
welcher die Einfpannung gefchehen if. Es Tiegt daher auf der Hand, daß 
diefes Kräftepaar nicht auftreten würde, wenn man die Enden eines auf 
Stüten ruhenden Balfens unter denjenigen Winkeln einflemmen wollte, 
unter welchen diefe Enden ſich durch den Einfluß der äußeren Kräfte ſchon 
von vornherein biegen würden. Ein Zwang würde in diefen Falle durch 
das Einflemmen nicht ausgeitbt werden. 

Der hier betrachtete Fall der Einwirkung eines Kräftepaars anf einen 
Balken kommt in ber Praris u. U. bei ben Aren der Eifenbahnwagen vor. 
Es ift dabei ber Drud der Feder auf die Arbüchfe 2, und die Reaction 
der Schiene — P (oder umgekehrt), und man Tann fic) die Are in der Mitte 
horizontal eingefpannt denken, da die Belaſtung beiderjeits ſymmetriſch an» 
geordnet ift. 


Einseitig aufliegender Balken. Die Formeln in $. 238 finden 
in mehreren Fällen der Praris ihre Anwendung. Iſt 3. B. ein Balfen AB, 
Fig. 415. "ig. 415, in einem Endpunfte B 
J horizontal eingemauert und im 
anderen Endpunkte A einfach ums 
terjtügt, jo entfteht die Frage, 
welches ift die Biegungskraft in 
A oder welchen Drud P, hat die 
Stüge A auszuhalten, während 
ber Balfen in einem Zwiſchen⸗ 
punfte C von einer Laſt P nieder» 
gezogen wird? 
Es fei die ganze freie Balfen- 
füne AB =, die Armlänge 
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ber Laſt P, alfo BC —= 1; fo ift in der Formel für s1, $. 238, zu ſetzen: 
fir; fir; — Pı fie P; P für P, und c — 0. 

Da nun A und B in gleichem Niveau liegen, fo muß 31, d. h. die Senkung 

bes Angeifjepmttes A von Pi, gleich Null fein. Demnad) folgt: 


— 8 2213 
„—o— 2er + Pam — 


6 WE ’ 
woraus die gejuchte Stügfraft in A: 
si — 1? 
_— |, 
P= 275 P. 
Für den Fall, daß P in der Mitte wirkt, d. h. wenn 7 — 21, iſt, folgt: 
1? 13" 
3 - — — Ä 
4 8, _5 
Hieraus folgt das Biegungsmoment in C: 
1 5 
dagegen das in B: 
M=—-PBi+Pp; 2: Pl = 0,1875 PI. 


Cs ift alſo das Moment in B he als in C, und daher B der Bruth 
punkt, flv welchen die Beziehung gilt: 
M— u Pl=k = 
woraus die Tragkraft des Balkens a. 


6% 
?=7 


J 


| 


En] 


e 


folgt. | 
Für einen Punkt M zwiſchen B und CO, deſſen Abſtand von A gleich x 


fei, ift das Moment 
—5Pa + 16P ( - 5) 
Sest man biefen Werth gleich Null, jo ergiebt ſich 
8 
‚=„'!'= 0,7272] 
als der Abſtand des Punktes D, in welchem eine Biegung nicht eintritt, 


D. 5. des Inflerionspunktes. Die Veränderlichkeit dieſes Momentes und der 
Biegung des Balkens wird durch die Orbinaten der Geraden HL und LA 
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veranfchaulicht, welche durd, die Endpunfte von BH = * Pl und von 


6 
(L=— 33 Pl gehen. 


Wenn man fich die Aufgabe ftellt, die beiden größten Momente in B und 
C gleich groß zu machen, jo ergiebt fi aus: 


| I 
oder wenn wieder 7 — 21, ift: 
pP 
Pı m 
Das Moment ift dann in B wie in C 
pP I 1 
M=M=7'7=75 Pl= 0,1667 Pi. 


Wenn man den Werth = für P, in’den Ausbrud fir die Senkung s, 


einſetzt, jo wird: 


a  \a 8) _ _ı pp___ pw 

ı = 6 WE — 246WE 14WE 
Pi 

Wenn man aljo dem Stügpunfte A eine Senkung von — IaWwE 


giebt, d. h. denfelben um biefelbe pofitive Größe Höher Iegt als B, fo erhält 
man in B und O gleich große Bruchmomente von der Größe = . Tas 


Bruchmoment ift daher durch diefe Anordnung um (7 — Pi=0,0208 Pi, 
d. 5. um etwa 9 Procent Heiner geworden, als wenn A und B in gleicher 
Höhe Liegen. : 

Es ift hierbei immer &, = 0, d. 5. eine horizontale Einmauerımg bes 
Balkens bei B vorausgefett. Man könnte die Gleichheit der Momente aber 
bei gleicher Höhenlage ber Stützpunkte A und B au durch eine ſchräge 
Einmauerung unter einem Winkel a, erlangen, welcher Winkel fi aus 
— Fonır (7-5 
3 8 


4 
a1m0=malt 6 WE 
ergiebt. Es folgt daraus 
P3 
o=+ 


144 WE’ 
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db. h. man muß bei gleicher Höhe von A und B den Balken umter diefem 
Winkel &, nach unten fchräg einmauern. 

Der Inflexionspunkt .D liegt unter ber Borausfegung der vortheilhafteften 
Unterftägung, d. 5. wenn AH —= CL, offenbar in der Mitte zwifchen A 
und CO, 

Wenn der Ballen AB, Fig. 416, eine gleichmäßig über feine Länge 
vertheilte Laft Q — gi zu tragen hat, fo berechnet fich ebenjo wie vorher 
die Stütfraft PL in A baburd), 
daß die unter Einfluß von 2, 
und Q dem Ballen in A ers 
theilte Sentung s, = 0 geſetzt 
wird, fobald die Punkte A und 
B gleid) Hoch gelegen find. Sit 
auch «0 = 0, fo gilt alfo die 
Gleichung: 


Fig. 416. 


ge pus 
SWE 3WE' 





P = > Q fi) ergiebt. 
Das Biegungsmoment in irgend einem Punkte, deſſen Abftand von A 
gleich = ift, berechnet ſich zu: 
M=—- Pe+g = — glargt 
Daflelbe Hat zunächt einen größten Ba M, für = = |, nänmlid): 
8 I 
M=—zartgo=g <= 
Ein anderes Marimum befteht fir x — * 9. 
Setzt man dieſen Werth ein in die allgemeine Gleichung 


23 
“=—Paxtgsı 
fo folgt das zweite Darimum des Momentes: 
n,aP__P 
M;=—P-— +3 qg  Qg’ 


*) In dem Abſtande von = — 7 von A ifl namlich die verticale Schubkraft 
Null, daher das Moment nad $. 220 ein Darimum. Auch findet man aus 


== 0, ohne Weiters — P, +3: 22=0, alio =. 
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oder da pP = 5 97, 
__Ier_ 9 
Io iſt auch = 6 7 *—57 a 


Da Mı = = Q1 = * Qꝛ größer als A, iſt, jo gilt für die Trag⸗ 
kraft des Balkens die Gleichung 


woraus die Tragkraft Q alſo 8. 2/6 = TNhmal ſo groß folgt, als wenn 
die Laſt in der Mitte concentrirt iſ. 


2 
Das Moment M= — Pa +gz if Null fire = 0 mi 


2 — 2 — 8/,1; fo daß der Inflexionspunkt D, von dem Ballenende A 


einen Abftand %/, 7 hat. Die Curve HDKA in fig. 416 läßt die Ber- 
ünderlichkeit des Momentes erkennen. 

Man kann ſich aud) hier die Aufgabe ftellen, die beiden Momente 
M, = BH und M, — KE gleich groß zu machen, und hat dann: 








Durd) Auflöfung diefer Gleichung erhält man: 
A=—-gl+ Vey ta =a(-1ı+ VD 94a. 
Setzt man diefen Werth für 2, ein, jo erhält man das Moment in B 
M = — 0414101+9 5 — 0,0857 Q1. 
Das Marimum M; liegt jest im Abftande 
— FL oa, 
und es beträgt für biefen Bunt ebenfalls 


173 
M, = — Pı 041all + ur g= — 0,0857 Q1. 


Um die Gleichheit der Momente zu erreichen ift wie vorher entweder eine 
Ueberhöhung der Stüte A, oder eine ſchräge Einmauerung nad) unten umter 
dem Winkel &, nöthig, und man findet wie vorbem die Erhöhung 


_ _ 041419. *4 Qu —33128 + 3 gt 
1 3WE. SWE 24 
= — 0,013 er 


WE’ 
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oder bie Neigung 

12 

eo = + 0,013 5. 5 

Durch dieſe Anordnung wird das bei gleicher Höhe von A und B und 


horizontaler Einmauerung . QT betragende Bruchmoment um 0,0393 Q] 


oder um etwa 31 Procent herabgezogen, aljo die Tragkraft In entjprechendem 
Berhältniffe vergrößert. 


Beifpiel Wie hoch muß ein 0,200 Meter breiter bölzerner Ballen gemacht 
werden, welcher an einem Ende horizontal eingemauert und in 5 Meter Entfers 
nung durch eine Säule unterftügt ift, und pro laufenden Meter mit 500 Kilo: 
gramm gleihmäßig belaftet ift, wenn die größte zuläffige Spannung zu 0,75 Kilo⸗ 
gramm pro 1 Quadratmillimeter angenommen wird? 

Wenn die beiden Stügpunlte in gleihem Riveau liegen, fo ift das größte 
Biegungsmoment an der Einmauerungsfielle 

_Qı _ galA _ 0,5.5000.5000 


daher folgt die erforberliße Höhe h des Querſchnittes aus: 


M, = 11562500 = 4 dr = 02 A V63500 = 250 Wilim. 


Benn man durch Hebung der Stütze —F — M, = 0,0857 Q} macht, fo folgt 
A. aus 


0,0857 . 0,5 . 50009 = 5 200 A 0,75 zu A, = 205 Millimeter. 


Die hierzu erforderlihe Hebung 3 der Stüße beftimmt fih, wenn man ben 
Eleficitätsmopul EZ — 1100 Kilogramm annimmt: 


80,018 In = = 0018 — 2 _ = 25,7 Millimeter. 


15 200. 2058 . 1100 


Balken auf zwei Stützen. Wenn ein Ballen AB, dig. 417, von 
der Ränge Z in A mb B auf zwei Stügen aufrubt, und in CO im Abftande 
Fig. 417. AC=H von A und BC=] 


von B eine Laſt P zu tragen hat, 


jo erhält die Stige A einen Drud 
P,, welcher durch die Momenten» 
gleihung in Bezug auf B: 


nm 0 — Pit Pn=0 
BD ae 
4 i M — pP 2. 


Ebenſo ift der Auflagerdrud P, 


in B; P, — P a. Das Bie- 
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gungsmoment in einem Punkte D, deſſen Abftand von A gleih = fan 
mag, ift: 


pP 17 = P. a %, 
welches Moment in C fein Darimum erreicht, gleich 
P 1 I, —=P. a2 . 


Trägt man biefe Größe in CO, gleih OLE, auf, fo ftellen die Ordinaten ber 
Geraden A, Er fir jeden Punkt des Balfenftüdes AC die Kraftmomente 
dar, da biefelben den Abftänben 2 proportional wachſen. Eine gleiche Bes 
trachtung läßt fi) fiir das andere Balfenftiid BC anftellen, fiir welches 
bie Gerade Z, B, die Kraftmomente darftelt. Der Balken ift auf feiner 
ganzen Länge concav nad) oben gekrümmt, und der Bruchpuuft Tiegt in C. 
Man hat daher für die Tragkraft die Gleichung: 
P an =&k W, 


Wenn P in der Mitte wirkſam ift, fo dat man, =L = = umb es 


geht obige Gleichung über in: 
L. Ww 
pP 4 — k ee’ 
d. h. ein auf zwei Stligen ruhender in der Mitte befafteter Balken hat eine 
viermal fo große Tragkraft, wie ein an einem Ende eingeffenımter und am 
anderen Ende belafteter Balken von derfelben Ränge. 
Wenn die Kraft P in der Mitte wirkt, jo ift die Tragkraft des Balkens 


am Heinften, denn das Product P a ift offenbar ein Maximum fir 4, —=L. 


Der Ausdrud 2,7, ift nämlich als ein Rechted mit den Seiten I, und %, 
aufzufaffen. Wenn man über A, B, einen Halbkreis zeichnet, fo ift das im 
C errichtete Loth CF, nad einer befannten Eigenfchaft des Kreifes von 
folder Größe, daß OL F} = Aı Oi X Bi Ci. Das von P in verfdie 
denen Tagen des Angriffspunftes hervorgerufene Bruchmoment ift daher den 
- Duabraten diefer Rothe proportional, und am geößten, wenn C in der Mtitte 
zwifchen A und B liegt. DBezeichnet man die Entfernung des Angriffs 
punktes C von diefer Mitte mit f, fo ift das Bruqhinomm: 


6 1) —— „az? 


woraus man erfennt, daß bie ſprehende Berminberung bes vSachme— 
mentes der Größe /? proportional ausfällt. 
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Wenn ber Ballen eine über feine ganze Länge I gleichmäßig vertheilte 
Loft Q — gl zu tragen hat, jo betragen die Auflagerdrude in A und B, 


Big. 418. Fig. 418, jeberfeits x und das Mo⸗ 


4 EB — ment ift filr einen Hunt D im Ab⸗ 


ftande = von A: 








2175 
Dieſer Ausdrud wird zu einem 
* 
Marimum fi = = r ) 


it der Werth bes Biegungemommente? in der Mitte: 


5- =) ar _ di 


und zwar 


8 L 
folglich ergiebt fich mei die Techi hileit des Suens aus 
— 
8 0 € 


ein boppelt jo großer Werth, als einem gleich langen Balken bei in ber 
Mitte concentrirter Belaftung zukommt. 
Wenn man für jeden Punkt von A, Bı die Größe des Momentes 


— 13 
M=a In 3 ad berechnet und als Ordinate y aufträgt, fo giebt die 


Cure A, G. Bi eine Darftellung von der Veränderlichkeit des Kraftmomentes 
in den verfchiedenen Querſchnitten. Dieſe Curve, welcher die Gleichung 


—E (x — =2) entſpricht, iſt eine Parabel, deren Scheitel in C, und 
deren Hauptare in C, Z, füllt. Dan überzeugt fich hiervon leicht, wenn 
man den Loordinatenanfang von A, nad) C, verlegt, d. h. ıı = m — 2 





3 
ud yı — 7 — y jegt, dann wird die Gleichung: 
1? I I 2 
zn =31(,-=) — (5-2) oder 
yı = n 2 


welches die Scheitelgleichung einer Parabel vom Parameter - iſt. 


*) Um dies zu beweiſen bilde man u — 0; alſo 


ge _  _ =. 
9 q 0; oder x 5 


480 - Vierter Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 241. 


Wenn der Balken AB, Fig. 419 und 420, außer ber gleichmäßig ver: 
tbeilten Laſt Q noch in dem Punkte C eine concentrirte Kraft P zu tragen 
hat, jo nehmen die Stüßpunfte A und B die Drude 


| I 
B=P24Imn—=pt+t 


Fig. 419. Fig. 420, 


EruBEaN ET 
EP MEN) ak A 
nn —— 





auf, und es iſt das Biegungsmoment in einem Punkte N, welcher um x 
von A abiteht: 


ern En -Ds-2ldA_)e 
Das Biegungsmoment ift ein Maximum in demjenigen Punkte, in welchem 
bie Berticalfraft gleich Null ift, alfo für 


P, = q2; oder fir = = re 


vorausgefegt, daß = DNi, Fig. 419, d. h. daß die über Z, ausgebreitete 
Laft größer ift, als der Auflagerdrud in A. Es ift ohne Weiteres erfihtlid, 
dag x unter allen Umftänden größer als - fein muß, da P, > 2, d. h. 


fe. 4 e 
Pı>q 2 ft. Es kann fomit der betreffende Punkt, in welchem das 


Moment ein Marimum ift, nur in ber größeren Abtheilung des Ballen, 
und zwar zwifchen der Balfenmitte und bem Sr C der Kraft 
P liegen. 
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Gr den Fall, daß al, < P,, Fig. 420, findet das Marimum des 
Diegungsmomentes in C ftatt, und zwar hat daffelbe dann ben Werth: 


al, ls Q _ 2 _ Q I . 
K=Ph-y-PTtyh ı7=(P+5)7 
"Fr den Fall, daß 
D ne 
= _ = T — 
üt, folgt 
Es dient alfo der Werth z als Kriterium dafür, ob das Marimalmoment 


zwiſchen die Balfenmitte und den Angriffspunkt C der Kraft P fällt, oder 
ob es in C ftattfindet. Man hat daher für die Tragfähigkeit des Balkens: 





8) wenn =, N a ift: 
I 
max. M = er — 2 (2)= = (P9 49) 27 
— 
e 
und 
P_Ih-h 
b) wenn SS z, " 21, ift: 
mas. = (P+$) = 
zu ſetzen. 


Diefe Formeln finden insbefondere ihre Anwendung, wenn man das Ges 
wiht & des Trägers mit in Rechnung bringen will, wo dann @ ftatt Q 
einzufegen ift. 

Um die Biegungsverhäftniffe zu ermitteln, kann man fich vorftellen, ber 
Träger fei in dem Angriffspunfte C der Kraft P feft eingefpannt, und das 
Ende 40 werde durch die Kraft — Pı in A und durch die gleichmäßig 
verteilte Laft gL, angegriffen, während das Ende BC unter der Einwirs 
fung der Kraft — Pa und ber Laſt q7, fteht. Wenn der Neigungswinfel 
y, unter welchem bei C bie elaftifche Linie gegen die horizontale X Are ger 
neigt ift, befannt wäre, fo ließen fich die Senfungen und Neigungen fir 
jeden Punkt des Trägers nad) den Formeln in den Paragraphen 235, 236 
berechnen. Die Neigung 9 in C ift aber von vornherein nicht gegeben. 
Man kann indefjen Y leicht beftimmen, wenn man bie Ausdrlide für die Sen- 
kungen der Punkte A und B unter C einander gleichfegt, da A und B bei 

Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 91 
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der Biegung um gleich viel über C liegen müſſen. Im dem Ausdrucke fir 
die Senkung von A kommt der Winkel Y vor, als derjenige, unter welden 
die Einfpannung des Balkens bei C zu denfen iſt. Es muß daher bei De 
trachtung des anderen Ballenſtückes B C offenbar — y als Einfpannung% 
winfel angenommen werden. 

Bezeichnen wir wieder die (hier negative) Senkung des Punktes A unter 
C mit s, fo folgt für A: 











1, _ Fl gl 78 
sehr gwEt awE" 
und für B: 
E P,13 gl. 
— — 23 I_3, 
s=hygwEtswEs" 
Nach Gleichſetzung diefer Werthe von s folgt für y: 
8 
N ı,)—#& l; wm ?GR-7 +4) 
rarb Er WE — 
2612 —7 
4 Fe ıu -M, 
3WE WE 
Segt man nun = 1, + 1, fo folgt nad) entjprechender Rebuction: 
—u päh P + 2hh), 
rÄ FTwE rer 


Setzt man diefen Werth für y in ie Gleichung die Senkung s des 
Punktes A ober B ein, fo erhält man als Durchſenkung des Balkens in C 
den Ausdrud 





—elhyn wat: 1 
ls Q 
pZ71 X%13 
— 1 ———— EN qalı 
—AZWEI\''? 3WE 8WE 


__ Ah 2 + UN, 
= walten Er 
Sest man in dem Ausdrude fir y 


I 
— 
ſo folgt: 
* 0; 
es findet alſo dann in der Mitte die größte Durchbiegung ſtatt. Um dieſelbe 
zu finden, hat man nur in dem Ausdrucke für s ebenfalls , = u = 3 
einzufegen, jo folgt die Senkung in der Mitte: 
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_ 14 ” 1 1/7 08 
—16.3WEl (?+ — — — )*3 wre. 


Q13 s 
— — — 5 “ ® 
Sir P = 0 ift alſo s = 5% WE Wenn daher bie ganze Laſt 


gleichmäßig auf den an beiden Enden unterftügten Balken verteilt ift, jo 
füllt die Bogenhöhe nur 5/; mal jo groß aus, als wenn dieſelbe in der Mitte 
des Balkens hinge. 

Die Winkel &, und Pı, welche die elaſtiſche Linie in den Stützpunkten mit 
der. horizontalen XAxe bildet, beftimmen fich nad) den Paragraphen 285 
und 236 zu 





PU Ah, gl? 


47T oawE' 6WE 
umb 

= — Pb ‚Ab, 

ı= = PTowE'SsWE 


Sest man hierin die-Werthe für yı, P, und P,, fo folgt: 


_L (phblh + 2%) “ 
= nl 61 te): 
1 Uhl + 21) u\ 
A=p(? 6 re 
Bm — — 2, fo wird 


pa J— 2 
-aehegwitaws 20. 
Wenn P nicht in der Mitte des Trägers wirkſam ift, fo findet die größte 

Einfenfung nicht in C ftatt, weil ſonſt = 0 fein müßte Will man 
den Punkt der größten Durchbiegung ermitteln, fo jegt man den allgemeinen 
Ausdrud für den Neigungswinkel der elaftifchen Linie in der größeren Strede 


AC gleich Null. Diefe Gleichung ift nad) den Paragraphen 235, 236 


P z 

er nl 5) tete tz). 

Wenn man diefen Werth gleich Null fest, jo findet man durch Auflöfung 
nad) & den Abſtand desjenigen Punktes von C, in welchen die Tangente der 
eloftifchen Linie horizontal, alfo die Einfenfung ein Marimum ift. “Diefe 
Einſenkung felbft erhält man dann durch Einfegen des gefundenen Werthes 
von x in die allgemeine Gleichung für die Senkung: 

— Pı 2 ya? — —* 
= 12-5” 5) + weh +5 

Ein anderer in der Praris nicht felten vorkommender Fall f be. 
eine Laft Q — eg gleichfürmig vertheilt ift auf einen Theil ZF= ec 

31* 
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der ganzen Länge I des Balkens AB, Fig. 421. Bezeichnen wir wieder 
die Entfernungen der Mitte D diefer Laſt von den Stüßpunften A und B, 


Fig. 421. 


N 


oa 


7 
el 
— 1 
3 
— — 


WE 





durch Z, und 25, fowie die von diefen Punkten aufgenommenen Kräfte durch 
P, und P;,, jo haben wir auch wicder 


lg c 
pn=:g9—"4 


I I 
und 
Ah n_lLdegq 
Mr ige 


Wäre Q nicht vertheilt, fondern griffe diefe Kraft nur in Dan, fo würde 
das Moment für D, — e Z fein, und wenn man dafjelbe durch eine 
Ordinate DL repräfentiet, fo ließen fich die Momente fir die amderen 
Punkte von AB durd) die geraden Linien LA und LB abſchneiden. Ta 
aber fitr die Bunfte innerhalb EF den Kräften P, und P, nod) die darüber 
liegende Laſt entgegenwirkt, fo erleiden die DOrdinaten zwifhen ZG und FH 
noch eine Verminderung. Für den Mittelpunkt D der belafteten Baſis ZF 
fommt 3. B. das Moment des halben Gewichtes, d. i.: 


Q € __—— 
Par 


in Abzug, und es bleibt daher von der Ordinate DZ = L — noch 
das Stück 
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DM-DL-MI=Q aa -5) 


übrig. Für einen anderen Punkt N, deffen Abi AN — x fein möge, 
ift Dagegen > das Moment: 
NE_ 


—] 1/, 22 


— — 1 
und werm nun Pix durch die Ordinate NR und @— bh + solid I + Ja)’ q 


durch) das Stud SER vepräfentirt wird, giebt die Orbinate NS das ganze 
Moment: 


px — @-ıh + o)’g 
2 


an. Daſſelbe fällt’ natürlich für verfchiebene æ, d. i. für verfchiedene Puntte 
fehr verfchieden aus, Ät aber fr -—ıh + ce = - ein Marimum, 
und zwar: 


pP pP? P 
alarm 2, Pı +h— ne) 


_ — on — — e\_ Qu; c 
—Dp, (. 2+2)= Ph (1 er l- =) 
Hiernach Gabe wir für das Tragvermögen dieſes Balkens zu ſetzen: 


üb (1 _ 2) WE, 
j Bl) ee 


Beiſpiel. Welche Laſt trägt ein hohler parallelepipediiher Träger aus 
10 Millimeter didem Eiſenblech, deſſen äußere Höhe 0,500 Meter und äußere 
Breite 0,160 Meter beträgt, wenn er auf 2 Meter Länge gleichförmig belaftet 
wird und der Schwerpunkt der Laft von den beiden Stüßpunften 8 Meter und 
2 Meter horizontale Abftände hat. Man bat hier: 

W bn® — bh? 160. 500% — 140 . 4808 


DE Ver 7 EEE 





Li _ 2000 . 2000 2000 (, __ _2000 \ __ 
(1-7)= (1-35) = 
und daher die ehe —86 

Q = 9034250 - = 910 &, 
oder wenn die hoͤchſtens zuläffige Spannung % für Schmiebeeifen zu 6 Kilogramm 
angenommen wird, jo folgt Q = 56460 Filogramm. 


Anmerlung. Wenn die Lat Q nidt gleihmäßig über UF vertheilt ift, 
fondern je eine Hälfte derjelben in den Endpunkten E und F’ angreift, jo ift die 
Linie GM H eine gerade, und das größte Moment durch die Ordinate GE 
dargeftellt, aljo 


$. 242. 
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0l e\_ Wk 
T.A-3)=7 


zu fegen, mofern 7, den größeren Abſtand DA, und !, den kleineren Abſtand 
DB ver Mitte D von den Enden A und B bezeichnet. 


An beiden Enden eingemauerte Balken. ft ein in der Mitte 
C belafteter Balten AB, Fig. 422, an beiden Enden Horizontal eingeffemmt, 
Sig. 422. 





jo nimmt derjelbe in der Mitte C eine Biegung nad) oben concad, und in 
jedem ber beiden Auflagerungspunfte A und B eine Biegung nad) unten ar, 
und e8 bilden ſich dabei in den Mittelpunften D und Z der Baltenhäfften 
CA und CB Wendepunfte, wo die Biegung Null, oder der Kritmmung& 
halbmeſſer unendlich groß if. Das Gewicht P wird zur Hälfte von AD 
und zur Hälfte von BE getragen, und es tft daher anzunehmen, daß jedes 


Balfenviertel AD und BE an den Enden D und E burd) — abwärts, 
und dagegen die Balfenhälfte DZ an jedem ihrer Enden D und E dınd) 
(— >) aufwärts gebogen wird. Jede diefer Kräfte hat den Hebelarm 


AD — OD u. ſ. w. — * — — es ift folglich das Moment derjefben 


—. — — daher auch 


——=k = und die Tragkraft 


w 
ie 7, du ſeben. 
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Es trägt alfo ein folcher Balken doppelt fo viel, als wenn er an beiden 
Enden frei aufliegt. 


Macht man die Ordinten AH—= BK= CL= = und zieht dann 


die Geraden HL und KL, fo fchneiden die legteren die den Kraftmomenten 
und Biegungen proportionalen Ordinaten (MN) für jede andere Stelle (M) 
des Balfens ab. 

Sest man in der gefundenen Formel ben Feftigfeitsmodul X ftatt der 
zuläffigen Spannung % ein, fo giebt fie natürlich die Kraft zum Zerbredjen 
des Balfens, alfo: 
8KW 

le 

Da die Momente in A, B und C gleich groß find, fo ift auch in allen 
drei Punkten gleiche Bruchgefahr. 

Daß die Wendepunkte wirflid, in den Mitten zwifchen A und C fowie 
zwiſchen BC liegen müſſen, ergiebt ſich leicht aus dem Borhergehenden. 
Gejegt nämlich, der Balken läge bei A und B einfach auf Stügen, fo würbe 
die elaftifche Linie m A eine Neigung annehmen, welche nach $. 241 zu 

Pu | 
16 WE 


fi berechnet. In Folge der horizontalen Einmauerung des Ballenendes ift 
felbiges verhindert, eine Neigung anzunehmen. Man bat fid) daher bie 
Wirkung des Einmauernd fo vorzuftellen, als wäre an jedem Balkenende 
en Kräftepaar angebracht, deſſen Drehungsrihtung und Moment fo be 
Ihaffen find, daß die duch die Belaftung angeftrebte Neigung der Balken⸗ 
enden «& vollftändig verhindert wird. Nach $. 239 beträgt nun die durch 
ein Kräftepaar, deſſen Moment M ift, per Längeneinheit des Balkens her- 


P= 





a = 


borgebrachte Neigung I Es muß daher die Wirkung des in A auf- 


tretenden Kräftepaars auf das halbe Balfenftüd AC von bes Länge — 


eine derartige fein, daß diefelbe allein in A eine Neigung — « hervorbringen 
wiirde. Bezeichnet daher MM, diefes Moment in A, fo hat man nad) $. 241: 


2 
a __ HL woraus M -=. 


Wenn man aljo den Abftand z von A beftimmen will, in welchem bas 
refultivende Biegungsmoment Null wird, fo hat man, wenn wieder P, -: 
den Auflagerdrud in A bezeichnet: 
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0=- RrtmM=-%2+5; 
woraus 
I 
4 ’ 
d. i. die Inflexionspunkte Tiegen in der Mitte zwiſchen A und C fowie 
zwifchen B und CO. Das Bruchmoment in C ift: 
P Pi Pi Pl 
U=-2 5 +M=-74+7=-7 

alfo ebenjo groß, wie das Moment M, in A und B, aber mit entgegen⸗ 
gefegtem Vorzeichen behaftet, d. h. einer entgegengefeßten Krimmung ent⸗ 
ſprechend. 

Die Senkung in der Mitte beſtimmt ſich nach den Paragraphen 235 und 


2: — 


239 zu: 
— 2a) ‚26 __ pe, ___ Pe 
— — — 2WE 2.8.3WE 242 WE 
pP 
— 13 __ı1_£# 
=sWw5(- er 0) 448 WE 


Wenn in bem vorliegenden Falle die Laft Q — gl gleichmäßig vertheilt 
ift, fo nimmt ber Balken zwar auch in der Mitte eine Biegung nad) oben 
eoncad und in jedem Auflagerpunfte eine folche nach mien concav an, nur 
liegen bie Wenbepunfte D und Z, Fig. 423, nicht mehr in ber Mitte ber 


Dig. 428, 











D! C; E} 


—— | 1 — > 
1} 
| 
1 
| 
\ 






= Zu 


Ballenhälften, da bie Biegungsfräfte R, .Z der Stiide AD und BE nodh 
durch die darauf Tiegende Laft verftärft, und dagegen die Biegungsfräfte 
— R, — R bes Mittelftüdles DE von dieſer Laſt gejchwächt werden. Man 
findet den Wbfland z = AD —= BE dieſer Wendepunlte wie vorher. 
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Wäre nämlich der Balken in A und B einfach unterftügt, fo wäre nad) 
$. 241 der Neigungswinkel der elaftifchen Linie in A und B: 


gr 
24 WE 


und, wenn MM, wieder das Moment in A oder B bezeichnet, jo hätte man 
wie vorher: 





u - 5 7; fo daß aus 
__Q_ _-_ Mi Q 
241 WE we mn fol 


Das refultirende Moment ift aljoNul in einem Abftande AD=BE=z, 
welder aus 


Q 2? 
GE 


ı=5+V-:=- — 4 (1 + VE)= oreerı m 0,2118 7, 


von welchen ber erfte Ber 0,7887 3 — AE und ber zweite Werth 
021137 = AD if. 
Das Kraftmoment in der Mitte C berechnet fich demnach durch: 


I 
_ _2ı 0. ai, u, a__gQ 


folglich nur Halb fo groß, wie in A und B. 
Es folgt daher aus 


* — F — 7 die Tragkraft Q = 12 A 


d. h. 3/, mal fo groß, als wenn die Laft Q in ber Mitte concentrirt wäre. 
Trügt man SE ale Ordineten AH und BK in A und B; fonie 


94 = CL in C auf, fo erhält man brei Punkte ZZ, L und K der Curve 


—— HDLEK, durch welche die Veränderlichkeit der Momente dar- 
geftellt iſt. 

Die Senkung in der Mitte berechnet fich nach den Paragraphen 235, 
236 und 239 zu: 





490 Vierter Abſchnitt. Zweites Capitel. [8. 242. 


_ 25) (5) Mo) 


— — 3WwE + nt 8WE 








— 1 + Q13 + Qi8 

— — 5753 VF RE 4.2WE ' 2.8.3WE 

u sB\ _ 01 9» 
=; (-° +5 +7 — 3 48 WE 


Wenn man ſich auch ur die Aufgabe ftellt, die Anordnung fo zu treffen, 
daß das Moment M, Über den Stügen A oder B gerade fo groß ausfallen 
fol, wie da8 Movent M in CO, fo hat man zunächft die Gleichung: 





I\2 
a (5) 

_ | _A_ 
2M, = 8 oder M, = 16 * M. 


Damit nun aber M, in den Stüten nur gleich x ausfällt und nicht, wie 


bei horizontaler Einmauerung gleid) 3. müſſen die Balkenenden A und B 


unter gewiſſen Winkeln &, eingemauert werben, woflir nach dem Fruheren, 
88. 239 und 241, wie vorher die Gleichung angeſetzt werden kann: 








13 M,! x . 
ge 5, _QE_ — m 
24WE 





aWE TTtgWE 

Wenn man daher die beiden Enden des Balkens unter diefen Winkel a, 
ſchräg (nad) unten) einmauert, jo werden die Biegungsmomente in A, 
B und C abfolut genommen einander gleich, nämlich 4. Es iſt daher 
vermöge dieſer Anordnung das Biegungsmoment, welches bei horizontaler 
Befeftigung in den Stügpunften 7, gi 5 betrug, in dem Berhältniß von 12 : 16 


fleiner geworden, bie Tragkraft des Balkens beträgt daher jet Q= Er, 
d. h. fie ift um 331/, Procent vergrößert. 

Es ift leicht, die Formeln ohne Weiteres Hinzufegen, wenn ber Ballen 
gleichzeitig eine gleichmäßig vertheilte Laſt Q und eine concentrirte Laſt P im 
der Mitte zu tragen hat. Es ift in diefem Falle: 

Das Biegungsmoment M, über den Stügen A und B: 
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Pl —1 
M 36P20 35 

und das Biegungsmoment der Mitte: 


8 
gu _ RB 
u=-(G+4)=-07+095% 


Die Senkung in der Mitte ift in diefem Falle: 
1 1 13 
—“ (z +35 0%) EWwE 

Wenn die Kraft P den Ballen außerhalb der Mitte in einem Punkte C 
angreift, welcher von A und B die Abſtände AC—=I md BC=L 
hat, fo find gußer den Momenten M, in A und M; in B aud) die Auflager- 
drude in diefen Punkten P, in A und P, in B vorläufig unbekannt. Dan 
kann zu der Beftimmung von P, und M, durch Auflöfung von zwei Gleis 
Hungen leicht gelangen, wenn man wie bisher die Yormeln der Para- 
graphen 235, 236, 239 anwendet. Der Ballen AB läßt ſich nämlich 
anjehen wie ein nur bei B feitgehaltener Träger, welcher außer durch die 
gleichmäßig vertheilte Laft Q noch in C durch die Kraft P; in A durch die 
Reaction — P, und ebendafelbft durd ein Kräftepaar vom Moment M, 
angegriffen wird. Schreibt man diefer Inanſpruchnahme entjprechend die 
Werthe für die Neigung & und Senkung s des Balfenendes A hin, fo muß 
a mit dem Winkel x, übereinftimmen, unter welchem der Ballen bei A ein- 
geflemmt ift, und s muß gleich Null fein, da A und B in gleichem Niveau 
fiegen. Bezeichnet noch 40 den Einmauerungswinkel bei B, fo hat man für 


die Neigung in A: 
Pu gm Pb Ml 


=o-htzwatews awEt w® 
und fir die Senkung s in A: 
no Pı3 pı2 gu PB Mu 
-0=ßhit zwotawa"taws swetzwe 
Aus diefen beiden Gleichungen die Werthe für M gleichgeſetzt, Liefert zur 
„ehmidekung von P, die Gleichung: 

















n-2 BB 8 _ Du _ Py pı2, ra) 
12 Pu 
woraus: 
P — G 8) L, und cbenſo 


TEEN e ? — (u + B) sw, 
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Unter @ und ß find hier die algebraifchen Werthe verftanden, d. 5. wenn 
3. B. beide Balkenenden unter den Winkeln a, und B, ſchräg nad) unten 
eingemauert find, fo ift &, negativ, 40 pofitiv zu nehmen. 

Sett man für P, feinen Werth in den Ausdrud fiir MM, ein, jo folgt: 


1 1 2 
LASA (Zad + Po) und 


n—=pi2+% FR (m + 280). 


Für den Abftand x von A kesfnigen Punktes zwifchen A und B, welchen 
das größte Moment entjpricht, Hat man wieder: 
- Pi — 42 =; 
vorauögefegt, dd und d, >% if. Das Marimalmoment M iſt 
in dieſem Yalle: . 
M= M—Ps+g- aM —Pı — 24 +4 (2)= M, — 7 
Wenn x > 1, fo Gegt ber Brucpuntt in dem Angriffspunfte c ber 
2 
Kraft Pı und das Moment ift daft M—= M — Pı —a 1. 

Wo der abfolute Bruchpunkt Liegt, entfcheibet der abfolut größte Werth 
von M, Mı und M,. Gebt man M = M, — M,;, fo laſſen ſich ähnlich 
wie früher die Winkel x, und ß, für die vortheilhaftefte Einmauerung des 
Balkens beftimmen, bei welcher die drei relativen Bruchpunkte gleicher Bruch 
gefahr ausgefegt find. 

Fir die Inflerionspunkte der elaftifchen Linie hat man die Gleichungen 

a) für die Strede AC: 


x) 
M, — Pızı 4, =0; um 
b) fit die Strede BC: 
=, - Rn -a2=0 


Die Werthe von ©, und x, bedeuten dabei den Abftand bes betreffenden 
Inflexionspunktes reſp. von A und B. 

Die Gleichung der elaftifchen Linie, die tieffte Durchſenkung u. f. w. laffen 
fi) mit Hülfe der allgemeinen Gleichungen i in den Paragraphen 236, 236 
und 239 leicht aufftellen. 


Beifpiel. Zur Ueberbedung eines 3 Meter Im Lichten weiten Schaufenflers 
fol ein aus 10 Millimeter ſtarkem Blech gefertigter hohler Träger von rectan- 
gulärem Querjſchnitte (wie Fig. 387), defien äußere Breite 0,200 Meter beträgt, 
angewendet werden. Wenn die auf dem Träger oberhalb ruhende Mauermafle 
einer Belaftung von 6000 Kilogramm pro Meter entipriät, wie groß muß die 
Höhe A des Querjnittes genommen werden, wenn die höchftens zuläffige Span; 
nung des Trägerß zu 6 Kilogramm vorausgeſetzt wird? 











7 2 WE 








8. 242.] Die Biegungs-Elafticität und Feſtigkeit. 493 
Sir ii qg = 6, I = 3000, k = 65, alſo: 
M = = = 4'500000 und daher zu fehen: 
BRB.— (b — 20) (h — 20)? _ „ 200h° — 180 (h — 208 
12 & eh 
2 
— 20h? 4 10800 — 216000 + 


Hieraus folgt dur) Näherungsrehnung h = "286 Millimeter, wofür rund 
h = 0,300 Meter genommen werben kann. 


4'500000 = % 


a, 


Anmerlung. Wenn man die in diefem Paragraphen entwidelten Formeln 
für eingemauerte Ballen anwenden will, jo muß man ficher fein, daß die Enden 
der Ballen au genügend befeftigt find, um fie als unwandelbar eingellemmt 
anfehen zu dürfen. Dieſe Befeftigung gejhieht in der Praxis entweder jo, daB 
man die Enden des Trägers binlängli weit in die Mauern bineinragen läßt, 
jo daß durch das Gewicht der auf den eingemauerten Endſtücken laftenden Mauer: 
mafle die Einflemmung bewirkt wird, oder man befeftigt die Enden durch Anker⸗ 
bolgen, welche in die Pfeiler bineingehen. ebenfalls muß die Anordnung jo 
getroffen fein, daß das Moment der auf das Endftüd wirkenden Belaflung reip. 
de8 Ankerzuges minbeftens gleih M, fein muß. Würde diefes Moment Tleiner 
fein, jo würde der Ballen über den Stützpunkten eine Neigung gegen die Hori- 
zontale annehmen können, und das Berhalten des Trägers würde ſich um jo 
mehr demjenigen eines nur auf Stüßen ruhenden Ballens nähern, je Heiner ber 
auf die Enden ausgeübte Zwang der Einklemmung iſt. Nennen wir in bem 
obigen Beiſpiele x die Länge, um welche jedes einzelne Balkenende in die Mauer 
hineintritt, fo laſtet auf einem ſolchen Endſtück das Gewicht qx, und das Moment 
defielben für den Bruchpunft ift 





gar 6 og 
3775 =32%. 
Es folgt daher aus 
2 80002 
323 a — 2 _ 6 . 3000° _ 42500000; x = V1500000 = 1,24 Meter. 


12 12 

Man wird aber immer gut thun, die Enden entweder länger in die Mauer 
hineintreten zu lafjen, oder in fonft einer Weile (etwa durch Anler) zu befeftigen, 
weil jene berechnete Länge nur dem Grenzfalle entſpricht, wo da8 Moment 
des auf die Enden ausgelibten Zwanges gerade glei dem Bruchmoment ift, 
aljo nur gleich derjenigen Größe, in welcher e8 bei der Belaftung des Balfens 
gefordert wird. Gegen Erſchütterung des Balfens wäre in diefer Beziehung dann 
feine Sicherheit vorhanden. Wenn eine derartige genügende Befeſtigung der 
Balfenenden unterbleibt, wie in der Praxis allerdings häufig geichieht, jo darf 
man den Ballen nicht nad den Formeln des $. 242, fondern nad) denen von 
$. 241 berechnen, wie fie für einen einfach unterftügten Ballen gelten. 

Soll die Befeftigung des Balkenendes dur Anterbolzen gejchehen, melde von 
der ftügenden Kante den Abftand x, haben, jo berechnet ſich die Zugkraft Z 
welche diefe Anker auszuhalten haben, durd) 

gi2 


2. =M =: 


aljo im vorliegenden Beijpiele, wenn man x, etwa glei 1 Meter annimmt, 
Z . 1000 = 4'500000; Z = 4500 Rilogramm. 
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8. 243. In Zwischenpunkten unterstützte Balken. Wenn ein an bein 


Enden mit gleichen Gewichten P, P belafteter Ballen AB, Fig. 424, in 

Fig. 424. zwei Punkten C und D unter: 
ſtützt ift, welche von den Enden 
Aw Bum AC=BD 
— I, abftehen, fo nimmt jeder 
diefer Punkte die Kraft P ui, 
und es ift für einen Punkt M 
innerhalb CD im Abftantı z 
von A das DBiegungsmoment 

CL=DO=HN 

=Pxs—-P(—1)=!}ı 





von CD kreisförmig gebogen. 
Für einen Punkt U innerhalb AC ift das Moment UV —= Px veränderlih) 
jedoch kleiner als Pl, , welchen Werth e8 erft in C und D erreicht. 


Der Krlimmungshalbmeiler vom Mittelftüd CD ft r = 2 , folglid 
1 


der Neigungswinfel der Balfenare in Cund D, &, = ı _ Fu 


I die Länge CD des Mittelſtückes bezeichnet. Werner folgt die Bogenhöhe 


fowie die Bogenhöhe von CA 

El) 
3WE 2WE 3WE WE\2 3 
Das Tragvermögen diefes Balkens ift gegeben durch 


pP —a”. 
€ 


a =alı 


Der hier erörterte Yall der Inanspruchnahme tritt bei den Aren der Eiſen⸗ 
bahnwagen ein (|. $. 239). 

Hft derfelbe Balken AB, wie Fig. 425 darftellt, gleichmäßig belaftet, ſo 
fällt bei gewiflen Belaftungen das Biegungsmoment theils pojitio, theils 
negativ, und daher in zwei Punkten gleid) Null aus. 

Tür einen Punkt innerhalb A C und BD ift diefes Moment Ysgqr’. 


Der Auflagerdrud R in C oder D beträgt R=gq ( + 5) daher 


das Moment in irgend einem Punkte zwifchen C und .D, deffen Abftand von 
C mit x bezeichnet werde: 


eonftant, aljo die neutrale Faſe | 





55 23wE vwemn 
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ES + StR _ (bt )erß —J =) 
= 1) +gi 2 


Der erfte Theil — 4 (Tz — 22) dieſes Ausdruckes ſtimmt offenbar mit 
dem in 8. 241 entidlten Ausdrude fir das Biegungsmoment eines auf 
zwei Stlitzen liegenden, durch bie gleichmäßig vertheilte Belaftung g pro 

Gig. 425. 





BLM 


Längeneinheit belaſteten Balkens von der Länge überein. Die graphiſche Dar⸗ 
ſtellung ergiebt danach eine Parabel, deren Scheitel in M, liegt (ig. 425 II.) 
unb welche durch bie Punkte C und D hindurchgeht. Die Scheitelordinate 


MM, beträgt MM, — — æ. 


2 
Der zweite Theil q 1 in dem Ausbrude für M ift für alle Punkte 


zwifchen C und D conftant, da derjelbe von = unabhängig ift, und nur von 
dem fiberragenben Stüde A C und deſſen Belaftung herrührt, und zwar ift 
diefer Werth gleich dem Biegungdmoment in C oder D. Denkt man ſich 
daher die Drdinaten der gedachten Parabel CM, D um das conjtante Ctüd 


3 
cG=gq 1, dig. 425 II, vergrößert, d. 5. denkt man fid) die ‘Parabel 
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um dieſes Stüd in der Richtung der poſitiven PAxe (nach oben) verſchoben, fo 
erhält man in C, Mi Di bie Curve, welche die Größe des Biegungsmomentes 
fite jeden Punkt innerhalb CD darftellt; während die Momente für bie ' 
überftehenden Enden A C und B.D durd; die Parabelbögen AC, und BD, 
beftimmt find, deren Scheitel in A und B liegen, und für welche AB bie 
Scheiteltangente ift (vergl. 8. 236). 

Man erkennt aus den Figuren, daß es wejentlich auf die Größe von CC, 
d. h. auf die Länge I, ankommt, ob die vefultirende Momentencurve wie in 
III. die Gerade AB ſchneidet, oder wie in V. ganz oberhalb berfelben ver- 
bleibt. Als Grenzfall zwifchen diefen beiden ift der in IV. dargeftellte zu 
erkennen, in welchem ber Parabelbogen CM, D, fo weit hinauf gerlidt ift, 
daß er die Gerade AB in M berührt. In dieſem Falle hat man bas 
Dioment in M gleich Null zu fegen, und es folgt daraus für diefen Yall: 

2 


+3) 4) 
I\ı + 
—dq ( 4 54 = 0; woraus 


ENGE: 


Wenn alfo die über CO und D binausragenden Balfenftüde AO und BD 
einzeln gleich der halben Ränge OD find, fo findet in der Mitte des Balkens 
eine Biegung gar nicht ftatt, und man könnte den Balken in der Mitte 
durchichneiden ohne feine Tragfähigkeit zu beeinträchtigen. Man bat fid 
aber zu hitten, den Punkt M als einen Inflexionspunkt anzufehen, das ift 
er nicht, weil die Biegungen der links und rechts von ihm gelegenen Ballen: 
theile nach derjelben Richtung (concav nach unten) gefchehen. Es entſpricht 
vielmehr der Punft M einem Minimum des Biegungsmomentes, und letz⸗ 
teres fällt in dieſem bejonderen Falle glei Nul aus. Das Marimal- 
moment findet in CO und D Ratt, woſelbſt es die Größe 


annimmt. 


Wenn I, < MM ift, jo zeigt die Momentencurve den in Yig. 425 II. 


dargeftellten Verlauf. Es treten hierbei zwei Inflerionspunkte in der elaſti⸗ 
fchen Linie in U und V ein, file deren Abftand z von C man hat: 


0=—R.ctgq 5: = - al +5). +. 


* 
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Die Auflöfung diefer Gleichung liefert: 


Tür das VBiegungsmoment hat man hier drei relative Marima, und zwar 
mCun D: , 
M=gq a und in der Mitte 


I (% + (+3) _ 72 BR: 
“——1 (1 + 3)3 4*2 2 
Ob für die Tragfähigfeit des Balkens # ober M, in — zu ſtellen 
iſt, hängt davon ab, welcher der Werthe abſolut genommen der größere iſt. 
Fir den Fall, daß beide gleich groß fein follen, hat man 
\ Hin i n=ı\/2 = 035861 
TREE Yasir Ve A Tai 
In diefen Falle find die Dlomente in C, M und D fänmtlic 


_‚#_ıa V:)- al 
v=14=3( 8/ I 
amd es entfpricht daher dieſer Wall demjenigen eines an beiden Enden unter 
den vortheilhafteften Winkeln eingemauerten Ballens von ber Länge I (vergl. 
$. 242). 
Sobald d. < Vſ iſt, hat das Moment in MM den größten Werth, und 
fr die Tragkraft gilt die Formel: 
2 _,W 
18 7 1) =h, 
Iſt aber I, > ı VE, fo liegen die Bruchvunkte in C und D und es 
gilt für die Tragkraft: 
ug 
4, =k7 
Bin man bdenfelben Belaftumgeyuftand haben wie bei dem beiberfeits 
horizontal eingemauerten Balken, fo wäre das Moment in C oder D nad) 


2 
$. 242 M, =q r zu een und au 


12 
3-17 15 — folgt = ıV: = — 0,4083 1. 
Beisbach's Lchrbuch der Mechanik. L 93 





8. 244. 
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So lange ı, < 0,52 ift, wird der Balken nach dem Obigen nad) oben 
und unten gebogen, und es treten immer zwei Wendepunfte in der elaſtiſchen 


Linie auf. Sobald aber I, > L wird, nimmt die Curve des Biegungs⸗ 


momentes den in Fig. 425 V. bargeftellten Verlauf an, der Ballen wird in 
allen Bunften concav nach unten gebogen, und die Bruchpunfte Tiegen unter 
allen Umftänden in den Stüten, wofür die Gleihung gilt: 
12 w 
17 =k e 


In vorftehenden Formeln kann man überall 51 £1 — für q an bie 
| | + 
Stelle ſetzen. 


Ungleichförmig belastete Balken. Wenn ein Balfen AB, Fig. 426, 
ungleihförmig, jedod) fo belaftet ift, daß die Yaft auf den Laufenden Fuß 
Balfenlänge mit der Entfernung von der Balfenmitte C nad) den Enden zu 

Fig. 426. gleichmäßig wächſt, fo finden folgende 
ftatifchen Verhältniffe ftatt. 


Sti=4AB=20A4=2CH, die 
Länge des Balfens, zwifchen den Stüt- 
punkten A und B gemefen, q das Ge: 
wicht der Laſt pro Flächeneinheit Quer⸗ 
jhnitt, und E der Neigungswintel 
ACD= BCE der Begrenzungsebenen 
CD und CE der Laft, fo hat man 
das Gewicht eines Laftprismas ACD 
— BCE, weldjes von einem Stütpunfte getragen wird, 





< — WAC.AD.gyg=" (5) tang.@ . a = a al? tang. E, 
und folglich da8 Moment biefer Kraft in Hinficht auf einen Punkt N, welcher 
um AN = x vom Stittzpunkte A abjteht, 


Yyı = 2 :t —= FI ql?xtang. O. 


AD+NL 
— Jam 


__234AD+NL AN 
und der Schwerpunft defielben fteht von N um NO — ADINL' 3° 


ab, folglich ift das Moment diefes Prismas in Hinficht auf N: 


Das Gewicht des Laſtprismas über AN = x ift q 
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n=g@ AD + n2) SR —a[ttang. oe+ (5 — 2) lang. | 


12 tang. og @hl — a), 


und das ganze Biegungsmoment des Balkens in N: 
N=y=y = 12 (332 — 612? + 42°) 


8 
re gu — 12 +4 =1|(3) —i]iang.o 


I 


wenn man UN =ı, = =;0® jest, aljo die Abiciffe ©, von C aus mißt. 
ı 


Daſſelbe ift fir x = 3 der fir ©, = 0 ein Marimum, und zwar 


7 tang. Q, daher ift auch) da8 Tragvermögen diefes Balkens: 
gi? gt _,# 
gg eng. 0, d.i art 


während bei gleichmäßiger Belaftung das Biegungsmoment 


— glx q2? gæ qT/ IN? 
1=-n-7-7=-%0-9=3|6)-* 


und daher das Tragvermögen \- —=%k * folgt. 


Balken auf drei Stützen. Wenn ein Ballen AO, Fig. 427, auf 8. 245, 

drei in demſelben Niveau liegenden Stügen A, B und C aufruht, welche 

Fig. 497. um AB=I wm CB=], 

Ds von einander abftehen, und der- 

jelbe trägt außer der gleich- 

mäßig über feine ganze Yänge 
ausgebreiteten Laſt 

g=qalı +) 

noch die in D, und D, concentrirten Laſten P, und P,, deren Angriffs 

punkte von B um b, reſp. db, und von den Punkten A und C um a, und 

a, abftehen, fo find die Auflagerbrude A, B, C in den gleichnamigen Stüg- 

punkten vorläufig unbefannt. Ebenſo kennt man den Neigungswinkel 4 der 

elaftiichen Linie in B nicht. Zur Beſtimmung biefer Größen denkt man 

fi) da8 Stid BC eingemauert, fo muß die Senkung s in A gleich O 

82* 
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gejegt werden, da A und B in gleicher Höhe liegen; dies liefert die Glei⸗ 
Hung: 

—-0=-ßh+P pa I _a.. 
s=0=Pht et zwar tIaWwE 3WE 


Diefelbe Betrachtung läßt fich für das Balkenſtuck CB anftellen, nur bat 

in diefer Strecke 4 das entgegengeſetzte Vorzeichen, folglich ift auch: 
b? b? 4 1? 

— N __ Ed 2 __ 2 — 2, 

== Put Pzwgt Powartlsws "sWwE 

Aus beiden Gleichungen B entwidelt und die Werthe gleichgefegt, Tiefert 

zwiichen A und C die — 


1 
8b? + 12,5} 
is 


—— 0. 813 + PB, + 3g1;. 


Dieſe Gleichung zufanmen mit ber allgemeinen Bedingung für das Gleich⸗ 
gewicht aller äußeren Kräfte (die Momente aller Kräfte in Bezug auf B 
gleich Null geſetzt): 


13 12 
Ah — Pb —qa5 —- Ch +PRAb+ay—=0 


ergiebt A und CO; und für B den Werth B=Pı +PR +9—A—C. 

Aus den fo berechneten Auflagerdruden laſſen ſich nun für alle Punkte 
die Biegungsmomente, die Neigungen und Senkungen berechnen. Das 
Biegungsmoment wird einen größten Werth über der Mittelftige, und in 
jeder der beiden Streden AB und CB ebenfalls einen jolchen annehmen, 
bie Unterfuchung wird in jedem befonderen alle den abjolut genommen 
größten diefer Werthe zu ermitteln haben, und der Punkt, welchen: diefes 
Moment angehört, ift der abjolute Bruchpunkt. Will man die Anordnung 
fo treffen, daß ſämmtliche drei marimale Momente gleich groß werben, fo 
bat man wie früher, indem man die Momente glei, alo MM = M;—=M, 
ſetzt, hieraus bie Werthe der Auflagerdrude A und C, als Functionen der 
belaftenden Kräfte und der gegebenen Abftände zu entwideln, und dieſe 
MWerthe für A und C in die Öleichungen für die Senkung einzufegen, worauf 
die berechnete Senkung 8 die Höhe angiebt, um welche die Stligen A und 
C über das Niveau von B zu erhöhen find. 

Segen wir ſpeciell ı = Lu =]; ferner ==, == — 
und P, = P, = P voraus, fo ift, wegen der ſymmetriſchen Anorbnung 
des Baltens die Tangente der elaftifchen Linie in B horizontal, d. i. B=0; 
und man hat einfach, bei gleicher Höhenlage der Stügpunfte A, Bub C 
die Senfung in A oder C: 
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nn 


=0=F —— tegw5 Aw 
woraus A = — = P +5 gl folgt. Ebenfo groß ift der Auflagerdrud in C 


und derjenige in B ft: 
5 3 11 5 
B=2P +2g— = P—z,d= F P+za 


Es ſtimmt diefes Refultat mit dem in $. 240 erhaltenen infofern überein, 
als der Drud in der Endftüge in beiden Fällen derfelbe ift, während die 
Mittelſtütze hier doppelt fo viel Drud empfängt als in jenem alle die 
Einmauerungsftelle, da die Mittelftüge hier von ben beiberfeits angeordneten 
Laſten gedrückt wird. 

Das Marimum des Momentes M, zwiſchen A und B liegt in einer 
Entfernung x von A, welche nad) $. 220 

5 
A_ 16 Pi R 8 
a q 8 
beträgt. Diefer Punkt Liegt offenbar von der Mitte der Strede A.B höd)- 
ſtens 1/, U nah A Hin entfernt. Das Moment A, felbft ift für diefen 
Punkt 


x? A 1 /A\? 
M=—-4415--47+13(7)=-% 
Das Moment über der Mittelftiige iſt ’ 

I 12 
M=—-A+P2 +45 


Setzt man — M, — M,, fo folgt aus 
2__grpiye® 
2q 2 2 
für A der Werth 
A=— gl +VPr.gd +22. 

Wird diefer Werth in den Ausdrud für die Senkung s in A eingefeßt, 
fo folgt in derfelben Art wie in $. 240 die Größe 3, um wie viel die Stügen 
A und C geſenkt werden müſſen, wenn das Biegungsmoment liber ber 
Mittelftiige gerabe jo groß fein foll, wie die größten Momente zwijchen 
den Stitgen. 


Balken auf beliebig vielen Stützen. Der Ballen AD (fig. 428 $. 246. 
a. f. S) fei auf yier um die Länge I von einander abftehenden Stitgen A, B, C, D 
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gelagert, und durch eine gleichmäßig über die ganze Ränge vertheilte Laſt 
angegriffen, deren Betrag pro Tängeneinheit g fein mag. Wegen der ſym⸗ 


Tig. 428. 





Ba ic 
0,08q1” 0 asgqit 


metrifchen Anordnung muß die Tangente der elaftifchen Linie in der Mitte 
M des Balfens horizontal fein. Man kann daher die eine Hälfte MD des 
Balkens fich eingemauert benfen, und die andere Hälfte AM als einen am 


Ende Horizontal eingeffemmten, durch die Laft - q2 und bie Gtüfräfte A 


und B angegriffenen Balken anjehen. Die Reactionen A, B, G,D find 
vorläufig nicht befannt, man weiß nur fo viel, daß A= D und B= GC, 


daher AB = < = = qL fein muß. Wenn die Stügen A und B, 


wie bier vorausgeſetzt werde, in gleichem Nivean liegen, jo hat man die 
Senkung des Punktes A gegen M glei) derjenigen des Punktes B gegen 
M zu fegen, wodurd) man eine Gleichung zwiſchen A und B erhält. Es 
ift die Senkung in A: 


er 0 EBEN EHE REN) 
3WE\2 3WE\2 2WE\2 8sWE\2 
und in B: 
8 — — B —— — — 
3WE\2 2WE 
37 
nu 





BI) ‘0 2,01 


Durch Gleichſetzung diefer Werthe folgt: 
13 23 25 
u 


oder für B feinen Werth > I gi — 4A eingefegt, erhält man: 


I, 
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5 = 3 
“RB — 
A- 5) q -5) 


, 
amt 


14 
“= u woraus: 


2»=($-} gt=1,1gl ſich ergiebt. 


Nunmehr folgt für das Moment in der Mitte: 
& ) 


fiir das Biegungsmoment in B: 
3 
M=— Arge =(-04 408) gt = + o qu, 


und endlich fir das größte Moment zwiſchen A und B, weldjes in der Ent⸗ 
fernung von A 


M=—A- S1-B.; 240 —2— 0 6412 —055gl?+1,125gql? 


= — 0,025 gl®; 


e— h — 0,4 1 flattfindet (f. 8. 220) 


(0,4 7)? 
2 


M;=—4A.04l+gq — — 0,08 qla, 


In der Strede AB ift ein Inflexionspunkt in dem Abftande x von A 
gelegen, welcher aus 


2 
—As+g 7 o folgt zu 081. 


Einen anderen Wendepunkt hat die elaſtiſche Linie zwiſchen B und ber 
Mitte M und zwar in der Entfernung x von A, welche fi) aus der Gleis 


dung: 
8 
— Ar — Be —)+ 45 = 0 eigiebt zu: 
z—= 151+ V0,051? = 1,27641 oder 1,7236 1. 


Es liegen aljo die Inflexionspunkte der Strede BC von der Mitte M um 
0,2236 I entfernt. 

Sept man die Werthe von A und B in einen ber Ausdrlde ein, welche 
oben jr 8 gefunden wurden, jo erhält man die Durchbiegung in der Mitte. 
Ebenſo kann man die Durchbiegung in jedem beliebigen Punkte der elaftifchen 
Linie in derjelben Art, wie in $. 237 gejchehen, ermitteln. 

Wenn der Balken auf beliebig vielen Stützen ruht, fo ift die Beſtimmung 
der in den Stiltzpunkten auftretenden Reactionen in derjelben Weife, wie 
bisher gejchegen, immer möglich. Fur den Tall insbejondere, daß die Unter- 
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ftgungen und Belaftungen gegen die Mitte M des Balkens ſynmetriſch 
angebracht find, fann man immer die eine Hälfte des Balkens horizontal 
eingemauert anfehen. Iſt dann die Zahl der Stügen eine ungerade glei) 
2n + 1, fo erhält man für die nStügfräfte der einen Balfenhälfte » Glei- 
Hungen dadurch, daß man die Senfungen in ben nStügpunkten einzeln 
gleich Null fegt. Der Drud in dem mittleren Stiigpumfte ergiebt ſich dann 
als der Ueberfchuß der gefammten Belaftung über die Summe der 2 n Yıf- 
lagerreactionen der beiberfeitigen Übrigen Stüten. 

Iſt die Anzahl der Stügen eine gerabe (2 n), fo ift die Senkung ber 
Balkenmitte zwar nicht Null, aber die Senkung beträgt in Bezug auf alle 
Stügpuntte gleich, viel. Man erhält demnach durch Gleichjegung der Sen 
fungen ber nAuflagerpunkte einer Balkenhälfte na — 1 Gleichungen, welche 
in Verbindung mit ber Beziehung, daß die n Auflagerreactionen zufanımen 
genommen gleich der halben Zotalbelaftung ſeird ntliffen, genügen, um 
die nReactionen zu beflimmen. | 

Wenn die Unterftügung und Belaftung nicht ſymmetriſch find, fo ift im 
Allgemeinen bie elaftifche Linie in der Mitte des Balkens nicht Horizontal, 
fondern unter einem beftimmten vorläufig nicht befannten Winkel y gegen 
den Horizont geneigt. Man kann dann den Balken in irgend einem Punkte, 
etwa einem Stüßpunfte unter dem Winkel 9, eingeklemmt denken, und indem 
man dann, wenn nStügen vorhanden find, die Senkungen für dien — 1 
übrigen Stligpunfte einzeln gleich Null (wenn die Stiigen ſämmtlich in 
gleicher Höhe liegen) oder gleich den. betreffenden Niveaubifferenzen fegt (wenn 
die Stüten verjchieden hoch Liegen), erhält man » — 1 Öleichungen. Diele 
mit den beiden allgemeinen Gleichgewichtsbebingungn Z P = 0 mb 
S M —= 0 genligen zur Beftimmung der nAuflagerreactionen und des 
Winkels y. 

Wenn der Ballen an den Enden nicht einfach geftütt, fondern daſelbſt 
unter den Winkeln a, und 41 eingemauert ift, fo bleibt das Verfahren zur 
Beſtimmung der Auflagerreactionen im Ganzen baffelbe, nur kommen alb⸗ 
dann noc zwei unbelannte Momente an ben Enden hinzu, zu deren Be 
fiimmung zwei fernere Gleichungen erhalten werden, wenn man unter Be 
riifichtigung von $. 239 die Neigungen ber beiden Ballenenden berechnet, 
und diefelben den bekannten Einflemmungswinteln «, refp. B, gleichiegt. 

Nachdem in folcher Weife die ſämmtlichen Auflagerrenctionen ermittelt 
find, macht die Berechnung der Darimalmomente, Inflerionspunfte, Durch⸗ 
biegungen, Neigungen u. ſ. w. feine Schwierigfeit mehr. Die graphiſche 
Tabelle auf ber folgenden Seite giebt für Ballen auf 3, 4, 5, 7 und 
9 Stüten die Größe ber Auflagerreactionen, die Tage ber relativen Bruch⸗ 
punkte und die Größe ber Biegungsmomente dafelbft, fowie die Lage det 
Inflerionspunfte an. Vorausgeſetzt ift dabei, daß die Entfernung je zweier 
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benachbarter Stüten gleich Lift, und die Stützpunkte alle in gleicher Höhe 
liegen. Die Belaftung ift gleihmäßig über die ganze Ränge vertheilt und 
pro Längeneinheit gleich q angenommen. Wegen der ſymmetriſchen Anord- 
nung der Balken find die Angaben bei den Ballen auf 5, 7 und 9 Stützen 
nur für eine Hälfte gemacht worden. 


Verschiedenheit der Tragmodel. Die Formel 
WT 
P= 

el 

für die Tragkraft eines an einem Ende eingemauerten Ballens A, Fig. 430, 
Fig. 430, ' bat nur dann eine allgemeine Gültig. 

feit, wenn die Ausdehnung 0, und die 
Compreſſion 6, des Korpers bei ber 
Elafticitätsgrenze einander gleich find, 
weil nur dann der Tragmodul 








T=6E 
für die Ausdehnung dem Tragmodul 
TI oF 


für die Compreſſion gleichzuſehen iſt. Bei dem ——— ſcheint dieſe 
Gleichheit fo ziemlich, und bei dent Holze wenigſtens annähernd vorzukom⸗ 
men; ganz anders ift aber diefes Verhältnig bei dem Gußeifen. Daſſelbe 
hat nicht allein einen viel größeren Modul der Feitigfeit filr das Zerdrücken 
als fir da8 Zerreißen, fondern es ift auch bei der allerdings nur ungeführ 
anzugebenden Elafticitätögrenze die Compreifion o, circa 2 mal fo groß al 
die Ausdehnung 6,, und folglid) auch der Tragmodul Th des Zerdrückens 
2 mal jo groß al8 der Tragmodul 7', des Zerreißens. 

Um die Tragkraft des Gußeiſens oder eines anderen Körpers zu finden, 
bei welchem eine anfehnliche Verjchiedenheit zwifchen o, und ©, oder T, und 


. T. 
Th ſtatt hat, muß man zuerft unterfuchen, welcher von den Quotieuten — 


und — Er 2 der Kleinere ift, und dieſen letteren ftatt ni in bie Formel 
ea 
WwT 


P= el 





einfegen. 
Die andere Baltenhälfte, welcher das größere Verhältniß 6 oder Tr =) 


entfpricht, ift natürlich dann noch unter der Efafticitätögrenze gefpannt, * 
hat daher einen unnöthig großen Querſchnitt. Um dieſen und folglich aud) 
den Duerfchnitt des ganzen Körpers auf das Minimum zurüdzuführen und 
daher jo viel wie möglich an Material zu erjparen, ift nöthig, daß beit 
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Baltenhälften gleichzeitig bis zu der Elafticitätsgrenze ausgebehnt und com⸗ 
primirt werden. Deshalb fol man dem Duerfchnitt des Ballkens eine folche 
vorm und eine folche Tage geben, daß 


I, = I oder SL — n— 4 
e Eu Zr 7T. 6, 


ausfällt, daß alfo das Verhältniß zwifchen den größten Wbftänben e, und e, 
der Faſern zu beiben Seiten der neutralen Are gleich ift dem Verhältniſſe 
zwilchen den Tragmodeln 7" und T', des Zerreißens und Zerdrückens. 


Wenn alfo beim Öußeifen 7’ 2, = * — 2if (f. 8. 217), fo müſſen 


wir hiernach den Duerfchnitt F gußeiſernen Balkens ſo geſtalten und ſo 
legen, daß u fo viel wie möglich — 2 ausfällt. Ein dreifeitiger Ballen 


aug Gufeifen ift folglich jo zu legen, daß die Hälfte deflelben mit dem drei⸗ 
feitigen Querſchnitte comprimirt, und dagegen die mit dem trapezoidalen Quer⸗ 
ſchnitte ausgedehnt wird. Legt man hierbei die eine Seitenfläche des Prismas 
horizontal ober rechtwinkelig gegen die Kraftrichtung, fo hat man —U u — ER 
während bei der umgekehrten Lage, = Zn= . iſt. | 


Bei einem gußeiſernen Träger, beſen Querſchnitt beinahe die Form eines 
T hat, wie 3. B. Fig. 431 vor Augen führt, läßt ſich unter gewiſſen Vor⸗ 


ausfegungen das Verhältniß u — 2 ebenfalls volllommen herftellen. 


Fig. 481. 4 jet die ganze Höhe dieſes Balkens, AB = h 
und die Breite feiner Kopfplatte, BB= 2 BC—= 
ferner die Höhe feiner Höhlungen zur Seite: 
AD — hı = Uı h, 
und bie Breite berjelben: 
2Dg=bh mb; 
endlich fei die Höhe feiner Fußplatte: 
Hl=h= u⸗ h 
und die Ausladung derſelben zu beiden Seiten: 
2LN = b, = v9 b. 
Tann ift der Abftand des Schwerpunktes S des ganzen Querſchnittes von 
der unterften Kante HH: 
1 bh? — bh) +b,h} 
WB=4=; bh— by + bes 


hı—uv, +u% 
— — —— 2 — 27 (1,8107 un 8 111). 
2 1 — HıVı + Hads (3 und $ 
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Sept ıtan nun .- —2, fowie e +e,—=h, fo erhält man e, —/, h u 

— ?/;h, und daher die Beftimmungsgleichung 

EI Bel ni Eu ni 
ö 2 1— ıvı + Hava' 
welche fich in folgende umgeftalten läßt: 
nv (4 — 3m) — my (Ad —3m)—1. 

Mit Hulfe diefer Formel kann man aus drei der Dimenfionsverhältnifie 
Mi, Yı, Ka uud v; das vierte berechnen. Nimmt man 0 an, fo hat man 
es mit einem Duerprofile wie Fig. 432 zu thun, deflen Biegungsmoment 
ſchon oben ($. 228) beftimmt worden ift, und für welches wir 

Bıvı (4 — 31) — 1 haben. 


Anmerkung. Die Herren Moll und Reuleaur (f. deren Schrift: „Lie 
Feftigfeit der Materialien, Braunſchweig 1853) empfehlen zur Beftimmung zwed⸗ 
mäßiger Querſchnittsformen die Anwendung einer Wage, deren Wagbalken aus 
einer Tafel befteht, auf welche die in — ee Duerjchnittsform jo 


gelegt wird, daß ihre, durch daß Verhalmiß (1 =. „ bekuumie neutrale Age genon 


über die Drehungslante der Wage zu liegen KR Wenn nun hierbei die Wage 
einſpielt, fo hat dieſe Schablone eine zweckentſprechende Form; außerdem iſt die 
elbe durch Abfchneiden an den Flanken fo lange umzugeftalten, biß das Ein 
pielen bei der vorgeichriebenen Lage eintritt. 


Beifpiel 1. Wenn bei einem gußeifernen Ballen, defien Querſchnitt die Ge 
ftalt Fig. 431 hat, die Höhenverhältniffe 


h, 7 7 
En 2 en U 3 EEE — 
find, fo hat man für deſſen Breitenverhältniffe die Bedingung: 


7 21 1 8 
5623 n—3;(-z)n shi: 
7m — 9 = 64. 
Läßt man die Fußplatte ganz weg, fo iſt », — 0, und daher: 


b 64 
v =7=7= 08, 
alſo die Dide des eigentlihen Trägers, b — db, = 0,169. 


Rimmt man hingegen v, = = an, jo iſt (77 — =) vs, = 64, folgliqh 
Gig. 432. 1 

y, = 0,887 und »; =7° 0,887 —= 0,148. Fit 
h = 0,200 Meter und d — 0,150 Meter ift daher 
Rh, = 0,175 Meter, hg = 0,025 Meter, b, = 0,133 Meier 
und bg =. 0,022 Meter; fo daß die Dide der Hub: 
und RKopfplatte 0,025 Meter, die des Mitteltädes 
aber nur 0,017 Meter beträgt. 


Beifpiel 2. Für den Ballen mit dem Tförmigen 
Querjſchnitt, Fig. 432, iſt ($. 228): 
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w _ (M— bh? — Abb, hi, (h— Mn) 
125% — 5,4) 


gefunden worden und 
_. —_1bM—b,h! 
SsM= eu > 3 Dh—ı,h 
zu jegen, woraus für den Tall, daB er an einem Ende feftgehalten und am an- 
deren belaftet wird, 
_ (bM—b,hN?—4bb,hh,(k— hy)? T,, 
Az 3 fol 
Segen wir nun hierin A, = u,h, und db, = v,b ein, fo erhalten wir: 
pi — lan) Amt bh m. 
1— ur, 6 © 
daber, wenn der Ballen aus Gußeiſen befteht und u, = %, und v, = 7, eins 
geführt wird: 
_ 3 (y)® , dA 18 dA 
Pı= er T, = 70° 6 T 
Bäre z. B. h = 0,250 Meter, b = 0,200 Meter und folglich: 
h, = % . 0,20 Meter = 0,214 Meter, h— A, = 0,086 Meter, 
d, = 7% . 0,200 Meter = 0,175 Meter, jowie d — db, = 0,025 Meter, 


jo hätte man: 
Pi mm. T, = 386%0 T,, 
Führt man nun noch 7,= 13,2 Kilogramm ein, fo ſtellt fi) das Tragmoment 
Pl = 386900 . 13,2 = 5’107080 Millimeterlilogramm 
heraus, wofür zur Sicherheit 1’600000 zu jegen fein dürfte. 
Hat diefer gußeiferne Ballen eine Länge von 2,500 Meter, fo ift hiernach feine 
Tragkraft am freien Ende ' 
P= 1 20 > 640 Kilogramm. 
Liegt der Ballen an beiden Enden auf, und trägt er die Laft in der Mitte, fo 


iM dagegen: 





P=4.640 = 2560 Rilogramm. 
Während im erxfteren Falle die horizontale Duerrippe oben liegen muß, hat 
man im zweiten alle diejelbe unten zu legen, jo daß fie jedenfall® einem Zuge 
ausgejegt iſt. 


Verschiedenheit der Festigkeitsmodel. Wenn man den Efafticität- 
und den Tragmodul durch Biegungsverfuche, und zwar mittel der Formeln 
Pir PIle 

E= ww und 7 — "ww 
beſtimmt, fo ftößt man in der Hegel auf eine volllommen genligende Ueber- 
einſtimmung zwifchen den fo gefundenen Werthen von Z und T und den 
durch directe Ausdehnungs- und Compreifionsverfuche mittels der * dormeln 
Pl 2? 
E= IF ud 7 — F 


beſtimmten Werthen biefer Model (8. 218). 
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Anders ift aber das Berhältniß bei den Yeftigleitsmodeln. Da der 
Elafticitätsmobul Z außerhalb der Elaſticitätsgrenze nicht mehr al8 conftant 
angefehen werden kanu, jondern immer mehr und mehr abnimnıf, je weiter 
die Ausdehnung oder Compreffion gefteigert wird, und da ferner auch dann 
der Elaſticitätsmodul für die Ausdehnung nicht mehr gleich ift dem für die 
Zufammendrüdung, jo find die Spannungen der über einander liegenden 
Faſern des Körpers nicht mehr den Abftänden von der neutralen Are pros 
portional zu fegen. Es geht folglich and) die neutrale Are nicht mehr durch 
den Schwerpunft des Duerfchnitte, und e8 nehmen alfo die Abftände e, und e, 
ganz andere Werthe an als bei der Biegung innerhalb der Elafticität8grenze. 

Bedeutet W, da8 Maß bes Biegungsmomentes fr die ausgedehnte Hälfte 
bes Balfens, fowie Z, den mittleren Elafticitätsmodul für diefelbe, und be- 
zeichnet WW, diefes Maß für die zufammengedrüdte Hälfte, jowie B, ihren 
mittleren Elafticitätsmodul, jo haben wir für größere Biegungen das Moment 
der Biegungskraft: 

WE + WE 


Pl= u u, 
r 


alfo wenn wir, wenigftens annähernd, K — 4 und Eu! _ = jeden, wobei 


K, und K, die Feftigfeitsmodel für bas Berreißen an Fig das Zerdrüden 
bezeichnen, das Moment zum Abbrechen: 
K(WE, + WE) od — KulWE, + W„En):. 
Ee, u en 
Bezeichnen wir ferner das ftatifche Moment des Querſchuittes des ausge⸗ 
dehnten Körperſtückes in Hinſicht auf die neutrale Are durch M,, und das 
des Querjchnittes des comprimirten Körperftiides in Hinficht auf eben dieſe 


Are durd) MM, To Haben wir noch) die Spannfraft der einen Hälfte, — __ E, 


PL entweder = 





und die der anderen, — u Eu und es ift, da beide Kräfte ein Paar bil- 


ben müſſen, 
ME —= M,E, 
zu fegen. Diefe Gleichung dient zur Beftimmung der neutralen Are mittels 
ihrer Abftände e, und e,. 
Hür einen Balken mit rectangulärem Duerfchnitte ift 3. 2. 


= me, 
daher : 2 
Ee= Ee 
anzunehmen. Es ergiebt ſich hiernach: 
e, =e — 


u | E ’ 
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“und ſetzt man dieſen Werth in die Gleichung e, + e, = h ein, fo folgt: 








h _hVE, _ und e VE, 
— VB +Ve, E,+VE, u  VE,+Ve, E + VE, 
Die Maße der Biegungsmomente find in diefem Falle: 
! be, 
M. — J5 und W, = ru ; 
folglich ergiebt 1a 
bh® ([EE,VE, + EE,VE, 
PiI= Eee? E — rat Au u ı 
(Be + 4) = er (VE, + VE,) ) 
5b EE, 


— Br (VE + V 5) 
und daher das Moment zum ee 


‚.bh8 2 VE 
Pl entweder — -K — 
Do (VE, VE+ VE, ” 3" VE+Vm 
2 y 
oder — 2 K,. — — 
VE +VE, 
Sur E—=E, "at man natürlich, wie oben: 
bh? 
Pl= ru K 


Bei Hölz und Schmiebeeifen ift fo ziemlich E,— E,, und daher ans 
nähernd 
3 
PL — b r bh x 
wobei man für K den Eleineren vn beiden Feſtigkeitsmodel zu fegen hat. 
Beim Gußeifen ift jedenfalls B, viel größer als E,, daher nähert ſich 


3 
bier Pl dem Werthe K,, wenn K, den Feſtigkeitsmodul flr das Zer⸗ 


reißen ausdrückt. 

Deim Holz hätte man hiernad) im Mittel den Feſtigkeitsmodul für das 
Zerdrücken (f. Tabelle II, $. 218), aljo X, = 4,8 Kilogramm — 6500 
Pfund einzufegen, was mit den Berjuchen von Eytelwein, Gerfiner u. ſ. w. 
fehr gut Abereinftimmt. Ebenſo ift fiir ſchmiedeeiſerne Balken ftatt X, der 
Seftigkeitsinodul für das Yerdrüden, d. i. 

K, — 22 Kilogramm — 30000 Pfund 
einzuführen. Während unter Übrigens gleichen Verhältnifien das Holz und 
Schmiedeeifen durch Zerdrüden zerbricht, gelangt das Gußeifen mittels des 
Zerreißens zum Bruce. Wäre bei demfelben no X, nahe= K,, jo würde 


8. 299, 
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folglich fir gußeiferne Träger in obige Formel der Modul filr das Zer⸗ 


reißen, d. i. 
K = 13 Kilogramm = 17800 Pfund 
einzufegen fein; vielfachen Verſuchen zufolge ift aber hier 
K — 32 Kilogramm — 45000 Pfund, 
d. 1. ziemlich das Mittel zwifchen dem Modul des Zerreißens umd dem des 
Zerdrückens zu fegen. 

Diefe große Abweichung hat jedenfall nicht allein in der Verſchiedenheit 
zwifchen den Elafticitätsmodeln Z, und E,, fonbern auch in ber Föruigen 
Structur des Gußeifens feinen Grund, vermöge deren die Annahıne, daß der 
Ballen gleichfam aus einem Bundel von Ruthen befteht, nicht zuläffig ift. 

Uebrigens wirken auf die Elafticität, Tragkraft und Feſtigkeit der Körper 
noch vielerlei Umftände ein, welche beträchtliche Abweichungen in den Ergeb 
niffen der Erfahrungen zur Yolge haben. So ift 3. B. das Holz am Kerne 
und an der Wurzel ftärker als am Splint und an dem Gipfel; auch trägt 
das Holz mehr, wenn die Kraft parallel zu den Jahresringen wirft als 
winkelrecht darauf; endlich haben noch der Erdboden und die Lage des Ortes, 
wo das Holz gewachjen ift, Temperatur, Zuftand der Trodenheit, Alter u. |. w. 
Einfluß auf den Widerftand der Hölzer. . Endlich fällt die Biegung, welde 
ein Körper, nachdem er längere Zeit belaftet geweſen tft, erleidet, immer 
etwas größer aus, als die. Biegung, welche — anfangs beim Auflegen det 
Laft eintritt. 


Biegungs- und Brechungsversuche, Die Berfuche fiber die 
Efafticität und Feftigkeit wurden von Eytelwein und von Gerſtner mit 
einem in Fig. 433 abgebildeten Apparate angeſtell. AB und AB find 
zwei Rüftböce, C und C darauf befeftigte Eifenlager, und DD ift der darüber 
liegende, zur Unterfuchung beftimmte parallelepipebifche Körper. Die Lak ? 

Tig. 488. 


H 
4 
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zum Biegen des Körpers Tiegt auf einer Wagſchale EE, die an einem Bügel 
MN hängt, befjen oberer und abgerundeter Theil in der Mitte A des 
Balfens aufliegt. Um die einer Belaftung P entiprechende Ducchbiegung a zu 
finden, wendete Eytelwein zwei feine Horigontalfäden FF und GG, fowie 
eine in der Mitte auf dem Ballen auffigende Scala MH an. Gerfiner 
hingegen bediente ſich eines langen einarmigen Fühlhebels, der nahe bei feinem 
Drehpunfte in M auflag und mit feinem Ende, wie der Zeiger einer Uhr, 
an einer verticalen Scala die Senkung von M verfünfzchnfacht angab. 
Lagerhjelm wendete einen Zeiger an, ber mittels eines Fadens und einer 
Rolle in Bewegung gefegt wurde, und die Biegung des Balkens auf einer 
eingetheilten Kreisſcheibe vergrößert angab. 

Andere, wie 3. B. Morin, bedienten fich zur Ausmittelung der Durch 
biegung (a) eined Kathetometers, welches auf eine in der Mitte des Balkens 
angebrachte Spitze gerichtet war; bei den englifchen Berfuchen ift dagegen 
zur Ausmeflung biefer Größe ein langes Keilmaß angewendet morden, wel 
des in der Mitte des Balkens zwiſchen bemfelben und einer feften Stüße 
eingefchoben wurde. Um die Genauigkeit in ber Meflung von a durch das 
Nachgeben der Stügen nicht zu beeinträchtigen, legt man entweder die Bal⸗ 
fen während des Verſuchs auf harte fteinerne Unterlagen (Morin), ober 
man führt ein langes Lineal in einem gewillen Abftande über dem Balken 
bin, befeftigt. daffelbe an feinen Enden mit den Enden des Ballen fo, daß 
es fich nicht mit dem Balken biegen kann, und mißt num bei jedem Verſuche 
den Abſtand zwifchen der Mitte des gebogenen Balkens und der unteren 
Kante dieſes Lineal (Kairbairn). - 

Die Art und Weiſe, wie Stephenfon u. ſ. w. die Biegung und Feſtigkeit der 
hohlen Träger aus Eiſenblech ermittelt hat, ift vorzüglich aus Fig. 434 (a. f. ©.) 
zu erfehen. Die 75 Fuß lange Röhre AB, von welcher in der Figur das 
vordere Stuck weggelaflen ift, ruhete an beiden Enden, wie z. B. in C, auf 
Holzböden auf, und wurde in der Mitte durch einen Ballen DD unterftügt, 
welcher auf den Stempeln zweier Winden W, W aufruhetee Durch bie 
Mitte des Röhrenträgers, und zwar nahe über dem Boden deſſelben, ging 
ein eiferner Querarm, wovon in der Figur nur das eine Ende F’ zu fehen 
ift, und über diefen waren zwei Gabeln G, G gelegt, an welchen die Schale 
HH zur Aufnahme der Gewichte P hing. Vor dem Verſuche und während 
des Auflegens der Gewichte ruhte die ganze Laft auf dem Ballen DD, 
wurden aber die Stempel der Winden niebergelafien, jo ſank DD und legte 
fi auf die Unterlage Z, E auf, während das nun durch P belaftete Röh⸗ 
tenmittel AF ganz frei wide, und eine der Laſt P entfprechende und mit 
einem Keilmaß zu meſſende Durchbiegung annehmen konnte. 

Um bei Berfuchen mit ftarfen Trägern nicht fehr große Gewichte an» 
hängen zu milffen, befaftet man auch wohl den Ballen nicht unmittelbar mit 

Beisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 33 
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Gewichten, fondern man läßt auf denfelben den fürzeren Arm einer ungleid) 
armigen Wage wirken, deren längerer Arm durch Gewichte niedergezogen 


Fig. 434. 





wird. Zu diefem Zwecke ließ endlich Hodgkinfon diefe Hebelkraft nicht 
auf die Mitte des an den Enden unterftiigten Balkens wirken, fondern er 
unterftügte den Balken in feiner Mitte, ließ diefe Kraft an dem einen Ende 
des Balkens angreifen und befeftigte das andere Ende beflelben durch einen 
‚starten Bolzen mit dem Fundamente. 

Durch die unter fehr verjchiedenen Umftänden und Verhältniſſen und mt 
verſchiedenen Stoffen, namentlic, aber mit jehr verjchiedenen Holz⸗ und Eiſen⸗ 
gattungen angeftellten Verſuche ift in der Hauptjache eine Vebereinftimmung 
ber im Borftehenden entwidelten theoretifchen Regeln mit der Erfahrung 
nachgewiefen worden. Was insbejondere das Ferbrechen parallelepipedijcer 
Balken anlangt, fo hat fich Hierbei herausgeftellt, daß das Holz und das 
Schmiedeeifen unter gleichen Umftänden nur durch das Zerdrücken, dat 
Gußeiſen hingegen entweder durch das Zerreißen der äußerſten Faſern be 
ginnt, oder dadurch erfolgt, daß an der am ftärfften gebogenen Stelle (im 
der Mitte) und zwar auf der comprimirten Seite, ein Keil ausbricht. 

Auch hat man fich an parallelepipedifchen Holzftäben mit Hülfe von 
-Sägejchnitten, welche auf der comprimirten Seite angebracht und durch fefte 
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Dlättchen wieder ausgefüllt wurden, ferner mittelft einer Reihe von Quer⸗ 
Iinien, welche an den Seitenflächen diefes Balkens rechtwinkelig zur Längen⸗ 
are bdefielben gezogen waren, und endlich durch ein Paar dünne Stäbchen, 
wovon da8 eine längs der ausgedehnten und das andere längs der zufam- 
mengedrücten Seite dieſes Ballens hinlief, von der Richtigkeit des in 
$. 219 vorausgefegten Verhaltens der Faſern der gebogenen Körper über⸗ 
zeugen können. 

Die Ermittelung bes Elaſticitätsmoduls Z durd; Biegungsverfuche gründet 
fi auf die in $. 241 gefundene Formel für die Durchbiegung eines an 
beiden Enden geftügten, durch das Eigengewicht Q und das Gewicht P in 
der Mitte belafteten Ballens, welche fich zu 


_ swn(? +3 c) 
8= Is WE 8 
berechnet. 


Beſonders geeignet ift diefe Methode für die Beitimmung des Elafticitäts- 
moduls folcher Materialien, welche ſich nicht in hinreichend dünnen langen 
Drähten darftelen lafien, um directe Ausdehnungsverfuche, wie in $. 216 
angegeben, damit anftellen zu können. Die Beftimmung von Z durd) Bies 
gungsverfuche gewährt auperdem unter beſtimmten Berhäftnffien, d. h. bei 
nicht zu geringer Ränge des unterfuchten Balkens eine größere Sicherheit, als 
die Beſtimmung durch Ausbehnungsverfuche, infofern nämlich die zu meffenden 
Durhbiegungen größere Werthe annehmen, daher ficherer zu mefjen find, als 
die directen Ausdehnungen. 

Um fich Hiervon zu überzeugen, denfe man einen Stab von der Ränge:? 
das eine Mal durch eine Kraft gezogen, das andere Mal durch eine andere 
Kraft gebogen, unter der VBorausfegung, daß in beiden Fällen die eintretende 
größte fpecifiiche Spannung denjelben noch innerhalb der Elafticitätsgrenze 
liegenden Werth % erreichen foll.. 


k 
Der gezogene Stab dehnt fich dabei aus um A = 5 I (vergl. $. 210). 


Für den gedrückten Stab ift die zur Hervorbringung der größten Span- 
nung x erforderliche Kraft P, wenn W und e bie bisherigen Bedeutungen 
baben, gegeben durch: 

ı_,W akW 


nt ?= le 





Durch diefe Kraft wird nun dem Balken in der Mitte eine Senkung 
8 ertheilt: 
pıs akwE Ka 
“T4SWE 4WEle 12Ee 
83* 
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Es ift daher 


d. h. s ift größer als A, fobald die Länge J des Balkens die Größe 12e 
oder bei dem parallelepipedifchen Balken die Größe 6 A überfteigt, wenn A 
die Höhe des Querſchnitts bedeutet. 


Trag- und Festigkeitsmodel, In der folgenden Tabelle find die mitt« 
leren Werthe für die Elafticitäts-, Trag⸗ und Feſtigkeitsmodel, wie fie aus den 
Biegunge- und Brechungsverjuchen hervorgegangen find, aufgezeichnet. Die 
erjteren weichen von denjenigen, welche durch Ausdbehnungs- und Comprei- 
fionsverfuche beftimmt worden find, nicht anfehnlic) ab; anders ift e8 aber, 
aus den oben ($. 248) angegebenen Grlinden, mit den Feſtigkeitsmodeln. 
Bon den beiden Werthen innerhalb einer Klammer | dritt ber obere den 


Modul im preußischen Maß (Neupfund auf den Duadratzoll) und der untere 
denfelben im franzöfiichen Maß (in Kilogramm pro Duadratmillimeter) aus. 
⸗ 


Tabelle 


ber Trag- und Feſtigkeitsmodel verſchiedener Körper in Hinſicht 
auf das Biegen und Brechen. 





Namen der Elaſticitätsmodul Tragmodul Feſtigleitsmodul 
Körper. E. T. K. 










1'230000 

.. 0. 900 

2’000000 
Rovelhog . .... 1500 3,0 9,0 
j 16’400000 10260 43800 
Bußein ...... | 12000 7,5 32,0 
u 27'800000 17000 31500 
Schmiedeeilen. - . | 20000 12,0 23,0 
_ _ 1700 
Kalk: und Sandftein. « 1,4 
Thonſchiefer ..... - 13 


Um mit Hülfe der Werthe in der vorſtehenden Tabelle die Kräfte zu er⸗ 
mitteln, welche die Ballen oder Träger mit Sicherheit auf die Dauer tragen 
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können, führt man in den oben gefundenen Formeln für die Tragkraft beim 
Holz: 
ftatt 7, entweber 1/; T, ober ftatt K, Yo K, 
ferner beim Gußeiſen: " 
ftatt T, entweder 1/, T, ober ftatt K, '/; K, 
und beim Schmiebeeifen: 
ftatt 7, entweder 1/, T, oder ftatt K, !/,K 
als Sicherheitsmodel ein. 
Hiernach möge in der Folge für Holz: 
k = 0,73 Kilogramm — 1000 Pfund, 
fir Oußeifen: 
k = 5,1 Kilogramm — 7000 Pfund, 
und fir Schmiedeeijen: 
k = 6,6 Kilograum — 9000 Pfund 
gefett werden. 

Diefe Werthe gelten jedoch nicht file Wellen und andere Maſchinentheile, 
welche wegen ihrer fteten Bewegung und in Folge ihrer Abnugung eine noch 
größere Sicherheit umd daher die Annahme Heinerer Werthe für % fordern. 

Segen wir diefe Werthe in den Formeln 

k 


k k 
Pl=bh 6 und Pl = ar? — = ad 392 


für die parallefepipebifchen Ballen und file die cylindrifchen Träger ein, fo 
erhalten wir folgende praktiſche Formeln. 
Tür Holz: 
Pl= 167 bht— 785 r? = 98 d? Zollpfund, 
— 0,12bh? = 0,57 r? = 0,072 d? Millimeterkilogramm. 
Fir Oußeifen: 
Pl = 1167 bh? —= 5500 r? —= 687 d® Zollpfund, 
— 085bh— 40r’= 0,5 d? Millimeterfilogramm, 
und für Schmiebeeifen den größeren Werth: 
Pl — 1500 bh? — 7070 r? — 884 d3 Zollpfund, 
— 11bh = 5,18 78 — 0,65 d? Millimeterkilogramm. 
Wenn man nach Morin, und englischen Eonftructionen entiprechend, beim 
Gußeiſen 


ſtatt x, = bis * —= 7,5 Kilogramm 
und beim Schmiebeeifen 
ſtatt %, = — 6,0 Kilogramm 


einfett, fo erhält man für Oußeifen: 
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Pl = 1710 bh? —= 8060 r? — 1008 as Zollpfund 
— 125 bht— 5,9 r?— 0,74 d? Millimeterfilogramm, 
und dagegen für Schmicbeeifen den Heineren Werth: 
Pl = 1370 bh? — 6500 r? —= 810 d? Zollpfimd 
— 100M= 4,7 r?:— 0,59 ds Millimeterfilogramm. 
Hängt die Laft Q nicht am Ende des Balfens, fonbern ift diejelbe gleid)- 
mäßig auf dem Balken vertheilt, fo ift der Hebelarm derjelben nicht 2, jondern 


7’ und folglich auc, da8 Moment nur halb fo groß, alfo: 
Q1 


“=, oder Qi =2- „FE zu ſeben. 


Rruht ferner der Balken an beiden Enden frei auf (ſ. Sig. 417) und 
wirkt bie Laſt P in der Witte zwijchen beiden Stügen, hen Entfernung von 


einander — | \ fo ift die Kraft an jedem Ende = — — unb der Hebeların 
berfelben — —, alfo ihr Moment: 

pi -— m pa, 

4 e 


Es trägt alfo unter übrigens gleichen Verlaltiſ en der Balken im zweiten 
Falle doppelt, und im dritten vier Mal ſo viel als im erſten Falle. 

Iſt endlich der an den beiden Enden aufliegende Balken auf feiner ganzen 
Länge gleichmäßig belaftet (Fig. 418) fo wird er erſtens von einer Kraft 


n von unten nach oben gebogen, welche den Hebelarm * alſo das Moment 


= bat, und zweitens von einer Kraft - von oben nach unten, deren An⸗ 
griffspunkt der Schwerpunkt je einer Lafthälfte, deren Hebelarm folglich 
= . und Moment — & ift. Es refultirt daher das Moment, mit wel⸗ 
chem jedes Ende des Balfens von unten nad) oben gebogen wird: 


und es ift folglich Q7 = 8 Le ‚ alfo das Tragvermögen bes Balkens 
unter diefen Umständen 8 Mal jo groß als im erften Falle, 
Während bei einem parallelepipedifchen Ballen im erften Falle 


Pl=b#R 7 iſt, hat man im zweiten Falle: 
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Q1=2,bh? 2 im britten: 
Pl=4,bh . und im vierten: 


Q91=8.bh? * zu ſetzen, 


wobei d die Breite und h die Höhe des rectangulären Balkenquerſchnittes bes 
zeichnen. 


Beifpiele. 1) Welde Laft kann ein an feinen Enden unterflügter Ballen aus 
Fichtenholz tragen, wenn derjelbe die Breite 5b — 0,180 Meter und die Höhe 
h = 0,240 Meter hat, und wenn ber Angriffspunkt diefer Laſt von jeder Stütße 
3 Meter abfteht? Es ift hier 3 — 2 . 3000 Millimeter, daher nad) der obigen 

orınel: 

v Pl=4.012.bh=4. 0,2. 180. 2408, 
und die geſuchte Tragkraft: 

p_ 4912 . 180 . 2409 
— 6000 

2) Ein an einem Ende eingemauerter cylindriſcher Stempel aus Holz fol auf 
feiner ganzen Länge 1 = 1,6 Meter eine gleihmäßig verteilte Laft Q — 5000 Rilos 
gramm tragen, welde Stärke muß berjelbe befigen ? 

Es if bier: 


— 829,4 Silogramm. 


gm 3 
— V& — VAR = 191 Winimeter, 


aljo die geſuchte Stempelflärte = 2r = 0,382 Meter. 


Relative Durchbiegung. Dei beweglichen Mafchinentheilen, wie 
> B. bei Wellen, Radaren u. . w., können Biegungen dadurch nachtheilig 
auf den Gang ber Mafdjinen wirken, daß fie entweder zu Schwingungen 
und Erjchitterungen der Mechanismen oder zu einem unvolllommenen Ein» 
greifen der leßteren in einander Beranlaflung geben, und deshalb beftimmt 
man in gewiflen Fällen die Ouerdimenfionen diefer Mafchinentheile nicht 
nad) dem Tragmodul, fondern nad) der Durdjbiegung, indem man feſtſetzt, 
daß diefe ein beftimmter ſehr Heiner Theil der ganzen Länge des Körpers 
oder Mafchinentheiles ſei. 

Bir haben oben ($. 235) für einen an einem Ende B horizontal eins 
geſpannten und am anderen Ende A belafteten prismatijchen Körper ASB, 
dig. 435 a. f. S., die Durchbiegung 


B=sI = SE 


gefunden, und können aljo ihr gegebenes Verhältniß zur Länge A B: 


$. 251. 


520 Vierter Abſchnitt. Zweites Eapitel. [8. 251. 
8 pV 


= — =. 


ı 3WE' 
daher umgefehrt: 


1) Pt — 30WE 


ſetzen. 





Fur einen parallelepipediſchen Balken hat man hiernach 


bh? bnhꝰ 
2 — — — 





und für einen cylindriſchen 
307 ed aor 
P® 36 r E=7a0r'E 





In der Regel ift das relative Biegungsverhältnig 9 — 7* Ygoe zus 
läffig, und daher 
1 3X 
ı—- — 342 F — 
Pi 2000 bR’E 2000 rtE 


zu jegen. 
Führt man nun fir Holz den Elaſticitätsmodul Z = 1'600000 Pfund 
— 1170 Kilogramm ein, fo erhält man für baflelbe: 
Pi — 800 bh? — 7540 r* ober für Metermaß: 
— 0,584 bh’ — 5,5 rt. 
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Für Oußeifen hat man E = 16’400000 —= 12000 Kilogramm und 
Daher 
Pl? = 8200 bh? = 77250 rt oder für Metermaß: 
= 6 bh? — 56,4 ri, 
und für Schmiedeeifen, Z = 27’800000 Pfund —= 20000 Kilogramm, 
Daber 
Pl2 — 13900 bh? — 130900 r* ober fir Metermaß: 
= 10 bh? = 94,2 rt. 
Für die Biegung bis zur Elafticitätsgrenze ift dagegen ($. 224): 
9) Pl -#, ober pr—= HL, 
fetst man daher beide Ausbride für PI2 einander gleich, ſo erhält man: 
——— 


folglich das Verhältniß derjenigen Länge J des Balkens zum Marimalabs 
ſtande e, wobei die Durchbiegung und die Spannung die Grenzwerthe 9 und 
T zugleich erreichen: 
_30E _ 30 

e TTe’ 
wenn 0 bie der Spannung T', d. 5. an ber Elafticitätsgrenze eintretende 
fpecififche Ausdehnung oder Zuſammendrückung bezeichnet Man hat alſo 
für parallelepipediſche Rurper: 





Bahr 
und für cylinbrifche Körper: 
2 = 58. alſo 7 benfalls — — 3), 2 


Sn - <T , ſo us man Kai die erite Formel den größeren Werth 


fitr PL. ft kngegen £ > 2 jo erhält man burd) die zweite Formel 


das größere Kraftmoment. Deshalb giebt bei einem gegebenen Kraftmomente 
(PD) im erfteren Falle, wo alfo der Körper noch nicht bie Länge = Zi e 
hat, die Formel 

WwT 


— * Pi, 


und im zweiten Falle, wo 2 > (>) e ift, die Formel 


80WE= PU 
die größeren Querſchnittsdimenſionen. 
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Segt man in dem Grenzverhäftniffe — I _ 3 =, = - 5’ fo erhält man 


3 _0 0006 1 
5000 600 


zu ſetzen ift, — — 0,006 . 600 = 3,6, unb insbeſondere für einen pris⸗ 
matifchen Su aus Holz: 


für alle Materialien — ‚ daher für Ho, wo d — 


1 
ſowie auch — — 


Nimmt man für Guß⸗ und Schmiedeeifen 0 — 
für diefe Stoffe 


1 
I500 % fo ergiebt fi 


3 .. 1500 
=. 9, und daher 


I 


ı 
e 
I 9 

7, jowi 5 *46. 


>” 


Die Formel 

bh3 E— 3xrtE 

2000 ° 2000 

gilt natürlich nur fiir den Normalfall, wo der Körper an einem Ende belaftet 
und am anderen Ende feftgeffemmt ift. Bei einer gleichmäßigen Belaftung 
durch Q hat man (nad) $. 236) ftatt P, 3/, Q einzufegen; ruht ferner der 
Körper an beiden Enden auf, und trägt er die Laft in feiner Mitte, fo ıft 


ı 
ferner ſtatt P, —, und ftatt 7, FL alfo: 


bh3 SarıE 
2 — — — — 
FE a ER on 


zu fegen, und ift bei diefer Auflagerung die Laſt Q gleichmäßig vertheift, fo 


bat man ftatt P, 2 einzuführen. 


Pl — 


Beifpiele. 1) Welche Laft in der Mitte trägt bei der Durchbiegung = 1... 
der im vorigen Paragraphen berechnete 6 Meter lange hölzerne Ballen, deſſen 
Querjänitt eine Breite von 0,180 Meter und eine Höhe von 0,240 Meter hat. 


Es ift hier: 
0,584bh®___ 0,584 . 180. 240° _ 


während im vorigen Paragraphen für den Fall einer Biegung bis zur Elafticitätss 
grenze P = 829,4 Kilogramm gefunden wurde. 
2) Wie hoch und breit ift ein an beiden Enden aufrubender gußeijerner Träger 


zu maden, welcher bei dem Dimenfionsverhältnifie > 4, auf eine Länge von 
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3 Meter eine gleihmäßig vertheilte Laft Q = 2000 Rilogramm trägt? Unter 
der Borausjegung, daß die Durdbiegung 9 — Yo, lei, ilt: 
d), Bu =8.,6.5A°; d. i.: 





‘ 
YA :- 8000? = 8.6. n; 
_ ) —— — 100 ‘ 
voraus h= 16 y150 = 175 Millimeter, 
und d — 2 —= 43,75 Millimeter. 


Wenn der Balken biß zur Elafticitätsgrenze angeftrengt werden ſoll, jo ergiebt 
fi die Höhe h des Querjchnittes nach der Formel des vorigen Paragraphen: 


8 
Qi =8.0,85bh?, oder 2000 . 3000 = 8. 0,85 E 
daher die erforberlie Höhe: 
f 8 
= 10. V& — 154 Millimeter, 


h= 
h ® ⸗ 9 
b= 7 >= 38,5 Millimeter. 





und die Breite des Balfens: 


Tragmomente. Aus dem Ausdrude 8. 252, 
T 
— 2 —_ 
Pl=bh 6 


für das Tragmoment eines parallelepipebifchen Balkens erfieht man, 
daß dieſes Moment wie die einfache Breite d und wie das Quadrat der 
Höhe h und daß bie Tragkraft 

p_eT 

76’ 
überdies noch umgelehrt wie die Länge (2) diefes Körpers wächft, daß daher 
bei einem folchen Balken die Höhe einen größeren Einfluß auf die Haltbarkeit 
beffelben hat als die Breite. Ein Ballen, welcher doppelt fo breit als ein 
anderer ift, trägt alfo hiernach nur doppelt fo viel als biefer oder auch fo 
viel wie zwei ſolche Balken neben einander zufammen; ein Balfen von der 
boppelten Höhe trägt hingegen (2)? — 4 mal fo viel al8 ein Balken von 
der einfachen Breite und einfachen Höhe. Deshalb giebt man auch dem 
parallelepipebijchen Balfen mehr Höhe als Breite, d. 5. man legt denſelben 
ftet8 auf die ſchmale Seite, oder giebt vielmehr diefer Seite eine rechtwinkelige 
und der breiten Seite eine parallele Richtung zur Kraft (P). 
Da dA den Querſchnitt F des Balkens ausbrüdt, jo hat man aud) 


Pl=Fh 2; 


es ift hiernach das Tragmoment eines Körpers bei gleichem Querſchnitte und 
alfo auch bei gleicher Maſſe oder gleichem Gewichte, der Höhe dejjelben 
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einfach proportional. Sind z. B. b und A die Breite und Höhe des 
einen Körpers, und dagegen 3 und 3 h die des anderen Körpers, iſt alſo 


F= z -3h —= bh ber Inhalt ihres Ouerjchnittes, und haben fomit aud) 


beide Körper bei übrigens gleichen Verhältniſſen einerlei Gewicht, jo trägt 
dennoch der legtere 3 mal jo viel als der erftere. 


Iſt b—= Ah, hat alfo der Balken einen quadratifhen Querſchnitt, 


fo kann man das Tragmoment deſſelben noch dadurch herabziehen, daß man 
der Diagonale defjelben eine aufrechte Rage giebt. Es bleibt hierbei, wie wir 


aus $. 230 wiſſen, W unv ändert = dr & 

. en, unverändert = — = 17: 
gleich der halben ‘Diagonafe, d. i. 1/s dv2 =b VY, wird. Deshalb iſt 
dann: 


während dagegen e 


bt 
12b Vıy, 
während bei Auflagerung mittels der Seiten, Pl = b? z ausfällt. 


Ganz gleiche Berhältniffe wie beim parallelepipedifchen Balken fommen aud) 
bei den Ballen mit elliptifchem Querſchnitte vor. Es ift hier (nach $.231) 
_ ba? 
v= 4 
parallel und die Halbare d rechtwinkelig gegen die Kraftrichtung, aljo, wie 
gewöhnlich, Horizontal zu liegen kommt. Hiernach hat man aljo für einen 
ſolchen Balken: 


7 
6 , 


l= 


T=bs v7 — 0,707 bꝛ 





‚und e= a, wobei vorausgefeßt wird, daß die Halbare a 


aba? T 
P=——- T=Fa7, 
da der Inhalt des elliptifchen Duerfchnittes, F— zab zu ſetzen if. Es 
wächft aljo auch bei diefem Balken unter übrigens gleichen Berhältnifien, das 
Tragmoment einfach wie der Inhalt und wie die Höhe a bed Querſchuittes 
Iſt d— a — 7, hat man es alfo mit einem cylindrifhen Träger 
vom Halbmefler r zu thun, jo geht obige Gleichung in 


ar? T. 
P=,-T=Fr-7 





über. Es wächſt alſo das Tragmoment diefes Körpers wie das Prodnet ans 
ber Querjchnittsfläche und aus dem Halbmefjer defjelben. 

Bei gleichem Querſchnitte oder bei gleichem Gewichte ift das Verhältniß 
des Tragmomentes des Körpers mit elliptifchem Querſchnitte zu dem mit 
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freisförmigem, — -. Es ift daher der Balken mit eliptifchem Querſchnitte 


(wo a > r) ſtets dem einfachen eylindrifchen Ballen vorziehen. 

Daffelbe gilt auch bei allen anderen Querjchnittsformen; die regelmäßige 
Form (das Quadrat, das regelmäßige Sechseck, ber Kreis u. |. w.) giebt bei 
gleichem Inhalte ſtets ein Heineres Tragmoment als eine Yorm von größerer 
Höhe und Heinerer Breite. 

Regelmäßige Onerfchuittsformen find daher auch nur bei Wellen und 
anderen um ihre Rängenaze fich drehenden Körpern anzuwenden, wo während 
ber Umdrehung eine Ouerjchnittsdimenfion ſtets in die andere übergeht, oder 
nad je einer Viertelumdrehung die Höhe zur Breite und die Breite zur 
Höhe wird. 


Querschnitt hölserner Balken, Wenn ein cylindrifcher Ballen mit $. 258. 
einem parallelepipedifchen Ballen, deſſen Breite und Höhe — b ift, einen 
gleich großen Querſchnitt FF ar? = b? hat, jo ift das Verhältniß: 


2 — VYx = 1,77245, 


und dagegen das Verhältniß zwifchen ben Tragmomenten M und M, (Mr), 
und zwar erftens, bei Auflagerung des letzteren Körpers auf einer Seitenfläd)e: 


Eelı=isi=- el. 0,5642 — 0,8462, 


Mm 46 2 Vxr 
dagegen zweitens, bei aufrechter Stellung der Diagonalebene bes Iegteren 
Körpers: „ 
M r bV2 3 
nein vn 8 . 0,3989 — 1,1967. 

Es ift aljo das Tragmoment des Cylinders (mit kreisförmiger Bafis) im 
erften Falle Heiner, und im zweiten Falle größer als das eines Parallelepipeds 
mit quadratifcher Bafis und gleichem Inhalte mit dem Cylinder. 

Da die hölzernen parallelepipebifchen Balken aus runden Baumftämmen 
gehauen ober gejchmitten werden, fo ift die Frage, welches Dimenfionsver- 
hältniß ift dem Querſchnitte eines folchen Balkens 
zu geben, bamit er noch das möglid) größte Trag⸗ 
vermögen behalte? 

Es fi ABDE, Fig. 436, der Querſchnitt des 
Stammes, AD==d ber Durdmeffer deflelben, ferner 

AB=DE=b 
die Breite und 

AE=BD=h 
die Höhe des Balkens. Dann ift: 


Fig. 436. 
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b? + A? — d®, oder 


ht dꝰ — bi, 
und das Tragmoment: 
T T 
1=7bW=,d@— 0) 


Es fommt nun darauf an, 
b (de — D)—bdr — baꝝ 
fo groß wie möglich zu machen. Setzen wir ftatt d, d + x, wo ſehr Hein 
ift, fo befommen wir für den legten Ausdrud: 
GL) — (bt) —= bar — + (dI — 3b) x — 3brt, 
infofern wir 23 vernadhläffigen, und daher die Differenz beider Ausdrüde 
y= I (d3 — 3b) x + 3b. 
Damit der erfte Werth da? — bF in jedem alle größer ausfällt als der 
legte, muß die Differenz 
y=T (d? — 3b?) x + 3brx? 
pofitiv fein, man mag b um x größer oder um x Feiner nehmen. Dies ft 
aber nur möglich, wenn d? — 3b? — 0 wird, denn dann ift diefe Differenz 
Sig. 497 — 3bx?, aljo pofitio, wogegen, wenn d? — 3b? 
j ein pofitiver oder negativer reeller Werth ift, 3 db? 
vernadhläffigt werden Tann, und jene Differem 
— T (d? — 3b?) x, d. i. mit x gleichbezeichnet, 
aljo bald negativ, bald pofitiv ausfällt. Segen wir 
nun d? — 3b? — 0, fo folgt die gefuchte Breite: 
b—= dV!/, und die entſprechende Höhe: 
= VawdVn, 
alfo das Berhältnig der Höhe zur Breite: 
rk _V2 


— — — — 1,414 oder ungefähr wie 7/,. 





Man foll alfo den Baumſtamm fo zimmern, daß daraus ein Ballen her 
vorgeht, deifen Höhe zur Breite fid) wie 7 zu 5 verhält. Um den der 
größten Feftigkeit entjprechenden Duerjchnitt zu finden, theilen wir den Durch⸗ 
mefier AD, Fig. 437, in drei gleiche Theile, errichten in den Theilpunkten 

*) Mit Hülfe der Differenzialrechnung ergiebt fi das Marimun des Wertbes 
(bad? — DS) einfacher durch 

3(bd2 — d8) 
db 


d — 300 = 0; o=a V+- 


= 0 (vergl. analyt, Hülfslehren $. 19); 
aljo aus 


8. 253.] Die Biegungd-Llafticität und Feſtigkeit. 627 
M und N ®erpendifel MB und NE, und verbinden die fid) ergebenden 
Durchſchnittspunkte B und E im Kreiſe mit den Endpunkten A und D 
durch gerade Linien. Es iſt dann ABDE*der Querſchnitt des größten 
Widerſtandes, denn da 
AM: AB=AB:ADWAN:AE=AE:AD, 

ff: AB=b=VAM.AD=- YYNd.da—=dV', 

ud AE=h—VAN.AD= VYyd.d—=dYV%,, 


h 2 , um . 
alfo: ; >= LER wie auch wirflich verlangt wird. 
Anmerkung 1. Der Baumflamm bat das Tragmoment: ‘ 
PI= 2. rs, 


für den daraus gezimmerten Ballen vom größten Widerftande ift dagegen das 
Xragmoment: 





T v T 87 
PI dVM -Y,d = —.: d’ = — r3; 
ern V243 VS ’ 
es verliert folglih der Stamm dur das Beilagen um 
8 4 
l— — : — =1— 065 = 0,35, 
v23 nr 


d. i. 35 Procent von feiner Tragkraft. Um diefen Verluft zu mäßigen, bebaut 
man den Stamm oft nicht ganz vierlantig, jondern läßt ihn noch mit abgeftumpf- 
ten Santen. 

Ein aus demjelben Stamme gezimmerter Ballen mit quadratiſchem Querſchnitte 
hat das Ttagmoment: 


PI=-—.d va-® 7’ 
weil hier Breite — he —4 Yy, = 0,707 d ift; daher fällt hier jener Verluſt gar 
8 4 = 1 — 0,60 = 0,40, 





— = 1 — — 
6.292 2 3rV2 
». 1. 40 Procent auß. 
(Anmertung 2) Um aus einem Baumflamme einen parallelepipedifchen 
Balken zu erhalten, deſſen Biegungsmoment ein Marimum, für melden aljo 


e— T Or. 5 251) fo Hein wie möglich ift, kommt e8 darauf an, 


win A ‚oder bhd = hB Ya? — A2, oder (bAB)2 — h® (d? — AR) 


— dans — 8 
o groß wie möglid zu machen. Das Differenzialverhältnig des legteren Aus⸗ 
drudes in Hinfiht auf A ift: 





6d2hr5 — BKJ, 
und giebt Rull für A? — %,d?, d. i.: 
h=d = = d vs und 


= VYd?2 — R? = Ya=%- 


8. 254. 
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Yür biefe Werthe (ſ. analyt. Hülfslehren $. 13) iſt das Biegungämoment des 
Balkens ein Maximum. 


Es iſt hier > —_ ve — 1,7321, alfo nahe = 7/,, während oben für das 


Maximum des Kragmamentes a annähernd = 7% gefunden wurde. 


Diefer Forderung entipriht die Gonftruction in Fig. 487, wenn man AM 
= DN=Y,4AD madt. 


Ausgehöhlte und gerippte Balken. tür einen hohlen paral⸗ 
lelepipediſchen Balken iſt nad) $. 228 


wu * N hM, und daher da8 Tragmoment: 


-H1_fE _ h® — bıh| 
= e Ya Fa ’E 


Setzen wir nod) * = u und a — v, fo erhalten wir: 


3 __ 8 
—— — bh? (1 — u?v), 


und da nım der Querjchnitt des Balfeng, 
F=bkh —bh=bh(l— ur) if, fo ergiebt ſich: 


— 143 
Pi= (7 era LR 


Da 1 — u?v l—- pr tevoudv ‚„Azeet 
1—uv 1 — uv 1 — pv 


um fo größer ausfällt, je größer v ift, fo erhält man den Marimalwerth von 
Pl, wenn man » — 1 einfegt, und zwar: 
1) r=]|ı + G A total. 
1 — u 6 6 
Nimmt man dagegen v — u an, fo erhält man: 


)PA—=(Itm) Fh=. 


In beiden Fällen ift x jo groß wie möglich und daher nahe — Eins zu 
nehmen, find aljo die Wände des Ballens möglichft dünn zu machen, wenn 
der Ballen die möglichft große Tragfähigkeit beſitzen fol. 

Hiernad) hat man für a = 1, im erfteren Falle: 


Pl=3Fh — = Fh — und im zweiten: 


T 
Pl=2Fh-— ® =Fh 2 wogegen 





Pl=Fh n ausfällt, wenn man a = 0 annimmt. 
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In allen drei Fällen wächſt die Tragfähigkeit bes Balkens bei gleichem 
Duerfchnitte (F’) oder Gewichte mit der Höhe (A) gleichmäßig; fie ift aber 
im erften Falle, wo der Ballen aus zwei Duerrippen befteht, am größten, 
im zweiten Yalle, wo er eine parallelepipedifche Röhre bildet, eine mittlere, 
und im dritten alle, wo er aus einer ober zwei Tragwänden befteht, am 
Heinften. 

Wenn 3. B. ein maffiver Balken mit den Duerjchnittsdimenfionen db, und 
hı benfelben Querfchnitt ober daſſelbe Gewicht haben foll, wie der gedachte 
hohle Balken, fo ift: 

bi hı 


F=bhh—=bh— bh, d. i. 2dıhı bh oder Frl Air) 


Nimmt man nun nod) a = n an, fo erhält man u=v—=YV!y, und 
daher das Verhältniß zwifchen den Tragkräften beider Ballen: 


P_ (1—uvV) h__/(1— ' — 
ne nl em VamaVneann, 
es befigt aljo dann ber hohle Ballen mehr als doppelt fo viel Tragfähigkeit 
als der gleich ſchwere maffive Ballen, welcher genau dieſelbe Geftalt und 
Größe hat wie die Höhlung des erfteren. 

Diefelben Berhältniffe finden natürlich auch ftatt bei den Iförmigen 
Trägern, ba fie (nad) $. 228) baffelbe Maß W bes Biegungsmomentes 
befigen. Ebenſo laſſen fich diefe Formeln auch auf Körper mit mehr als 
zwei Hauptrippen, wie z. B. mit einem Duerjchnitte, wie Fig. 438, an» 
wenden, wo b die Breite der Fuß⸗ und Dedplatten AB 
und CD, und Ah die ganze Höhe AD — BC, fowie b, 
die Summe der Breiten und A, bie Höhe ber hohlen 
Räume M, N, O, P bezeichnen. 

Für eine Röhre oder für einen hohlen Eylinder 
bat man biefelben Verhäftniffe wie für einen parallel 
epipediichen Balken. ft r der Äußere nd r, = ur 
' ber innere Halbmeffer, jo ift das Tragmoment biefes 
Ce Körpers: 

(rt — rs!) T 
I 





Dig. 438, 





T 


— 1! 
P= = (l— war leer * FrZ 


=(1+p) FrZ- 


Diefer Ausdruck wird um fo größer, je mehr fi) u — — der Einheit 


nähert, je Heiner alſo die Wandſtärke der Röhre iſt. 
Weilsebach's Lehrbud der Mechauik. IL 84 
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Setzt man u — 1, fo erhält man das entfprechende größte Tragmoment: 


T T 
Pl=2Ffr 7 =Frs' 


Bergleicht man die Tragkraft diefer Röhre mit der eines gleichjchweren 


maffiven Cylinders vom Halbmefler ı = ur=r V!y, fo hat man, da 
fir diefen 


Pi=Fr: z —=uFr- z ift, 


— —6 ) — — 

=, u +5 v=;V2=21, 

genau wie beim parallelepipedifchen Ballen unter denfelben Vorausſetzungen 
Es ift endlich aus der allgemeinen Gleichung: 


. 2 2 ..). 
Pl= —— hat mat In aur+ u4 et 


unmittelbar zu erfehen, daß das Tragmoment eines Körpers um fo größe 
ausfällt, je größer die Entfernungen 4 — hie, ß = use u. ſ. m. Mt 
Duerfchnittstheile F\,Fy u. ſ. w. von der neutralen Are find. Da num aber 
diefe Entfernungen höchftens — e fein können, fo wird folglich derjenige Bal⸗ 
fen das größte Tragmoment befigen, deflen Querſchnittstheile einen und dew 
jelben und zwar möglichft großen Abftand von ber neutralen Are haben. 
Ein folder Körper befteht folglich nım aus zwei Duerrippen. Da bie zu 
Berbindung ber Duerrippen dienenden hohen Rippen der Forderung eine! 
größten Tragmomentes nicht entfprechen können, fo ift e8 auch gar nicht mög: 
lic), mit der Tragkraft eines Balkens ein abjolutes Marimum zu erreiden; 
und man muß ſich daher nur damit begnügen, die Tragfähigkeit eines Val 
kens durch Aushöhlung oder Schwächung deſſelben in der Nähe der Are und 
durch Anbringung von Rippen oder Federn in möglichit großem Abſtande von 
der Are zu erhöhen. 

‚ Die Dice, welche die Mittelrippe eines ſolchen Körpers erhalten muß, um 
der Schubfeftigkeit widerftehen zu künnen, wird im folgenden Capitel beftimmt. 


Anmertung. Unter der Vorausfegung, daß die Tragmodel mit den Feſtig⸗ 
feitSmodeln wachſen und abnehmen, geben die englijchen Angenieure den Trägert 
aus dem dem Zerdrüden mehr widerftehenden Gußeifen auf der Zugfeite un 
Dagegen den Trägern aus Schmiebeeijen, welches dem Zerreißen mehr widerftck, 
auf der Drudfeite eine befondere Verftärfung. Ruben diefe Träger an ihren Ender 
auf, fo erhalten fie deshalb, 3. B. je nachdem fie auß Guß⸗ oder aus Schmiede⸗ 
eiten beftehen, entweder eine breitere und didere Fuß⸗, oder eine breitere um 
didere Kopfplatte, oder ftatt derjelben Doppelplatten mit verticalen Zwiſchen 
wänden, ähnlich wie Fig. 438 zeigt. Gußeiſerne Träger erhalten in dieſer Abſicht 
die ſchon aus dem Obigen ($. 247) befannten T förmigen Querſchnitte. 
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Beilpiel. Ein Tragbalten aus Eichenholz von 0,2 Meter Breite und 0,3 Meter 
Höhe, welcher feither hinreichende Tragfähigkeit gewährt hat, joll durch einen hoh⸗ 
len gußeijernen Ballen von 0,12 Meter äußerer Breite und 0,25 Meter Höhe 
erjegt werden, welche Wandftärle wird man demjelben geben müflen? Sept man 
die doppelte Metallflärke deffelben = x Millimeter, jo iſt die Breite der Höhlung 
= 120 — x und die Höhe derjelben = 250 — x Millimeter. Es ift daher für 
den hohlen Ballen: 
bi hꝰ — bah? = 1%0 . 2508 — (120 — x) (250 — x)? = 88'125000 x — 277500 x? 

+ 870 23 — xt4, 
und da8 Eragmonmen 


— 2 224 
Pl= F en (88125000 = - 277500 x? + 870 ze). 


Denn für den maifiven hölgernen Ballen das Tragmoment 
0,73 


Pi = 2° 200 . 800° = Y, . 19140000 
iſt, 8 Bat man zu jegen: 
57, (88125000 « — 277600 2? + 87023 — xt) = 18'140000 oder: 


397125000 « — 277500 4 87023 — xt = 644'117647. 
Zunächſt if annähernd æ = ——“ = 169 Millimeter, wofür aber 
x = 18 Millimeter gejegt werden fol. Dann folgt 
277500 x? = 89910000; 870 23 = 5’073840;, t = - 104976, 
daher läßt fich jegen: 
_ 6447117647 + 89910000 — 5’073840 + 104976 
88’125000 
und folglich die gefuchte Metallftärte: 


3 — 9,7 Millimeter — rot. 10 Millimeter. 





= 19,4 Millimeter, 


* 


Der Brechungsquerschnitt. In den bisher behandelten Fällen der F. 255. 
Biegung der Körper AB, Fig. 439, haben wir immer eine prismatifche 
Form derſelben, und folglich auch ein 
Big. 489. conſtantes Biegungsmoment WE vor- 
ausgeſetzt, weshalb wir mittels der Grund⸗ 
formel (aus 8. 220) 
Pır= WE 
ſchließen können, daß der Krimmungs- 
halbmeſſer 





umgekehrt, und daher die Biegung ſelbſt direct dem Momente (Pa) ber auf 

den Körper von außen wirkenden Kraft P proportional ift, und folglich auch 

die Biegung mit Px zugleich, ein Marimum und Minimum wird. Iſt daher 

die Kraft P conftant, oder wächft dieſelbe mit = (wie z. B. Q — gr, in 
84* 
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dem Fig. 440 abgebildeten Falle), jo nimmt die Biegung mit = ab und zu, 
und ift auch mit © zugleich ein Marimum und Minimum. Wenn Hingegen 

Fig. 440, der Querjchnitt F’ des Körpers an ver: 
fchiedenen Stellen feiner Are verſchieden 
ift, jo fällt natürlich au) W= %& (Fa?) 
veränderlih aus, und dann ift der 
Kriimmungshalbmefler r dem Quotienten 


7 und ” die Krümmung felbft dem 





Uusbrude Z — „7, proportional Kommt es 


folglich, darauf an, die Stellen ber ftärfften * ſchwächſten Biegungen zn 
finden, ſo hat man nur dinigen Werthe für die Armlänge æ zu beſtimmen, 


bei welchen der Ausdrud 37 zum Marimum und zum Minimum wird. 


Ebenfo wird, der * 
8 — Pxe 
— V 
aus 8. 224 zufolge, die Spannung 8 in ber äußerſten Faſerſchicht des im 
Abftande x von dem freien Balkenende gelegenen Querſchnittes mit bem 
Ausdrude ne 
Dei einem prismatifchen Körper ift x eine conftante Zahl, und 
folglich diefe Marimalipannung S nur dem Kraftmomente Px proportional; 
bei Körpern von veränderlihem Querſchnitte, wo = eine veränberliche 


Zahl ift, hängt dagegen diefe Spannung aud) noch mit von diefem Quo⸗ 
tienten ab; im erfteren Falle ift diefe Spannung mit Px zugleich, aljo bei 
einer in einem Punkte angreifenden Kraft P und bei einer auf x gleidy- 
mäßig vertheilten Laſt Q = gæ, fir z =], ein Marimum; im zweiten 
Falle läßt fich hingegen diefes Maximum von S ohne nähere Kenntnif der 
Beränberlichleit des Duerjchnittes im Voraus nicht angeben. Um diefe 
Stelle oder den Querfchnitt des Balfens zu finden, wo die Marimalſpan⸗ 
nung vorlommt, ift e8 nöthig, das Marimum von dem Ausbrude =! 
algebraifch zu beftimmen. ebenfalls ift die Stelle im Körper, wo diefe 
Marimalfpannung vorkommt, auch diejenige, wo bei hinreichender Belaftung 
die Spannung S zuerft in T oder gar in K übergeht, und folglich zunächſt 
die Elafticitätsgrenze erreicht wird ober das Zerbrechen eintritt. Wan nennt 





ein Marimum oder Deinimum. 
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deshalb auch den diefer Stelle des Marimalwerthes von (7) ent|pres 


chenden Querſchnitt des Körpers den Brehungsquerfchnitt (franz. 
section de rupture; engl section of rupture), oder auch ben gefähr- 
Lichen (ſchwachen) Querſchnitt. 
Hat der Körper einen rectangulären Querſchnitt mit der veränder⸗ 
lichen Breite « und der veränderlichen Höhe v, fo iſt 
W wur 


e 6° 
und daher der ſchwache Querfchnitt durd) das Marimum von = oder daß 


3 
Minimum von Sn beftummt. Bei einem Körper mit elliptifhem Quer⸗ 
Schnitte, deilen veränderliche Halbaren « und o ſiud, hat man: 
W __ ru 
e 0 4 


vv 


3 
und baher wieder das Minimum von Pr aufzufuchen, wenn e8 darauf ans 


kommt, die ſchwache Stelle des Körpers zu beftimmen. 
Bei conftantem Gewichte kommt P ganz außer Betracht, ift alfo bloß 


2 
das Minimum von — zu ermitteln, ift dagegen das Gewicht Q— gz, alfo 





gleichmäßig auf den Ballen vertheilt, jo muß man das Minimum von 
beſtimmen, um ben Brechungsquerſchnitt zu finden. 


Bildet der Körper ACDF, Fig. 441, einen abgeftumpften Keil, 8. 256. 
oder ein liegendes Prisma mit trapezoidaler Seitenflähe ABEF, deſſen 
unveränderlihe Breite BC= DE=b ift, und wirkt die Kraft P an 

Fig. 441. dem Ende DF deflelben, fo 
| hat man nur das Minimum 


v? 
bon 7 zu ermitteln, um den 


ſchwachen Querſchnitt 
deſſelben zu finden. Setzen 
wir die Höhe DE EF 
feiner Endfläche — h und die 
Höhe KU des Ergänzungs⸗ 
ftüdes HKU = c, und neb» 
men wir unferer jeitherigen 
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Bezeichnung entfprechend an, daß der Brecjungsquerfhnitt ZMN um 
UV = x von der Endfläche DEF abftehe, fo haben wir die Höhe deſſelben: 


ML=o=r4+n=a(t +2). 
und daher nur das Minimum des Ausbrudes: . 

v? h? o\? 1 2 € 

— — — —_— — nn? | _. — — 

x - (1 +3) "(+ +5). 


oder, da 3 und c beitimmt find, nur von n + = zu ermitteln. 


Nimmt man x = c an, fo ergiebt fich der legte Ausdrud — —, macht 


man aber 2 wenig (um %,) größer oder Heiner, jo erhält man: 


na a nlirere) 
— DE —— — — — und 
x c+z (1 +®) C 


z e+tn _ 1,2: 

a ee’ 
folglich 

1 x 2 C 

ante 


aljo jedenfalls größer als 2. Es giebt aljo 2—c das geſuchte Minimum, 


d. i. der Schwache Querſchnitt LAN fteht um die Höhe KU = c, nämlid; 
eben fo viel von der Endflähe DEF ab, als die abgejchnittene Kante ZK 
auf der anderen Seite. 


Mit Hülfe der Differenzialrechnung findet man einfacher 
, 1 x 
Min. (- + 7 
durch 
2 (+3 ® 
IH =-bi-;+,3=6Mte=e 
Die Höhe hs ſchwachen Querſchnittes ift 
v—=h+ u c=—=2h, 
und folglich die Tragkraft diefes Körpers: 


b(2%R)? T 4bA? T 
P=- I _ .__, 
c 6 ce 6 
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Ein parallelepipedifcher Balken hat bei gleicher Länge ? ==c, gleicher 
Dreite b und gleichem Volumen 9 = bh, die Höhe: 





„—* + eh _y,n, 
und folglich die Tragkraft: 


trägt alfo nur 9/,,mal fo viel als der behandelte keilförmige Körper. 

If der Körper eine abgekürzte Pyramide, fo fchneiden fich die Ebenen 
AE, BDu. |. w. gehörig erweitert, in einer Spige, und wenn man bie 
Höhe der abgefchnittenen oder Ergänzungspyramide wieder mit c und bie 
anfängliche Breite DE mit b bezeichnet, fo ift: 


“N=u=b(i +) m I0=e=a(1 +); 


amd man bat daher das Minimum von 


—— 


14 248 


zu ermitteln, um den Brecungeauefänit zu finden. Durch Differenzials 
rechnung findet man 


(+ +5) +) _ +5 u=0 


der cd — 30. ” 4 222, aus welcher Biken 2 —= sc folgt. 

Man kann fi) leicht von ber Richtigkeit diefes Werthes Überzeugen, wenn 
man einmal z = Ysc + zı und ein anderes Mal !/, e — a ſetzt. In 
jedem Falle in man einen Böen Werth als 


15 
— + * + * — 7 welchen der Ausdruck: 


oder von 


1 37 , x? 
7 * ec c? 
für z = Ye annimmt. Es iſt alfo der Abftand der Brechungsfläde ZN 
von der Endfläche DF gleich, der Hälfte der Höhe c des Ergänzungsftildes 
der abgeftumpften Pyramide. Die Dimenfionen diefer Fläche find: 

v=b(l+Y)=Yhbmev—=?hh, 
folglich, ift die gefuchte Tragkraft des Balkens: 

8b, Rh”? T 27bMT 


=, 677176 


8. 257. 
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Für einen Körper in Form eines abgekürzten Kegels bat man bei 
dem Halbmefler r feiner Endfläche und der Höhe c des abgefchnittenen 
Stitdes, den Halbmefjer der Brechungsfläche, rı, — ?/, r, und daher: 

27 ar’ T 


f=777T 


Körper von gleichem Widerstande. Wenn ein Körper fo ge 
bogen wird, daß ſowohl die Marimalfpannung S auf ber Augfeite der 
neutralen Are als aud) die größte Spannung auf der Druchkſeite derfelben 
an allen Stellen eine und diefelbe ift, fo heißt er em Körper von gleihem 
Widerftande (franz. corps d’ögale resistance; engl. body of the strongest 


form). Ein foldjer Körper erreicht bei einer gewiflen Kraft in allen Quers 


ſchnitten zugleich. die Grenze der Elafticität, hat alfo an jeder Stelle den der 
Tragkraft entfprechenden Duerfchnitt, und erfordert deshalb unter allen 
Körpern, bei übrigens gleichen Verhältniffen, die Fleinfte Menge an Stoff. 
Wegen Erſparniß und zur Vermeidung unnöthiger Belaftungen find daher 
in dem Bauweſen vorzugsweije ſolche Körperformen in Anwendung zu brin- 
gen. Da bie ſtärkſte Spannung in einem Duerfchnitte durch ben Ausdruck 
Pxe 
S= 7m (f. $. 255) 
beftimmt ift, fo fordert ein Körper von gleihem Widerftande, daß die 
Größe — für alle Querſchnitte des Körpers eine und die- 


felbe jei. 
St die Kraft P conftant und greift diefelbe am Ende des Körpers an, 
jo hat man folglich einfacher 
ex w 


w "u 7 


conftant zu fegen, wogegen dann, wenn bie Kraft Q — qz, alſo gleichmäßig 
auf den Balken vertheilt ift, 





conftant gefordert werden muß. Bei einem Ballen mit rectangulären 
Querſchnitten (j.$. 255), deren Dimenfionen « und © find, ift im erfteren 
Yale: 


ur? i . 
—— , und im zweiten: 
* 


2 
* conſtant zu ſetzen. 
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If an einer Stelle in dem Abftande 3 von ber Endfläche die Breite b 
und die Höhe A, fo hat man folglich im erfteren Yalle: 


un _ bh 
a 1° 
und dagegen im lebteren: 
ur? _bA? 
a m 
zu fordern. Ber conftanter Breite u — b ift daher im erfteren Falle: 
v? h? 
= ı bt 
v? x v x 
BTmer-yT 
9 
Da die Gleichung Er = 7 einer Parabel zukommt (f. $. 38, Ans 
merfung), fo hat folglic, das Längenprofil ABE, Fig. 442, eines folchen 


Fig. 442. Fig. 448. 





Körpers die Form einer Parabel, und zwar einer Parabel, deren Scheitel E 
mit dem End⸗ oder Aufhängepunft der Laſt P zufainmenfällt. 

Ruht ber Ballen AB, ig. 443, von gleicher Breite, mit feinen Enden 
auf, und trägt er die Laft P in feiner Mitte, oder wird der Ballen AB, 
Fig. 444, in ber Mitte C unterftgt, und an den Enden A und B durch 

Sig. 444. zwei fich das Gleichgewicht haltende 

* Kräfte ergriffen, fo erhält das Längen⸗ 

profil die Geſtalt von zwei in der 

Mitte zufammenftoßenden Parabeln. 

Der legte Fall kommt bei Balanciers 

und Wagbalken vor. Da bdiejelben 

durch die Zapfenlöcher A, C, B ge 

ſchwächt werden, fo verfieht man fie 

noch mit Rippen, oder giebt ihnen 
einen Mittelfteg AB. z 
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Die Anordnung der Augen fiir die Zapfen in A und B madit Hier eime 
Abweichung von der genauen parabolifchen Form nöthig. Weberhaupt darf 
in den Enbpunften F, Fig. 442, A und B, Fig. 443, die Höhe v bes 
Querſchnittes nicht bis zu Null abnehmen, wegen der durch bie dafelbft an⸗ 
greifenden Kräfte erzeugten Schubfpannungen, worüber in dem folgenden 
Capitel das Nähere vorkommt. 

Hft die Höhe v — R conftant, fo hat man: 

u _b d —W 

ar geogr, 
dann ift alfo die Breite u ihrer Entfernung von dem Ende proportional, 
es bildet deshalb die Horigontalprojection de Balkens ACH, Fig. 445, 
ein Dreied BCD, und der ganze Balken einen Keil mit verticaler, in bie 
Kraftrichtung fallender Schärfe DE. 


Gig. 445. Fig. 446. 





Man erfett gewöhnlich die parabolifchen Träger in Fig. 442 durch eben- 
flächige Träger, wie ACB in Fig. 446. Um hierbei fo viel wie möglich 
Material zu erfparen, giebt man diefem Träger in der Mitte AI diefelbe 
Höhe MO — hm — h Vſſ, welche ber parabolifche Träger erhalten würde, 
und führt die ebene Begrenzungsfläche CD tangential an die ent|prechende 
Parabelflihe. Nun ift, da die Tangente CD die über A verlängerte Are 
BA in einem Punkte trifft, welcher von A um die Länge AM entfernt ift: 

a zn m AD _ AM _ ı,. 

mo PWogmgan 
daher folgt, wern man die größere Höhe BC des Körpers durch A, und die 
Heinere Höhe AD beilelben durch A, bezeichnet, 

Ai — 3: Am — 3 hV!), = 1,0607 k und 

ha = Yılm = YyhV!y; —= 0,8536 h, 


wobei die Höhe BN = h mittel der befannten Formel Pl = bh? = zu 
beſtimmen ift. 
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Das Bolumen eines folchen ebenflächigen Trägers ift ec + 
— 0,7071 blR, wogegen das des parabolifchen Trägers von gleichem Wider⸗ 
ftande, = ?/, bIh —= 0,667 bih, d. i. 5,7 Procent Kleiner ausfällt. 

Big. 447. Ebenſo kann man den an den 
Enden A und B wunterftügten 
Träger AN A,, Big. 447, aus 
zwei ebenflächigen Stüden zuſam⸗ 
menfegen, welche im Angriffe 
punkte der Laſt die gemeinjchaft 
liche Höhe B C= h, = 1,0607 h 
und an den Enden bie ie Höhe AD— AD = = 0,8536 k haben; 
nur ift bier die Höhe BN—h durch die Formel 


Pl > 
a _ x zu beitimmen. 








Soll der Körper ABD, Fig. 448, lauter ähnliche Querſchnitte 8. 


LMN, ABCu. |. w. haben, fo ift zu Feen: 
Gig. 448. 


=, daher: | 
uv? w.u?h? dA? 
a: dr — 
d. i.: 
u — u v ’/& 
wer, nr VE 





dann wachien alfo die Breiten und Höhen 
wie die Cubikwurzeln aus ben ent» 
fprechenden ———— In der achtfachen Entfernung vom Ende iſt 
3. B. die Höhe und Breite nur doppelt fo groß als in der einfachen Ent⸗ 
fernung. 

Man kann diefen Körper durch eine abgekürzte Pyramide ACEG, 
Fig. 449 (a. f. ©.), erfegen, welcher in der halben Länge die Höhe MO —h„ 
—Yı), .h= 0,7937 h und die Breite MN—b„—= Y/, .d= 0,7937 b 
mit dem gefundenen Körper von genau — en —— hat. 


— 5 
Für den Tangentenwinkel der Sure I „= I oder v — Tr %,ift 


—X 
nad) analyt. Hulfslehren $. 10, tang. « = 55 — 17 — Ira 


daher folgt für 
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8 3 
- — 1, Yaltan..a—= sh Ve) =YıhVY4 = 2 Yır 
— 0,2646 %, und ebenfo folgt für die Curve 


8 
u 


% b 
x _ 3, u AApſ und 
1/, I tang. 6 — 2 1/2. 


Hieraus ergeben fi nun die Dimenfionen der großen Grundfläche ABC: 
AB=hM—mm + ıltan.a—%, Yı;.h = 1,0583 h unb 
BC=b—bm + Yltang.B — Yı Yıla -d = 1,0588 b, 
fowie die der Heinen Grundflüche ZFG: 

Fig. 449. Gig. 460. 





FG =Rh = hm — Ysltang. a = , —7— .h = 0,5291 A und 
EF= bs — ba — 1/, Vtang. B= = 2/; —7— b = 0,5291b. 


Uebrigens ift natürlid) PT — * 7 zu ſetzen. 


Sieht man dem Körper von geihen Widerſtande kreisfförmige Quer⸗ 
ſchnitte, fo gilt für den veränderlichen Querſchnittshalbmeſſer bie Gleichung 


„=== VE 


und wenn man biefen Körper durch einen abgekürzten Kegel ABE, 

Gig. 450, erjegt, jo find die Halbmeſſer defielben : 

M=n=V!.r= 07937r, CA=n — 1,0583r und 
DE=r = 0,5291r, 

und es ift der Halbmefler r der Grundfläche des Körpers von gleichem 

Widerftande nad) der Formel 


8 
Plı= * T zu berechnen. 


Iſt ein Ballen gleihförmig —* und die Breite unveränderlich, 
alfo u — b, jo hat man: 
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v: x? 
73 7 alſo auch 
——— 
—A 


und es erhält deshalb derſelbe die Geſtalt eines Keiles mit triangulärem 
Längenprofil ABD, Fig. 451. 


Fig. 461. Fig. 462. 





Dei conſtanter Höhe iſt in dieſem Falle —- -5, und daher der 


Grundriß des Ballens eine von MEERE, Parabelbögen BD und 
CD begrenzte Fläche BDC, wie Fig. 452. 

Mad man wieber ähnliche Querſchnitte, fo it % = u u 5 dann 
hat man es alſo ſowohl im Vertical⸗ als auch im ER mit der 
cubiſchen Barabel, bei welcher die Euben der Orbinaten wie die Qua⸗ 
drate der Abſciſſen wachjen, zu thun. 

Wird ein in beiden Enden aufruhender Körper AB, Fig. 453, 

ig. 468. gleichförmig und zwar auf den 

laufenden Fuß durch g, alfo auf die 

ganze Länge AB = 1dınd Q=gl 

belaftet, fo Hat man das Kraftmoment 

für einen Punkt O in der Entfernung 

AO =x von einem Stütpunfte A: 

8 .2— 02.31 (iz — 29), 
dagegen für die Mitte CO: 





Nehmen wir einen Körper von unveränderlicher Breite b an, fo haben 
wir zu jegen: 


bei. 2 Cæ — 29) und 


58 
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T gi? 


6 8’ 
wenn % bie Höhe CE des Körpers in ber Mitte bezeichnet, und es folgt 
num durd) Divifion: 
ve ta— a 
Rh 1/, 0 


ve! = (7) 0 — æ 


Wäre A — Ya, fo würde vꝰ —= Ir — 3, und deshalb das Längen 
profil der mit 1/, L als Halbmeſſer conftruirte Kreis AD, B fein; weil aber 


2 
Im — 3 noch durch (7) zu multipfieiren iſt, um das Ouabret o* 


ber jedesmaligen Höhe MO —= NO zu erhalten, jo geht diefer Kreis in eine 
Ellipfe ADB oder AEB über, deren Halbagen CA = a, = Yalımd 
CD=CE=b =4 fin. 
Man kann diefen Körper durch einen ebenflähigen Träger AABDB, 
Dig. 454. Fig. 454, erfegen, welcher in 
dem Abftande AM = !ıl 
von den Stützpunkten B und 
B, die Höhe MO — A, 
= m. 112 — Ya 
— 1, V3.%h hat. Der N 
gungswinfel & der Fläche BD gegen die Are A C ift durch die Gleichung 


bh’. 


, oder 





unge TR)» pin 
9.65, dx 171 Ve=e Fr 
2 ol 
-P = v8. 


beſtimmt; daher folgt 7 tang.a = 1 V3.% und bie Höhe des Körper? 
in der Mitte: 

CD=MO+ — tang. = 2; V.= 1,1548 Ah, 
dagegen die Höhe defjelben an den Enden: 

AB=MO— ” tang.e — Y", V3.h = 0,8774. 


8. 259. Die Biegung eines Körpers von gleihem Widerftande ift natlt- 
lich unter übrigens gleichen Umftänden und Verhältniffen eine größere als 
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die eines prismatifchen Balkens. Für den Fall, daß der Balken an einem 
Ende feftgeflemmt ift und am anderen Ende von einer Kraft P ergriffen 
wird, beſtimmt fich die Durchbiegung wie folgt. 


Die bekannte Gleichung — = = liefert - = — wodurch der Krum⸗ 


mungshalbmeſſer als Function des Abſtandes e ausgedrückt wird. Es kann 
übrigens hier für den Tragmodul 7’ auch jede beliebige innerhalb der Ela⸗ 
ficitätsgrenze befindliche fpecifiiche Spannung % gefett werden. Set man 
wie in $. 223 


5 — — * ſo folgt wie dort 


— . 


Iſt nun die obige zwiſchen e und = bekannt, fo läßt fich biefe 
Rechnung ausführen, und für jede Stelle der elaftifchen Linie ihre Neigung 
a fowie nad nochmaliger Integration die Drdinate y, alſo auch die Senkung 
dajelbft beſtimmen. 

Nimmt man z. B. einen Ballen gleichen Widerftandes mit rectangulärem 
Querſchnitte an, fo ift e = !/, v, und wenn nod) die Breite u—b— Const. 
ift, jo hat man: 


bv?__ dA x ho. 
--=7 oder v — „Vz, daher e = 77 Vz, 
folglich: 


oe _„_2TVı for _ er Vi 
a Er Eh Ve + Const 
Die Conftante ergiebt ſich mit Rückſicht wi daß fitr 


x —=|; = Ylv, 


daher hat man 
2. - ZUM 


und durch Integration: 
. „-HN v— Vi)e. 


Die Conftante ift Null, weil für z = 0 aud) y = 0 ift. 
Für 2 J ergiebt fi fir die Ordinate y am feftgehaltenen Punkte, 
d, 5. auch für die Senfung des freien Endes 
T 2 
y_-37 / 8 Eh Rh 
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Noch it PI= dm. I, de T= 
die Durchbiegung : 


6. Pl 
un daher ergiebt fich endlid 


„—3P® _ ,.4pe 

Ebh® — Ebnh®’ 
d. 1. 2mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken von der Breite 
d und Höße A (vergl. $$. 227 unb 238). 


Wirkt die Kraft in der Mitte des Körpers, während ber alten an den 
beiden Enden aufliegt, jo ift natürlich ftatt P, 5 und ftatt I, — eimfuß 


ren, und es fällt alsdann 
ey. 32% 
Ebn?’ 
d. 1. ſechszehn Mal Heiner aus als bei einfeitiger Wirkung der Kraft. 
Bei einem Körper von gleichem Widerftande mit triangulärer Baſis 


wie Fig. 445 darftellt, iſt die veränderliche Breite u — — d, und 


— bh3x 
Pre = 3 E= 1737# 


daher ber Ortner r— u = conftant, aljo bie Die 
gungscurve ein Kreis, und die entfprechende Bogenhöhe 
2 _6P® _,, 4pı» 
=. =; = tum 
2r bRE bR®E 
b. i. 2/, mal fo groß als bei dem parallelepipedifchen Balken. 
Während die Körper gleichen Widerftandes dadurch gefeunzeichnet find, 


daß — — 5 * ji — für alle Querfchnitte conftant, nämlich gleich dem reci- 


profen Werthe ber größten fpecififchen Spannung ift, fo gift für die Ballen 
von überall gleicher Krilmmung, d. i. für diejenigen, deren elaftijche Linie 
ein Kreisbogen ift, ganz allgemein die Gleichung: 
r= 3 . = — (onst. 
Aus der Bergleichung beider Werthe erkennt man, daß ein Ballen gleichen 
Widerftandes auch ein folcher von gleicher Krlimmung ift, fobald e eine 
. eonftante Größe iſt. 
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Drittes Capitel. 
Die Shub-Elaftieität und Feftigkeit. 


Die Schubfeftigfeit oder der Widerftand des Abſcheerens, Ab- 8. 260. 
drüdens (franz. rösistance par glissement ou cisaillement; engl. 
strength of shearing), wobei bie Trennungsfläche in bie Richtung ber 
Kraft fällt, ift ähnlich wie die Zugfeftigfeit zu beurtheilen. Man hat e8 
hier mit ber Zuſammenwirkung breier Parallelfräfte P, Q und R, Fig. 455, 

Sig. 466. zu thun, wobei die Angriffspunfte A 
und C von zweien berfelben (P und R), 
einanber jo nahe liegen, baß eine Bie- 
gung des zwifchenliegenden Stüdes 40 
nicht möglich ift, und daher eine Tren⸗ 
nung zwiſchen A und C, und zwar in 
einer Fläche DD rechtwinkelig zur Are 
des Körpers, erfolgt. 

Der Widerftand des Abfchiebens: ift, 
wie ber des Zerreißens und ber des Zer⸗ 
brüdens, dem Ouerjchnitte des Körpers, ober vielmehr der Größe der Tren⸗ 
nungsfläche F proportional, und läßt ſich beim Schmiebeeifen fogar annähernd 
dem bes Zerreißens gleichſetzen. Es kann daher für Schmiebeeifen der 
Modul K der Zugfeftigkeit auch als Feſtigkeitsmodul für das Abjchieben 
gelten, und folglich die Kraft zum Abfchieben bei dem Uuerjchnitte 7 





P=FK 
gejegt werden. Allgemein ift aber 
P=F.K 


11) 


wenn K, den burch Berfuche zu ermittelnden Widerſtand des Abſchiebens 
oder Abſcheerens pro Flächeneinheit bezeichnet. 


Die Elaſticitätsformel P 4 FE=06FE für Zug und Drud- 
kräfte läßt fich auch auf die Schubfraft P, Fig. 456 (a. f. S.), anwenden, 
nur bedeutet hier o das Berhältnig T — nn der Verſchiebung CA zur 


Länge oder dem Abftande CB der Kraftrihtungn AP und ER von 
einander, und ift für .E eine durch beſondere Verſuche zu ermittelnde Er⸗ 
Beidbach’s Lehrbuch der Mechanik. L 35 
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fahrungszahl C einzufegen. Unter dem Verhältnig 7 — gr — tang. CBA 


CB 
kann man bei der Kleinheit von CA auch den Winkel (Bogenlänge für den 
Fig. 456, Halbmefier Ein) CBA—= BAD— BCD 


verfichen, d. H. denjenigen Winkel, um welchen 
der urſprünglich rechte Winkel bei C ſich durd) 
die Verſchiebung von C nad) A verändert hat. 

Bezeichnet man die fpecififche Schubfpannung, 
d. 5. den Widerftand gegen Berfchiebung, wel: 
cher von der Flächeneinheit des Querſchnittes 
ausgelibt wird, mit £, fo ift 





P t 
= *70 oder m. 


Es findet alſo zwiſchen der ſpecifiſchen Schubſpannunget und ber Ber: 
fchiebung 7 eine eben ſolche Beziehung ftatt 4 — (= Const. wie zwiſchen 


k a 
der Zug- oder Druckſpannung % und der Ausdehnung 0, (5 — ) Die 


Größe C nennt man den Modul der Schubelaſticität. 

Da die Verjchiebungen, wie überhaupt alle Sormänderungen im Imern 
eines elaftifchen Körpers auf Veränderungen der Abftände der einzelnen 
materiellen Punkte, aljo auf Ausdehnung refp. Zufammendrüdung, zurid: 
zuführen find, fo muß eine gewiffe Abhängigkeit zwifchen den Coefficienten 
der Schubelafticität und denen der Zug oder Drudelafticität, alfo zwilden 
C und E beftehen, wie aud) durd) die Erfahrung beftätigt wird. 

Denkt man fic, nämlich auf einen ftabförmigen Körper nach einer be 
ftimmten Richtung einen Zug oder Druck ausgeübt, fo zeigt ſich, daß außer 
der in diefer Richtung eintretenden Ausdehnung refp. Zufammendrädung 6 
auch eine foldye in jeder zur Drudrichtung ſenkrechten Richtung ftattfindet; 
und zwar zeigt der gezogene Körper in den Duerdimenfionen eine Zu 
fammendrädung und der gedrüdte Körper eine Ausdehnung. 

Der Betrag diefer in der Ouerrichtung erfolgenden Zufammendrüdung 
refp. Ausdehnung 7 ift immer Keiner, als die direct durch den Zug oder 
Drud hervorgebracdhte Ausdehnung oder Jufammendrädung 6, und zwar 
gilt die Beziehung: 

6 


r = — — 


m” 
unter m eine Zahl, größer als Eins verftanden. 
Um nun das Verhältnig von C und E zu finden, denke man fich unter 
ABCD, $ig. 457, den Durchſchnitt eines fehr Heinen Würfels im Innern 
eines durch eine Zugkraft angegriffenen elaftiichen Körpers. Die Kante des 
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Wurfels fei gleich der Rängeneinheit, und es wirke auf die Fläche AB die 
Zugkraft k. Im Folge davon verlängern fich bie Kanten AD und BC zu 

Fig. 457. A,D, veip. B,C, um die Größe a; und verkürzen 
fich die Kanten AB und DC zu A,B, mb D.C, 


um die Größe — - Aus dem Duabrate ABUD 
ift daher ein Rechte geworden, defien Seiten 
AD — 14 6; und B =1 — find 
In den Diagonalebenen B,D, und A, C, fins 
den hierbei gleichfalls Heine Berfchiebungen nach 
D, G den Richtungen B, D, und A,C, ftatt, inbem ber 
urfprünglich rechte Winkel der Diogonalen AEB in den Heineren Wintel 
A,E,B, übergeht. Bezeichnet y bie Veränderung dieſes Winkels, fo daf 
y=4EB-AEB=— — ABB, 


ift, fo bedeutet nad) dem Borigen Y bie Verfchiebung jeder der beiden Diago⸗ 
nalebenen BD und AC. Um y zu ermitteln, hat man ' 


ADB = YA EB, = I — £ und 











2 
ı— + 
m _ = _tI\— 2, 
tang. A,D,B, = = tang. (% 2)= 
2 


Hieraus folgt: 


G-2)6+2)=0+06-2) 


ober mit Bernadhläffigung ber Heinen Größen zweiter Orbnung 
m+ 1 
= 6. 
m 





Denkt man ſich mm den Würfel in der Diagonale DB zerfchnitten, fo 
kann man das abgefchnittene Stüd CD B dadurch erfegen, daß man in ber 
Schnittebene DB zwei Spannungen anbringt, von benen bie eine p normal 
zu BD ift und die anbere & in die Ebene BD bineinfällt. Diefe beiden 
Spannungen müfjen mit % im Gleichgewicht fein, wozu die beiden Gleichun⸗ 
gen erfüllt fein müſſen: 

AB.k= BD.tcos. 45° + BD.psin. 45°—= (t + p) BD cos. 45° 
=(t+p)AB, 


BD.tsin. 45° = BD.p cos. 45°; daher t — p 
35 * 


und 
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und nach der erften Gleichung folgt daraus: 





i—= DW 
Dividirt man dies durch y — "FI 0, fo folgt 
t_: m & 
» Imtn)o' 
oder, weil | 
E — Cw * —=E, 
fo hat man ſchließlich 
m 
mr”. 


Durch eine ähnliche Betrachtung findet man, daß bie Berfchiebung y in 
jedem Punkte irgend einer Ebene nach einer beliebigen Richtung der legteren, 
doppelt fo groß ift, als der Werth der größten in biefem Punkte eintretenden 


jpecififchen Ausdehnung 6, alfo Z — 2, und e8 gilt daher, unter t und 


k die höchſtens zuläffigen Schub und Zugſpannungen verftanden, die 
Beziehung: 

t_YIC_,C__®r_. 

k 0E E m+ı 

Die Conftante m ift durch die theoretifchen Unterfuchungen von Napier, 
Poiſſon, Cauchy u. U. gleich vier ermittelt, nad) den Verſuchen von 
Wertheim umd Regnault fcheint fie aber etwas Yleiner und für wer 
ſchiedene Materialien verſchieden zu fein. 

Diefe Berfuche*) wurden mit hohlen Stäben gemacht, deren Höhlung 
mit einer Flüffigkeit angeflillt war, und welche einem Zuge ausgejegt wur: 
den. Dadurch, daß man nicht nur die Rüngenausdehnung, fondern auch die 
Bolumenänbderung vermöge der aus dem Stabe heraus in eine Capillarröhrt 
tretenden Flüffigfeit meſſen konnte, ließ fich die Größe m wie folgt beftinmen: 
Bezeichnet J die Ränge, d die Weite und v das Volumen der cylindriſchen 
Bohrung des Stabes, und find unter Il, Id, ISv die Veränderungen 
dieſer Werthe verftanden, welche fi) einftellen, wenn der Stab einem be 
ſtimmten Zuge ausgefegt wird, fo ift 


T 
v — 1d? 7 und 
Iv=(+ AD (d + 40æ — — 1d: —; folglich 


*) Siehe Grashof: Die Feſtigkeitslehre, S. 145. 
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e+ Ie_(d+Ay(dH+ Ag} 
v — Id? u 


Wenn mın bie jpecifiiche Ausdehnung des Stabes — beträgt, jo ift bie 


fpecififche Veränderung der Duerdimenfionen aljo von d nad dem Bor 
ftehenden gegeben durch 


dies eingefegt giebt, wenn man die Heinen Größen höherer Ordnung ver- 
nadjläfjigt: 


I v 
Auf ſolche Weiſe fand Wertheim m zwilhen 3 und 4; genauer: 
für Mefling: m — 2,84 — 3,05, im Mittel m — 2,94, 
für Eifenbleh: m — 3,25 — 4,05, im Mittel m — 3,64. 
Es folgt darans, daß 


| für m = 3. | fürm= 4 








m 
(=Szmr;#>- %E % E 
= In | 


Das Verhalten ber Maſſentheilchen bei einer Anftrengung, welde bie 
Elaſticitätsgrenze überfchreitet, läßt fich theoretifch nicht unterfuchen, und es 
fann die Ermittelimg des Yeftigleitsmobeld K,,, nur. durch directe Verſuche 
gefchehen. Die Verſuche, welche hauptjächlih mit Schmiebeeifen angeftellt 
worden find, haben abweichende Reſultate ergeben, indem bie gefundenen 
Werthe von K,, zwilden X, und 2/, X, ſchwankten, unter A, die abjolute 
Feftigleit verftanden. 

Folgende Tabelle enthält die bis jet befannten Elafticitäts- und Feſtig⸗ 
keitsmodel entjprechend den Formeln P= FC und P=FK, für bie 
Schub-Klafticität und Feftigkeit. 





$. 261. 
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Zabelle IIL 
Die Model der Elafticität und Feftigkeit beim Schub (des Abſcheerens). 


Namen der Körper. | eapittont ©. rinnen Ku 








Buben 2222er. u 
Schmieden 2.2220. . 2 
Feiner Gußfahl . .-.....- 
RBuüpfer 2 u. ea — 
Ming - > 22er = 
Raub . » 2:2 2 2000. * 
Nadelholz....... is 


Gewöhnlih nimmt mn C= YEund Ku =K an. 


Vernietungen. Auf Abfcheeren find vorzuüglich die Nietbolzen bean⸗ 
ſprucht, welche zur Verbindung von Blechen und anderen plattenfürmign 
Körpern dienen. Es find Hierbei der Hauptſache nad) zwei Fälle zu unter 
jeiden, entweder werben die zu verbindenden Blechenden AB und CD, 

Fig. 488. Sig. 489. Fig. 458, ber einander geblattet und 
durch Nieten NN und OO zuſam⸗ 
mengehalten (einfchnittige Nietung), 
oder es werben, Fig. 459, die Bed; 
enden AB und AC ftumpf zuſam⸗ 
mengeftoßen, mit gelochten Lafcen 
oder Dedplatten DD und EE be 
deckt, und durch; Nieten NN und 00 
feſt mit einander verbumden (zwei⸗ 
ſchnittige Nietung). Bei der erfteren 
befonder8 bei Dampfleffeln üblichen 
Berbindungsweife, bei welcher jeder 
Niet nur in einem Querſchnitte auf 
Abjcheerung angeſprochen wird, bilden die Zugkräfte 2, — P in den beiten 
Platten ein Kräftepaar, deſſen Moment Pô ift, wenn 5 die Stärke des 
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Bleches bedeutet. Hierdurd) erleiden beide Bleche außer der Dehnung aud) 
noch eine Biegung und verlieren daher an Tragfähigkeit. Es ift daher die 
zweite Verbindungsart, bei welcher dieſes Kräftepaar nicht hervorgerufen 
wird, ımb bei welcher der Niet in zwei Ouerfchnitten der Abjcheerung wider 
fteht, die beflere, und wirb diejelbe beswegen bei der Eonftruction eiferner 
Bruckenträger u. |. w. immer gewählt. 

Die Nietbolzen wiberftehen einer durch die Zugkraft P angeftrebten Löſung 
der Berbindung außer durch ihre Teitigkeit gegen Abjcheeren auch vermöge 
der Reibung R, welche fie zwifchen den Blechen in Folge einer in den Bolzen 
vorhandenen abjoluten Spannung hervorrufen. Da ein Nietbolzen nämlich) 
gewöhnlich weißgllihend in das Loch eingebracht, und in diefem Zuftande der 
Schließkopf angeftaucht wird, fo entfteht durch die nad) der Herftellung ein- 
tretende Erkaltung des Bolzend eine Zujammenziehung defjelben und in 
Folge deflen eine ſtarke Prefiung der Platten gegen einander. Die hierdurch 
erzeugte Reibung kann unter Umftänden fo ftarf werden, daß fie allein der 
Zugkraft P das Gleichgewicht hält, der Nietbolzen daher gar nicht auf Ab- 
iherren in Anſpruch genommen wird. Nach Verjuchen, welche in diefer 
Hinfiht von Fairbairn u. A. (unter Verwendung länglicher Nietlöcher, 
in welchen die Bolzen Spielraum hatten) angeftellt worden find, betrug ber 
Reibungswiberftand pro 1 Duadratmillimeter des Nietquerfchnittes zwifchen 
10 und 14 Kilogramm, in bejonberen Fällen bei Anwendung von Guß- 
ftahlnieten fogar über 17 Kilogramm. Gett man einen Reibungscoefficien- 
ten der Ruhe von 0,18 (ſ. $. 178) voraus, fo würde, da die Keibung an 
zwei Flächen ftattfindet, die in dem Bolzen vorhandene Spannung % pro 
Duadratmillimeter biefen Verfuchen zufolge betragen haben: 


BE 0. 14 _ | 
bei Schmiebeeifen k — 3.018 bis 2.08 27,7 bis 38,9 Kilogrm., 
17,3 


bei Sul kK = 





2.08 48,1 Kilogramm, 
alfo Werthe, welche den Feſtigkeitsmodeln X, diefer Materialien nahe liegen. 

Da aber auf die durch die Erkaltung des Nietbolzens- hervorgerufene 
Langenſpannung niemals mit voller Sicherheit zu rechnen ift, indem die Zu⸗ 
lammenziehung von ſehr vielen Nebenumftänden*) abhängt, welche fich einer 
genauen Rechnung faft gänzlich entziehen, fo pflegt man von diefer Reibung 
in der Kegel zu abftrahiren, und fie nur als eine bejondere Sicherheit an⸗ 
zufehen. 


*) Bon Einfluß hierauf ift z. 3. die Ternperatur, bei welcher das Stauden 
des Nietkopfes aufhört, diejenige, welche die Bleche während des Nietens anges 
nommen haben, die Beſchaffenheit der Flächen, die Geſchicklichkeit der Arbeiter u. |. w. 
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Für die Widerftandsfähigfeit der Nietungen haben die, insbeſondere von 
Fairbairn bei Gelegenheit de8 Baues der Britanniabrlide angeftellten Ber: 
ſuche ergeben, daß bie Niete auf einer Seite der Stoßfuge zufammen ge 
nommen etwa denfelben Duerjchnitt haben. müfjen, welchen das Blech an ber 
durch die Nietlöcher verichwächten Stelle behalten bat, wenn die Feſtigleit 
der Nietverbinbung eben fo groß, wie diejenige bes Bleches fein foll, d. h 
wenn ber Bruch mit gleicher Wahrfcheinlichkeit in den Nieten und im Bleche 
eintreten ſoll. Man pflegt daher die zuläffige Schubipannung pro 1 Duabrats 
millimeter Nietquerfchnitt gleich der zuläffigen abfoluten Spannung k, pro 
1 Duadratmillimeter Blech anzımehmen. Hierbei ift es nicht gleichgüftig, 
wie groß man ben Durchmeſſer jedes einzelnen Nietes macht. In der Regel 
pflegt man ben Durchmeſſer d des Nietbolzens gleich ber doppelten Blech⸗ 
die Ö zu machen, aljo d = 26. Unter diefen Verhältniſſen beträgt die 


von einem Niet aufzunehmende Zugfraft x, Er Die Uebertragung diefer 
dig. 460, Kraft vom Bleche auf ben Nietbolgen 


gefchieht auf einer Berlhrungsfläche, 
welche die Hälfte ABC, Fig. 460, eines 
Cylindermantels vom Durchmeſſer d md 
ber Höhe 5 if. Die Projetion DE 
diefer Berührungsfläche auf eine zur 
Drudrichtung ſenkrechte Ebene ift dd, 
und wenn k,, bie fpecifiiche rückwirkende 
Spannung auf diefe Projection bedeutet, 
fo hat man zu deren Beſtimmung: 





P=k —=h, öd—k, 4%, woraus 


k.= 


11 


er" 


— circa ®, k. 


Wollte man dem Nietbolgen einen größeren Durchmefler geben als bie 
doppelte Blechftärke beträgt, jo würde das Blech im Nietloche eine zu große 
rückwirkende Spannung erleiden, und man würde Gefahr laufen, daß in 
Folge davon an dem Nietloche auf der Drudfeite aufgeworfene Ränder ent» 
ftehen witrden. 

Eine Nietverbindung kann zum Bruce gelangen entweder dadurch, ba 
die Nietbolzen abgefcheert werden, oder dadurch, daß das zwifchen ben Nieten 
ftehen bleibende Blech abgeriffen wird. 

Bezeichnet e die Entfernung zweier nehen einander in einer Querreihe 
befindlichen Nieten von Mitte zu Mitte, fo muß, damit in beiden Hinfichten 
gleiche Sicherheit vorhanden ift, bei Vernachläſſigung ber Reibung, die Glei⸗ 
Hung gelten: 
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2 
Th=e—-n=e— DS %, ms 


e = (3 + ı) ad —= 21/,d bis 3d folgt. 
Die Anzahl n der Nietbolzen, welche auf jeber Seite der Stoßfuge an- 


2 
zubringen finb, ergiebt fich nach dem Obigen durch n = k, = P, unter 


P die gefammte Zugkraft der Bleche verftanden. Wollte man diefe Nieten 
ſämmtlich neben einander in einer Querreihe anorbnen, fo wäre, unter b 


die Breite des Bleches von der Dicke d — rn verstanden, der wirkſame Blech» 


querfchnitt (b — nd) d, und man hätte 
dir 


d * 
na hkh=b— nd) hi; ben (Z +1)a 


Die Verſchwächung des Bleches betrüge in biefem Falle ndd und die 
Tragkraft an der Nietftelle wilrde zu ber des vollen Bleches wie Z zu 


> + 1 fi} verhalten, oder wie 1,57 : 2,57 = 0,6 : 1. Bei biefer An⸗ 


ordnung beträgt daher die relative Berfchwächung des Bleches circa 40 Procent. 
Um diefe bedeutende Verminderung der Tragfähigkeit zu umgehen, orbnet 
man die Nieten in mehreren Reihen *) an, Fig. 461, derart, daß die erfte 

Fig. 461. Reihe beiberfeits nur einen 
Niet, die zweite zwei u. ſ. w. 
erhält. Um den Vortheil die⸗ 
ſer Anordnung zu erkennen, 
ſei die in der geſtoßenen Platte 
A wirkende Zugkraft P=4p 
geſetzt, und angenommen, daß 
jeder der vier Nieten a,b, b, c 
gleichmäßig die Kraft » auf 
die Tafchen B, B übertrage. 
Die Platte A wird dann bis 
zum Querjchnitte durch das 
Nietloh a mit 4 p gezogen. 
Der Nietbolzen a überträgt die Kraft p an bie beiden Stoßplatten, an jebe 


=, fo daß der Bug ber Platte A zwiſchen a und d nur mehr 3 p, dagegen 





*) Siehe den Auffag von Herrin Schwedler. Wochenblatt d, Ardit. Ber. 
Jahrgang L. 
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der in den beiden Stoßplatten BB zufammen p beträgt. In derfelben Art 
wird durch die beiden Nieten d, d die Kraft 2p von A auf B, B übertragen 
(an jebe Stoßplatte p), fo daß zwifchen b, und c der Zug in A nur noch 
p, ber Zug in B, B ebendafelbft 39 beträgt. Der Niet c endlich überträgt 

Fig. 462. den Reit p der Platte A an 
die Lafchen B, B, deren An- 
jpannungen dadurch zuſammen 
auf 4 p gebracht werden. Um 
fich diefe Wirkungsweise zu ver: 
deutlichen, kann man bie Platte 
A al8 aus einzelnen Strängen 
beftehend denken, welche an die 
Nietbolzen gehängt find, wie 
dig. 462 1. zeigt. Man er⸗ 
fennt aus der Bertheilung der 
Kräfte, wie fie in Fig. 462 IL 
eingetragen ift, daß die ganze 
Berbinbung, d. h. bie geftoßene Platte A und die Laſchen B, B in bem Quer—⸗ 
jchuitte durch die Mittelnietreihe dd dem geringften Zuge ausgefegt ift. Man 
farm daher auch diefen mittleren Querſchnitt dircch eine größere Anzahl Niet- 
Löcher verjchwächen, als die Schnittflächen durch die äußeren Nieten a, c, ohne 
diefen mittleren Duerfchnitt dabei einer größeren Gefahr auszufegen. Ci 
läßt fich Hierdurch erreichen, daß die Verfchwächung ber geftoßenen Platte 
nur den Betrag eines Nietloches ausmacht. Bei nNieten vom Durchmeſſer 

— 26 ift daher bie erforderliche Breite des Bleche gegeben durch: 


3 
nr -0— az =(F +1)a 
und die Tragfähigkeit der Verbindung ift 








= 
—— 
n — 24 1 
von derjenigen bes vollen Bleches. ” Diefe Werth wird für: 
n 
2 
n =]; en 
n— +1 





wie bei beliebig vielen Dit, welche alle in einer Querreihe angeorbnet find. 
Die folgende Tabelle giebt für verfchiedene Werte von » die eutſprechen⸗ | 
den Werthe von 
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7 
"7 
— og, 


N — +1 
fowie die erforderliche Breite 
114 
= n(Z + 1)d= Ba. 


Die beiden legten Columnen geben die erforderliche Breite des Bleches bet 
Nietdirechmeffern von 20 und 25 Millimeter an. 








Breite 
















" Rd 

n - Anordnung in 

mo 

* Reihen. für für 

ur d — 20 NMn.|.d=5Mm. 











1 

2 1,1 

3 1,11 138 , 
4 1,2,1 182 , 
6| 123,231 261 „ 
9| 1,2,3,2%,1. 378 „, 
12 | 1,2,3,3,2,1 46 , 
16 | 1,2,8,4,3,2,1 653 


Die drei erften Werthe von «@ ſtimmen mit ben von Fairbairn gefun⸗ 

denen Kefultaten nahe überein. Derſelbe fand nämlich 
bei nur einer Reihe von Nieten & — 55,67 Proc., 
bei zwei Nietreihen « —= 73,86 
bei drei Nietreihen «a —=8147 „. 

Denn die einzelnen Niete im Allgemeinen auch nicht jo gleichmäßig bes 
anfprucht werden, wie bier angenommen, fo können die in obiger Zabelle 
enthaltenen Zahlen doch als Hinreichend fcharfe Anhaltspunkte angefehen 
werden. 

Die Verſchwächung der geftoßenen Platte durch die Nietlöcher hat man 
nur zu beritdfichtigen, wenn der Stoß auf Zug in Anſpruch genommen 
wird. Bei gedrüdten Stößen, wie fie bei den unteren Öurtungen ber 
Brüdenträger vorzukommen pflegen, findet durch die Nietlöcher eine Vers 
ſchwächung nicht ftatt, indem die Nietbolzen, fofern fie forgfältig eingepaßt 


„9 
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find, den Druck ebenfo gut übertragen, als das aus bem Nietloche heraus⸗ 
gefallene Material e8 zu thun vermöchte. Man’ darf daher bei gedrüdten 
Stößen den Ouerfchnitt des vollen Bleches als wiberftehend in Rechnung 
ftellen. Der Querſchnitt ber Nietbolgen beftimmt fich in derfelben Art, wie 
bei gezogenen Stößen. 


$. 262. Nietung der Dampfkessel. Die Bernietung durch Ueberblattung 
der Bleche (einfchnittige Vernietung), wie fie bei Dampfleffeln ganz allge: 
mein vorkommt, zeigt Fig. 463. DBezeichnet dabei b bie Breite des Bleches 
im Duerfchnitte ab nad) Abzug des Nietloches, fo ift bie im dieſem Quer⸗ 
ſchnitte durch P erzeugte abfolute Spannung k — = — 5 Durch die 
Kraft P in der Platte B wird das Blech A außer auf Abreißen noch auf 


Abbrechen im Querſchnitte ab beanfprudt. Es tritt in Folge deſſen in 
Fig. 468. Sig. 464. 


1 





P 


A noch eine relative Spannung % (Zugfpannung in ber Berlihrungsfläde 
von A und B) auf, welche ſich beftimmt durch die Formel: 


ö 
M= Po =nt=n’ m: 
pP 
h=5;—m3h 


Die Geſammtſpannung in ber die Berlihrungsfläche bildenden Faſerſchicht 
ce beträgt daher 


a —=k+k=Ak; 
und in ber Schicht fd, wo A, rlidwirkende Spannung bedeutet: 
hkek—kh——2k. 
Man darf bei diefer Berbindimgsart das Blech daher nur mit 1 k be 
laſten, wenn % bie höchſtens zuläffige fpecifiiche abjolute Spanmung bedeutet. 
Die relative Inanfpruchnahme des Bleches vermindert fih, fobald bei ein 
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tretender Biegimg bes Bleches der Hebelarm 2 ber Kraft P einer wird, 


und man pflegt wohl aus biefen Grunde ben beiden Blechen von vornherein 
eine dauernde Biegung zu geben, wie Yig. 464 zeigt. Es wirkt dann jebod) 
das Kräftepaar auf Abbiegen bes Nietlopfes, welcher dadurch der Gefahr bes 
Abfpringens ausgefett werden Tann. 

Die Beurtheilung der Vernietung bleibt übrigens biefelbe, ob die beiben 
Dlechränder direct über einander gelegt find, ober ob bie Verbindung durch 
nur auf einer Seite aufgelegte Dedplatten bewirkt wird. Bei Anwendung 
einer doppelten Nietung (zwei Nietreihen) fällt die relative Beanfpruchung 
des Bleches, wie ber Nieten geringer aus, weßhalb fi, die Anwendung der 
jelben bei Dampftefleln befonders empfiehlt, und bei Locomotivkeſſeln auch 
allgemein ftattfindet. 

Es ift übrigens zu bemerfen, daß bei Dampfleflelnietungen die Ritdficht 
auf möglichfle Dichtigfeit der Fuge eine enge Stellung der Nieten bedingt, 
weßhalb man die Entfernung der Nietbolgen von Mitte zu Mitte nicht 
größer als 21/, d = 5 5 zu machen pflegt. Bei Bridenträgern u. ſ. w. 
wird dieſe Entfernung meift größer angenommen. 


Vernietungen auf Reibung construirt. In den vorhergehenden 8. 263. 
Unterſuchungen wurde bie Reibung der Platten vernachläffig. Wil man 
die Reibung nicht außer Acht laſſen, jo Tann die Teftigfeit einer Nietverbin- 
dung im folgender Urt berecinet werden. Es feien die übereinander ges 
blattetem Bleche A und B, Sig. 465, durch nNieten neben einander ver- 

Fig. 468. bunden, e8 bezeichne d die ganze 
Breite eines Bleches (ohne Ab- 
zug der Nietlöcher), ferner ſei 
K, der Feſtigkeitsmodul fir 
Zug, K, derſelbe für Abſchee⸗ 
ren, und u ber Reibungs⸗ 
coefficient —= 0,2 für Eifen 
auf Eifen. Wenn der Niet- 
bolzen eine Längenſpannung 
durch die Erkaltung annimmt, 
fo kann diefelbe höchſtens ben 
Werth K, erreichen, und e8 
hätte die Reibung, welche durch diefe Spannung hervorgerufen wird, alsdann 


ihren größten Werth u ne K. Im dieſer Größe tritt die Reibung na— 


türlich zwiſchen je zwei Flächen auf, welche bei erfolgender Trennung der 
Verbindung fid) auf einander verfchieben. Es kann nun eine Trennung der 
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Verbindung erfolgen, entweder dadurch), daß die Nietbolzen jeder in einer 
Querſchnittsfläche ce abgejchoben werden, ober dadurch, daß ein Blech A 
oder B an ber ſchwächſten Stelle d. i. im Querſchnitt ab abreißt. 

Dem Abf en ber Nietbolzen wiberftehen biefelben mit ihren: gefammten 


Duerfchnitte „IE T, alfo mit einer Kraft n = Kr Außerdem wider: 
ſetzt ſich dem fern der Nieten auch bie Siku, welche an ber Fläde 


2 
Kl auftritt, und welche fich nach Vorftehendem berechnet zu nu ne Ei 


daß die ganze Teftigkeit der Nieten fich beftimmt zu: 
d? 
Pi — n (uk, + Ku). 

Wenn andererfeitd das Blech B in dem Querſchnitte gi abreift, fo fl 
zumächft die abjolute Feſtigkeit dieſes Bleches an dieſer Stelle zu Uberwinden 
mit (b — nd) d.K,. Außerdem fegen fich dem Abreißen des Bleches B 
aber noch die beiden Reibungen entgegen, welche zwiſchen A und B in ki 
und zwifchen B ımd dem Nietkopfe längs Ag auftreten. Jede dieſer Rei⸗ 
bungen ift nur durch die halbe Prefſung aller Nieten erzeugt, weil bei dem 
Abreißen der Platte B nur das Stüd d% fich verfchiebt, die andere Hälfte 
il aber feine Stelle beibehält. Daher beftimmt ſich die Feftigfeit des Dlehe 
gegen Abreißen zu: 

PR=(b—na)öK, +24 

Set main PP =P,=P, fo folgt 

f B-nddu=nT R. 


woraus bie Anzahl der Niete folgt: 
bOK 


d’r 


— 


n = I 
— ——— — — 


2 
döK, + Kr 
Die Feſtigkeit des vernieteten Bleches Perg: 
PR=(b—ndöK tu. „TER, 


während die Feſtigkeit des un geſchwächten vollen Bleches zu 
P; =bÖK, fi, ergiebt. 
Setzt man P, = P;,, fo folgt 


aöK, = u — K,; ober 


ö 
=u—d; i=—85=18.. 
F u u 
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Nimmt man # = 0,2 an, fo folgt 

128, _ 
d= 02 ö = 6,40. 

Könnte man dem Nietbolzen alfo einen Durchmeſſer gleih 6,4mal ber 
Blehdide geben, fo wilrde wegen P, — P; das Blech durch die Nietlöcher 
eine Derminderung feiner Teftigfeit gar nicht erleiden, e8 würde vielmehr 
das geftoßene Blech ebenfo viel zu tragen vermögen, wie das volle Die 
Annahme eines fo bedeutenden Nietdurchmeffers verbietet fich nad) dem Frü⸗ 
heren, abgefehen von der praftifchen Ausführbarfeit, ſchon dadurch, daß bie 
rücdwirkende Preffung in dem Nietloche beftinmte Grenzen nicht überfchreiten 
darf, und es war mit Nüdficht hierauf d — 26 als brauchbar gefunden. 

Bei Annahme diefes Verhältniffes d — 25 ift die durch die Nietbolgen 


3 
hervorgerufene Reibung nu = K, nicht fo groß, wie die durch die Niet⸗ 


löcher in der Platte B erzeugte Berminderung ber Yeltigfeit nd < K.. 


Man Tann aber die Frage aufwerfen: Wie hod) darf die abfolute Span- 

nung % in der Platte fteigen, damit die erzeugte Reibung doc) noch fo viel 

beträgt, wie der Berluft durch die Nietlöcher. Für diefen Zuftand hat man 
nu TE=nd — oder EK 1,57uK. 

Setzt man K, nad) $. 218 fiir Stabeifen gleich, 40 Kilogramm, fo wird 

k = 1,57 ..0,2.40 = 12,56 Silogramm. 

So Lange alfo die Spannung in den Platten diefen Werth nicht über» 
ſchreitet, iſt durch die Lochung der Platten eine Verſchwächung derfelben 
nicht erzeugt, indem durch die Reibung ein Gewinn an Tragfähigkeit herbei 
geführt wird, welcher erft dann von der Verſchwächung durch das Lochen 
Hbertroffen wird, wenn % jenen bevedjneten Betrag von 12,56 Kilogramm 
Überfteigt. In den Fällen der Praris wird % meift nicht über 8 Kilogramm 
betragen, und man erkennt, daß alsdann die Spannung an der ſchwächſten 
Stelle nicht größer ift, als im der vollen Platte. Nur muß man bemerken, 

40 


daß bei k — 8 die Platte eine 3 5fache Bruchficherheit gewährt, wäh⸗ 


tend die der Reibung entſprechende Sicherheit nur eine — — 1,57 fache 
iſt. Bei obigen Rechmmgen ift immer vorausgefegt, daß ber Nietholzen bei 
leiner Erlaltung eine Zugfpannung gleich der abfoluten Feſtigkeit X, ange- 
nommen habe. Ob ein folcher Zuftand, felbft wenn er anfänglich hervor⸗ 
gebracht fein follte, auf die Dauer ſich erhalten kann, muß fehr bezweifelt 
werden, da mit der Zeit, namentlich wenn bie Conſtruction Erfhütterungen 
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ausgeſetzt ift, gewiß permanente Ausbehnungen in dem Bolzen eintreten, 
welche die Spannung und damit die Reibung vermindern. Aus diefem 
Grunde pflegt man, wie oben fchon angebeutet, die Reibung meift unberück⸗ 
fichtigt zu laſſen. 

Die Herren Molinos und Pronnier verlangen principiell eine folche 
Anordnung der Nietverbindungen, daß dabei die bloße Reibung genligt Sie 
fegen dabei ein Schmiebeeifen voraus, für welches K, — 30 bis 35 Kilo- 
gramm ift, unb nehmen den vierten Theil davon mit 8 Kilogramm als 
höchstens zuläffige Spannung % an. Ebenſo nehmen fie fiir die Reibung 
an zwei Flächen den vierten Theil des durch Lavalley's Verſuche er: 
mittelten Betrages von 15,8 Kilogramm mit rund 4 Kilogramm pro 
1 Duabdratmillimeter Nietquerfchnitt. Es ergiebt ſich Hierbei ein nothwen⸗ 
diger Geſammtquerſchnitt der Nietboßen auf einer Seite der Stoßfuge, 
welcher gleich dem boppelten Duerfchnitt des geſchwächten Bleches (in der 
erften Nietreihe) ift, alfo ein doppelt fo großer Nietenquerſchnitt, als wenm 
man die gewöhnliche Vorausfegung macht, wonach man die Abſcheerungs⸗ 
feftigfeit X, glei) der abfoluten Feſtigkeit X, fett. 

Beim Lochen der Bleche ift jedenfalls auch der Widerſtand bes Abfchiebens 
zu überwinden, nur bat man es bier nicht mit einer ebenen, fondern mit 
einer culindrifchen Trennungẽflãche zu thun. Iſt oͤ die Blechdicke und d 
der Durchmeſſer des Loches in dem Bleche, fo hat man den Inhalt ber 
Zrennungsfläche: 

F=dn.dß, 
und folglich die Kraft zum Lochen 

P= FRu>= — arök,. 
(Bergl. „Eivilingenieur* Bd. I., 1854, und zwar: John Jones Berfuche 
über den Kraftbedarf zum Lochen von Eiſenblechen, von C. Bornemann.) 


Beijpiel. Ein eiſerner Niet von 20 Millimeter Stärke trägt bei G6facher 
Bruchſiherheit (k = 5 Ku = 35 5 Rilogramm)) die Saft 


= Er . Zu = 314. == 1832 Rilogramm. 


Zum Durchſtoßen des hierzu erforberlihen Loches in 10 Millimeter ſtarkem 
Eiſenbleche ift die Kraft erforderlich: 
P, =dndRK u 20. 314.10. 35 = 21980 Kilogramm. 


Anmerfung. Ueber Bernietungen fiehe Schwedler: Ueber Rietverbindungen, 
Wochenblatt d. Berl. Archit. Vereins. Jahrg. I. No. 47 bis 49. Jahrgang II. 
No. 7 und 12. Köpke, Verſuch einer Theorie d. Abjcheerungsfeftigleit, Zeitſchrift 
d. hannov. Ar. u. Ing. Ber. Bd. IV., 1858, S. 238; Zeitichrift d. oſterr. Ing. 
Ber. 1853, ©. 239. Grashof, Feitigfeitslehre, S. 156. PYairbairn, Useful 
information for engineers, London 1860, ©. 284 u..a. a. ©. 
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Die Schubkraft parallel zur neutralen Faser. Bei einem $. 261. 
Körper, welcher bloß der Zug« oder Druckkraft ausgeſetzt ift, werden bie 
Srundflähen AC und BD eines SKörperelementee ABDC, Fig. 466, 


Fig. 4686. 





von entgegengejegten und ſich das Gleichgewicht haltenden Kräften — P, und 
+ Pı ergriffen, während die Seitenflächen AB und C.D deſſelben frei von 
Fig. 467. äußeren Kräften bleiben, da die 
| | benachbarten SKörperelemente 
diefelbe Arenfpannung erleiden, 
wie das gedachte Element 
ABDC ſelbſt. Anders ıft 
e8 aber bei einem ber Bie⸗ 
gung unterworfenen Körper, 
wo auf der einen Seite AB 
des Elements ABCD, Fig. 
467, eine Spannung ftatthat, 
welche der auf der anderen 
Seite CD deffelben entgegen- 
gejegt ift, und in Folge der 
p ſeitlichen Cohäſion in A B und 
CD das Element ABCD 
von einem Kräftepaare ergriffen wird. Am ftärkiten tritt diefes Kräftepaar 
bei einem in der neutralen Are befindlichen Elemente hervor; da hier das 
Stüd des Körpers auf der Seite AB bloß einer Ausdehnung, und dagegen 
das auf der Seite C.D nur einer Compreſſion ausgefegt ift. 

Iſt S die Spannung einer Faſer in der Entfernung e von der neutralen 
Are bei dem Duerjchnitte Eins, fo find die Spannungen in den Theilen 
Fı, Fa, F3 ... de8 ganzen Körperquerfchnittes, welche um 21, 22, £ - - - 
von der neutralen Are abftehen: 

Ha,hn Fa 8 u. ſ. w, 
e e e 
und es folgt die ganze Spannung im Querſchnitte ++ Br + +, 
= (Aa+Bat+:)=2E(Fn 


Weisébach's Lehrbud Der Mechanik. L 36 
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Iſt nun FR + Fr + der Theil des Duerfchnittes auf der einen 
Geite der neutralen Are, fo giebt auch Q die ganze Spanntraft auf diefer 
Seite der neutralen Are an. Die Spannung auf der anderen Seite ift der 
Theorie des Schwerpunftes zufolge (vergl. $. 220) der erfteren der Größe 
nach zwar gleich, aber der Richtung nad) entgegengefeßt. 


Pxe 8 Px 
Üebrigens hat man nad) $. 224 8 = op alfo <Vv daher folgt 


= nat mat). 


In einem Duerfchnitte, welcher um AB —= x, vom erfteren abfteht, ift 
bie Spannung 


QG = (HıtPrRs+-- ); 


daher ergiebt ſich die ganze Kraft, mit welcher das Stid ABEiüber AB 
fortzugleiten fucht aus der Gleichung: 


0-a= FA kat+Rat:) 


Iſt nun do die Breite des Ouerfchnittes in der neutralen Are, fo folgt 
daher die Schubfraft längs einer Flächeneinheit in diefer Are: 


P(x—ı) 
w 


_ 2-9 _ _ PZ(Fo) 
=, rmfiatharı)= bb W . 


Wendet man die Bezeichnungsweiſe der Differenzialrechnung an, fo ſchreibt 
ſich diefer Ausdrud: 


= 2 ed F. 
Damit ſich daher der Balken längs der neutralen Are durch Abſchieben 
nicht trenne, ift X, — bem Feltigfeitsmodul X, zu fegen, und damit er 
biefelbe Sicherheit gegen diefes Abfchieben befige wie gegen das Zerbrechen, 


ift nöthig, daß die Schubfpannung X, höchſtens den Werth — T es 


reiche, wenn 7' den Tragmobul bes Materials für Zug bedeutet, da nach 
F. 260 für die höchſtens zuläffige Schubfpannung & und die höchſtens zu⸗ 
läffige Zugfpannung % die Beziehung gilt: 








i= — x. Man hat daher: 
P _bWT m 
wer ng Te P = gan ſou 
tt pP —G Z(Fs) 
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Üebrigens ift & (Fe) ud = Ps = Fr, wenn Fi und F, bie 
Inhalte der zu beiden Seiten der neutralen Are liegenden Theile de ganzen 
Querſchnittes F= Fi + Fr, und 5, 8; die Abftände der Schwerpunfte 
diefer Theile von der neutralen Are bezeichnen. 

Fuür einen Ballen mit rectangulärem Querfchnitte F—bh hat man 

bhh bh? bh? 





Z(Fe)=Mh3ı= 517 = — W = 13 und db, — b, daher 
i pP 
— 2 — — 8 o 
P=?®!;bhX, und bo =b= a X 


2 
Fr einen Träger mit freisförmigem Querſchnitte F = = iſt, 


da der Schwerpunkt des Halbkreiſes um * d vom Mittelpunkte abſteht, 


xd! 2 a3 
2 (F)= Aa = 2 3x d= 13’ ferner nad) $. 232 
nd* 
w= 7, mb db = d, daher 
n.d® 3x 
P= ur, 16 2’ und 


pP P 
b=d= Vi — 1,303 V+ 
Ebenſo ift fiir einen Träger mit elliptifchem Ouerfchnitte F= ab, 





3b b 
ba fir W= ——, Ra= 4,0 Yardıumd = 2b 
4 P P 
i —3 — — — — 44 — ⸗˖ 
iſt, P /,XabX,, oder b Im ax, 0,4214 X 


Endlich, hat man für einen hohlen parallelepipedifhen Träger mit 
dem Duerfhnitte F= bh — bh, (Fig. 391, $. 228): 


2 2 3 3 
Fi si ra, we un db =b — b,, daher 
(b — b) (bh? — b,h?) X, 
— 93 . 
P—='h bh? — bh} 


Die oben gefundene Formel =, (Fe) gilt aud) fir die Schub- 


fraft in einem beliebigen Abftande OB — h, von ber neutralen Are des 
Körperd MN, Fig. 468 a. f. ©., vorausgefegt, daß man unter Z (Fe) nur 
die Summe der Producte derjenigen Flächenelemente mit ihren Abftänden von 
der neutralen Are verfteht, welche auf der einen Seite des Elementes AB CD 
liegen, und daß man unter b, die Breite des Querſchnittes in AB verfteht. 
Es ift dabei übrigens gleichgliltig, auf welcher Seite von AB CD man bie 
Productenſumme Z (Fe) bildet, da die Sue Aa tt Ba +--- 
36* 
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auf der einen Geite gleich ift der Summe Fae, + Farıöazı + - auf 
der anderen Seite von ABCD, weil die Producte derjenigen Flächen: 
theile zu beiden Seiten der neutralen Are, weldje bis zu + Aı reichen, ſich 
gegenfeitig aufheben. 

Der allgemeine Ausdrud für die Schubfpannung läßt ſich daher jchreiben: 


pP 
. 1 
Man erkennt hieraus, daß für A, — e, alſo für die äußerſte Faſer bie 
Schubfpannung Null wird. Wenn feruer b conftant ift, fo ift die größte 
Fig. 468, Schubjpannung in der neutra⸗ 
len Axe vorhanden. Letzteres 
tP ift auch dann der Fall, wenn 
b, in ber neutralen Are einen 
Hleineren Werth Hat, als an 
einer anderen Stelle des Quer: 
ſchnittes. In allen diefen Fäl⸗ 
len nimmt die Schubfpannung 
von dem Werthe X, in der 
neutralen Are allmälig zu O 
in der äußerften Faſerſchicht ab. 
Für einen Balken mit recht: 
© > winfeligem Querſchnitte von 
der Höhe A und Breite db ıft 





€ 
Pr 6P 
— ol — > — 2 — 2). 
= m. bie = ME (e 2?) 


Setzt man beifpielsweife z — > = 2, fo findet man für die Witte 


zwifchen der neutralen und der äußerften Faſer 
6P 6P P 
= 57 (e? — '4e) = Dhs fh? = a bh’ 


während fie in der neutralen Are die Größe 


6P Rh? 

=7W7 

Denkt man fi, Fig. 469, für den Querſchnitt A BDO, den verfchiedenen 

Größen z entjprechend, die zugehörigen Werthe von X als Ordinaten an» 

getragen, fo erhält man eine Parabel AG B mit dem Scheitel in G, und 

der ſchraffirte Theil A G BF veranfchaulicht die Vertheilung der horizontalen 
Schubſpannungen in dem Duerfchnitte, 


pP 
== &g Dh bat. 
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Aus der allgemeinen Gleichung 


e 
P 
= DW. soF 

erfennt man, daß bie Schubſpannungen in demſelben Querſchnitte im um⸗ 
gekehrten Verhältniſſe zu der Breite des Querſchnittes b an der betrachteten 

Sig. 469. Stelle ſtehen. Aus diefem Grunde ift e8 möglich), 
daß die Schubfpannung in der neutralen Are nicht 
den größten Werth hat, wenn nämlich die Breite 
dafelbft größer ift, als an anderen Stellen. Es 
ift z. B. für einen Balken von quadratifchen Quer: 
jchnitte, deffen Diagonalebene vertical fteht, wenn 
a bie Querfchnittfeite bedeutet, die Größe e —aV!/ 
und die Breite d im Abftande ⸗ von der neutra> 
len Axe 
b=2(e — ») folglich Oo F—=b9s 2(e — ze) 95, daher 





pP : 12 P 7 ee er? 2? 
en —— 55 


—— 2 — 2 
Zi — (2 Pes — 24. 


Dieſer Ausdruck wird ein Marinen für 


2 — 2 
d (ee⸗ I if in ef; 


08 
und zwar ie ei 
e? 2P P 
lt In) meh 
während für die neutrale Are, ober für z — 0 
n— 2P 2P „_ 2 i. 


Hat der Querſchnitt anderer in ber neuafen Are eine fehr geringe 
Breite, fo ift die Schubfpannung dafelbft beträchtlid) größer, als bei dem 
rechtwinkeligen Querſchnitte, und es bedarf alsdann immer einer fpeciellen 
Unterfuhung, um fich zu vergewiffern, daß die Schubfpannung in der neu⸗ 


tralen Are den zuläffigen Werth 7 * 7 * i k, nicht über⸗ 


ſchreitet. Namentlich iſt dies der Fall bei den ſogenannten Blechträgern, 
deren Querſchnitt doppelt Tförmig ift, und bei welchen die Mittelrippe 
meiftend eine nur geringe Stärke hat. Da bier der Ausdrud Z (Fr) 





T, 1 reſp. 
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oder /2OF wefentlicdh von den horizontalen Duerrippen abhängt und von 
der Mittelrippe nur wenig beeinflußt wird, fo tft die Schubjpannung von 


Fig. 470. der neutralen Are bis zur innerften Faſer 
der Querrippe nahezu von conftanter Größe, 


der Gurtung ſchnell bis zu Null ab, wie bie 





| 

II 8 ’ graphifche Darftellung in "ig. 470 veran 

| ſchaulicht. Die Stärke der mittleren Blechwand 

| | : ift bei diefen Balken daher hauptſächlich mit 
1 Rückſicht auf die Schubfpannung in der new 

tralen Are zu beftunmen. 


I = und nimmt von da bis zur äußerften Faſer 


8.265. Die Schubkraft in der Querschnittsfläche. So wie fid bie 
Drud- oder Zugfräfte der Endflächen eines Balfenelementes AB CD, dig. 
468, das Gleichgewicht halten, ebenfo find die zwei Kräftepaare bildenden 
Schubkräfte deffelben mit einander im Gleichgewichte. Iſt num & die Länge 
AB, fowie $ die Höhe BC des Elementes, fo hat man die Schubfräfte 
länge AB und CD, 8X und — EX, fowie da8 Moment des von diefen 
Kräften gebildeten Paares: EX.E— EEX; und ebenfo die Schubfräfte 
länge BC und DA, &Z und — $&Z. fowie da8 Moment des von denfelben 
Kräften gebildeten Paares — $Z.&E — £LZ; es ift folglich zur Erhal⸗ 

tung des Gleichgewichtes nöthig, daß EEX—=ELZ, d. i. daß X—= Ze 
Es ift aljo auch die Formel X — u 2 auf die Beſtimmung der 
Schubſpannung Z längs der ganzen Querſchnittsfläche anwendbar. 
Sie ift 3. 2. für einen Balken mit rectangulärem Querſchnitte, bei einem 


pP 
—— 8 — Jſ [: 
— 8), TR und in einem ſo 


chen, welches + 1/4 % von ber neutralen Are abfteht, = 9/, — ; — 


Die Summe der Schubfräfte längs des ganzen Duerfchnittes muß natür⸗ 
lid) gleich fein der Kraft P, oder wenn mehrere Kräfte rechtwinkelig gegen 
bie Balfenare wirken, gleich) der Summe Z(P) diefer Kräfte. Dies läßt 
fid) auch wie folgt nachweiſen. Theilt man den größten Abftand e der 
Duerfchnittselemente von der neutralen Are in n gleiche Theile, fo fann 
man fid) den — der re Seite der neutralen Aye 


aus den Streifen B bt nf w. beftehend denen, welde in 
Hinficht auf die Axe Die Momente 


(5), 2% u 30 (4) u tm 


Duerfchnittselemente in der neutralen Are, 


n. |. w. 











8. 265.] Die Schub⸗Elaſticität und Feſtigkeit. 567 
haben, deren Summe — (Ya bdi +25 +3, +4, +.) if. 
In Hinficht auf die Gerade, welche um 2 von der neutralen Are abfteht, ift 
diefe Summe der Momente von ben Flächenelementen außerhalb diefer Geraden 
=()en +3 +44 4), 
ferner in Hinficht auf die Gerade im Abſtande 2 u ift fie 


(I) @n +4 + Iutm, 


und daher ift die Summe aller diefer Summen, bis zum Abftande e ge» 
gangen: 


—( a4] 


=(-) ars, + 22.5 +32. +... +n2.d,) 


Es folgt nun die Summe aller Schubfräfte längs des Querſchnittes auf 
einer Seite der neutralen Are: 


R=Xb ) + Xb ) Kb (#) Li 


Ph 
=, mal die zuletst gefundene Summe 


— — +2. 432.6, ... 4 mb). 
Aber es ift aud) das Maß des Biegungsmomentes für diefe Duerfchnittshäffte: 
ah h 
m= zn! + )+ ln) +} 


n 
— (-) a’. 22. +32. + --- nd), 
Daher folgt die gefuchte Schubkraft längs diefer Fläche: 
Rı = > . 
Ebenſo findet man auch für die Querſchnittshälfte auf ber anderen Seite 
von der neutralen Age die Schubfraft Z; =, und es folgtfo ſchließ— 


W 
lich die Schubfraft des ganzen Querſchnittes R — An + WM —=P, 


weil das Bieguugsmoment 7 des ganzen Querſchnittes gleich ift der 


$. 266. 
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Summe Wı + W; von ben Siegungemomenten | Wı, und W, der beiden 
Theile deilelben. 

Mit Hülfe der Differenzialrehnung beſtimmt ſich die verticale Schubkraft längs 
des ganzen Querſchnitts folgendermaßen. Es iſt die Schubkraft des Elementes 


OF im Abſtande æ von der neutralen Are R=Z)IF XVT; allo bie 
Schubkraft aller Elemente von demjenigen im Abftande z bis zum äußerfien. im 


Ubftande e: 
R= fx.r= fx.vu, 
wg 8 


ober wenn man für X feinen Werth 
€ 


ıp . 
= iwfS: ar einjegt, folgt 
zZ 


⸗ p ⸗ p e e 
B= [we far [u for 
fi z 


Die erfte Integration ausgeführt, giebt 


= ( Srr-fr) 
Wenn man die Antegration nun für den ganzen Querſchnitt von e biß e, er 
ftredit, unter e und e, die Abftände der äußerflen Faſern auf beiden Seiten der 


neutralen Are verftanden, fo ift, weil die neutrale Are dur) den Schwerpunkt 
des Querſchnittes geht, 


/ 3 F—0Oun f 3 F— W, folglid 
a e 


pP 
?=-%'W=-P. 


Maximal- und Minimalspannungen. Aus den verfchiedenen 
Spannungen in einem Querſchnitte des gebogenen Körpers Laflen ſich mun 
Sig. 471. aud) durch gewöhnliche Kraftzerlegumg und 
Zufammenfegung die Spannungen in jedem 
andern Schnitte deſſelben beſtimmen. Um 
die Spannungen eines Flächenelementes A C, 
dig. 471, zu finden, deſſen Ebene um ben 
veränderlichen Winkel BAC—» von ber 
Tängenare bed Körpers abweicht, zerlegen 
wir die Spannungen in den Projectionen 
AB und BC biejes Flächenelementes in je 
zwei Geitenfräfte, wovon bie eine in ber 
Ebene von AC und bie andere rechtwinfelig 
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gegen A C wirft, und vereinigen bann die Seitenfräfte in A0 zu einer ein⸗ 
zigen Schubkraft, fowie die Seitenkräfte, welche rechtwinkelig gegen 40 
gerichtet find, zu einer einzigen Zug⸗ oder Drudfraft. Bei der Breite Eins 
der Tläcjenelemente AB, BC uud AC ift die Schubfraft längs AB 


— AB.X zu fegen, und in die Seitenträfte AB. Xcos.Y und 
AB.Xsin.% zu zerlegen; ebenfo die Schubfraft längs BC 
— BCÜ.Z=BC.x 
zu jegen, und in die Seitenfräfte 
— BÜO.Xsin.Y und BC. Xcos. zu zerlegen. 


Dagegen giebt die Zugkraft BC.Q—= BC: = , welche rechtwinkelig 


gegen BC gerichtet ift, die Seitenkräfte BC. Qcos.Y und BC. Qsin. Y. 

Bezeichnet nun U die gefammte Spannung längs A C pro Flächenein⸗ 
heit, und ebenfo 9 die gefammte Spannung rechtwinfelig gegen A C eben» 
falls pro Flächeneinheit, fo hat man 
AC.U=AB.Xco.Yv — BC.Xsin.y + BC.Q cos. % und 
AC.V/= AB „zent + BC.Xc0.% +BC. Qsin.Yy. 

BC 
Nun ift aber 42 7 2 = c0s.% und AT em %, daher folgt auch 
U == X (cos. %)? — X (sin. vd)? + Qsin.% cos.» und 


V=2Xsin.%cos.Y% + Q (sin. %)2, oder, da . 
(603. 9)? — (sin. Y)? = cos. 2 Y und 2 sin. Y cos.’ — sin. 2 iſt, 


U= Xcos.2% + 1, Qsin.2y = Xcos.2Y + = sin. 2v., 
und 
= Xsin2% + Qlsin Y)? = Xsin.2% +22 


Natlirlich geben die Spannungen ber Flächen AD und CD, welche in 
Bereinigung mit den Flächen AB und BC das Körperelement ABCD 
völlig begrenzen, gleiche und entgegengefegte Schub- und Zugkräfte. Dagegen 
ift für ein folches Körperelement auf der Drudfeite von der neutralen Are 
@ negativ, und daher 


U=Xcos.2%— 1, Qein.29= X 00.20 — 2 sin.2%, und 


V=Xsin2y—1, (1 — 00.29) Xsin.29 — (1000.29). 


Um nun diejenigen Werthe des Neigungswinkels % zu finden, bei welchem 
Sowohl die Tangentialjpannung U als auch die Normaljpannung V zum 
Marimum oder Minimum wird, fegen wir ftatt 2%, 277 + u, wo u einen 
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ſehr Heinen Zuwachs von 2 % bezeichnet, und machen dann die Bedingung, 
daß dadurch der entſprechende Werth von U oder V nicht geändert werde. Fur 
U=Xc0.2% + 1 Qsin.2Y erhält man fo einen zweiten Werth 
= Xcos.(2% + p) +1, Qsin. (29 + m) 
= X (008.2 Y cos. u — sin. 2 Y sin.) + Yı Q (sin. 2 Y cos. p 
+ 008.2 V sin. w), oder, da cos.» — 1 geſetzt werben kann: 
U,=Xc0s.2% +1, Qsin.2% — (Xsin. 2% — 1/, 008.2 V) sin. u, 
wenn man nun U) — U Sekt, fo muß X sin. 2 — 1, Qcos. 2y —=0 
und daher 


ein. 20 = iz 00.29, d i.: 


Ss 
tang.2y = = 5 ſein. 
Auch folgt hiernach 


sin. 2 — 9 — — —. 
ſowie V9?+4X%2 V(Se)? + (2 Xe)? 
2X 2Xe 


008. 2% = ——— *⸗ 


Ve+4X VS? +2Xer 
und enblid) der gejuchte Marimalwerth der Schublraft U: 


23° + 2%? +1), Q? Q? — Y 1 g Xi Se\? 
Un = voarızı (Ya Q) + V (5 + X, 
Sn der neutralen Are ift Q — 0, daher U, = X, und tang.2 y 0, 
d.i. 2% —= 0 und 180°, oder Y —= 0 und 90°; für die entferntefte Safer 


ift dagegen X—=0 md s=e, daher U, = 2 und tang. 2y = o, 


2 
alfo 2% = 90% und 45 Grab. 
Bon der neutralen Are allmälig bis zur äußerften Fafer gegangen, ändern 
ſich folglich die Neigungswinkel für die Marimalfpannungen von O und 
90 Grab in foldhe von 45 Grad um, und geht bie Marimaljpanuung 


almälig aus X, in = über. 


Damit das Dlaterial in ber neutralen Are durch die Schubfraft nicht un⸗ 
günftiger in Anſpruch beenmen werde, als in den äußerſten Glen durch 


— * — 7 
erreichen, wenn in ber äußerſten Faſer eine Spannung S gleich 7 zugelaſſen 
wird. Man hat daher 

PZ(Fe) — Pxe m ‚ Z(Fs) _ m 


dv W << armen <ari 














X, = 
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Setzt man ebenfo in V = Xsin. v + * (1 — 008.29), v + u 
ftatt Y ein und nimmt aud) wieder cos. u = 1 an, fo erhält man: 


Vi =X (sin.2Ycos.u + cos.2 Ysin.u) + x (1 — 008.2 Y cos. u 


+ sin.2 Ysin.u) Xſin. + £ (1 — 008.2 %) 


+ (Xen.2% + 2 sin. 2 v) sin. u, 


und damit nun Y auf ein Marimum ober Minimum von P führe, muß 
Vi — P, alſo X cos.2% + 2 sin.2V —=0,b. i: 


tang.2 U = — 2X _ — 2XE ſowie 


Q 8e 


—V ———— — gi 
sin2y =T Vorız und cs2y=tr Va rım fein. 
Das entfprechende Minimum von V ift 


nt +“ — — 
se_\/(&)'+ x +, 

und dagegen das Rayman, 

2x? 


— I erlera CE 


—— 


Es iſt zu fordern, daß V,. höchſtens gleich — 7 ſei, alſo 


Se Se\? m 
= + VG r2<,rır 
In der neutralen Are it Q — 0, daher tan. 2 y = — w, alfo 
3% — 270° und Y = 135 oder 45 Grab, und 9%, = — X,, dagegen 
Va + Xo; in der entfernteften Fafer ift dagegen X=0ımQ9=B$, 
Daher tang.2 d = 0, aljo 2 Y = 0 oder 180° md Y = 0 ober 90°; 
V,. = 0, dagegen 9. — 5. Bei den gewöhnlichen Balfen oder Trägern 


wächſt aljo die Marimaljpannung Ym allmälig von X, — * 2 pie 
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S= —* , während man von ‘ber neutralen Are ans allmälig bis zur 
äußerften Safer forticjreitet. 

® 4 € ® D h? D h? 

Für einen parallelepipediichen Ballen it (Fr) = w= 775 


=bwe= 2, daher find die Grenzwerte X, = ?/a n. und 








S= = ze ; allgemein ift aber 
it Gt) ) *16 -⸗ und _ _12 ra 
ie — — — 
—— "| 
- zul +Ven+ +16) - | —— für .B, 


—————— Vz? + (/,)?h2], und fir x = 


9 
v 775 u. ſ. w. 


Iſt ein ſolcher Balken AB, Fig. 472, an einem Ende B eingemauert, 
fo laſſen fich die Richtungen der größten und Heinften Normalkräfte V. und 
Fig. 472. P, durch zwei Linienſyſteme darftellen, 
m welche die neutrale Are unter 45 Grad 
und die Endfafern fowie auch ſich felbft 
unter 90 Grad fchneiden. Die Eurven, 
welche unten concav find, entiprechen den 
Zug⸗, dagegen biejenigen, welche oben 
concad find, den Drudfräften Die 
fteiferen Enden einer jeden Curve ent- 
fprechen den Minimal, dagegen bie 
flacheren Enden den Marimalfräften. An ben Enden bei D und D, find 
diefe Spannträfte zu Null geworden, wogegen fie an den Enden C und C. 
den allergrößten Werth haben. 





8. 267. Einfluss der Schubfestigkeit auf die Tragkraft der Balken. 
Die Tragfähigkeit eines Balkens fordert nicht allein, daß bie Spannung 


Pxe, 
= W ſondern auch, 
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PZ(Fe) 
bo W 


Werth I 7 i T bleibe. Welche Momente in den gewöhnlich vorkommen⸗ 


den Fällen ftatt Px in dem Ausdrude fiir S einzufegen find, ift um vorigen 
Capitel vielfach gezeigt worden; es bleibt daher nur noch anzugeben übrig, 
welche Kraftwerthe man in ben gewöhnlich vorkommenden Fällen ftatt P im 
Ausbrude für X, einzufiihren hat. 

Wenn der Ballen an einem Ende feftgehalten und am anderen Ende von 
einer Kraft P ergriffen wird, fo findet P in der Formel X, —= een 
0 
feine unmittelbare Anwendung; trägt aber der Balken außerdem eine gleich; 
mäßig vertheilte Taft, welche pro Längeneinheit die Größe q hat, fo ift in 
dieſem Ausdrude ftatt P,RP + qx, und insbefondere P + qL einzufegen, 
wenn es darauf ankommt, den größten Werth von X, zu beftimmen. Liegt 
Dagegen der Balken an beiden Enden frei auf, und trägt in den Abftänden Zı 
und , = Au I, von den Stügpunften eine Laſt P, fo ift für das eine 


DBaltenftüd = L} P, und für das andere a P ftatt P in die Formel für X, 
zu feten, um bi Schubfpannung in der oestrafen Are zu finden. Iſt dagegen 
diejer Balken mit q gleichmäßig belaftet, jo trägt jede Stütze ꝑ und es iſt 
die Schubkraft P des ganzen Ballenquerſchuitrea an einer Stelle, welche um 
x von einem Stützpunkte abweiht, P = qg|- — ) Dieſelbe fällt in 


daß die Schubkraft in der neutralen Faſer X, — Heiner als der 








ber Mitte, wo x = 5 ft, Null aus, wird nad) den Enden immer größer 


und größer, und ift an ben Stützpunkten P — 2. 


Trägt der an beiden Enden frei aufliegende Balfen nur theilweife eine gleich- 
mäßig vertheilte Taft, welche den Theil c feiner Länge einnimmt, während der 
zweite Theil — c unbelajtet bleibt, jo trägt vr Stüßpunft des erften Theiles 


von ber ganzen Laft ge ben Theil 9 ( — 5 und der des zweiten den 


Theil — 2“ ST’ und es ift die verticale Schubfraft in den Abftande x vom erften 
Stützpunlkte: 
2 
—D ——— 


Dieſelbe hat fir = = c die Größe — ST , welche fie auch in den Abftänden 
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2 > c behält. Bebedt die Laft gerade die eine Balkenhälfte, ift aljo c — J 


92° 
fo hat man 
— (& I p__t. 
P=4(5 2), alfo fir = 5, P = r 
Wenn endlich der Balken AB, Fig. 473, eine auf die ganze Ränge def 
Sig. 473. ſelben gleichmäßig vertheilte Laſt 


pl und eine auf die Länge AC 
— c gleichmäßig vertheilte Yaft 
ge gleichzeitig trägt, jo find Die 
Drüde in den Stitpunften: 





I 
B=+a( 
pl ge? 
und Rı = = cy 97’ und es 


folgt die verticale Schubfraft im Abftande AO — x vom Stügpunfte A: 
— pl _ F — 
P=Et+ole 51 +9. 


Diefelbe nimmt für 2 c den Werth p 5 — 5 = an und fällt in 
Abftänden z > c, 
1 2 
= +T—pl-— x) = ei y 1 + p2 aut, 


Die verticale Schubkraft P— p (5 — — = in Ch — Null 


ma+ ut nni 


(24 VO): 


Iſt überhaupt an einer Stelle des Balfens die Schubkraft P= R—az, 

fo hat man das Biegungsmoment dafelbft: 
_ ge _ 12 (2R 
M= Rıx 255 Fu x) . 
. . 2R . R, . 

Daſſelbe ift aber für x = 77 x, d. i. für æ = 7 ein Maximum, 
wobei P = 0 ausfällt; es nimmt alſo das Biegungsmoment eines Trägers 
an derſelben Stelle den Marximalwerth an, wo bie verticale Schubkraft 
= Null ift (f. auch $. 220), und es giebt daher im vorfiehenden Falle c 
diejenige Länge der Belaftung ge an, bei welcher da8 Moment 
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pl | c? +99) 
J De 
+ De 
2 


zum Marimum, und zwar — wird. 


Diefe Formeln finden ihre Anwendung bei Brüdenträgern, wo dann qc 
die Größe der mobilen Laſt bezeichnet. 


Die Schubfpannung X, = z_= ift befonder8 nod) bei Körpern von 


gleichem Widerftande zu a welche nad) dem Obigen ($. 257) 
ohne Rückſicht auf die Schubkraft an denjenigen Stellen einen Querſchnitt 
gleich Null erhalten könnten, an denen das Moment der äußeren Kräfte zu 
Big. 474. Null wird. Da in diefen Punkten 

i nun aber Schubkräfte wirkſam find, 

AN fo wird dafelbft eine jegt näher zu 

un: Ni en berechnende Größe des Querſchnittes 
ee erforderlich fein. Bezeichnet % die 
größte Spannung in dem Quer⸗ 
fchnitte, wo M ein Maximum (aljo bei 
Le C, Fig. 442 und 443) ift; t die größte 
a2.  Schubfpannung an den Stellen, wo 

M = 0 ift (alfo bei F, Fig. 442, und 
bei A und B, Fig. 443), fo hat man, wenn das Material in diefen Querſchnit⸗ 
ten in gleichem Maße in _ genommen werden fol, nad) dem Früheren 





t= * A Ru ſetzen. 


Betrachten wir ben in Fig. 474 dargeſtellten Körper, welcher bei 40 
eingemauert, bei F’ durd, die Laft P angegriffen wird, und deſſen Quer⸗ 
ſchnitte überall gleiche Breite b haben, fo ift, wenn A die Höhe im Abftande 
I vom Ende, ferner A, die erforderliche Höhe bei F’ bedeuten: 


P=kt=k-, oder =. 


In der neutralen — iſt die — 
— P2Z(Fe) _ 


weh 
Man bat daher zu fegen: 








3, —— se woraus 
oh m+iodm’ 

I m+ı ] 

— — — 

N 12 oder fir m — 3, — ;_ = Je. 
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Die Schubfpannung erreicht daher in demjenigen Querſchnitte, welcher 
von dem Balkenende um 1/, feiner Höhe abfteht, einen Werth, welcher das 
Material in deinfelben Grade in Anfpruch nimmt, wie die Zugkraft. Bon 
diefem Punkte an bis zum freien Ende muß dem Balken die conftante Höhe 
ha gegeben werden, welche fi) aus 


P 2P 
8 — N — — ⸗ 
t= ehe beitimmt, aljo hs = —; 
In allen weiter von dem Balfenende abgelegenen Querjchnitten ift die Schub 
ſpannung X, Heiner als ®%/, k, und find daher für die Beſtimmung diefer 
Querſchnitte die Formeln der Biegungsfeftigfeit maßgebend. Man erfieht 


aus dem obigen KRejultat 7 — 3. daß ſchon eine ſehr geringe Länge bes 


Armes der Kraft P hinreicht, um den Einfluß der Biegungsipannung übers 
wiegen zu laflen; daß alfo die Wirkung der Schubkraft nur in einer kurzen 
Entfernung von dem Angriffepunkte der biegenden Kraft merklich ift gegen 
die durch die biegende Kraft hervorgerufenen Spannungen. Man darf daher 
die Wirkungen der Schubfraft in allen übrigen Querſchnitten, für weiche M 
größer ift, vernachläffigen, da diefelben zwar in allen Querſchnitten vorhan⸗ 
den, aber gegen die Biegungsfpannungen verfchwindend find, ſobald Z den 
oben ermittelten Grenzwerth überfchreitet. . 


Hat der Ballen gleichen Widerftandes einen rechteckigen Querſchnitt mit 
conftanter Höhe A, Fig. 445, und ift db, die Breite des Duerfchnittes am 
Ende, fo hat man wieder für einen Duerjchnitt im Abftande 4 vom freien 
Ende: 


6,Pl _. _PEF)_ „2 
k= _ und — X= vw = /a Dh 





bh? 





Gett man wieder t = k, jo folgt 


— 


pP m 6Pil . 
3 — — ___ 2 — ⸗ . 
h rn 5 woraus wie oben folgt: 


—— — 1/,; für m — 8. 
Bei einem Balken gleichen Widerſtandes mit kreisförmigem Querſchnitte, 
Big. 450, hat man ebenfo: 


__PI__32Pl 5 
NY aad n.d u 


= ————— 16. P 
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dr m — 3 folgt aus 





k=2,k= 





m 16 P 
— 3203 der Durchmeſſer 
pP 
— 8 —, 
am Ende d, — 8), zZ: 
Derjenige Duerfchnitt, in welchem das Material durch die Schubjpannung 


X, in demfelben Grabe in Anſpruch genommen wird, wie durch die relative _ 


Spannung, ergiebt fich wieder durch 
16 P m 32Pil m + 1 
"3ad m+ti1 ana ; woraus 1 = 6m 


für m — 3. Es ift daher ſchon von demjenigen Duerjchnitte an, deſſen Ab» 
ftand vom freien Ende = des Durchmeſſers beträgt, die Wirkung der Bie⸗ 
gungsipannung liberwiegend. 





2 
= nd 


Einfluss der Schub-Elasticität auf die Gestalt der elastischen 

Linie. Es iſt nun noch zur unterfuchen, welchen Einfluß die Schub-Efafti- 

Fig. 476. cität auf die elaftifche Linie oder die Geſtalt 

„der neutralen Fafer eines belafteten Bauens AB, 

c zig 475, hat. Nach der Formel 5 = t(C, 

wo CO den Modul der Schub⸗Elaſticität und F 

den Duerfchnitt des Balkens bezeichnen, ift die 

durch die Schubfraft hervorgebrachte Neigung des 

Ballen A, B; r = * und daher die entſprechende Senkung des Ballken⸗ 
endes A,, bei der Länge A, B — I des Balkens: 


Aha — W PIZ(Fe) 


J 
Hierzu kommt nun noch die Senkung A, A = 8, welche aus der Bie⸗ 
Pl: 
gung des Balkens hervorgeht, umd welche nad) $. 222 die Größe 3 *3555 
hat; es iſt daher die ganze Senkung ober Durchbiegung des Balkens: 


92 
B=A4=ı=n+s=% nn 35) 


Für den parallelepipedifchen Balken ift b = b, Z (Fer) = I und 








v= ee, aber 


55 rule 


Beisbach'e Lchrbud der Mechauit. L 


8. 268, 











8. 269. 
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E 
oder — = 3 angenommen: 


C 
4 PI3 
tr] 
3.2. für 3 = 10h, folgt 8 = 1,01126 - en, wenn alfo der Balken 


nur 10 mal fo lang als did if, fo ift feine Senfung am belafteten Ende in 
Folge der Schubkraft im Vergleich zur Senkung durch die Biegung fo Mein, 
daß fie in gewöhnlichen Fällen außer Acht gelafjen werden Tann. 

Um die Elafticitätsmodel eines Balkens AB zu ermitteln, belaftet man 
denfelben ein Mal durd) ein Hleineres Gewicht P im größeren Abftande 7, 
und ein anbered Mal durch ein größeres Gewicht P, im fleineren Abftande 
I, vom Stüßpunfte B, und beobachtet die entjprechenden Bogenhöhen 8 und 
8; der Länge I des Balkens. Es tft dann 

PIZ (Fe) pls 

— + sWE" 
-PlZ(Fo) , Di | Pul-—ı) 
= wo TawE!T aws 13288) 

Um C zu eliminiven, dividiren wir die erfte Gleihung dich P und bie 
zweite durch P,, und fubtrahiren dann beide Gleichungen von einander. Es 
folgt auf diefe Weife: 
sa (SH NW) “7 ———— A) 


P P WE\3 WE 3 
und daher der Elafticitätsmodul ber Zug- und Drudfraft: 


___ PP ( — 2). 
En 2 r5 
Mit Hülfe diefes Ausdrudes und der Formel für s beftimmt fich num der 
Elafticitätsmobul der Schubfraft durch die Formel: 
_Pl 3Z(Fe)E | 


— — — - 


DD 3WEs—Ppı 





Drehungselasticität. Bei ber Theorie der Drehung oder Torfion 
eines Körpers (f. $. 208), fünnen wir wieder den Fall, daß ein Körper 
HCDL, Fig. 476, an einem Ende feftgeflemmt ift, zu Grunde legen, 
müffen aber, um feine zufammengefegte Yormveränderung zu erhalten, ans 
nehmen, daß er am freien Ende von einem Kräftepaare (P,— P) ergriffen 
werde, deſſen Ebene A HB mit der Umdrehungsebene der Are CD zufanı- 
menfält. Denken wir uns den Körper wieder aus lauter Längenfaſern 
wie 3. B. ZK zufammengefegt, und fegen voraus, daß in Folge ber Tor⸗ 
fion dieſe Faſern eine fchraubenförmige Lage annehmen, wobei. B. HE 
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in die Lage LK kommt, und die ganze Endfläde eine Drehung um den 
Winfel HCL= u erleidet. Wenn hierbei die Fajerftüde 7, X., Hs K; u. |.w. 
Fig. 476. von der Länge Eins und 
den Querſchnitten Fi, F. 
u. ſ. w. die ſeitlichen Ver⸗ 
ſchiebungen AL, = 6,, 
AL =%uf.mw er 
leiden, jo laſſen fich bei 
dem Kflafticitätsmodul C 
die entiprechenden Schub- 
fräfte S, = 6 Fi C, Sg 
—=%F, Cu. ſ. w. jegen. 
Iſt nun noch der entipre- 
chende Torſionswinkel 
ZH, OL, —=R, OLs =9, 
und find die Entfernimgen 
dieſer Faſern von der Are 
CD de Körpers, OH =n, OR, = 5, fo bat man Od, = pe, 
O3 — 92..., daher die Kräfte Ss = PCs, 8 =9PCFy2.., 
und deren Momente 5 = pP CHel, 8% =YpCRe)... 

Die fänmtlihen Kräfte Si, Ss... eined Duerfchnittes ZZ, OL, halten 
jedenfalls dem Kräftepaare (P, — P) das Gleichgewicht; ift folglic 
a der Hebelarm AB dieſes Paares, aljo Pa das Moment deſſelben, fo 
hat man zu jegen: 

Pa=Sı +8&s» +: --=g0he +pyChe+--- 

=oC(FRe!+Re +»). 2 

Bezeichnet man noch das geometriiche Maß Fe? + Fre} + - - bes 
Torſionsmomentes durd) W, fo hat man folglich Pa—=PCW. 

Nun ift aber der Torfionswinkel für die ganze Körperlänge CD = |, 
a —= pl, daher läßt ſich auch ſetzen: 








l) Pa = «Mr, oder Pal=aCW, 
und der Torfionswinfel: 
Pal 
2) [= 


Man Tann in Uebereinftimmung mit dem Früheren ($. 220), W C das 
Drehungsmoment, und folglih W das Maß des Drehungsmomen- 
tes nennen, und hiernad, behaupten, daß das Kraftmoment Pa direct 
wie der Zorjionswinfel und wie das Torſions- oder Drehung 
moment und umgelehrt wie die Länge des Körpers wächſt. 


37* 


580 Vierter Abſchnitt. Drittes Capitel. [$ 270. 


Das Arbeitsguantum, welches die Torfion um den Winkel « erforbert, 
läßt fi), da der Weg der entfprechenden Kraft P, aa ift, 
L- pP 2a aWC _ P?2a?l 
20.02 ° 2Wwce 
fegen. Dieſe Formeln gelten zunächſt nur für prismatifche Körper, bei 
Körpern von anderen Formen muß man ftatt einen mittleren Werth in 
die Rechnung einführen. 


8. 270. Torsionsmomente. Das Maß W=Fr27 + Fre} + --- des Dre 
hungsmomentes läßt ſich nad) einer in $. 226 entwidelten Regel aus dem Maße 
des Biegungsmomentes fiir denjelben Querſchnitt leicht ermitteln. Iſt nämlich 
W, das Biegungsmaß einer Fläche ABD, Fig. 477, in Hinficht auf eine Are 
XX, und M, das Biegungsmag in Hinficht auf eine Are Y X, welche winkelrecht 

gegen die erfte fteht, fo hat man 

da8 Maß des Dredungsniomentes 
in Hinfiht auf den Durchſchnitt 
zwiſchen beiden Aren: 

V Wı, + W:. 

Gür einen quadratifchen 
Schaft oder eine Welle mit qua» 
dratiſchem Querſchnitte ABDE, 
Fig. 478, iſt, wenn d die Seite 

AB=BD 

defjelben bezeichnet, nach $. 227, 

das Maß des Biegungsmomentes 

in Hinficht auf jede der Aren 

XX wm TE: 

bb3 b' 

0m 

folglich, da8 Maß des Torfionsmontentes: 
b 


4 
v=-WtMmW-25=7: 


Fig. 477. 





W,; = W, = 


und das Kraftınoment: 
«WC abtC a Cht 





Gr einen Schaft mit rectangulärem Querſchnitte (dA) wäre dagegen 


Pa — Uh& HR) „__ evaw+ IC 


137 0,0833 
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Für eine eylindriſche Welle mit Freisfürmigem Duerfchnitte AB, 
Dig. 479, ift, wenn der Halbmeſſer CA deflelben —= r mißt, das Maß 


Fig. 478. Fig. 479. 





| —-P Ü 
des Biegungsmomentes in Hinficht auf eine Are XX oder YY (nad) 
8. 231): 


4 
w=W= — ’ 
daher da8 Maß des Drehungsmomentes in Hinficht auf den Arpunkt C: 
4 
vn 


Wirkt folglich) das Umbdrehungskräftepaar (P, — P) an einem Arme 
HK a, oder jeder der beiden Komponenten defjelben an einem Arme 


CH=CK= 5 fo ift: 


Pa _ We _ ar — rc 
.l 21 = 

Iſt die Welle Hohl, und find ihre Halbmeffer r, und r,, fo gilt natür⸗ 
lich die Formel: 

Pa = n—ml_ 1,5708 « LIZmE, 

In der Regel wird die Torfion einer Welle ABM, fig. pr 9, durch zwei 
fi) da8 Gleichgewicht haltende Kräftepaare (PR, — P), (Q, — Q) hervor: 
gebradit, und deshalb ift ftatt J nicht die ganze Länge der Welle, fondern nur 
der Abftand CM zwifchen den Ebenen, in weldyen beide Paare wirken, in die 
Formel einzuführen; es kann übrigens aber gleichgültig fein, ob man das 
ZTorfionsmoment dem Momente des Kräftepaares (P, — P) oder dem Mo- 
mente des Kräftepaares (Q,— Q) gleichſetzt. Bezeichnet man den Hebeların 
HK des Paares (P, — P) durd) a, und den Hebelarm NO des Paares 
(9, — Q) durch b, fo hat man aljo 


Pa = ob #2 











zu ſetzen. 
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Die vorftehende Theorie giebt und bei Körpern, welche von ebenen Flächen 
begrenzt werden, von der Wahrheit etwas abweichende Zorfionsmomente, weil 
bei ihrer Entwicdelung vorausgeſetzt worden ift, daß die Endflächen des Pris- 
mas, welches eine Torſion erleidet, bei der Zorfion eben bleiben, wogegen 
diefelben in Wirklichkeit windfchief ausfallen. Nach den Unterfuchungen von 
Saint-Benant, Wertheim u. |. w. (fiehe Comptes rendus des s6ances 
de l’acad&mie des sciences à Paris, T. 24 und T. 27, fowie !’Ingenieur, 
Nro. 1 und 2, 1858, deutſch im Civilingenieur, 4. Bd. 1858) ift für einen 
quadratifhen Schaft: 


pt f 
Pa = 0841 abtC abtCl 


a 91402 ——; 


wobei d die Seitenlänge des quabratifchen Querſchnittes bezeichnet. 


Bei Körpern, deren Querjchnittsdimenfionen fehr von einander abweichen, 
3. B. für ein Parallelepiped, deſſen Höhe % von feiner Breite d vielfach 
übertroffen wird, find die Abweichungen noch weit größer. 

Für einen prismatifchen Körper mit rectangulärem Querſchnitte von der 
Dreite d und Höhe AR hat man 








bhe_ be —— 


W=W, + W = 123 + — 2” —75 daher 
eWC abh(f? +RY)C 
fı= 7 = 121 





4 
Wenn nun dieſe Formel für h= b, wo Pa = er 


ausfällt, ſchon 
einen Correctionscoefficienten erfordert, fo ift zu erwarten, daß dann, wenn 
h bedeutend von b abweicht, wo jedenfall8 die Seitenflächen eine noch grö- 
Bere windichiefe Verdrehung erleiden, diefelbe nicht mehr die erforderliche 
Genauigfeit gewährt. In der. That findet man durch die Höhere Analyſis 
bei Berüdfichtigung der windfchiefen Verdrehung : 
Lk AA 
3(d? + A2)i’ 
und es ift nad den neueren Verſuchen von Wertheim ber erforberliche 
Correctionscoefficient im Mittel = 0,903, alfo 


Pa = 


— chic ah!b> Cl 
Pa= 0,903 3(b? FA = 0,301 0° +91 
zu fegen. 
Iſt d fehr Hein gegen 7%, jo folgt dann 
8 
Pa — 0,01 HC, 





I 
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0 
Sieht man den Torfionswinkel in Graden an, fegt mau alſo « = 5 

— 0,017453 «°, fo erhält man: 
1) für cylindriſche Balken oder Wellen mit Treisförmigem Quer» 
ſchnitte vom Durchmeſſer d = 2r, 
er and‘ a’a?ri an? di 
Palm ,-0= 0 ng TI 
= ur arıl = 0,0982 ad!C = 0,02742 ar! C 
— 0001714 HC und 
2) für prismatifche Balken, Wellen oder Schäfte mit quadratifhem 
Querſchnitte von der Seitenlänge b, ohne Rüdficht auf den Correctiongs 
coefficienten: 





ab4l adzbitl 





= = (= — — od 
Pal 0,1667 «bt CO 1080° 0,00291 ab C, 
Umgekehrt ift 

Pal Pal Pal 

& = 0,637 75* 10, 18 —— F/YC * =6 — vo’ fowie 
Pal Pal Pal 

0 — — —— 

8 36,4 75* 583 — a0” 344 —— Ich 


Die Werthe für C find aus der Tabelle IH. in § 260 zu entnehmen. 
Hiernach iſt z. B.: 
1) Für Gußeiſen: C = 2000 Kilogramm — 2700000 Pfund, daher 


für franzöfifches Maß: 
Pal = 55 a®rt — 3,4 add‘ = 5,8 a'bt und 
Pal Pal " Pal 
a = 0,0182% —— * — 029150 7 = — 0,172 zu 


ober fir preußifches Maß: 
Pal = 74000 a’r* = 4630 ad —= 7860 «bt und 
a’ = 0,00001348° = — 0,0002161° Fal 


dt 
— 0,00012740 -- ? or 


2) Für Schmiedeeijen: — — 6300 Kilogramm — — 8'600000 Pfund, 
woraus fir franzöfijches Mag: 
Pal = 172 a’rt = 10,8 ad! — 18,3 «bt und 


Pal Pal Pal 
a — 0,0058° a = 0,092° a * = 0,055 pi 
oder für preußifches Maß: | 
Pal — 235800 «rt = 14740 a'd* — 25000 «Pb* und 


Pal Pal Pal 
a? = 0,000004240 —* 0,0000678 Zu = = 0,00004 —— m ——folgt. 
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3) Für Hol ft C — 420 Kilogramm — 570000 Pfund, daher 
für franzöfiiches Maß: 


Pal = 11,5 ua'r* = 0,72 aIdt = 1,22 bt und 
a Pal Pal 
a? = 0,0879 — — 1,38° u 7 982° m’ 


oder für preußiſches = 
Pal = 15630 @’rt = 977 «dt — 1654 «bt und 
a Pal Pal 


«° = 0,00006399 —— = 0, 0010230 —— — 0,000604° — 


Beiſpiele. 1) Welches Umdrehungsmoment kann ein quadratiſcher Schaft 
aus Schmiedeeiſen von 5 Meter Länge und 0,100 Meter Stärke aufnehmen, ohne 
eine Torfion über 4, Grab zu erleiden? Es ift: 


4 
Pa=183- 8 — 91,500 Weterlilogramm. 


2) Welche Torfion erleidet eine hohle gußeijerne Welle von der Länge ? = 5 
Meter, und den Halbmefiern r, = 0,150 Meter und r, —= 0,100 Meter durch 
ein Kraftmoment Pa = 1000 Meterlilogramm? Es iſt bier: 


ao — 0,01820 en = 0,224 Grad = 13 Min. 26,4 Sec. 


Drehungsfestigkeit. Iſt bei einem durch ein Kräftepaar (P, — P) 
verdrehten Prisma CKL, Fig. 480, die Schubkraft pro Flächeneinheit in 
einem beftimmten Abftande e von der Axe CD = S, fo hat man bie 
Schubkraft in einem anderen Abftande 'z,, u S, fowie deren Moment 


’ 2 
Tig. 480. — - S, und bei dem Quer⸗ 
— ſchnitte F 1» 

Ki S= = 2 Fe? . 
und ebenfo find die Momente der 
Schubkräfte fiir andere Quer⸗ 
Ichnittselemente F3, Fr... 
welche um 23, £3... von der 


Are CD abftehen, = Fre}, 


— 


Er 23 u. ſ. w, und es folgt 





das ganze Drehungsmoment 
des Körpers: 
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Pö Re +... 


8 
= 7 (Fe? + Fye} +... ). d. i. 


1) Pı= I, oder Pae = SW, fowie Lg =. 


Führt man nun für S den Tragmobdul 7 der Schubfeftigfeit und fir 
e den größten Abftand der Duerfchnittselemente von der neutralen Are ein, 
fo erhält man in der Formel 
2) Pae = TW eine Gleichung zur Beſtimmung ber Querſchnitts⸗ 
bimenfionen, bei welchen ber Körper nirgenbs bis über die Elaſticitätsgrenze 
hinaus gejpaunt oder verjchoben wird. Und ebenfo erhält man durch dieje 
Tormel das Kraftmoment P, a, bei welchem der Körper abgewürgt wird, wenn 
man ftatt S den Feftigfeitsmodul K der Schubfraft einfegt; es ift 
3) Pa= u . 
Für eine maffive cylindrifche Welle vom Durchmeſſer d = 2r ift 
W ar ar 





— * Ir daher 
ar®T zd?T . 
— —_ — —_ 3 
Pa= 5 16 0,1963 d?T,, ſowie 
8 3 
Pa— Zi — ak — 0,1963 d’K. 


Fir eine hohle cylindrifche Welle von den Durchmeflern dı = 2rı 
und ds = 2r7,, 100 


4 _yi 
Y_ al — m) ift, hat man dagegen 


e 271 
— x) F—— 
FP 1-7 IT 
. m __ Rd? — ds) 
wobei F — 7 den Querjchnitt des Körpers bezeichnet. 


Für einen prismatifchen Körper mit quadratifhem Querſchnitte, 
dejlen Seitenlänge — Db ift, hat man 


4 
Ww= ud e=1,bV2 = bV%, daher 
r 3 3 3 
Y_ Ö — U un Pa — IL — 02857 BT. 
e sVı, 3V2 3/2 
C 6 


Wenn man in der Grundformel Pa = PCW aus $. 269, 9 = — | 
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tang.ö 
e 





einjegt, wobei e den Abſtand der entfernteften Faſer von der 


Umdrehungsare CD, fowie ö den Winkel HKL bezeichnet, um welden 
diefe Safer bei der Zorfion aus ihrer urfprünglichen Tage verrückt wird, jo 
erhält man 
Pae = ( Wtang.d; nun ift aber aud) 
Pae = SW, daher folgt 
S = Ctangd, und es ergiebt ſich 
T Ctang.d, fowie tang. 6 = — 
wenn d den Verſchiebungswinkel bezeichnet, bei welchem die Spannung 
Fig. 480 a. des Körpers die Grenze der 
| Elafticität erreicht hat. 

Die mechaniſche Arbeit, 
welche erfordert wird, um bie 
Welle nad) und nad) bis um 
den Winkel & zu verbrehen, ift 


nad) $. 269 
P!atl 








einführt, au) L = 


fegen, wobei natürlich 8 die 

Marimalipannung bezeichnet. 

Bei der Elafticitätsgrenge ift S = T, umb es folgt daher auch die Arbeit, 

welche aufzuwenden ift, um ben Körper bis zur Grenze der Elafticität zu 
ſpannen: 


- _T m 
le g'g0 
Sur einen prismatifchen Körper mit freisrundem Querfänitte iſt 
4 
vw — und e — r, daher: 
2 
LSE. _T, 


dagegen für einen ſolchen mit quadratiſchem Ouerfchnitte: 


bt d2 
— 2 — __ e 
V= und ee — F daher: 
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72 bl T? T? 
_ 5, — -_.H1l — I_ 
—5 m Net 
7? 607 oT 
Nun ift aber 30” 30 77 der Arbeitsmodul A der 


Elafticitätsgrenzge für Schub, daher hat man für den Cplinder: 
L = U, AV, und für das Barallelepiped: L = 1), AV. 

Es ift alfo in beiden Fällen diefer Arbeitsaufwand nur dem Bolumen 
P des Körpers proportional (vergl. $. 212 und $. 224). 

Jedenfalls läßt fi) aud die Arbeit zum Abdrehen ober Abwürgen 
L = 1, BV und 1), BV Segen, wenn B ben Arbeitömobul des Ab» 
würgens bezeichnet. 

Nimmt man mit Herrn General Morin fiir alle Stoffe 


— — tang.ö = 0,000667, 
alfo den Verſchiebungswinkel 6 — 2 Min. 18 Sec. an, fo erhält man für 
Gußeiſen: 
T2000. 0,000667 — 1,34 Kilogr. — 1833 Pfund, 

baher bei Anwendung des franzöfiichen Maßes: 

Pa = 0,263 d? —= 0,316 b? Millim. Kilogr., 
dagegen flir preußifches Maß: 

Pa = 360 d? = 432 b? Zollpfund. 

Unter derfelben Bedingung erhält man für Schmiebeeifen: 

T = 6800 . 0,000667 = 4,2 Rilogr. — 5750 Pfund, 
baher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes: 
Pa — 0,8243 — 1,05? Millim. Kilogr., 
und fir preußifches Maß: 
Pa = 1128d? — 1357 b? Zollpfund. 
Für Holz erhält man unter denfelben Bedingungen im Mittel: 
— 416 . 0,000667 — 0,28 Kilogr. — 380 Pfund, 
daher bei Anwendung des franzöfifchen Maßes : 
Pa = 0,055 d? = 0,066 bs Millim. Kilogr., 
und beim Gebrauche des preußifchen Maßes: 
Pa —= 74,6d3 — 89,6 b8 Zollpfund. 

Die Coefficienten biefer Formeln gelten nur fiir ruhende Körper und ganz 
langſam und fanft umlaufende Wellen; bei gewöhnlichen Wellen giebt man 
doppelte Sicherheit, nimmt alfo bie Coefficienten nım halb fo groß an; für 
fchnell umlaufende Wellen nimmt man wohl vierfadhe, und bei fehr rajchen 
und mit Stößen verbundenen Bewegungen ift man ſogar genöthigt, eine acht⸗ 
nal größere Sicherheit zu geben. 
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Beilpiele. 1) Die gußeilerne Welle einer Turbine übt am Umfange eines 
auf ihr figenden Zahnrades von 0,150 Meter Halbmeffer eine Kraft von 2000 Kilo 
gramm aus, welde Dide muß man derjelben geben, wenn man eine vierfade 
Sicherheit zu Grunde legt? Es ift Hier Pa = 2000 . 150 und bei vierfader 
Sicherheit gilt die Formel Pa = Y, . 0,268 d® — 0,066. de; daher der erfor: 
derliche Durchmeſſer: 

/2000 . 150 ur: 
d= 06 = 166 Millimeter. 

Sit der Abfland des gedachten Zahnrades von den Waflerrade, | — 2 Meter, 
jo Hat man nad dem vorigen Paragraphen den Torfionswinkel: 


a® — 0,2915 Eu ! = 0,91 ⏑ ⏑⏑ ———— —= 0,23 Grad 


— 13 Min. 4,8 Sec. 


2) Bei einer vierlantigen Welle aus Fichtenholz wirkt die Kraft 2 — 300 Kilo 
gramm an einem Hebelarme a — 5 Meter, während die Laſt Q an einem 
Hebelarme von 1 Meter in einer arialen Entfernung von P gleih 2 Meter 
zieht, wie did ift die Welle zu machen, und wie groß ift die Verdrehung der: 
jelben ? 

Es ift bei vierfacher Sicherheit: 
Pa = 300 . 5000 = Y, . 0,0663 = 0,016 b3, 
daher 


300 . 5000 ige: 
b _ 77 50m 006 454 Millimeter, 





und die Verdrehung: 
20 == 0,90 300. 5000 . 2000 


71543 = 0,058 Grad = 3,5 Win. 
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Biertes Capitel. 


Die Tragkraft langer Säulen oder die Feſtigkeit 
Des Zerknickens. 


Tragkraft einer an einem Ennde fostgehaltenen Säule. Wenn 
ein prismatifcher Körper AB, Fig. 481, an einem Ende B feftgehalten 
wird, während auf das andere freie Ende A eine in die Rängenare AB 
hineinfallenbe Kraft P wirkt, fo ftrebt diefe Kraft den Körper zu zerbrilden, 
und ift die fpecififche rückwirkende Spannung in jedem Duerfchnitte F’ durch 


X — = gegeben. Wenn nun theoretiich auch fein Grund vorhanden ift, 


warum bei genau centraler Wirkung von P der Stab einer Biegung unter- 
worfen fein folle, jo zeigt dod) die Erfahrung, daß eine feitliche Ausbiegung 
der Säule AB allerdings eintritt, fobald die TYänge derjelben die Querab⸗ 
meflungen berjelben vielmals übertrifft. In Folge diefer Biegung werben, 
wie bei der Biegung überhaupt, einzelne Faſern gedrüdt, andere gezogen, 
und es tritt die ftärffte Anftrengung der Faſern an der concaven Seite ein, 


wo zu der rlidwirkenden Spannung X — = no die durch die Biegung 


erzeugte relative Spannung K’ — — ſich gejellt; fo daß die gefammte 


Spannung bdafelbft durch x = K’ + KK’ ansgedrüdt ift. An der converen 
Seite, wo die relative Spannung x als Zugkraft wirkt, beträgt die totale 
Spannung k = kK — X”, welche Zug bedeutet, fobald X’ > # ift. 
Die Bertheilung der Spannungen in einem Querſchnitte der Säule ift 
aus Fig. 482 erfichtlich. Bezeichnet S den Schwerpunkt des Querſchnittes 
| Big. 481. 


Fig. 482. 
A ENI RB 





gu 
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ABCD, fo ift, wenn AD < AB, EF die Biegungdare. Macht man num 
GL=k wd@J =", fo ftellt das Rechteck GL MH die rücwirlenden Span- 
nungen %’ und das Viered GJKH die relativen Spannungen x (oberhalb S 
Bug, unterhalb S Druckkräfte) vor, und wenn mn JN=KO—=GL—K 
macht, fo erhält man in den Ordinaten der fchraffirten Fläche NGHON 
eine Darftellung der totalen Spannungen. Durch R, wo die Spannung 
Null ift, geht die neutrale Are des Duerfchnitts, deren Abftand RS von der 
Schwerpimftsare gegeben ift durch: 

RS_NJ  BS_K_P Me 

55 — 7 oder — — 


PW 
woraus RS —= FM folgt (vergl. $. 220). 


Diefe Biegung hat man fich dadurch zu erflären, daß die Kraft P nie 
mals mathematisch genau mit der Are der Säule zufammenfällt, daß die 
Schwerpunktsare der Säule jelbft, wegen der nicht abfoluten Homogenität 
des Materials nicht einmal eine genaue Gerade fein wird. Der Einfluß 
diefer Nebenumftände macht fich um fo bemerklicher, je länger die Säule um 
Verhältniſſe zu ihrer Dicke ift, und es tritt erfahrungsmäßig bei zunehmender 
Länge fehr bald ein Zuftand ein, wo der Einfluß der Biegung denjenigen 
der Compreffion übertrifft, ımb wo die Säule einem Zerbrechen oder Zer⸗ 
Iniden unterworfen ift, wenn auch die auf reines Zerdrüden der Faſern 
gerichtete Spannung % noch fehr weit von dem Feſtigkeitsmodul K des 
Materials entfernt if. Daher dürfen die Formeln der im erften Capitel 
behandelten Drudfeftigfeit nur fir Körper angewendet werben, bei denen 
das Verhältniß der Länge zur Heinften Duerdimenfion gewiffe, aus dem 


Sig. 483 Späteren ſich ergebende Werthe nicht überſchreitet. 
Der im Obigen angegebene Fall der Feftigfeit bes 
ij x laſteter fänlenartiger Körper bedarf daher einer 


bejonderen Unterfuchung, und man pflegt den hier⸗ 
bei geäußerten Widerftand die Strebfeftigleit 
oder die Feſtigkeit des Zerknickens, aud wohl 
die zuſammengeſetzt rückwirkende Feſtig— 
keit zu nennen. 

Um die Biegungsverhältniſſe der Säule AB, 
dig. 483 II., zu unterfuchen, fei B der Coordinaten⸗ 
anfang, P wirfe aud) bei der Biegung des Balkens 
in A vertical abwärts, fo ift das auf Viegung 
wirkende Moment M in einem beliebigen Punkte 
C gegeben dur): M = Pla — y). 

Setzt man nun unter Beibehaltung der friiheren Bedeutung von M, W, E 
und r: 
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n—"E-we”, 
r 0x? 


fo hat man für die elaftifche Linie die Gleichung: 


o2y 
oder 
WE 0% — 
5—4* 


Dieſer Differenzialgleichung entſpricht der Werth 


———— 


Setzt man hierin x ZDl, fo muß y = a werben; folglich gilt: 


ey) 
(VE) = 


In diefer fir den Gleichgewichtszuftand ber gebogenen Säule geltenden 
Gleichung kommt die Ausbiegung a des freien Endes gar nicht mehr vor, 
und man muß daher fehließen, daß, wenn P von folder Größe genommen 


oder 





*) Die Integration führt fi) folgendermaßen aus: Sept man y—a=u, 

2 2 

iR 3* ©, daher wird nach Einfegung biefer Werthe die Differenzial- 
. WE»”u . . 

gleijfung: —5- 773 + u—= 0. Diefer Gleidung genügen, wie man fi durch 
Differenzietion leicht überzeugt, die beiden partitul. Integrale: 

\ /P | / P 

u = 01008. (z Er) und ug = cq Sin. (= wg)’ 

worin e, und cy beliebige Eonftanten find; daher folgt: 


u=y—a= c,c008. («VFE) + asin (eV pr)- 


Die Eonftanten c, und cz ergeben fih mit Rüdficht darauf, daß für x = 0, 


y= 0 fen muß, 8 0 —a = c,c08.0 + Cg8in.0. Es folgt ci = — a 
und cz if Rull, weil für = 0 auf * — O if; es iſt namlich: 

—E— — E)Vr (@V-F) VE 
377 sin (2] WE 172 "hi cos. <V wE)‘ WE’ 
aljo für x = 0: 


0=-0.0+41. Veit og ⸗ 0O. 





592 Vierter Abſchnitt. Viertes Capitel. [s. 272. 


wird, daß diefer Gleichung genligt wird, alddann die erfolgende Ausweichung 
jeden beliebigen Werth annehmen kann, dag man daher, wenn einmal eine 
Biegung eingetreten ift, feine Gewähr dafür hat, daß diefe Diegung fich nicht 
bi8 zum Bruche der Säule vergrößert. Das Moment Pla — y) ift na⸗ 
türlih) ein Marximum in dem Fußpunkte ZB, wo y — 0 ift, fo daß der 
Punkt B als der Bruchpunkt bezeichnet werden kann. Es ift diefes eigen- 
thümliche Verhalten dadurch zu erklären, dag das Moment der biegenden 
Kraft Pa bei zunehmender Biegung der Säule in demfelben Maße wächſt, 
in welchem die Widerftandsfraft der Säule mit der Biegung zunimmt. 
Wenn man daher P von folder Größe annehmen wollte, daß die Ber 


dingung cos. ( Vz — 0 erfüllt ift, d. 5. wenn man 


V- 7 x 
ı WET 7° oder P= (7 


fest, fo ift für diefen Grenzfall zwar noch Gleichgewicht vorhanden, es muß 
aber durch die geringfte zufällige Steigerung von P, oder auch fchon durch) 
etwaige Erfchütterungen die Säule eine fortwährend wachjende bi8 zum 
Bruce führende Dur ghiegung een Man muß daher die Kraft 


4 er 12 
als die den Bruch herbeiführende Kraft betradjten, und hat unter Einfüß- 
rung eines den Derhältniffen angemeſſenen Bruchficherheitcoefficienten die 
zuläffige Belaftung entfprechend Kleiner anzuordnen. 
Wenn man in der Gleichung 


ee 


für P bie ermittelte Bruchkraft P = 7 WE inſetzt, jo erhält man für 
die elaftifche Linie die Gleichung: . 


P=(&) WE= — WE 2,4674 WE 


5 
y— 21 


Setzt man hierin für © nad; einander die Werthe: 
x=0 I 2l 8l al 81 6l-.-,, 


fo folgt: 
y=0 a 2a a 0 a 20. 
Diefe Refultate lehren, daß bei einer Verlängerung der Säule BA, eine 
Biegung derfelben nach einer Kanfenlinie BA, As Az A. As -., Gig. 484, 


3 
eintreten Tann, und die Kraft P — — —* iſt in jedem Punkte derſelben 
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genligend, um diefen Biegungszuftand zu erhalten. Denkt man ſich beifpiels- 
weife die Kraft P — Y WE, 
Fig. 484. —* abwärts wirkend angebracht, fo wird zwar bie 
Säule ohne Weiteres nicht nach der Linie BA, As As As 
fi biegen, denn es würde fchon bei der Kraft 
Kr 07 Br act 

die Säule eine Biegung annehmen, analog ber in 
Fig. 483 dargeftellten, indem das Ende A, nad) der 
Seite ausweichen wiirde, wie bie punktirte Linie BA’, 
andeutet; wenn man jedoch das Ende A, durd) ir- 
gend welchen äußeren Zwang, etwa duch Führungen 
veranlagt, ſtets der Verticalen durch B fich tangential 
anzufchmiegen, fo tritt in der Chat eine.Biegung nad) 
BA, Ay A3 A, ein, und es ift die Bruchkraft: 

_a® WE 

4 (BA) 
Wenn man aber allgemein die ganze Säulenlänge 
BA, wit U bezeichnet, fo ergiebt fich die Bruchkraft 





aljo in einem Abftande 47 von B 





durch) 
22 WE = WE WE 
= ——— I _ I — 4m — 
P= 4 (1, BA)? 60 ar 12 
4 


Aus diefer Betrachtung ergiebt ſich der vortheilhafte Einfluß der Führun⸗ 
gen, welche man bei ſehr langen gebrücdten Stangen (Schachtgeftängen) an- 
wendet, unb es läßt ſich bei hinreichender Anzahl folcher Führungen, (3. 2. 
wenn gebrüdte Anker in bichtfchließende Röhren eingefchloffen werden), der 
Einfluß der Biegung gänzlich befeitigen, fo daß ber betreffende Stab nidjt 
mehr auf Zerkniden, fondern auf Zerdrücken zu berechnen iſt. 


Einfluss der Befestigung. Im vorigen Paragraphen ift für den 8. 273. 
ernfachften Tall der Befeftigung der Säule .an einem Ende, und wenn das 
andere Ende ganz frei, die Feſtigkeit der Säule zu 


gaı\? 


ermittelt worden. Es wächſt daher die Feſtigkeit einer prisma- 
tifhen Säule gegen Zerfniden direct wie das Maß des Bie- 
gungsmomentes des Duerjchnittes, und umgelehrt wie das Qua— 
drat der Länge. 

Weisebach's Lehrbuch der Mechanik. I. 98 
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Das Biegungsmoment ift natürlich in Hinficht auf diejenige Are zu neh- 
men, für welche der Ausdrud W den Heinften Werth annimmt, da von den 
unenblich vielen Biegungen in beliebigen Ebenen, welche die Säule annehmen 
kann, jedenfalls diejenige eintritt, welcher der geringfte Widerftand fich ent- 
gegenitellt. 


3 
Insbeſondere ift fir eine parallelepipedifche Säule W — = zu feßen, 


worin unter A die Fleinere Querfchnittödimenfion zu verftehen ift, daher 
gilt Hierfür: , 
z\" bh’ bh? 
?=(5) 25 = 02086 


Für eine cylindrifche Säule vom Halbmeffer r oder Durchmefier & hat 
man: 5 3 ıE 
art, _ wer at 
P= GT =; m — 1,9881 5 E=01211 5 E 
Ebenfo bat man Kir eine hohle Säule mit den Halbmeflern r und r, = ur 
ober den Durchmeflern d und dı — ud: 
22 rt — 


r, (1 — uM)rt 
=, E= 198811 —, — E 


— us)dt 
— 0,1211 ame E. 


Hierbei Tann von vornherein gar nicht angegeben werben, in welcher Ebene 
die Ausbiegung erfolgen wird, da bei dem Kreife wie auch bei allen regu: 
lären Bolygonen da8 Maß des Biegungsmomentes für alle durd den 
Schwerpunkt gehende Aren.denfelben Werth hat ($.230). Die Unbeftimmt: 
heit gilt jedoch nur fo lange, als nicht durch Nebenumftände die Biegunge- 
ebene beftimmt ift, 3. B. wird eine in fchräger Richtung angebrachte Strebe 
(Krahnausleger) wegen des Eigengewichtes jedenfalls eine Biegung im der 
verticalen Ebene annehmen, auch wenn der Querjchnitt ein regelmäßiges 
Polygon ift. 

Wird die Säule ABA,, Fig. 485, am unteren Ende A, nicht feſtge⸗ 
halten, ſondern nur geftüst, und zwar mit abgerundeter Stügfläche (I.) oder 
um Bolzen drehbar (III.), und ift da8 obere Ende A genöthigt, in der Rich⸗ 
tungslinie von P zu bleiben, fo jedoch, daß auch bei A die elaftifche Linie 
wie bei A, ihre Neigung ändern Tann, fo biegt fich die Are nad) einer gegen 
die Mitte B fymmetrifchen Curve ABA,, Fig. 485 II. In A und A,, wo 
das Moment Null ift, wird der Krümmungshalbmeſſer unendlich groß, umd 
es entjpricht die Curve ABA, der Strede A, A, As in Fig. 484, ſo 
daß die Grundformel 
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aud für diefen Fall Anwendung finde. Die Größe BA,, Fig. 484, ent- 
jpricht der Größe AB = AB = YyAA, = ni in Sig. 485, folglich 


gilt Hier für die Feftigkeit der Säule 
na? WE WE 
1. PST7 met 

Die Feſtigkeit und daher auch die Tragkraft der Säule ift demnach in dieſem 
Galle viermal fo groß, als wenn die Säule an einem Ende befeftigt ift 
und am anderen frei ausweichen kann. In diefem Zuflande der Biegung 
befindet fich 3. B. die Kurbelſtange einer Dampfmaschine u. |. w. 

Wird ferner eine Säule B Bi, Fig. 486 L, an beiden Enden eingeflemmt, 
oder find beide Enden, Fig. 486 III. rechtwinkelig zur Axe begrenzt, jo daß 

Tig. 485. ig. 486. 





die Säule gezwungen ift, bei der Diegung in B und Bi ſich tangential an 
die Kraftrichtung anzufchließen, fo wird die Are derjelben nad) einer Curve 
BACA,B,, Fig. 486 II, gebogen, worin A und A, Wendepunfte 
find. Eine Vergleihung mit Fig. 484 führt dahin, daß die Biegung mit 
der Strede BA,, Fig. 484, übereinftimmt, und man hat fir diefen Fall 
- anftatt BA, in der Orundformel 
23 WE 
4 (BA)? 
einzuführen, wen I wieder die ganze Länge BB, der Säule bedeutet. 

Es ift folglich bi die a 


P= 


„WE 


gr 





88* 
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d. 1. fehzehnmal fo groß, wie in dem Normalfalle, wo das obere Ende 


frei iſt. 


Fig. 497. 





Verſuchen von Hodgkinſon zufolge (ſ. un⸗ 
ten) iſt die Feſtigkeit indeſſen nur zwölfmal ſo 
groß, wie im Normalfalle. Dieſe Art der 
Biegung kommt vorzüglich bei der Kolbenſtange 
einer Dampfmaschine vor, welche einerjeits in 
der Stopfbüchfe, andererjeitS in dem Kreuz: 
fopfe gefiihrt wird. 

Wenn die Säule AB, Fig. 487, an 
einem Ende B feitgehalten und am anderen 
Ende zwar verhindert wird, feitlich auszuweichen, 
aber an bdiefem Ende eine beliebige Neigung 
annehmen fan, jo ftellt fi) bei O. ein Wende: 
punft ein, und die Feſtigkeit ift achtmal fo groß 
wie im Normalfalle, nämlich) 

WE 


IV. P= 2x? 72 





Anmerlung 1. Das zulegt für den in Fig. 487 dargeftellten Fall angegebene 
Refultat ift nur annähernd genau. Die Unterfuhung diejes alles kann in fol 
gender Art vorgenommen werben. 

Den Bedingungen der Säulenaüfftellung gemäß joll das obere Ende A durd 
eine Führung oder einen jeitlich gegen A ausgelibten Zwang verhindert werden, 
aus der Nichtungslinie der Kraft P auszuweichen. Dan kann diefe Führung 
durch eine horizontale auf das obere Ende wirlende Kraft A von folder Größe 
erfegt denken, daß analog dem Früheren (j. $. 272) frz =], y = 0 min. 
Mit Rüdficht hierau ee die Differenzialgleihung der elaſtiſchen Linie hier: 


wEY =Pla —yJ)+Al—e), 


2 
oder da a = O ft: 


we 4+Py-Al-D)=0 
Dieſer Differenzialgleiung entſpricht (ſ. $. 272) das Integral: 


y= c1cos.(z " WE) + csin. (= Vrr + S  —a). 


Fur die drei Unbelannten c,, cz und A hat man die drei Bedingungen, dab: 


2=0, y=0fmer=0,2=-0ma=,y=0 


zufammengehörige Werthe find. 


) 0=a4+ 


P 
2) 0=aYyr- 


Nah Einjegung diefer Größen erhält man: 
A, 
P , 


A 
P 2 
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8) 0= C, c08. ( ) 4 Cg sin. ( Vz . 
Aus 1) und 2) folgt: 
pP 
ci — — Icg Ver 
und daraus und aus 8): 
P P . P 
Icg V wi cos. ("Vwz)= ca sin. ( Wr) 
P P 
I Va = ton. (1 VE) 


Diefe Gleihung enthält wiederum die Durchbiegung nicht, und man muß dar- 
aus ebenfo wie in $. 272 jchließen, daß, wenn P einen jolden Werth annimmt, 
daß dieje Bedingung erfüllt ift, eine Biegung biß zu jeder beliebigen Größe, aljo 
bis zum Bruche eintreten kann. Man wird daher wiederum P fo Hein nehmen 
mäffen, daß überhaupt eine Biegung nicht eintritt, alfo Kleiner als den Werth, 
welder der Gleichung 


Vwr > ng. Vrr) 


genügt. Diejer Bleihung, welche ſich jchreiben läht n = tang.n, genügen uns 
endlich viele Bögen n; der Heinfte darunter if der Bogen von 2570 27’, es iſt 
nämlich: 





oder: 


2870 27° 


0 Vo 
arc. 257027 = 2n 3600 


— 4,494 





und 
tang. 257027’ = tang. 17927" — 4,494. 
Es gebt jonady obige Bedingungsgleihung fiber in: 





P WE ‚WE 
I wE 41% oder P = 20,19 —;- = 2,046 FP) . 


Anmertung 2. Wenn in den Entwidelungen dieje8 und des vorigen Para- 
graphen in dem Ausdrude für P die Durchbiegung a nicht vorkommt, die leiere 
daher ganz unbeftimmt, weil von P nicht abhängig erſcheint, jo liegt der Grund 


E für + der angenäherte Werth 





hierdon darin, daß in der Gleichung M = W 
1 


pr 
gelegt worden if. Yührt man für r den genauen Werth 


_B+&T GT 


— 
ein (vergl. F. 223), jo ergiebt die Ausführung der Rechnung für P > allerdings 
einen von a abhängigen Werth: 


= () wE.[1 pem— We + =) (75% z) + 7 


x? 





EI on 7" | _________.___-- ———— nunmal 





8. 274. 
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Läßt man hierin die Durchbiegung @ bis zum Verſchwinden abnehmen, jo geht 
diejer Ausdrud in die oben gefundene Formel 


n\2 
P= 1) WE 
über. Weberhaupt find die mit —— ? ꝰ behafteten Glieder in der Parentheſe, 
WE 7 


da a in der Praxis in den meiften Fällen nur klein if, gegen 1 verſchwindend 
Hein. Die oben gemachte Vorausfegung erſcheint daher gerechtfertigt, daß man 


3 
die Belaftung D jedenfalls Heiner nehmen muß als (5) WE, bei welder 


Belaftung überhaupt erft eine Biegung möglich wird, denn der ſchärfere Ausdruck 
für P zeigt, wie wenig die Belaflung nur zu wachſen braudt, um jofort beträdt- 
Yihe und gefährliche Durhbiegungen hervorzurufen. 

Beilpiel. Der Kolben einer Dampfmaſchine hat 0,5 Meter Durchmefier, und 
es beträgt der größte Dampforud 0,04 Kilogr. auf jeden Quadratmillimeter. 
Wie far muß die fjchmiedeeiferne Kolbenftange gemacht werden, wenn deren 
größte freie Länge 1,2 Meter beträgt, und welche Stärke hat man der jchmiede- 
eilernen Kurbelſtange von 3 Meter Länge in der Mitte zu geben, wenn man eine 
ſechſsfache Sicherheit vorausſetzt. 


3 
Der Kolbendrud beträgt "T-.70,04 — 196350 . 0,04 = 7854 Kilogr. Wan 
hat daher für die Kolbenftange (Tall IIL.): 


6P = 6.7854 —= 4n? WE == 4n? na) 


‚2 64.1200? 
woraus d —= 36,6 Millimeter fi berechnet. Die Kolbenftange würde man mit 
Rüdfiht auf Abnugung in der Stopfbüchſe etwas ftärfer, und wohl aud) von 
Stahl herftellen. 

Zur die Kurbelftange gilt u IL): 


n3 a 
6.7854 = zT WE= 30003 Tu 19700, 


worauß d, — 81,6 Millineter als Stärke in der * folgt. 








19700, 


Grenze zwischen Zerdrücken und Zerknicken. Die Formel 


2 
P= (7) WE für den Sal I., 8. 273, ergiebt für die Feſtigkeit P der 
Säule um fo größere Werthe, je Heiner die Länge 2 ift, fo daß in der Grenze, 
wo I ſich dem Werthe Null nähert, die Feſtigkeit unendlich groß werden 
würde. Es ift der Werth von P aber jedenfalls dadurch beſchränkt, daß er 
höchſtens glei, FK, werden fann, wenn F'den Querſchnitt und X den Feftig- 
keitsmodul des Zerdrückens bedeuten. Set man dieſe beiden Werthe für die 
Veltigkeit des Zerdrückens und des Zerknickens einander gleich, jo folgt aus: 
WE 
— ı1— __ 
FRh=7 IR 3 WER 1 4 FK 
für diejenige Grenze ber Länge J, bei welcher die Rechnung für Zerknicken 


und Zerdrücken gleiche Reſultate liefert. 
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Dezeichnet man das Berhältniß 4 mit %, fo ift für den rechtedigen 
Querſchnitt mit den Seiten b und h, (A die Hleinere Seite): 








W bh? h? 
Fr m 
für den Freisfürmigen Querfchnitt vom Durchmefier @: 
| _ NYundt _ dd? 
— Tunaı ie’ 


fir den ringförmigen Querſchnitt (hohle Säufe) mit den Durchmeſſern d und 
dı = ud: 


— “ 
— — — 1 _—_ı 0 — 


Berner ift das — = =v 








bei Gußeifen: — 0 — 133,3, 
„ Schmiebeeijen: nn > 0 = 910, 
1100 
5 Holz: TA — 229,2. 
W E,.. 
Durch Einfegung dieſer Werthe für * und in die Formel 

— = E eat: 
i= 5 7 folgt: 

















Gußeiſen. Schmiedeeiſen. 






1) Rechteck. .. a7 
N 


2) Kreis... » 7 4,53 11,85 5,94 
9) Ring. --. .- 2 = | 458Yı+u? | 11,85 Vı1-+ „2 — 
füru=1.. 7 * 6,41 16,75 — 


Der Werth Vi + gu? liegt zwiſchen 1 und V2 = 1,414, daher find 
in der letzten Columne obiger Tabelle, entjprechend einer verhältnigmäßig 
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geringen Wandftärke, wobei u? — 1 genommen werden fann, die Werthe 
7 angegeben. Iſt z. B. bei einer ſchmiedeeiſernen Röhre die Wandſtärke 


O, OIom, der äußere Durchmeſſer 0,300”, fo iſt u — 200 = 0,933 und 


Vı + „2 = V1,87 = 1,867. 
Die in obiger Tabelle enthaltenen Werthe für das Grenzverhältniß 7 


reſp. — gelten für den in 8. 273 mit J. bezeichneten Fall, d. i. für einen 


Stab, welcher an einem Ende befeſtigt, am anderen frei iſt. Für die übrigen 
mit IL, IH. und IV. bezeichneten Befeſtigungsweiſen find die Werthe der 


Tabelle mit reip. Y4, Y16, Y8, alfo mit 2, 4 und 2,8 zu multiplieiren. 





4% oder 22 annehmen kann, fo ergiebt ſich diejenige Länge Z, bei welcher 
die Formeln für Zerdrücken und Zerkniden gleiche Werthe für P ergeben, 
durd): 
= z * Va 
Nach dem Vorhergehenden müßte man daher die Feſtigkeit einer Säule 
entweder nach der Zerdrückunggformel Pꝛ— FK,, oder nad) der Zer⸗ 


berechnen, je nachdem ihre Länge Heiner 





fnidungsformel P. = a — 


oder größer ald — JVcuv iſt. Es muß jedenfalls auffällig erſcheinen, 
daß die Feſtigkeit des Stabes von der Länge deſſelben erſt von dem Augen⸗ 
bfide an abhängig fein fol, in welchem diefe Länge die beftimmte Größe I 
überfchreitet, während geringere Tängen einen Einfluß darauf nicht ausüben 
follen. Die Erfahrung ſtimmt damit nicht überein, indem fie zeigt, daB 
zwar ein Stab von außerordentlich geringer Ränge die Feſtigkeit P,— FA, 
hat, daß aber mit der Tängenzunahme die Yeftigkeit fletig ab: 
nimmt. Um diefem Verhalten gehörig Rechnung zu tragen, hat 
Grashof*) eine empirische Formel angegeben, welche mit ber Erfahrung 
gut übereinftimmende Refultate liefert. Danach ift nämlich die Bruchkraft 
P ausgedrüdt durch: 


WE 
D_ PB _ FK,.% — 
A+rPR pg R,+ta WE 





*) Grashof, Die Feftigleitslehre Seite 117. 
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Diefer Ausdrud geht für ein fehr Heines Z in 2 = FK, und für ein 
großes dJ in DB — WE über. Um die Formel für die Rechnung be- 


12 
quemer zu machen, kann man fegen: 
— FK, FR, _ KR, 
ru, Rn, m, 
WEa« auv auv 








Es ergiebt ſich hieraus, daß die Säule berechnet werden kann wie ein auf 
Zerdrücken beanfprucdhter Körper, nur hat man als Feftigfeitsmodul nicht 








K , , 1 
K,, fondern 6 u einzuführen. Diefer Wert) k — — K, 
+1 1+ 
UUrV V 


iſt außer von dem Materiale ( = z) noch von der Ränge !, dem Quer- 


ſchnitte = +) und der Befeftigungsart der Säule (&) abhängig. Die 
folgenden Zabellen enthalten für die in der Praris häufigften Fälle die 


Werthe von Tu Da diefe Werthe den Bruchbelaftungen ent- 
1+ 
auv 
fprechen, fo muß man hierin, um die Tragkraft der Säule zu erhalten, 
einen gewiflen Bruchficherheitscoefficienten n einführen, welcher pafjend 
für Gußeifen u... n=6, 
„Schmiedeeiſen u. . n=4bW8 5, 
„ Shzu . 2... r=10biW 12 
angenommen werden Tann. 
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Der Duerfhnitt ift ein Rechteck. 





1 — sIuolı| 20 2 | so | “0 60 
Gußeiſen. 
I., [083 | 022 | o1ı | 0,06 | 0,04 | 0,08 | 0,02 | 0,02 
II. osı | 0,3 | 033 | 022 | 0,15 | 0,11 | 006 | 0,0 
II. 09 | 082 | 0,66 | 053 | 02 | oss | o22 | 0,15 
IV. 0,88 | 0,69 | 0,50 | 0,6 | 0,27 | 020 | 0,12 | 0,08 
Schmiedeeiſen. 
J 088 | 065 | 045 | 082 | 028 0,17 011007 
II. 097 | oss | 077 | 065 | 054 | aas | 032 | 03 
IN. 099 | 097 | 008 |o,8 | 08 | 077 | 05 | 0% 
IV. 0,98 | 094 | 0,87 | 0,79 | 0,70 | 0,2 | 0,48 | 0,88 
ol. 
r 0,65 | 032 | 0,8 | 0,10 | 0,07 | 0.05 | 0,08-| 0, 
m 108 |06 |o4s |os2 | 028 | 018 | 0,10 | oo 
II. 0,97 | 0,89 | 0,77 | 0,65 | 0,55 | 0,46 | 0,32 | 0,23 


IV. 0,93 | 0,80 | 0,88 | 050 | 0,88 | 0,80 | 0,19 j 013 


Der Querfhnitt ift ein Kreis. 





Gußeiſen. 
J. 0,45 | 0,17 | 0,08 | 0,05 | 0,08 | 0,02 | 0,013 | 0,008 
Il. 0,77 1 0,45 | 0,27 | 0,17 | 0,12 | 0,068 | 0,05 | 0,08 
II. 0,93 0,77 0,60 | 0,45 0,34 | 0,27 0,17 | 0,12 
IV. 0,87 0,62 0,41 0,80 | 0,21 0,16 0,09 | 0,06 
Schmicdeeifen. 
0,85 | 0,58 | 0,88 | 0,27 | 0,18 | 0,14 | 0,08 | 0,6 
1. .1095 | 0,85 | 0,71 | 0,58 | 0,47 | 0,88 | 0,27 | 0,18 
II. 09 | 09 | 090 | 08 | 078 | o7ı | o8 | 0% 
IV. 098 | 0,92 | 088 | 074 | 064 | 053 | 041 | 03ı 
ol3. 
® 1 0,59 | 027 | 0,14 | 0,08 | 0,06 | 0,04 | 0,08 | 0,015 
1. 0,85 0,59 0,38 | 0,27 | 0,19 0,14 0,08 | 0,06 
II. 0,% | 0,85 | 0,72 | 0,59 | 0,48 | 0,88 | 0,27 | 0,19 
IV. 0,92 | 070 | 056 | 042 | o3ı | 024 | 0,15 |o,ı 


Anmerlung. I. II, III, IV. zeigen an, daß die Befefligung der Eäule 
den gleichbezeichneten Fällen in 8. 273 entſprechend angeordnet if. 








8. 275.] Die Tragkraft langer Säulen ꝛc. 603 


Beifpiel. Der Ausleger eines Krahns ift 10 Meter lang und hat einem in 
feiner Axe wirkſamen Drude von 30000 Kilogramm zu widerſtehen. Wenn 
derjelbe als jchmiedeeiferne Säule conftruirt werden joll, deren innerer Durchmefler 
0,95 von dem äußeren beträgt, wie groß find die Stärken in der Mitte bei fünfs 
facher Sicherheit zu wählen? 





Es if hier « = n? = 9,87 (U. Sal), Ku = 22; ‚== 8 _ 
u 22 
2 
910 und u = [re d — + —=0,119d2. Segt man dieje Werthe 
2 
und für F' denjenigen: F.= — EN = Ta (1 — u2) = 0,0765 d2 
in die obige Formel, jo erhält man: 
22 
5.830000 = 0,0765 d? 100003 I, 
9,87.910.0,119 4? 
oder | 
150000 = 1683 | 
93563 | 
ar | 
Tiefe Gleichung formt fih um in: | 
14034’ 450000 
oder J 
d — 89127d? = 8319769800, ‘ 
woraus Ä 
, d? — 44563 + Y10305’630269 = 146079 | 
un 


d — 382,2 Millimeter, aljo 
= 0,9 .882,2 = 363 Millimeter folgt, 
daher ift die Wandſtärke: 
— a — ri — 9,6 Millimeter, 
Der Querjchnitt des Auslegers beträgt: 


F = 0,0765 d? = 0,0765 . 146079 = 11175 Quadratmillimeter, 
— 2,685 





daher fommt auf jeden Quadratmillimeter eine Unftrengung von 11178 


Kilogramm. 


Hodgkinson’s Versuche. — Ueber die Feftigfeit bes Zerknickens 8. 275. 
hat vorzugsweife Hodgkinſon Verſuche angeftellt, deren Ergebnifle um jo 
ſchätzbarer find, als die Theorie ber Feſtigkeit gegen Zerfniden ſehr unficher 
it. Diefe Berfuche (ſ. Barlow's Beriht in den Philosophical Trans- 
actions, 1840) beftätigen wenigftens eine angenäherte Richtigkeit der im Vor⸗ 
ftehenden entwidelten Formeln. Nach diefem Experintentator ift die Formel 


\ 2 z\? dt z\? Di 
P=(5) wE= (5; a E=(5) 12 ? 


für prismatifche Säulen mit kreisförmigen und quadratifchen Duerjchnitten, 
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wenn man darin für .Z einen befonderen Erfahrungswerth jegt, für Holz 
unbedingt richtig. Tür Schmiedeeifen ift dagegen diefe Formel mur dann 
genügend, wenn man anftatt d* die Potenz E70 reſp. 43%, und fir Guß- 
eifen ausreichend genau, wenn man für d* und 12 die Potenzen dens reſp. 
a5 und 747 einführt. 

Die Hauptergebniffe diefer Verſuche an prismatifchen Säulen mit kreis⸗ 
förmigen und quadratifchen Querfchnitten find von Hodgkinſon in den 
folgenden empirischen Formeln dargeftellt. Dabei beziehen ſich die unter II. 
angegebenen Formeln auf den mit II. bezeichneten Fall, daß die Säulen beider: 


ſeits mit abgerundeten oder zugefchärften Enden verfehen find, und boß > 


reſp. * größer als 15 if. Die unter III. angeführten Formeln hingegen 


gelten für die mit III. (im $. 273) bezeichnete Stiigungsart der Säule, bei 
welcher die Enden rechtwinkelig zur Are abgefchnitten find, die elaftifche Linie 
fich daher an beiden Enden an die urſprüngliche gerade Säulenare tangential 


anfchließen muß, und unter der Bedingung, daß = oder z größer als 30 iſt. 


Für den Fall I. (ein Ende eingefpannt, das andere abgerundet und frei) 
beträgt die Feftigkeit nur ein Zehntel von der im Falle II. 

Für den Fall IV. endlich (ein Ende eingejpannt, das andere abgerundet 
und in der Are geflihrt) ift die Vruchbelaftung gleich dem arithmetifchen 
Mittel aus den Refultaten unter II. und III. zu feten. 

Die Kraft P ift in Kilogrammen, die Dimenfionen find in Millimetern 
zu nehmen. 


Tabelle der Kräfte P zum Zerfniden langer Säulen 











1) Maffive gußeiferne Säule | »__ 107 070 ron — — 
mit freisförm. Ouerjänitt. F 1820 77 P=TN Ir 

2) Sohle gußeiferne Säule mit _ d3,70—q, 3,70 _ das d, 
ringförmigem Querſchnitt. f=1152 21,7 ?P=1762 17 

8) Maffive ſchmiedeeiſerne Säule _ d3,76 — a 
mit kreisförmig. Querſchnitt. F=2108 - P=13008 7 

4) Quadratiſche Säule aus trocke⸗ _ b* 
nem Danziger Eichenholz. u P=248 7 

5) Quadratiſche Säule aus trode: pæ 177 
nem Fichtenhol;. — — 13 
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Nach Hodgkinſon ſoll das trodene Holz doppelt jo große Feſtigkeit be 
figen, wie das frifch gefällte. 

Dei ſechsfacher Sicherheit ift hiernach die Tragkraft für gußeiferne 
Säulen: 


1320 d376 a?.76 
P — 6° 77 — 2 127 0 
im zweiten, und 
7720 355 a3,65 
im dritten Yalle, und 
P. 11,770,266 
= [5 
um zweiten und 
P. 11,7710,3817 
— | er | 


im dritten (alle, u. f. w. 


Beijpiel Wie groß ergeben fi) nach den Rejultaten der Hodgkinſon'ſchen 
Verſuche die Dimenſionen der in $. 273 berechneten Kolbenſtange und Kurbel⸗ 
Range? Dan hat für die Kolbenftange (Fall IIL): 


pP 
130045 
aljo bei 6facher Sicherheit und 3 = 1,200 Meter 


8,66 
d- V en — 40,8 Millimeter 


(in 8. 273 war d = 36,6 gefunden). 
Ebenſo iR für die Kurbelftange 


3128 — — 
= VER - 7854 .6 . 30008 FR 
d,= 21098 = = 1 790800 _ 87,6 Millimeter 


(in 8. 273 fand fi 81,6 Millimeter). 


d= 





Einfachere Bestimmung der Tragkraft der Säulen. Die vor- $. 276. 
ftehenden Formeln für das Biegen und Zerkniden der Säulen find unter 
der Borausfegung entwidelt worden, daß die Kraft P genau im Endpunkte 
A der Längenare der Säule angreift; da aber diefer Forderung in der Praris 
nie genau Genüge gejchehen Tann, und diefes centrifche Angreifen auch auf- 
hört, fowie die Biegung des Körpers eintritt, fo ift es rathſam, bei Beſtim— 
mung der Tragkraft einer Säule gleich von vornherein mit auf den excen— 
trifchen Angriff Rüdficht zu nehmen. 
Setzen wir bei biefer Beſtimmung voraus, daß der Angriffspunft D der 
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Kraft P um DA— ce von dem Ende A der Are der Säule AB, Fig. 
488, abftehe, und nehmen wir an, daß die Durchbiegung a der Säule flein | 
Sig. 488, fei gegen c. Dann können wir die von der Säulenare 
gebildete elaftifche Linie als einen Kreis vom Halbmeſſer 
2 
= > anſehen. Nun ift aber 
P(a+cor= WE, daher folgt 
P(a+ co)? =2WEa, ſowie 


a Pl?c d 
—3WE_ pe" 
2 WEc 
er e=swp_ pn 





Bezeichnet nım F den Querſchnitt der Säule, ımd e 
die halbe Dice derjelben, gemefjen in ber Ebene ABD, 
fo ift die durch) den Drud P hervorgebradhte gleichmäßige Spannung in 
jedem Duerjchnitte der Säule: 

P 
Sı — F’ 
und die durch das Kraftmoment Pa -+ c) hervorgebrachte Spannung am 
äußeren Umſange derjelben: 
8. — P(a+0‘)e 2PBce 
7 W TBWE—P® 
und e8 folgt daher die Marimaljpannung der Säule: 
P 2PEce P 2EFce 
Ss tt WE mer t WE) 
Sept man nun 8 — dem Tragmodul T, fo folgt 
. 2EFce — 
p(1 + SWE_ PR Er) — FT, oder 
P(@WE— PR +2EFc)= (2 WE— PINFT. 
St nun Pl? gegen (W + Fce) E Hein, jo läßt fich jegen 


p— 2 WEFT _ FT n 
—2E(W+Fey+FTE | | Fee FT yo 
w "3WE 
P= — 7 wenn 9 und vV beſondere Erfahrungszahlen bezeichnen 
Pp+VY 73 


Der Civilingenieur Yove (f. Memoire sur la Resistance du fer et de 
la fonte etc., Paris 1852) folgert aus den Verſuchen von Hodgfinfon 
die Werthe 9 —= 0,45 und Y — 0,00337; es ift alſo hiernach: 





8. 276.] Die Tragkraft langer Säulen xc. 607 


P=4FT= —— I —, 
1.45 + 0,00337 (z) 
woraus fid) dann folgende Tabelle fir den Koefficienten 
1= 1 berechnen läßt. 


—— e, — 
1,45 + 0,00337 (5) 


10 | oo 
| 








o\0|o |. 





n || |m 






0,223] 0,146 | 0,101 | 0,0735] 0,0556 0,0435 0,0347 |0,0285 





4 
= loss] 0,857 




















Diefe Werthe für x find alfo mit dem oben ($. 217 und 218) angeges 
benen Tragmodul 7 des Zerdrüdens zu multiplieiven, um bei einem gege- 
benen Längenverhältniffe die Tragmodel langer Säulen zu beftimmen. 

Der General Morin theilt nad) Rondelet folgende Tabelle mit, welche 
jedoch für Säulen von mittlerer Länge zu große Werthe für x giebt. 


12 24 














x»|e|o|» 
= | 1 II“ | | Ys | | % 


Beijpiele. 1) Welche Laft kann eine 5 Meter lange Säule von Fichtenholz 
tragen, deren Querſchnitt ein Kreis von 0,3 Meter Durchmeſſer it? Für eine 
furze Säule wäre nad Tabelle auf Seite 417, der Tragmodul T — 1,8 Kilo: 
gramm, da aber hier das Berhältnik der Länge zur Stärke, N = 2 = 16,67 
ift, jo bat man: 

1 1 
X = 7,465 + 0,0037 . 16,673 2,5388 0,420, 
daher den Tragmodul nur „T = 0,4% . 1,8 = 0,76 Kilogramm, und daraus 
die geſuchte Tragkraft: 


P = 0,6 . 3,14 = — 53721 Kilogramm. 


Dg Sicherheit wegen ift jedoch nur etwa Y, diefes Werthes als Belaftung 
anzußehmen, aljo: 

pP — = 21 

2) Wie ftark ift eine frei aufftehende hohle cylindriihe Säule aus Gußeijen zu 


maden, welche bei einer Länge von 8 Meter eine Xaft von 50000 Kilogramm zu 
tragen vermag? 


— 17%7 Kilogramm. 





8. 277. 
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Nehmen wir den Durchmeſſer der Höhlung d, gleich 3%, des äußeren Dur; 
meſſers d der Säule an, jo haben wir nad) $. 273 I Fall): 
8 di_-d* 
P=4 WE=4" VE=-FEU- NE 
Segen wir in diefem Ausdrude > — 50000, 12 — 80003, n3 = $1 und für 


E __ 10000 
E nu — 10 = — * 1000, ſo folgt 


‘/50000 . 64 . 80009 2: 
d= 1000 1 -0,8).31 293,5 Millimeter ober rund 0,3 Meter 


und aljo der Durämelter D der Höhlung 
— %, . 0,300 = 0,18 Meter. 
Unfere legte dorne giebt, wenn wir 


8 
— den geſuchten Quetſchnitt ber Sanle 
= (1,45 + 000837. 26,672) Z = 5. 0000 _ , 
und uam wir nun nod 
T= Y, 13,13 = 4,4 Rilogranım, jo erhalten wir: 


F= = — 43750 Quadratmillimeter. 


Run rF=Z@—dN—=nd. 0,16, folglich iſt die geſuchte Etärte: 


F / 43750 une: 
d= Ö16.r = 0,16.» = 294,67 Millimeter, 


wofür rund 0,3 Meter wie oben zu jeten if. 








Körper von gleicher Zerknickungsfestigkeit. Nad dem Bor: 
hergehenden ſoll die Belaftung eines fäulenartigen Körpers immer unter 
demjenigen Betrage bleiben, bei welchem überhaupt eine Biegung erft möglich 
wird. Man kann ſich aber nun die Aufgabe ftellen, die Querſchnittsver⸗ 
hältniffe des Körpers fo zu beftimmen, daß für den Fall, daß durdy eine 
übermäßige Belaftung doch eine Biegung des Körpers eintreten follte, die 
Marinalfpannung und aljo auch die Wahrjcheinlichkeit eines Bruches in 
allen Querſchnitten diejelbe fein jol. Man erhält dadurd) einen Körper 
von gleiher Zerfnidungsfeftigfeit. Seht man hierbei einen an einem 
Ende befeftigten Stab voraus, deſſen anderes gedrlidtes Ende ganz frei if, 
jo fett fi, im Falle einer eintretenden Biegung un a, die marimale Span» 
nung in irgend einem Querfchnitte aus zwei Theilen S, und S, zufammen. 
Der erfte Theil S, ift für alle Querſchnine gleich groß, nämlich 

4— 
ſi = 
und allein vorhanden, ſo lange eine Biegung nicht eintritt. Der durch die 
Biegung hervorgerufene zweite Theil 8, ergiebt ſich duch die Beziehung 
(vergl. Fig. 481): 
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M=Püaü—)=$& Fus= pt 


jo daß man, wenn % die höchftens zuläffige für alle Querſchnitte gleiche 
Marimaljpannung bedeutet, die Bedingungsgleihung aufftellen kann: 


= +, =5+PI—Le=k 


6 





Aus diefer Gleihung könnte man die Dimenfionen irgend eined Duer- 
fchnittes (alſo W und F) aus y beftimmen, und wenn man aus ber Glei⸗ 
hung der elaftifchen Linie y durch © ausdrückte, fo Liegen ſich die Dimenfionen 
auch für jedes © ermitteln. Es ift natürlich, daß man hierbei, um bie 
Gleichung der elaftifchen Linie zu ermitteln, für den Krümmungshalbmeſſer 


r feinen genauen Werth 
+ @T 
— 0% 
— a 


0x 
jegen müßte, weil nur dieſe Subftitution eine Beziehung zwiſchen P und 
der Durchbiegung ergiebt (vergl. $. 273). Abgeſehen von der fchwierigen 
Durdführung einer derartigen Rechnung würde das erhaltene Reſultat aus 
dem Grunde von fehr zweifelhaften Werthe fein, weil, wie im $. 273 auch 
angegeben worden, fobald P einen gewiffen Werth erreicht hat, eine ſehr ge⸗ 
ringe Bergrößerung von P die Durchbiegung mithin Spannung erheblich 
fteigern muß. 
Wenn man flr r den angenäherten Werth 
1 





= 
02° 

fegen wollte, jo wiirde, wie im Vorhergehenden, die Durchbiegung a ganz 

aus der Rechnung herausfallen, und die Dimenfionen der Säule würden fid) 

dann gar nicht beftimmen laſſen. Um wenigftens da8 Berhältnig ber 

Dimenfionen von zwei verfchiedenen Duerjchnitten im Abftande x und z, 

zu ermitteln, hat man wohl — von der un 


s=-p!—2 I.+5 





den erften, von der Biegung herrührenden Theil p—S, für ſich allein 


für alle Duerfchnitte conftant zu machen. Hierdurch gelangt man allerdings 
zu einem Ausbrude fir das Dimenfionenverhältnig zweier beliebigen Quer⸗ 


ſchnitte. Da aber dieſe Rechnung auf der Vernachläſſigung von 7 Z gegen 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 39 
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0 — yY 
= Ww 
drud dem wahren Körper gleichen Widerftandes nur annähernd entſprechen. 





e, d. i. von J gegen (a — y) e beruht, fo diirfte diefer Aus⸗ 


Anmerkung. Die angedeutete Rehnung läßt fih für eine Eäule mit kreis— 
förmigem Querſchnitte folgendermaßen ausführen. Sei z der Halbmeffer irgend 


Fig. 489. eines Querjchnittes der Säule AB, Fig. 489, 2, 
j derjenige bei B, fo ift, wenn nur die Biegungs⸗ 


ı xıo ſpannung berüdfidtigt wird: 
| 8 
ty M=Pü-=7s="£5 


woraus dur Differenziation 











— In 83 
dy — — 7 32 de folgt. 
Ferner iſt: 
— — 
Ez ”y__ (= 
er er 
und 
= = dYy 
Sy=Ez) a 
= — er 5 2292, 
olglih hat man: 
folglich 5 SITES WE 
EP 
woraus man er 
Sn 9 
(2) = — TER” + Const. 
Am Fußpunkte B ift = —=0 und z = 25; daher folgt: 
2 
Const. = = 5 28, 
und es ift: 
* = 5 Vz8 _ = 3 2’? 
— —7 dx 
Hieraus Findet fi: 
— SnE æ2de 
— 4P —— 


Die Integration dieſer Gleichung giebt, mit Rüdfigt darauf, daß in A, d. i. für 
za=l,y=a.oSs=0 — daher.z = 0 muß: 


— — — —_ 53 
l—ı = I6P 5 (28 arc. sin. z Vz a), 


und e8 folgt für das Verhältniß der Halbmeifer eines beliebigen Querſchnittes 
im Abftande x zu dem Querſchnitte in B die Gleihung: 


22 arc. sin. — 2. Yı -(2)]- 
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Die Bruchkraft folgt, wenn man z = 0 Sekt, auß 


i= \ 5. Dry 5 uP= 4(Z ) ar = (3 ,* WE, 


Es wäre ſonach der Bafishalbmefjer z, einer Säule von gleichem Direrftande 
—_ VY'%= 1,075 mal jo groß zu machen, als derjenige einer cylindrifchen Säule 
von gleicher Länge und gleicher Tragkraft. 

Die hier gefundenen Refultate beruhen, wie ſchon bemerlt, auf der Vernach⸗ 
läffigung der dur P erzeugten directen Preſſung. Sie können daher nur jo 


lange gelten, als 5 gegen (a — y) e, d. i. T gegen a — Yy verſchwindend 


flein if. Der Wertb a — y liegt zwiſchen den Grenzen a im Fußpunkte B 
und Null im Buntte A, und man erfennt daraus, daß die Vernachläſſigung von 
5 gegen P a v Yewm fo größere Unriätigleiten herbeiführt, je näher der 
betreffende Querſchnitt an A gelegen if. In A jelbft würde die angeführte 
Rechnung fogar zu einem Halbmefler ⸗ = 0 führen, während der Querſchnitt F 


bafelbft doch mit Rüdfigt auf bie rüdwirfende Spannung mindeftens gleich T- 


fein muß. 

Man wird daher in den Fällen der Praxis am beften thun, von einer firengen 
Form gleicher Widerftandsfähigleit abzufehen, und der Säule am Befeftigungs- 
puntte (für die Befeftigungsart II. in $. 273 in der Mitte) eine Stärke geben, 
welche genügende Feftigkeit gegen Zertniden gewährt, während man die Stärfe 
am Ende nad) der Formel für Zerdrüden beftimmt. Läßt man dann diefe beiden 
Dimenfionen durd) eine entſprechende möglichſt einfache Curve, die im Fußpunkte 
tangential zur geraden Are der Säule gerichtet ift, in einander übergeben, fo 
wird man eine für die Praris hinreihend angenäherte Form für die Säule er- 
halten. Dieje Bemerkungen gelten hauptjählid für die Yorm, welche man den 
Rurbelftangen zu geben pflegt, und ift hierbei zu berüdfichtigen, daß die 
Dimenfionen an den Enden meift ſchon dur die conftructiven Rückſichten bes 
fimmt find, welde man auf die Anbringung der Zapfenlager und die Stärfe 
der Zapfen zu nehmen bat. 





89* 
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Fünftes Kapitel. 


[$. 278. 


Die zufammengefegte Elafticität und Beftigkeit. 


8. 278, 


Zusammengesetzte Festigkeit. Nicht felten wird ein Körper von 


zwei Kräften, 3. B. von einer Zug⸗ und einer Biegungsfraft u. f. w., zugleich 
ergriffen, wodurch er natürlich auch zweierlei Sormveränderungen, 3. DB. eine 


Dig. 49. 





\\ i 


M 


Ausdehnung und eine 
Biegung, zugleich erlei- 
det. Man nennt die 
Kraft, mit welcher der 
Körper diefer mehrfachen 
Geftaltsveränderung wi- 


derſteht, die zufams 


mengejeste Elaftici- 
tätund Feſtigkeit, und 
es jollen im Folgenden 
die vorziglichiten Fälle 
diefer Art näher unter 
ſucht werden. 

- Streng genommen hat» 
ten wir es ſchon in dem 
bei der Biegung eines 
Körpers AKBO, Fig. 
490, zu Grunde geleg- 
ten Falle ($. 219) mit 


der zuſammengeſetzten 


Feſtigkeit zu thun, da 
ſich eine am Ende 4 
dieſes Körpers angrei⸗ 
fende Kraft AP—= P 
auf ein Kräftepaar 
Kraft SP—=P zuräd- 


führen läßt, wovon das erftere, welches wir zeither.nur in Betracht gezogen 
haben, das Körperftüd AS biegt, und die andere ein Abreißen diefes Stikdes 
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von bem übrigen Theile SB zu bewirken ſucht. Die legtere Kraft befteht 
wieder aus zwei Seitenkräften: 
Pı = P cos. & 
und 
pP 2 = P sin. « 
($. 220), wovon die eine winfelrecht gegen die Faſern und die andere in ber 
Arenrihtung der Faſern wirkt. Die Kraft P, vereinigt fid) mit den Span⸗ 
nungen ber Faſern in Folge der Biegung, vergrößert folglich die Ausdeh⸗ 
nungen auf der Zugſeite der neutralen Are und vermindert dagegen bie Zu⸗ 
ſammendrückungen auf der Drudfeite. Die Größe der Ausdehnung, welche 
jede Faſer RS = KN u. f. w. von ber Länge — Eins durd) die Zugkraft 
P sin. « erleibet, iſt (nach 8. 210) 
P sin. 
FE 

wenn F den Querfchnitt NO des Körpers bezeichnet. Denkt man fi in 
diefem Abftande 6, — 88,, Fig. 491, von der Ebene N, OL, welche die 

Fig. 491.. Enden der durch die Biegung ausge 

. dehnten Faſern KN,RS, LO, be 

ftimmt, eine Parallelebene N, O, mit 
N, Oı, fo bildet diefelbe die Begren- 
zung ber den beiden Längenände— 
rungen unterworfenen Fafern. Die 
Ebene N; O, fchneibet die urjprüng- 
liche Begrenzungsebene NO in Ss, 
und es entfpricht daher biefer Durd)- 
fchnitt Sy der Lage ber neutralen Are. 
Der Abftand 88, = eı diefer neu⸗ 
tralen Are von der urfprünglichen, 
welche nur dem Biegumgsmomente entfpricht, beſtimmt fich durch die Pros 
portion: 


0o1 — 





88 1; 


e 
i „7 
ð 


8 = u) 
wonach aljo e, = < 6, folgt. 


Nun ift aber noch r — r ($. 224), daher ergiebt ſich einfad;: 
Prsin.a 

FE 

Um biefe Größe (e,) ift auch der Kriimmungshalbmefler 71 der elaftifchen 
Linie AB größer, als der Werth, welcher ſich für r bisher bei Vernach⸗ 
Läffigung der Zugkraft Pin. herausitellte; es ift alfo: 





a =rd = 
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Psin. we). 





n=rta=rüto)=r( + 


Für den Winkel & hat man nad) $. 235, wenn B * Coordinaten⸗ 
anfang bezeichnet: 
nme —_ (er —# — — 
sin.a=a= (le ) ri 
jo folgt | 


rin FIR woraus 
a 5 au 
P 2I2e — 
aA=IER = — "fi ergiebt. 


Hiernach fällt z.B. in B, wo x = 0 ift, ei — 0.und in A, ober für 
z—=|,e = © aus. Gebt man e, = e, fo ergiebt fi aus 

P 2le— 2? 
2EF I—x 
derjenige Werth von x, fiir welchen die neutrale Yaferfchicht die concave 
Seite des Körpers (bei U, Fig. 491) fchneidet. Die neutrale Faſerſchicht 
geht daher durch B, S, und U und würde, aud) außerhalb des Körpers fort- 
gefegt, den Querſchnitt A erft in unendlich großer Entfernung erreichen. 

Die Ausdehnung reſp. Zufammendrüdung der äußerften Faſer beträgt in 
Folge der Biegung: 


— — — e 
NN=e‘=+Pl-9); 


und bie in Folge der Zugkraft P sin. o: 
Psin. © 
FE 


Man hat daher die Sefammtausdehnung der äußerften Fafer im Abftande 
x von B gegeben durd): 


e = — 





NN =0' — 





_.“_P/UÜ— De, sin.«a 
um = 0-2 (0-9: ; ame 


Setzt man vorauß, daß bei dieſer Ausdehnung die Elaſticitätsgrenze 6 -: 
erreicht wird, jo hat man: 

_ Ü—z)e , sin.a 
woraus für die Tragkraft folgt: 


er II ___—_ WT 


a—D)e+ sine a-2)e+ 75(12-5) 


— — — — En 
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Dei den mäßigen Biegungen, welchen die Balken gewöhnlich ausgeſetzt 
find, ift diefer Werth ein Minimum für z — 0, und zwar wie früher ge 
funden 
wT 
el 





P= 


Anmerlung. Wird der Ballen AA, B, Fig. 492, I., II. und III., von 

zwei Kräften P und + P,, welde in den Abftänden 3 und 7, von B wirken, 

Fig. 499. angegriffen, jo findet in A, jedenfalls eine 

Sontinuitätsunterbrehung im Laufe der neu⸗ 

tralen Schicht ftatt. Es ift nämlich für die 
Strede AA: 


1=AN= Prsin.a 





FE 
und für die Strede A, B: 
\ PtLP,. 
* = Ah = FE rsin.a 


ur Der Sprung der neutralen Faſer in dem 
x  Angriffsquerjchnitte von P, beträgt daher: 

e — ei =V,Nn = + Areme, 

Es find bier drei Fälle zu unterfcheiden, 
welche durch die Figuren I., II. und III. dar: 
geftellt find. 

1) P und P, find glei gerichtet; d. h. 
P, ift ebenfalls pofitiv. Der Ballen ift dann 
durchweg concav nad unten gekrümmt, d. i. 
@ ift überall pofitiv. Die neutrale Faſerſchicht 
bleibt dann ſtets unterhalb der elaftifchen Linie 
AA,B, Gig. I., und befteht aus den beiden 
Zweigen BV, und V,U. 

2) P und P, find entgegengefegt gerichtet, 
d. i. P, ift negativ. - Hierbei fann auch « 
negativ werden, jobald Pd, > Pl. Dann findet nämlid, Fig. IL, eine Bie- 
gung nad) entgegengejegten Richtungen ftatt, und es liegt in F ein Wendepuntt, 
für welden r = © ift, während außer in B aud nod in S, dem Punkte 
größter Durchbiegung, « — Null ift. Demzufolge muß die neutrale Faſer der 
Strede AA, die elaſtiſche Linie in S jchneiden, weil e, = 0, wenn « = 0 ifl. 
Die neutrale Fajer der Strede A, B befteht hier aus zwei Curvenzweigen B W, 
und Vs W,, für welche die durch F' gehende Normale der elaftiihen Linie eine 
Aſymptote ift. 

3) P und P, find entgegengefegt, aber es iſt Pl, S Pl. In diefem Falle 
ift « immer pofitiv, die Krümmung des Balfens ift in allen Punkten nad) unten 
concav. Die neutrale Faſer bleibt daher durchweg unterhalb der elaftiiden Linie, 
und zwar ift fie für die Strede AA,, Big. IIL., durch UV, und für die Strede 
A,B durch Pz B dargeſtellt. Für den fpeciellen Gall, daß P= — P, iſt, 
fält V, in A,, weil e, = 0 ift, und es fällt für dieſen Fall (Angriff durch ein 
Kräftepaar) die neutrale Faſer der Strede A, B mit der elaftijchen Linie derjelben zu⸗ 
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jammen. Wenn ferner P, > P; dabei aber immer noch Pt, S Pi, jo lommt 
Va oberhalb A, zu liegen, ohne daß jedoch « negativ werben Tann. 


8.279. Excentrischer Zug und Druck. Wenn ein Ballen oder eine Säule 
AB, Sig. 493 und Fig. 494, von einer Zug⸗ oder Drudkraft ergriffen 

Fig. 498. Fig. 494. wird, weldye zwar parallel zur 

Axe diefes Körpers, nicht aber 
in biefer Are felbft wirft, fo 
wird ebenfall® die zufanmen- 
geſetzte Elafticität und Feſtig⸗ 
keit in Anſpruch genommen. 
Dieſe ercentrifche Kraft P läßt 
fi, wie befannt, durch eine 
Arenfraft P und ein Kräfte 
paar (P, — P) erfegen, deſſen 
Armlänge c der Abftand CA 

J 557 — des Angriffspunktes C der 
een Kraft P von ber Are bes Kör: 
pers, und deſſen Moment folg: 

(ih = Pe zu fegen ift. Die vefultirende Arenkraft AP — P erzeugt eine 


Taferfpannung S, = = ‚ weldhe für alle Duerfchnitte conftant if. Das 
Kräftepaar hingegen * den Körper nach einem Kreisbogen ($. 239) 





Iſt wieder e der größte Abftand der Faſern von der durch den Schwerpunkt 
eine® Querſchnittes fenkrecht zur Ebene des Kräftepaars gehenden Are, jo bat 
man bie Marimalfpannung, welche durch das Kräftepaar hervorgebracht wird: 


Pce 
Ss = — "w 7 
daher die Geſammtſpannung: 
P P 
s=4+8=—- „+ 


und folglich, wenn man diefelbe dem Tragmodul T' gleichjegt, aljo einen bis 
zur Elafticitätsgrenze gehenden Zug der äußerften Fafern annimmt: 





T=-s+ = (1 + Fce = 
Es ift aljo Hiernad) die Tragkraft der Säule. 
Po FT 


+ 8 
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+ DB. für einen rectangulären Querſchnitt mit den Dimenfionen b 
und h: 








P— I —, 
1+ 
und fir einen freisrunden Querſchnitt mit dem Halbmefler r: 
f= or 
1+— 


Wird die Biegung der Säule durch eine Stütze zur Seite verhindert, wie 
z. B. BAC, Fig. 495, barftellt, fo bleibt natürlich P = FT, indem 
durch die Stützung ein Kräftepaar N, — N hervorgerufen wird, welches 
dem Kräftepaare P, — P das Gleichgewicht Hält. 

Wirkt die Kraft am Umfange einer parallelepipebifchen Säule AB, 


Fig. 496, aljo im Abftande ce — u. von der Are, jo bat man: 


FT 
1+3 
es ift alfo dann die Tragkraft nur ein Viertel von der Tragkraft beim cen- 
trifchen Angriff (Fig. 497). 

Sig. 496. Sig. 496. Fig. 497. Für eine cylindrifhe Säule mit 
einer am Umfang angreifenden 
4 27 % 5* * Kraft iſt ce — r und daher: 
f & _.FT _, 
— 1 + 4 — / 5 FT, ’ 
d. i. ein Fünftel von der Trag⸗ 
fraft, welche ihren Angriffspunkt 
in der Are des Körpers hat. 
Diefe Formeln laſſen ſich auch 
auf das Zerreißen, Zerdrücken 
und Abbrechen der Körper an⸗ 
wenden; es ift jedoch dann nöthig, 
für jede Art der Zertheilung ihren 
befonderen Feftigfeitscoefficienten einzuführen, aljo 
Pp— F 
51 Fce 

K, Er WK, 
zu fegen, wobei K, ben fyeftigfeitcoefficienten fir das Zerreißen (oder Zer⸗ 
drüden) und K den für das Zerbrechen bezeichnet. 





P= = WFT; 
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Anmerkung. Bei der Entwickelung obiger Formeln iſt die Durchbiegung 
des Balkens im Verhältniß zu der Armlänge c verſchwindend klein angenommen. 
Wäre dies nicht der Fall, jo würde das Moment M der biegenden Kraft nicht 
für alle Querſchnitte conftant fein. Es würde dann, wenn P ziehend wirft, 
Gig. 493, da8 Moment M von A nad) B allmälig abnehmen. Da nun der 
Marimalwertd von M in A unverändert P . c beträgt, fo gelten die ermittelten 
Formeln für die Tragkraft des Balkens in diefem Yale au noch, wenn die 
Biegung des Balfens beträchtlih if. Wenn jedoch P drüdend wirkt, Fig. 494, 


ſo liegt der Marimalwerth von M in B, und ift derfelbe von der Durchbiegung 


8. 280. 


y felbft abhängig. Die weitere Betrachtung dieſes Yalles hätte alsdann in ähn- 
liher Weiſe zu geſchehen, wie in dem vorhergehenden Eapitel über die Feſtigkeit 
des Zerfnidens gezeigt worden. p 

ce 


Die oben berechnete Darimaljpannung S = 5 4 — findet an der con⸗ 


vexen Seite des gebogenen Körpers als Zugſpannung oder an der concaven 
Seite als Druckſpannung ſtatt, je nachdem P ziehend oder drückend wirkt. 
Die Spannung an der entgegengeſetzten Seite iſt dann durch 5 — = aus: 
gedrüdt. Diefe Verjhiedenheit der Anftrengungen der auf entgegengejegten Sei- 
ten gelegenen äußerften Faſern ift befonderß bei gußeilernen Körpern zu berüds 
fihtigen. Bezeichnen wieder %, und A,, die höchftens zuläffigen Spannungen für 
Zug und Drud, jo hat man bei einer gedrüdten gußeijfernen Säule für 
die zuläffige Belaftung jedenfalls den fleineren der beiden Werthe: 


Fk Fk, 
W W 


zu nehmen. Weberhaupt find die in 8. 247 gemachten Bemerkungen binfichtlid) 
der vortheilhafteften Querjchnittsformen u. |. w. auch auf dieſen Fall auszu—⸗ 
dehnen. 

Aus den Beilpielen dieſes Paragraphen, zu melden auch da8 in $. 262 bei 
Gelegenheit der einſchnittigen Nietung angeführte gerechnet werden muß, ergiebt 
fi) die bedeutende Verminderung der Tragkraft, welche jede au nur unbebeus 
tende Ercentricität einer Zug: oder Drudkraft im Gefolge hat, und man hat 
eine ſolche aus diefem Grunde möglichft zu vermeiden. Daher ift die Anordnung, 
Fig. 497, wenn möglich immer der in Fig. 496 vorzuziehen, und man fol den 
Augen von Kettenhaken u. |. w. deshalb auch immer eine centrale Lage gegen 
die Längenare der betreffenden Zugftangen geben. 


Schiefo Zug- und Druckkraft. Die Theorie ber zufammengefeßten 

Elaſticität und Feftigfeit fommt vorzüglich auch dann zur Anwendung, wenn 

Fig. 498. eine Kraft P unter einem fchiefen 

* Winkel RAP = Ö gegen bie Are 

eines Balkens AB, Fig. 498, wirt. 

Bon ben beiden Componenten 

R= Pcos.Öö und N—= Psm.ö 

wirkt der eine ziehend und der andere 

biegend auf den Körper, und es vereinigt 
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fi) auch hier die N die erſtere Seitenkraft bewirkte Spannung über den 


ganzen Querſchnitt F 
P cos. 6 


F 
mit der durd) das Moment Plsin.ö des zweiten Componenten bewirkten 
Spannung: 


Ss, = 


Psin.Ö.le 
4 = 


der äußerften Fafern, fo daß fich auch wieder 
T=8=5 +8 =P(% + .n 
Hiernad) ift das gefuchte Tragvermögen: 
FT 


cos.ö + = sin. Ö 








jegen läßt. 


P= 


und umgekehrt, der entfprechende Duerfchnitt: 
F=5 c0s.8 + Z sind), 
oder wenn man die höchſtens zuläffige Spannung %, für die Biegung und 


% für den Zug einführt: 


cos. ur Fle . 
F=r(7 + vr sin.)- 


Für einen parallelepipedifhen Balken iſt 











Fe 6 
Wr und folglich: 
cs.d _ 68 
Fer tn sin.ö) 
und für einen cylindrifchen Balken hat man 
= = _ ‚ daher: 


F=P ren). 


Diefelben Formeln gelten auch für den in Fig. 499 (a.f. ©.) abgebildeten 
Fall, wo der erfte Component R durch) Drud auf den Balken wirft, nur 
hat man in der Formel für die Tragkraft des Balfens 


F= c0..8 + 4 sind) 


für 7 nicht den Tragmodul bes Zerreißens, fondern den des Zerdrückens zu 
fubftituiren. 
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In jedem der im Vorftehenden behandelten Fälle wird natürlich die neu- 
trale Faſernſchicht aus dem Schwerpunkte verrückt, und zwar um die Größe: 


Gig. 499, 6, Sı W cotg.6 ö 
— A er * Fr m FC- ——X 
unter x den Abſtand vom feſten Punkte 


B verftanden, 3. B. für den parallel- 





epipediichen Balfen um 
: h? cotg.ö 
1772 ( — 2) 


Uebrigens ift leicht zu ermeflen, 

daß aus ber Bereinigung ber durd) 

die Biegung bewirkten größten Ausdehnung und Compreffion mit der über 

den ganzen Duerfchnitt des Körpers gleichmäßig verbreiteten Ausdehnung 
ober Compreffion der Fafern bie — und Compreſſion aus 


— SXS * S _ (+ +2 


hervorgehen. 

Nimmt man der Sicherheit wegen die höchftens zuläffige Spannung mm 
etiva gleich der Hälfte des Tragmoduls an, alfo für Holz; k = 1 Kils 
gramm, für Schmiedeeifen k— 6 Kilogramm und fir Gußeifen k, — 3,5 Kilos 
gramm für Zug und k, — 7 Kilogramm für Drud, fo hat. man bie zu 
läffige Belaftung: 

1) bei Holz in beiden Yällen: 


—— 
c08. 6 + sind 008.8 + © sin.0 





P= 


2) bei Schmiedeeifen in beiden Fällen: 


6F 6F 
a En 
cos.õ + 7, sin. Ö 008.6 + 7 sin.Ö 


3) bei Gußeiſen im erften Falle (Fig. 498): 


35F 35F 
— 61 = al 
08.6 + % sin.d cos.dH+ - sin. ö 


und im zweiten Yalle, Fig. 499, gleich dem Fleineren der beiden Werthe von: 
7F 7F 


Des en 
cos.õ + = sind cos.d+ —- sin. 6 
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3,5 F 35F 
=, —N 
7, sin.d — cos. Ö — sind — cos. Ö 


Der im Borftehenden behandelte Fall kommt oft zur Anwendung. Hängt $. 281. 
3. B. ein Gewicht P an einer gegen ben Horizont geneigten Säule AB, 
Fig. 500, fo ift, wenn deren Are um den Winkel PAR = 6 von ber 
Berticalen abweicht, die Zugkraft R = P cos. d und die Biegungsfraft 
N = Psin.d, daher die zuläffige Belaſtung 
2 Fk, 


cos.ö + — sin. Ö 


zu jegen. 
Wenn, wie Fig. 501 vor Augen führt, bei der fchiefen Wirkung der 
Kraft P auch noch der Angriffspimkt C derfelben excentrifch liegt, fo muß man 


Big. 500. Big. 501. 





zur Beurtheilung der Tragkraft des Balkens diefen Angriffspunkt erft nach 
D in die Berlängerung ber Are AB des Ballens legen, alfo ftatt der Länge 


BA= 1, bie ine BD= BA + AD=1 + —— in Rechnung 


bringen, fo daß ſich ergiebt: 
Gig. 502. F E 


— —— — 
c08.8 + are 


Steht, Fig. nA der Hebelarm A C 
jenfrecht auf der Balkenaxe AB, fo hat 
man in gleicher Weiſe: 
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Fk, Fk, 

6 c vo... 6l/. c 
c08.6 + 7 (? + — sin.d cos. õ 4 7 (sin.d + 708.8) 
Ebenfo ift für die fchiefe Säule AB, Fig. 503, wenn dieſelbe um den 


Winkel 5 von der Berticalen abweicht, die mit Sicherheit zu tragende Yaft: 


— Fk, _ Fk, 


—— — — 
cos. õo + sſsin. õ co.ö+ 9 sin. õ 


P— 


worin % , den Spannungscoefficienten fir Druck bedeutet. 

Wenn ein belafteter Balken AA, Fig. 504, nicht frei aufliegt, ſondern 
zwifchen zwei Wänden eingezwängt ift, jo fommt ebenfalls eine Kraftzerlegung 
vor, aus welcher eine Compreſſion umd eine Biegung des Balkens hervorgeht. 


Fig. 503. Fig. 504. 





Weichen die Endflächen A, A diefes Balkens um den Winkel d von bem 
Querſchnitte deffelben ab, und wirkt die Laft P in der Mitte B des Balkens, 
jo reagiren die Seitenwände auf die Enden des Balfens mit zwei Kräften 
Q und Q, welche unter dem Winkel d gegen den Horizont geneigt find und 
eine Mittelfraft CP — — P geben, woburd) die Kraft P aufgehoben wird. 

Es ift hiernach: 

P=20c8QCP = 2Qsin.d, 

folglich umgekehrt: 





2* 2sin.d 
Ferner refultirt aus der Reaction Q die Aren oder Drudkraft: 
P cos. ô 
R= cos. d — PR 1/a P cotg. 6 


und die Normal» oder Biegungsfraft: 
N = Qsin.d — — 
Es ift folglich): 
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an _R,„ N.Uıle 
d. i.: 
— Pecotq. o, Ple 
— 25 4W 
und daher die Tragkraft: 
2Fk 
pP 
Fle 


cotg.Ö + Us ww 

zu fegen. Da die Tragkraft des bei A, A einfach auf Stüten ruhenden 
4Wk, 

Balkens P = ll ift, fo erfennt man leicht, daß durch die Spreizung 


die Tragfraft vermindert wird, und um fo mehr, je größer cotg. ö, d. i. je 
kleiner Ö ift. 

Derfelbe Fall tritt auch ein, wenn ein geneigt liegender Stempel AB, 
Fig. 505, eine über ihm aufgejchüttete Laſt Q trägt. Nur ift hier Q erit 
in eine Normalfraft Q, rechtwin- 
felig zur Are des Stempeld und 
in eine Seitenfraft N, rechtwin⸗ 
telig gegen die Seitenwand (in der 
bergmännifchen Sprache: das Lie⸗ 
gende) zu zerlegen. Sehen wir 
der Sicherheit wegen von der Rei⸗ 
bung der loderen Maſſe (Gefteins- 
ftücfe) auf dem Liegenden ab, be⸗ 
zeichnen die Abweichung der End» 
fläche de8 Stempel von dem 
Duerfchnitte deſſelben durch 6 
und die Neigung des Liegenden 
BC gegen den Horizont durd) P, 
fo erhalten wir: 

ı = Qsinß 
und wegen ber gleichmäßigen Bertheilung der Laſt nad) $. 241: 
2Fk 


— — — — 
Fle 

1 mn 

cotg.ö + 1/; w 


Fig. 505. 





und daher: 
2Fk 


ae öæ6 
(ot. ö+Y, Wr) sin. ß 
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Beifpiele. 1) Welche Querdimenfionen muß man einem ſchiefliegenden Bal⸗ 
ten AB, Fig. 500, aus Fichtenholz geben, welcher eine Länge von 4 Meter, 
eine Neigung von 60 Grad gegen den Horizont hat und am Ende eine Laſt 
P = 8000 Silogramm trägt? Die Yormel 

Fk 
?= 6 _ 
cos. d + 7 sin. d , 
giebt, wenn man P — 3000, k = 1 Kilogramm, d = MP — 60° = 30%, 
d = 4000 Millimeter einführt und 3 —= d, annimmt: 








F=bh=!,hR = 3000 (cos. 300 +8: Fr ein. 300), d. i.: 
Mο5 (0,866 + = — 


Es iſt annähernd: 
h= // 50400000 — 369, 
hiernach ſchärfer: 


h = 50400000 + 3637,2 . 369 = 751742127 = 873 Millimeter 


und folglich: 
b=!%hh = 266 Millimeter. 

2) In welder Entfernung von einander find die 0,3 Meter flarlen Trag⸗ 
ſtempel AB eineß fogenannten Förftenbaues ABC, Fig. 505, zu legen, wenn 
berjelbe 1,2 Meter weit ift und fi 20 Meter body auf einem 70 Brad fallenden 
Gange in die Höhe zieht, und voraußgejegt wird, daß das Gewicht eines Eubil- 
meterß Berge (Gefteinsftüde) 1200 Kilogramm beträgt? 

Wird die gejudhte Entfernung zu = Meter angenommen, jo beträgt das auf je 
einem Stempel ruhende Gewidt: 

Q= 12.20.1200. x = 28800 x $ilogramm 
und folgli der zum Stempel normale Drud: 
Q, = Qsin. 70° = 28800 . x . 0,9397 = 27063 x Kilogramm. 
Sind die Endflähen A, B der Stempel unter einem Winkel von d = 20 Grad 
abgeſchrägt, ſo hat man: . 
2Fk 2.708686 .1 
270638 z = — — * * —= 13155 
c0tg.20° 4 Y, a 2,747 {8 


und daher: 


13155 
= an 7 0,486 Meter. 


Es beträgt aljo der Zwiſchenraum zwiſchen je zwei Stempeln: 
0,486 — 0,300 = 0,186 Meter. 





Biegung der gespannten Balken. Wenn ein Balten AB, Fig. 506, 
durch eine biegende Kraft P und eine Arenfraft Q angegriffen wird, fo wird 
die Tragkraft durch die Zugkraft Q nad) dem vorigen Paragraphen ver: 
mindert, da durch Q eine Vergrößerung ber abfoluten Biegungsipannung 


in der äußerften Faſer an der convexen Seite um x herbeigeführt wirb, an 
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diefer Stelle daher die Spannung den höchſtens zuläffigen Werth % früher 
erreiht, al8 wenn Q nicht vorhanden wäre. Es wurde hierbei jedod) bie 
Sig. 506. Biegung als ſehr Klein außer 
Betracht gelafjen, welche der 
Balken unter dem Einflufle 
von P erleidet. Iſt bie 
Biegung aber, etiwa bei grö⸗ 
ßerer Balfenlänge, nicht fo 
Hein, daß fie vernachläjligt 
werden darf, jo hat man 
auch die biegende Wir- 
fung ber Kraft Q in Betracht zu ziehen, deren Moment im Punkte B 
durch Qa gegeben ift, wenn a die Senkung des Endpunktes A unter B 
bedeutet. In Folge diefer von Q angeftrebten Biegung nach oben werden 
die äußerften Fafern an der converen Seite in gewiffen Grabe entlaftet, 
und man erkennt von vornherein, daß unter beſtimmten Verhältniſſen bie 
biegende Wirkung von Q der ziehenden Einwirkung überlegen fein kann. 
In diefem Falle wird die Tragfraft des Balkens durd) die Spannkraft nicht 
nur nicht vermindert, jondern vergrößert. 
Sei wie früher B der Coordinatenanfang, die X Are horizontal und die 
YXre vertical, fo ift fitr den beliebigen Punkt S, deffen Abſeiſſe — ift, 


M=PÜ-9—-96-W=WwE, 





oder wenn man ber Kürze halber 


pP Q 
WE =, 51 jest, fo hat nıan 
93 


ν — wa 
Dieſer Differenzialgleichung entſpricht das Integral: 
2 
„--zl-)tatamr Gem, 





*) Bon der Nichtigkeit überzeugt man fi durch zweimalige Differenziation, 
Dadurd erhält man nämlich: 
2 

H=g(Ge + Ge). 

Addirt man hierzu 
- ?y=mMl— x) — Pa — ga? (C1eır + Oye-ar), 

fo erhält man die Ausgangsgleihung: 

Y-my=pl-a)— ge. 


BWeisbach's Lehrbud der Mechanik. L 40 
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worin 5 die Grundzahl der natürlichen Logarithmen und CO, und O, zwei 
noch unbelannte Eonftanten find. Yu deren Beitimmung hat man die Bes 
dingungen, daß 

1) z=1, y=a im Endpunkte A, 


2) 2 =0, J — 0 im Anfangspunkte B 


zufammengehörige Werthe find. 
Sest man in dem Ausdrude für y die Werthe = —= 1, y —= a gleid 
der Durchſenkung am Ende, fo folgt: 


= ZA-NDta+ Gt gen, 
woraus 
Gr 0 ⸗o oder = — O1 ER ſich ergiebt. 
Ferner iſt 
ital Grm). 
Gig. 507. 





Hierin æ = 0, “ —= 0 geſetzt, liefert: 


_?? _ —_? 29 
Ira - tra 
fo daß daraus 


— — — 
ai g’(1 + €) 
und 2 g2gl 
= — Ge LT ſich ergiebt. 
(+ EN) 


Nachdem C, und CO, beitimmt find, hat man aud) 

4 * FE Je ee 
rar Ha) — — 
und das auf Biegung wirkende Moment: 


— PI-_D—_ da - NW . —— 
M=P(—2)— Q(a =WEZa=WET — ⸗— 
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Diefes Moment ift jedenfalls ein Maximum für den Punkt B, alfo für 
x —=0 und y = 0, wofür e8 den Werth annimmt: 
_ _wrpfetu—ı PMm—1 
Iſt gl ein ächter Bruch, hat man es alfo mit einem kurzen Ballen 
und mit einer Keinen Arenfraft Q zu thun, fo darf man unter Ber- 
nadjläffigung der höheren Potenzen von 2 qg2 fegen: 








| 4q21 89313 
ea—ı 172417 12.37 i+alt nen 
LIT — Sge _  — 

+ 1 +21 + 24 +41 44144 


=al(1 - 20. 
Es wird unter dieſer Vorausſetzung: | 
Q1 
— pIı _ — — 1, 01) — — 
M — Pi — Qu — PCG — gl) pi (1 SF 
Iſt dagegen die Arenfraft Q fo groß, dag qZ mindejtens die Zahl 2 
erreicht, jo darf man 1 gegen &?7 vernadhläffigen, und man erhält: 
P ed WE 
M=Fodıe=, m — 


Es beſtimmt ſich nun die Tragkraft des Balkens in derſelben Art, wie in 
den vorhergehenden Fällen. Die Kraft Q erzeugt in dem Körper die abs 
ſolute Spannung 





81 * 4 
und durch das Moment M = Pl — Qa erleiden die Fafern in B im 
größten Abftande e von der neutralen Are die Spannung 
(Pl — Qa)e 
& = my 
Dezeichnen nun wieder x, und %, die höchſtens zuläffige abfolute oder 
rütchwirtende Spannung, fo hat man für die äußerften Faſern an der con« 
veren refp. concaven Seite des Balfens im Punkte B: 





„, Mode _ g , Pe—ı a 

a WW FTgarı W 
Q,(PI—-Q)de__Q, P@t—ıe, 

Kk=-ygt—y rt Tuer W 


woraus fiir das Tragvermögen bes Balfens der Kleinere der beiden Werthe 


— . .4 
= (h-7 'Ww_i% und 





40* 


628 Vierter Abſchnitt. Fünftes Capitel, [8. 282. 


ei +1 1. wa 
P,= ( 4 — rn folgt. 


Wenn in dem Falle, woglein ädjter Eur it, Pl — Qa fpeciell gleich 
Pl ( 1 — Run gefegt wird, fo folgt, fobaldb nur die Ausdehnung in 





Betracht gezogen wird: 
2=( 2) 0-9, Bu = (#3) (14 5w2 


Dhne die Spannung Q wäre die Tragkraft 


gu 





p=r". 
le 
es verhält fich daher: 


P:P—=k: ( — (+ 5). 


welcher Ausdrud erkennen läßt, unter welchen Verhältniffen die Tragkraft 
des Balfens durch die Spannung vergrößert oder verkleinert wird. 
In dem Falle, wo qZ groß ift, hat man 


PI—-Qa—P VE. 
und es folgt die Tragkraft 


ne) Von: 6-9 VER 


Fragt man wie groß Q fein fe, damit P, ein Marimum werde, fo 
hat man den Differenzialquotienten nad) Q gleih Null zu jegen: 


n— 
ir —— 1 VE men — 


woraus 
= * ſich ergiebt, 
und es folgt durch zu dieſes Werthes: 


2=1(w—! —A—— — 


Die Tragkraft des valte wird daher durch —* zu einem Maximum, 
jobald die Arenkraft Q für fich allein in den Fafern eine Spannung erzeugt, 
welche den dritten Theil der höchſtens zuläffigen Spannung x beträgt. Das 
Verhältniß diefer marimalen Tragfähigkeit zu der des ungeſpannten Ballens 
Pit: 
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k kFW kW 
B:r=&V BE Te’ 


P. V+ F 
— — 2 — —. 
ä 


Fur den rectangularen Querſchnitt von der Breite b und der Höhe A ift: 





oder 


win. mM 


Yabh®? mM?’ 


- k 
3 *— 
- #1 VE 1,33 — E’ 


und für den eiförmigen Querſchnitt vom Durkmefe d iſt: 


daher 


d? 
F_"4_% 
w_# a 

64 


aljo 


P_ 8 V: - VE 
P _5,202d EIMGVE 


Setzt man beifpielöweife für Hol k = 1, E= 1100, fo hat man für 


einen parallelepipediichen Balken 3 — 0,040 . für einen cylindriſchen 
P, I — 1598 
Ballen > = 0,046 7 Sobald daher = Ion ” 25, reſp. 


ı 1 
d 0,046 
ebenfo viel, wie die des nicht gefpannten, vorausgefegt, daß die ſpannende 
-Kraft die Faſern bis zum dritten Theile der höchftens zuläffigen Spannung 
anftrengt. Bei größerer Balkenlänge erſt wirkt die Spannung günftig auf 
Das Tragvermögen ein. 


— 22 ift, beträgt die Tragkraft des gefpannten Balkens 


Torsion in Verbindung mit Zug- oder Druckkraft. Wird $. 289. 
eine Säule AB, Fig. 508 (a. f. ©.), von einer Arenkraft Q und einem 
Umdrehungsträftepaare (P, — P) zugleid) ergriffen, fo findet eine Zu- 
fammenfegung von Zorfions- und Zug⸗ oder Drud-Elafticität ftatt, deren 


Kefultat ſich wie folgt beurtheilen Laßt. Es ift 9, — x die von der Kraft 


Q hervorgebrachte jpecififche Arenfpannung und S = er. die dem Tor⸗ 








630 Vierter Abſchnitt. Fünftes Gapitel. [$. 283. 


ſionsmomente entfprechende Spannung pro Flächeneinheit, im Abftande e 
von der Rängenare des Körpers, unter W das Maß des Torſionsmomentes 
Fig. 508. 


- 


Fig. 509. 





verftanden. Nun können wir annehmen, daß ein parallelepipediiches Körper: 
element ABCD, Fig. 509, von den Normalkräften AB. Sı und — CD. Sı 
auf AB und CD, fowie von dem Kräftepaare (AB. 5, — CD. S,) längs 


AB und CD, und von dem Gegenträftepaare (BC.Z, — AD.Z) länge 
CB und AD ergriffen wird. Wenn nun die Diagonalebene A C den Win: 
tel. mit der Arc des Körpers oder der Richtung der Kraft Sı einchliet, 
fo find die zu 40 normalen Komponenten der Kräfte S,, & und Z auf 
der einen Seite von 40: 


AB.Sı sin. , AB.S, cos.y und BC.Z sin.Yy, 
und e8 folgt daher die ganze Normalkraft auf A C: 

AC.S—= AB.Sı sin. y + AB.Ss cos. % + BC.Z sin. %, 
ober da das Moment von (BO. Z, — AD. Z) glei ift dem Monicnte 
von (AB.S, — CD.S) d. i.: 

AB.BC.Z=BC.AB.S, alo Z= 8 if, 

4AC.S= AB.Sı sin. v + (AB cos. y + BC sin. %) 5, 
jo daß ſchließlich die en in AC pro ee 


s= 7: 5, sin.d + | — mv +f gend) 5: folgt 
Nun ift aber sin. Y und rer, = cos. %, daher folgt: 
S = $ı (sin. Y)? + 2 5 sin. Y cos. — 5, (sin. Y)? + S sin 2 y 
= S$ı >) + &sin.2Y%. (Bergl. 8. 266.) 
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Diefer Werth ift ein Marimum von S für tang.2y — — 2 ober 
28 81 


sin. 2 = Vs?’ + 48 und cos.2Yy —= — VS? + 187 und zwar 


= (14 + _ 2: 
2 Vv?+48 V$ +43 
= 1,5, + VRR Has, 


Sest man bie Werthe für * und * ein, ſo un: 


Diefe größte Kafeengung der 8* darf 8* den Werth % erreichen, 
und e8 folgt daher aus 


oe Q\? Pae\? _ 
wenn das verdrehende Moment Pa mit M bezeichnet wird, die Bedingungs⸗ 
gleihung: 
e__ ._® 
4 u = x(⸗ — 9 
welche Gleichung man auch ſchreiben Tann: 
M—=Pa— z kVı_ 


= nlı- (@)] 


Diefe beiden Ausdrüde empfehlen fi) zur Beſtimmung der erforberlichen 
Duerdimenfionen, je nachdem die Torfions- oder Arenkraft überwiegend ift. 

Für einen rehtedigen Querfchnitt von der Höhe A und der Breite 
b —= vh bat man: 








und 


*, Eine ganz allgemeine Behandlung des vorliegenden Falles ift von de Saint 
Benant gegeben worden, fiehe aud) Clebſch, Theorie der Elafticität fefter Körper 
und Grashof, Feſtigkeitslehre. Danach ergiebt ſich ſchärfer 


in = 9 + EYES FeBR 


Hierin bedeutet m die Conſtante, von welcher bei Gelegenheit der Schub-Elafticität 
8. 260 Die Rede war, und melde nad den dort gemachten Angaben theoretifch 
glei) 4 ift, nach darüber angeftellten Verſuchen zwiſchen 8 und 4 zu liegen fcheint. 
Sest man m = 4, ſo wird: 


nr + Y%YVYS + as. 
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Fon M—Yebhb® +h)  hvyırv 








e 1/, Vb2 + R2 6 ’ 
daher: 
M=Pa=YhvVi+ ».\/ı — 57 F 
v 


Für den quadratifchen Querſchnitt iſt —= 1, daher: 


v2 Vı-& Vı-2%, 
— — __ın8 — —— — 3 — — «⸗ 
M=Po= ν. FVA 23 0B5Thk/ 1 — 7, 


Für eine cylindrifche Welle vom Halbmeſſer r ift: 
W Ya ar! zr? 
r 2° 


— pa er V 0 _ V Q 
M=Pa= 5 1 2 1,5708? 1 2 er 


Wirkt die Arenkraft Q zuſammendrückend, fo behalten die im Vorſtehenden 





$ig. 510, gefundenen Formeln ihre Gültigkeit, da bier 
- nicht bloß die Richtung der Kraft S, (Fig. 510) 
4 — diie entgegengeſetzte wird, ſondern auch die Kräfte 


5 und Z entgegengefegt angenommen werben 
2 müſſen, wenn ed darauf anfommt, die mari- 
male Spannung S, zu erhalten. 


C Beifpiel. Eine fiehende Holzwelle von qua- 
dratiſchem Querſchnitie und von 5000 Kilogramm 
Gewicht Hat dag Umdrehungsmoment Pa — 800 

Meterlilogranım aufzunehmen. Wie groß ift die Stärke zu nehmen, wenn bie 


1 . 
größte Spannung k = 2 = 0,3 Kilogramm zuläffig iſt? Man bat hier: 


_ _ | / 500 
3 6 
800 000 1 
h = V os.Har Vin folgt 
un TE 
8 
. 1 / 800 000 uns 


6 1 yı 1 
V- 5000 = V oo = iois. 
224,53 
jo daß nun ſchärfer die gefuchte MWellenftärke: 
h = 224,5.1,018 = 228,5 Willimeter folgt. 


woraus 
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Torsion in Verbindung mit Biegung. Nicht felten fommen aud) $. 284. 


Fälle vor, daß ein Balken oder eine Welle von einer Torſions⸗ und einer 
Biegungskraft zugleich ergriffen wird, namentlich find die liegenden Rad⸗ 
wellen in der Regel einer Torſion und Biegung zugleich ausgefegt. Denken 
Sig. 511. wir uns, um die Verhältniffe des Zuſam⸗ 
menwirkens diefer zwei Kräfte zu erforjchen, 
wieder einen prismatifchen Körper ABCD, 
dig. 511, weldher an einem Ende BD 
feftgehalten und am anderen Ende A von 
einer Normal» oder Biegungskraft Q, zu⸗ 
gleich aber nod) an einer Stelle C von 
einem Umdrehungs-Kräftepaare (P, — P) 
R ergriffen wird. Iſt J die Länge AD der 
Q p ya K Welle, Wı da8 Maß des Biegungsmomen- 
tes derfelben und e, die größte Entfernung 
eines Duerfchnittselementes von der neutralen Are, fo hat man die von der 
Kraft Q erzeugte größte —— 


* ai -— (vergl. $. 224); 


bezeichnet dagegen a die Kemlänge HK des Kräftepaares (P, — P), W 
das Maß des Torfionsmomentes und e den größten Abftand eines Duer- 
ſchnittselementes von der Are CD dieſes Körpers, jo läßt ſich die von dem 
Paare (P, — P) erzeugte größte Schubjpannung 

Pae 


S = ww feßen. 





Nun vertritt aber, wie leicht zur erkennen ift, die Spannung 5, = -_ 


die Stelle der abfoluten Spannung S, = 1 im vorigen Paragraphen, da⸗ 


ber läßt fich auch hier die Marimalſ anmung im ganzen Körper ABCD, 
Big. 511, 


S=Ysh + YVS? +48} 


= 1, 4 VS) +45) Mom 


Bei der Drehung der Welle muß die neutrale Üxe, * durch den Schwer⸗ 
punkt de? Querſchnittes geht und ſenkrecht zur Ebene QCAD der Laſt ſteht, 
fortwährend ihre relative Lage zum Querſchnitte verändern, und damit wird 
auch e, im Allgemeinen verſchiedene Werthe annehmen. Es iſt z. B. bei 
einem quadratiſchen Querſchnitte von der Seite A der Abſtand e, zwiſchen 
der halben Seitenlänge und der halben ‘Diagonale veränderlih. Die Größe 
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e jedoch) ändert fich während der Umdrehung nicht, da hierumter ber Abftanb 
bes am meiften von der Are abftehenden Punktes von der Drehare verftanden 
if. Es möge nun, wie dies in der Praris faft immer vorkommt, angenom- 
men werben, daß die Drehungsare der Welle mit der Schwerpunftsare der⸗ 
felben zufammenfällt. In diefem alle wird der größte mögliche Werth von 
e; gleich e fein. Da dieſem größten Werthe von e, der größte von S, ent- 
Ipriht, fo hat man denfelben in dem Ausdrude fir S„ einzuführen. Nimmt 
man ferner an, der Querſchnitt fer entweder ein reguläre Polygon, oder 
doch eine folche Figur, welche für zwei zu einander ſenkrechte Aren gleiches 
Maß des Biegungsmomentes Wı —= Ws befist, jo hat man W = Wı 
+ W = 2W, zu fegen. Unter diefen Borausfegungen erhält man: 


nn VE 
Setzt man diefe te Spannung 5. — k, fo folgt: 
= lo + V(QD? + (Pa) 
= Ih W (M, + Va? + m°)”), 


wenn das verbrehende Moment Pa — M und das biegende Moment 
Qi = M, geſetzt wird. Aus diefer Gleichung entwidelt ſich: 

" 3 
| — —= M?+ M, 

“. 
und hieraus folgt: 


2 M 
1 ıe 
u.5.=rVı- Me mu 2 Mr Yı — de. 


Tür den quadratifchen Suefänit von der Seite % hat man: 








daher: 





Für den Freisfürmigen Querſchnitt ift: 


*) Die ſchärfere Unterfuhung (vergl. Anmerkung zum vorigen Paragraphen) 
liefert auch bier: 


m = kr (an + VERF) 
= HM +%VM+M) 
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ar? Qi 4 
—— pP —— — — ⸗ — — (5 
M a 5 k / 1 Er 


Da ber von der Drehare entferntefte Punkt bei der Drehung der Welle 
durch die Ebene QAD ber belaftenden Kraft und der Are abwechfelnd ober» 
halb und unterhalb ber Are AD Hindircchgeht, fo ift die diefem Punkte ent⸗ 
Iprechende marimale Spannung S, abwechjelnd Zug- und Drudipannung, 
und man bat daher in obigen Formeln für % den Fleineren ber Werthe von 
k, und %,, zu jegen, fofern die zuläffige Anftrengung des Materials für 
Zug und Druck verſchieden ift. 

Sehr gewöhnlich ift es nicht ein Kräftepaar (P, — P), fondern eine 
ercentrijch wirkende Kraft P, welche die Torſion eines Körpers BCD, 

Sig. 512. Fig. 512, bervorbringt. Da ſich eine ſolche 

Kraft in eine gleiche Centralkraft CP—=+ P 
und in ein Kräftepaar (P, — P) zerlegen läßt, 
befien Armlänge a ber Normalabftand CA 
zwifchen der Are OD des Körpers und ber 
Kraftrichtung P ift, fo hat man es in biefem 
Falle, ſelbſt ohne Hinzutritt einer anderen 
Kraft Q, mit der zufammengefegten Feſtigkeit 
2 zu thun, indem ſich die aus (P, — P) hervor⸗ 
P gehende Torſion mit der durch die Arenfraft 
+ P bewirkten Biegung vereinigt. Man hat 
daher in den vorftehenden Formeln nur P anftatt Q einzuführen und es folgt: 


= 5, [I + Ve Fe =z lH) 


Tritt zu der ercentrifchen Kraft P noch eine befondere Biegungsfraft Q 
mit dem Momente Q7, hinzu, jo hat man natürlich, in den obigen Formeln 


Pl + Ql, für M, einzuführen. 


Beifpiel. Die jchmiedeeiferne Königswelle einer Mahlmühle ift 1,6 Meter 
zwifchen den Lagern lang, und trägt in ihrer Mitte ein Stirnrad von 0,75 Meter 
Halbmeffer, an defien Umfang eine Kraft P von 1000 Kilogramm wirkjam ift. 
Wie groß ift die größte Faferjpannung, wenn die Welle in der Mitte eine Stärfe 


daher: 





*, Schaͤrfer eigenilich: 
— -,)— 
1 


2m 2m 








=Py VV— , 


636 Vierter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [8. 285. 


von 0,160 Meter hat? Da die Kraft P bier in der Mitte zwiſchen den Stüg- 
punkten angreift, jo ift dag biegende Moment 
M, = Y, Pl = Y, 100 . 1600 = 400000 Millimeterlilogramm, 


daher | 
S=M- 400000 2 — 400000 — = _— — 0,995 Kilogramm 
‚= Hm” ad 8,14 ..1608 gramm. 
Aus dem verbrehenden Momente M = Pa = 1000 . 750 = 7500% er: 
giebt ſich: 
16 16 . 
SS =M = — 750000 757 750000 — 317. 1608 — 0,9383 Kilogramm. 


Daraus folgt die marimale Anftrengung der Außerften Faſer in der Mitie: 
Sm = Ya 0,995 M V 0,995? + 4 . 0,9333 = 0,498 + 1,057 = 1,56 filogramm, 
oder nach der ſchärferen Formel: 

Sm = 3% 0,995 + %, V0,9952 + 4. 0,9332 — 0,373 + 1,321 = 1,69 Kilogramm. 

Da nah $. 271 die zuläffige Spannung für Schmiebeeifen glei 4,2 ange 
nommen werben darf, jo gewährt die Welle etwa 21, fache Sicherheit. 


8. 285. Biegungskräfte in verschiedenen Ebenen. Wenn ein Balfen 
oder eine Welle B C,, Fig. 513, von zwei Biegungskfräften Q, und Q, er 
Sig. 518, griffen wird, deren Richtungen C, Qı 
und O3 Q; zwar redjtwinfelig auf der 
Are BC, des Körpers ftehen, aber unter 
ſich ſelbſt nicht parallel find, fo wird 
da8 Stud BC, deſſelben von zwei 
Kräftepaaren (Qi, — Qı) und (92,— 0.) 
gebogen, welche daher zu einem einzigen 
Kräftepaare zu vereinigen find, um die 
Art und Größe der Biegung beurtheilen 
zu können. DBezeichnen 7, und 4 bie 
Hebelarme der Kräfte Q, und Q, in 
Hinficht auf den feften Punkt B, find alfo 
Qılı und Qal; die Momente derfelben, 
und ift & ber Winkel, welchen die Kraftrichtungen zwischen ſich einſchließen, 
wenn man fie durch einen einzigen Punkt legt, fo hat man nad) $. 97 bes 
Moment des refultirenden Kräftepaares: 


Re = Y(Qılı)? + (Qa%)? + 2(Qıı) (Qals)cos.a, 


und es ift für ben Winfel 4, welchen die Ebene diefes Kräftepaares mit ber 
de8 Paares (CQꝛ, — Qı) einſchließt, 
ah 2 


sin.B = —— sin.a. 


Um die Größe diefes Retftepuune ( CR. — .R) und die Ebene deflelben zu 
finden, Tann man die Kraft Q, von C, nad) CO, reduciren und die reducirte 
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Kraft Q = 9 mit der Kraft Qı durch das Kräfteparallelogramm zu 
einer Mittelfraft R, vereinigen; da8 Product AR, —= Re ift dann die 
Größe bes refulticenden Kräftepaares, und der Winkel Q, Ci Rı der Winkel 
ß, welden die Ebene diefes Paares mit der des Paares (Oꝛ, — Qı) ein- 
ſchließt. Diefe Ebene ift natürlich auch) diejenige, nach welcher der Körper 
gebogen wird, auch ergiebt fi) mit Hilfe des gefundenen Momentes Pc 
— Rılı die größte Spannung bes Körpers: 

__ Bee 

— "w’ 
alfo wenn man diefe der zuläffigen Spannung % gleicdhjjett: 


(Qılı)? + (Q%)? + 21(Qılı) (Qrls) cos. . 


Wirkt nun auf diefen Körper AB noch ein Umdrehungskräftepaar 
(P, — P) mit dem Momente Pa, fo ift die Marimalfpannung 


rn __Rea (za + (2er Rce Pae\? 
„km rt (Gi) + (Fr 


zu ſetzen, wobei natürlich, Wı das Maß des Biegungsmomentes, W das de3 
Drehungsmomentes und e, den größten Abftand des Körperumfanges von 
der neutralen Are, dagegen e den von der Längenare des Körpers in B be» 











zeichnet. 

Hiernad; ift 

Pae\?  ,._ Rce, 
(FW) 


= VAT)? + (Qi)? + 2(Qlı) (Qelo)cos.a. 


Mit Hülfe der Formeln des vorigen Paragraphen laſſen ſich auch die 
erforderlichen Duerfchnittsdimenfionen des Körpers finden, wenn man in den⸗ 
felben ftatt QL die Größe Rc einjekt. 

Wenn nur eine Biegungsfraft Q, auf ben Körper wirkt, und derſelbe 
anftatt des SKräftepaares (P, — P) von einer einzigen Umdrehungskraft P 
ergriffen wird, welche fich in eine Axenkraft P und in ein Umdrehungskräfte⸗ 
paar (P, — P) zerlegen läßt, fo hat man ftatt Oz !s dad Moment Pi in 
den legten Formeln einzufegen, 
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Sechstes Kapitel. 


Bon den Federwerfen*). 


8.286. Federn. Unter Federn verſteht man gewiſſe aus fehr elaftifchen Mate 
rialien gebildete Couftructionstheile, von folcher Form, daß fie unter Ein⸗ 
wirkung äußerer Kräfte möglichft große Yormänderungen annehmen. Dan 
benußt fie in der angewandten Mechanik außer zu dynamometrifchen Jeden 
fehr Häufig als Organe zur Aufnahme von Stößen (Wagenfedern), um beren 
ſchädliche Einwirkungen zu mildern, fowie als Magazine zur Aufipeicherung 
mechanifcher Arbeit, welche nachher zur Hervorbringung felbftändiger Bewe⸗ 
gungen gebraucht werden ſoll (Uhren). Hierhin gehört auch die Anwendung 
fogenannter Prellfedern zur Verſtärkung gewiſſer Wirkungen (Feder 
bämmer). 

Je nad) der Inanſpruchnahme der Federn beftehen die hervorgebrachten 
Formänderungen derfelben in einer Ausdehnung, Zufammendrüdung, Bie 
gung oder Berdrehung der Fafern. Zur Herftellung von Federn, bei wer 
den das Material durch directen Zug oder Drud einer einfachen Ausdeh⸗ 
nung oder Zuſammendrückung unterworfen ift, eignen ſich nur foldye Stoffe, 
welche innerhalb der Elafticitätögrenze bedeutende Formänderungen zulafien, 
und man verwendet zu diefen Federn fat ausfchlieglich das Federharz (Kaut- 
ſchuk). Zu den Biegungs⸗ und Verdrehungsfedern verwendet man nur feht 
elaftijche Metalle, zu den erfteren öfter auch elaftifche Hölzer, Fiſchbein u. |. w. 

Da das DBerhalten des Kautſchuks fich jeder theoretifchen Behandlung 
entzieht, und bie Conftruction ber daraus hergeftellten Federn lediglich auf 
Berfuche **) fich ftägen muß, follen hier nur bie Biegungs= und Torſions⸗ 
federn betrachtet werden. | 

Nach dem Borftehenden muß eine Feder ihren Zweck, mechanifche Arbeit 
in ſich aufzunehmen, um fo volllommener erfüllen, je größer bei einer be 


*) Bei Abfafjung diejes Capitels ift befonders das Werl von %. Reuleaug, 
Gonftruction und Berehnung der für den Maſchinenbau wichtigſten 
Sederarten, 1857, benugt. Siehe ferner: Redtenbader, Die Geſege det 
Rocomotivenbaued, 1855, und Philips, Memoire sur les ressorts en acier 
etc. in den Annales des Mines, Tome I, 1852. 

**) Näheres Über die Verſuche von Werder, an Kautſchukbuffern angefeit, 
fiehe in Reuleaur, Der Eonftructeur, 1869, ©. 66, 
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ſtimmten Belaftung ihre Yormänderung ift. Gleichzeitig muß aber der 
Conſtructeur ſowohl aus Gründen der Deconomie wie der thumlichften Raum- 
beſchränkung die Bedingung eines möglichft geringen Materialbebarfs ftellen, 
und es ergiebt ſich Hieraus, daß diejenige Feder theoretifch bie vorzüglichſte 
fein muß, welche für eine beftimmte Belaftung und eine Formänderung von 
beftinmter Größe am wenigften Material erfordert. Dan erkennt nad) dem 
Früheren daher jehr leicht, daß man bei der Feberconftruction womöglich bie 
Bildung von Körpern gleichen Wiberftandes wird anftreben müſſen. 


Einfache Blattfedern. Als einfacfte Feder kann ein an einem Ende $. 287. 
Fig. 514. B eingefpannter elaftifcher Stab AB (Fig. 
514) dienen, weldyer am freien Ende A von 
der Kraft P ergriffen wird. Iſt diefer 
Stab prismatifh und der Querſchnitt ein 
A, Rechteck von der Breite b und der Höhe A, 
fo Hat man unter Beibehaltung der bis» 
berigen Bedeutung von W, E, k u. ſ. w.: 

== ep, 
Bezeichnet man mit f die Federung ober Durbiegung AA, des freien 
Endes A, d. 5. die Bewegung des Kraftangriffspunttes, jo hat man nad) 
8. 285: 


B A 


PER A. pm 
SWE "w.E 
Sett man hierin nr ? den engen Werth ' findet man: 


7, + Eh = ober 


=. 8 z 7 
. go: bA? h. 
Dieſen Werth endlich in ben Ausbrud fir P = ek — für 7 einge: 


führt, erhält man: 
het * 1 k?2 bAl 


— 1 3, Io. —-. — 
oder wenn man das Volumen * de bhl mit P bezeichnet, 
E 


Diefe Formel enthält das merkwürdige Refultat, daß das Volumen der 
Feder außer von E und x nur von bem Producte Pf, der fogenannten 
Federungsarbeit*), abhängt, von den einzelnen Dimenfionen b, A und 2 


*) Das mit dem Namen Yeberungdarbeit bezeichnete Product aus der biegenden 
Kraft P und der Durchbiegung f ift nicht gleich dem von der Weber bei biejer 
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aber ganz unabhängig ift; d. h. es müſſen alleRechtedfedern aus dem- 
felben Materiale, bei welchen man diefelbe äußerfte Spannung k 
zuläßt, und welche für diefelbe Federungsarbeit Pf conftruirt 
find, gleihes Gewicht erhalten, wie groß man auch das Der: 
hältniß zwifchen den Längen- und Querdimenfionen wählen möge. 
Diefes Gefeg behält, wie ji aus dem Folgenden ergeben wird, auch für 
andere Yederarten feine Gültigkeit. 
Wenn der Stab AB als Körper gleichen Widerftandes conftruirt wird, 
indem man die Höhe A des Duerfchnittes conflant annimmt, jo muß 
| nad $. 257 die Breite von b am Be: 
Fig 516. feftigungspunfte B bis auf Null bei A 
verjüngt werden, und die Grundrißform 
der Feder wird ein Dreied, Fig. 515. 
— — A Die elaftifche Linie wird Hier ein Kreis⸗ 
= bogen, und die Durchbiegung des freien 
Endes wird nad) dem Früheren 11/,mal 
p fo groß wie bei der Rechteckfeder, nämlich: 
P13 Pl 
JFgws!wE 
Setzt man auch hier wieder für P den Werth P = 1% k * ein, ſo 
findet man für die Dreieckfeder: 
Er h__ kN 
==7 der 7735 f' 
Wird diefer Werth — wie sei der Rechtedfeder in den Ausdruck 
3 
P=!lhk Ir für * eingeführt, ſo folgt: 





— 1 _ı_ _— 1, — 
= [skbh- E f — /s E f 2 
oder, dba hir DAT — 27 iſt, 
E 
‚= 3Pf- = 


Auch Hier ift alſo das Volumen reſp. das Gewicht ber Feder unabhängig 
von den Berhältniffen der einzelnen Dimenfionen d, A, I zu einander, und es 
bedarf eine Dreiedfeder nur den dritten Theil des Materials, welches eine 
Nechtedfeder aus denfelben Materiale, bei Annahme derſelben äußerften 
Spannung % und berfelben Teberungsarbeit erfordert. 


Biegung erforderten Aufwand an medhanischer Arbeit, fondern doppelt fo gro, 
da die zum Biegen der Feder nötbige Kraft von Ru bis P gleihmäkig Reigt 
(vergl. $. 222). 
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Diefe Teberform ift wegen ihrer einfachen Herftellung in der Praxis fehr 
gebräuchlich. Man könnte zwar auch die Form gleichen Widerftandes in 
anderer Art hervorbringen, ſ. $. 257 u. f., 3,8. dadurch, dag man bei glei- 
her Querſchnittsbreite die Höhe  beffelben nach dem Verhältniſſe 

dm" DPI 


bs? Pr 


—E —— 


macht, doch iſt dieſe Form, Fig. 516, wegen ihrer ſchwierigeren Herſtellung 
weniger gebräuchlich. Die Berechnung einer ſolchen Feder ſoll deswegen und 
| wegen ber Weitläufigfeit, mit welcher die 
Ermittelung ihrer Durchbiegung und 
ihre8 Volumens verbunden ift, unter: 
bleiben. Die Kriimmung der elaftifchen 
Linie ift Hier nicht mehr conftant, und 
deswegen eignet fi), wie aus dem näd- 
ften Baragraphen fich ergeben wird, diefe 
Conftruction auch nicht zur Herftellung 
zufammengefegter Blattfederwerte. Will 
man fich die Aufgabe ftellen, eine Blatt- 
feder fo zu formen, daß ihre Krümmung eine conftante ift, jo hat man nad) 
8. 259 die Bedingung zu erfüllen: 
WE WE 


1 — M — 57 — Const. 


Dei der Dreieckfeder ift diefe Bedingung erfüllt, fol aber die Breite aller 
Querſchnitte gleich d fein, jo hat man die Höhe # irgend eines Duerfchnittes 
im Abftande x von B nad dem Früheren durch 


A — V: 
zz alſo e — h 7 


zu ermitteln. Die Feder iſt aber dann kein Körper gleichen Widerſtandes 
mehr und erfordert aus dieſem Grunde einen größeren Materialaufwand 
(2/2), als die Dreieckfeder. Man wählt dieſe Conſtruction zuweilen für die 
Zuſchärfung der Enden ber einzelnen Lamellen bei zuſammengeſetzten Blatt 
feberwerfen (f. dort). 

Dbige Rechnungen behalten ihre Gültigkeit natürlich auch in dem Falle, 
weun man die Feder an beiden Enden umterjtügt oder aufhängt und in ber 
Mitte belaftet. Die Form ift dabei eine ſymmetriſche und die Belaftung in 
der Mitte gleich 2 P anzunehmen, wenn P die Reaction eines Stüutzpunktes 
bebeutet. Die Federung f ift hier ebenjo groß wie bei der einfchenkeligen 

Beitbach 8 Lehrbuch der Mechanik. IL 4 


verändert, oder 


Sig. 516. 








— — 


—————— 
& 
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Feder und berechnet ſich nach denſelben Formeln, vorausgeſetzt, daß man 

unter I bie halbe Länge der Feder, alſo wieder ben Abſtand der Belaſtung 
von dem Stiitpunkte verfteht. 

Dei den vorftehenden Unterfuchungen ift immer eine gerade Mittellinie ber 

Feder vorausgefegt worden. In den Füllen der Ausführung pflegt man jedoch 

Sig. 817: den Federn meift eine gewiſſe Sprengung 

„p zu geben (fig. 517), d. 5. man biegt die 

Feder in geringem Grade nach einer 

o Richtung, welche der durch die Belaftung 

angeftrebten entgegengejett ift. Da diefe 

Diegung immer nur gering ift, jo fann 

fie bei der Berechnung außer Acht gelaffen werden, um fo mehr, als die Feder 

um belafteten Zuftanbe fi der der Rechnung zu Grunde gelegten geraden 

Form nähert. 


B A 


Zusammengesetzte Blattfoedern. Wenn die Tragkraft einer Feder 
eine fehr bedeutende fein fol, ſo würde ihre Konftruction als einfache Blatt⸗ 
Sig. 518. feder meift zu großen und daher un⸗ 
bequemen Abmefjungen führen. Wan 
vermeibet diefen Uebelftand in der 
Regel dadurch, daß man eine größere 
Anzahl (n) einfacher Dlattfedern ber- 
artig auf einander legt, daß bei ein⸗ 
tretender Biegung jede einzelne Feder 
frei auf der darunter liegenden fid) 
verjchieben fanı. Wenn man, wie 
in Fig. 518, 5 einfache Kechtedfedern über einander anorbnet, fo erficht 
man ohne Weiteres, daß jede berfelben die Laft 





P= Us k u 
zu tragen vermag, unter beren Einfluß ihr freies Ende ſich um 
4 
— bAE 
burchbiegt. Es muß daher das ganze Federwerk eine Tragkraft 
n,„bA? »bh? 
"Pack = NkT- 


befigen, d. 5. eine eben jo große, wie eine einfache Rechteckfeder, deren Vreite 
gleich der Summe der Breiten aller einzelnen Blätter iſt. Ueberhaupt wird 
fich diefe Feder auch hinfichtlich der Durchbiegung, Federungsarbeit und bes 
Moterialbedarfs genau wie eine einfache Rechteckfeder verhalten. 
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Ganz ähnliche Betrachtungen laſſen fid) Hinfichtlich einer Combination 
von n gleichen Dreiedfedern, Fig. 519, anftellen; auch dieſe Feder ftunmt 
in Bezug ihrer Tragkraft, Durchbiegung und ihres Volumens vollfommen 
mit einer einfachen Dreiedfeder überein, deren Breite am befeftigten Ende 
gleich ift der Sınmme der Breiten der einzelnen Blätter ebendafelbft. Die 
auf einander liegenden Blätter werden auch bei erfolgender Biegung ſich hin⸗ 
reichend genau an einander fchliegen, weil bei der Gleichheit der einzelnen 
Blätter jedes derſelben die gleiche Krümmung annimmt. Zwar iſt jedes 
Blatt um feine Dice gegen das vorhergehende verjeßt, doch ift diefe Größe 
gegen den Krümmungshalbmeſſer bei mäßiger Biegung fehr Hein. 

Dean kann fich daher denken, die zufammengejetten Federn, Fig. 518 und 
Fig. 519, feien dadurch entftanden, daß man ein breites rechteckiges oder drei⸗ 
eckiges Blatt durch entiprechende Schnitte, bei erjterem parallel, bei letzterem 
von der Spite auslaufend in n gleiche Theile getheilt habe. Bei der ‘Dreied- 
feder kann man dieſe Theilung des Blattes, Fig. 520, noch in anderer Weife 


Sig. 519. Fig. 520. 





und zwar gleichfalls durd) parallele Schnitte vornehmen, und dadurd) ebenfalls 
ein zufammengefeistes Blattfederwerk erhalten. Denkt man ſich nämlich das 
dreiedige Blatt acc, durch mit der Mittellinie ab parallele Schnitte in 2n 
gleich breite Streifen getheilt, und die ſymmetriſch zu ab gelegenen Streifen 
zu je zwei und zwei wieder vereinigt, fo erhält man durch Aufeinanderlegen 
diefer Doppelftreifen das Blattfederwerk dgagıdı, deſſen Seitenanſicht in 
A A, As As B dargeftellt if. Wenn an dem äußerften Punkte A die Kraft P 
angreift, jo verhält ſich das Stück A A, wie eine einfache Dreiedfeder, und da 
die Breite 99, — n ca= — b und die Länge AA, = m ab = — I 
ift, fo hat man. die Gleichung: 

. I bh? 

ir Tr 

41* 
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Diefes Std AA, nimmt nad) $. 259 eine Mreisförmige Krümmung ar, 
deren Halbmeſſer fich berechnet zu 





„_WE _brE 
pi pr 
n 


Das oberfte Blatt drüdt auf das darunter liegende bei A, mit der Kraft P, 
und man hat fid) zu denfen, daß das untere Blatt in A, mit einer Reac⸗ 
tion — P gegen das obere wirkt, fo daß das obere Blatt AB in A 
und A, durch ein Kräftepaar P, — P ergriffen wird. In Folge defien 
ift das Kraftmoment für alle Punkte zwifchen A, und B conftant gleid) 


P.AA,=P 3. woraus für alle Punkte von A, B ſich der Kriimmimge 


balbmeffer ebenfalls zu 
wP bR’E 
r = = 17551 ergiebt (ſ. 8. 239). 


” 


In derfelben Weile kann die Rechnung für alle übrigen Blätter geführt 
werden, indem bie Kraft P von Blatt zu Blatt fid) fortpflanzt, und jebes 
Blatt mit feinem bdreiedigen Ende einer Dreiedfeder entipricht, während ber 
gerade Theil, unter der Einwirkung eines Kräftepaares ftehend, überall den- 
jelben Duerfchnitt bedarf. Es geht Hieraus hervor, daß die erhaltene Feder 
ein Körper gleichen Widerftandes fein muß, und daß wegen der überall 
gleichen Krümmung die einzelnen Blätter ſich ſtets berühren müſſen, eu 
Klaffen zwifchen denfelben alfo nicht eintritt. Man erkennt auch leicht, daß 
Hinfichtlich der Federung und des Meaterialbedarfs diefe zuſammengeſetzte 
DBlattfeder volllommen mit der einfachen Blattfeder acc, übereinftimmt, aus 
welcher fie entjtanden gedacht if. Bei der Ausführung findet meift darin 
eine Heine Abweichung ftatt, daß das oberfte Blatt dgag, d, feine Zuſpitzung 
gag, am Ende erhält, fondern dafelbft gerade nad) der Punktirung gAkıgı 
begrenzt wird, um dort das Federgehänge befjer anbringen zu können. Diele 
Abweichung veranlaßt zwar in dem Stüde A A, eine etwas andere Krüm⸗ 
mung, als oben berechnet worden, was jedoch deswegen unbedenklich ift, weil 
das Stüd A A, eine Unterlage, an die e8 ſich anfchmiegen müßte, nicht hat. 

Um die Zufpigungen der einzelnen Blattenden zu vermeiden, giebt man, 


Fig. 521, den Enden zuweilen diefelbe Breite * wie den geraden Stücken, 


und verjüngt dafltr ihre Dicke nach den Enden Hin. Es muß alsdann, um 
das Auseinanderflaffen der Blätter zu vermeiden, die Verjungung jo gemäblt 
werden, daß dieſe Enditlide der einzelnen Blätter Balfen gleiher Krüm— 
mung werden, d. h. es muß die Bedingung erflillt werden: 
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3 |j- 


hs ' Vr 
z = 7 oder s—h T (. g. 287). 

Hierbei weicht die Form der Feder von der genauen Form gleichen Wider⸗ 
ſtandes in geringem Maße ab, und das Gewicht wird dadurch unbedeutend 
größer ausfallen. Ber der in Fig. 521 dargeſtellten zweiſchenkeligen Feder 


ig. 521. 


„vP. 





muß übrigens bemerkt werden, daß als freie Länge J jedes Armes nicht ber 
Abftand des Stigpunktes A von der Mitte, fondern von den Enden BD, 
BD der Federbüchſe in Rechnung zu ftellen ift. 

Zuweilen handelt e8 fich darum, Federwerke herzuftellen, bei denen nicht 
ſowohl die Belaftung, als vielmehr die Federung beträchtlich fein fol. Um 
in biefem alle eine unbequeme Länge zu vermeiden, pflegt man wohl zwei 
oder mehrere einfache oder zufammengefegte, ein- oder zweifchenkelige Federn 
zu combiniren, wobei man denn eine Federung des gefammten Federwerles 
erhält, welche gleich der Summe der Feberungen der einzelnen Theile ift. 
Die Figuren 522 bis 524 ftellen berartige Combinationen bar. Die in 
dig. 522 dargeftellte Anordnung findet befonbers für Dynamometer Anwen» 
dung, die Feder Fig. 523 benutzt man u. U. häufig bet gewiſſen Prägma- 
ſchinen (zum Fuhren der Nähnadeln u. |. w.), um den durch einen Damen . 
zurücigefchobenen Prägftempel S behufs des Prägens vorzufchnellen. Die 
Feder Fig. 524 befteht aus einer größeren Anzahl zweiſchenkeliger Blattfedern, 

Sig. 522. Sig. 528. Fig. 524. 










| 


| | (\ 
AAN 





und wird häufig in folchen Fällen benugt, wo berDrud auch bei eintretenber 
Feberung möglichft conftant bleiben fol, 3. B. bei Sicherheitsventilen für 
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Dampffefiel. Da nämlich die Reaction einer Feder mit ihrer Durchbiegung 
wächlt, vertheilt man die Durchbiegung, welche durch die Erhebung des Ben- 
til8 veranlaßt wird, auf eine größere Anzahl von Federn, um flr jede ein- 
zelne die Federung möglichft Hein zu machen. 


- Beifpiel. Eine zweiſchenkelige Feder, wie Fig. 521, hat eine Belaftung von 
4000 Kilogramm auf daB Arlager eines Eiſenbahnwagens zu Übertragen, bie 
Dintenfionen follen beftimmt werden? Die Länge jedes Schenkels der Feder von 
der Kante der Federbüchſe B bi8 zum Federgehänge A betrage 0,85 Meter, jo 
berechnet fi ein Schenfel AB, da in B die Hälfte der Laft mit 2000 Kilogramm 


wirkt, durch: 

Pi= bh?2k = 2000.850. 
Nimmt man nun eine Stärke der Stahlichienen von A = 12 Millimeter und 
jegt voraus, daß im ruhenden Zuftande die Fafern mit höchſtens 45 Kilogranm 
pro Duabratmillimeter belaftet werden jollen, io folgt: 


6.2000 . 850 
= Dm8B — 648 Millimeter. 


Diefe Breite kann man etwa auf 8 Lamellen von je = = 81 Millimeter 
veriheilen. Die Durdhbiegung f berechnet ſich zu 


3 
Pr 6.2000 . 350° — 15,8 Millimeter. 


Die Federn dürfen durch die eubenbe Belaftung niemals bis zur @lafticitäte: 
grenze in Anfpruch genommen werden (nteift geht man nur bis zu 4, ober 2/, ber 
Elafticitätägrenze), denn während der Bewegung wird die Anftrengung der Feder 
durch Stöße und Erfhütterungen, derentwegen fie angeoronet ift, noch vermehrt. 
Rimmt man an, daß durch dieje Stöße die gefammte Spannung des Materials 
bis zu derjenigen der Elafticitätsgrenze gebracht werben folle, welche für Gußſtahl 
65 Kilogramm beträgt, jo ift die „eerund Fı gegeben durch: 


[ı = f= — 22,8 Millimeter, 


fo daß aljo das Spiel der belajteten Feder no 22,8 — 15,8 = 7 Rillimeder 
beträgt. 
Die mechanische Arbeit A, welche jeder Arm der Feder bei der Belaflung P 


und der Durdbiegung f aufnimmt, ift — = ‚ aljo nad dem Obigen: 


k2 bhl 452 48.12.8050 
=4YP/=h5 — 22 ö 1688 Meterkilogramm, 
und ebenſo iſt die mechaniſche Arbeit A,, welche einer Durchbiegung bis zur 
Elafticitätögrenze entſpricht: 


_652_ 648.12.350 
A=YPfhehsn 





=(2) A — 83,042 Metertilogramm. 


Die mechaniſche Arbeit, welche be mit 4000 Kilogramm belaftete Feder daher 
noch aufzunehmen vermag, wenn fie dur Stöße bis zu der Elafticitätsgrenge 
beanſprucht wird, beträgt daher, indem bie oben berechneten Werthe nur für 
einen Arm gelten: 


2(A, — A) = 2 (38,04 — 15,84) = 34,4 Meterlilogranm. 
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Drehschraubenfedern. Zu den Biegungsfedern gehört aud) bie $. 289. 
ſchraubenförmig gewundene Feder Fig. 525, welde an dem einen Ende B 
befeftigt ift, während das andere Ende A von einer Kraft ergriffen wird, 
die eine Verdrehung der Feder um ihre Are CD anftrebt, und welcher 
Federgattung daher von Reule aur bie obige Bezeichnung beigelegt if. 

Die nüherungsweife Berechnung dieſer Feder läßt ſich folgenderweiſe aus⸗ 
führen. Sei, Fig. 526, SCS eine Scheibe, mit welcher da8 eine Ende ber 

⸗ Fig. 626. 





Schraubenfeder bei A verbunden iſt, und an welcher bei B im Abſtande a 

von ber Are die Drehkraft P angreift, fo wird unter Einfluß dieſer Kraft 

P in irgend einem Duerfchnitte der Feder, 3.2. in D, eine innere Kraft Q 

tege gemacht, welche mit P im Öleichgewichte ift, und wofür man hat: 
Pa = Qr, ober a=—. 

Diefe Zugkraft Q (wenn P in entgegengejegter Richtung wirkt, ift Q eine 
Druckkraft) jucht eine Verlängerung des gewundenen Federſtabes herbeizu- 
führen, und gleichzeitig den Stab zu biegen. Die ziehende Wirkung von Q 
ift aber im Vergleich zur biegenden unbeträchtlich und kann gegen legtere ganz 
vernachläffigt werden. Denkt man fih nun CE ſenkrecht auf CD, jo ſucht 
die Kraft Q den Stab in E abzubrechen, und man hat hierfür die Feſtig⸗ 
feitsformel: 


k - =0Qr=Pa=M. 
Da man zur bemfelben Ausdrude gelangt, wo man auch den Querſchnitt 
D wählt, jo ergiebt ſich daß die Schraubenfeder ein Körper gleichen 
Widerftandes ift, fobald für alle Querſchnitte ” conftant, d. 5. 


fobald die Feder aus einem prismatifchen Stabe gewunden iſt. 

Der Querſchnitt des Stabes, woraus die Feder befteht, pflegt meift ein 
Rechteck oder ein Kreis zu fein, und man hat dem entiprechend bei rund⸗ 
drähtigen Federn (Drabtitärke d): 
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7 E, 
*5 32 0’ 
und bei flachdrähtigen Federn (Querſchnitt bh): 
bA?3 . 
Fahre 


Bon der Größe des Halbmeflers r ift die Feftigkeit der Feder ganz unab- 
hängig, diefelbe hängt, wie aus den Formeln erfichtlich, außer von dem Ma⸗ 
teriale nur von dem Querſchnitte ab. 

Um die Größe der Federung zu beſtimmen, bezeichne J die Ränge des ge⸗ 
wundenen Drahtes, und ſei unter « der Winkel (Bogen im Abſtande Eins) 
verſtanden, um welchen der Draht gewunden iſt, alſo « — n.2x, wenn 
. die Anzahl der Umwindungen bedeutet. Man hat dann: 


l=n2rt—=ro, 


Im befafteten Zuftande wird die Kriimmung ber Feder ſich ändern, und ber 
Krümmungshalbmeffer r gehe dabei in r, über, wo r| größer oder kleiner 
als r ift, je nachdem P die Feder auf= oder zuzudrehen beftrebt if. Der 
Winkel «, um welchen bie Feder gewunden ift, wird dabei in «x, geändert, 
und zwar fo, daß 7 = rı a, ift, weil der Draht feine Länge J nad) wie vor 
beibehält, ſobald man die ziehende Wirkung der Kraft Q vernachläffigt. Der 
Berdrehungswinkel 10, welchen die Feder unter dem Einfluffe von P ausge: 
jegt ift, beträgt daher: 


1 1 
71 7 
Wie nun für die Biegung gerader Stäbe die Formel gilt: 
or WE r' 


fo findet man bei einer Unterfuchung der Biegung eines an fich ſchon nach 
dem Halbmefler r gefriimmten Stabes annähernd die Beziehung 
“_ı ı 
WE n r' 
wo r, den Krümmungshalbmeſſer nach eingetretener Biegung bedeutet. Die⸗ 
jen Werth hier eingefegt in den Ausdrud fiir «wo, erhält man: 
„il _ıe. 
WE WE 
Set man hierin fir Pa den Werth Pa = k Le fo folgt: 


I 
e 


| a 


oo — 
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Aus dem Berdrehungswinkel ıw folgt aber nun die Federung, d. 5. bie 
Verſetzung bes Angriffspunftes der Kraft P: 





Pa? k al 
=zw.a=] WETEe 
Fur den kreisförmigen Duerfchnitt geht dies über in: 
64 Pal „Kal 
[= zn Eu "Ed 


und filr ben rechtedigen Querſchnitt von der Breite b (parallel zur Are ge- 
meſſen) und der Höhe A wird: 
Pa?l k al 
Fi zmTÜEn 
Multiplieirt man in beiden Fällen P mit f, fo erhält mau fir die rund» 
drähtige Schraubenfeber: 


zz ,d3 k al k?2 nd? k? 
— 0 — — un I] 2.. — 
u ir Ba Ar er pr 
oder 
E 
= 125 
und für die Naben Feder: 
k al 
PF= kt. 257* ———— 
oder 
E 


Bergleiht man diefe Werthe von 9 mit dem für Die Dreiedfeder in 
8. 287 gefundenen, fo ergiebt fich, daß die flachdrähtige Drehichraubenfeder 
genau ebenfoviel Material zu ihrer Eonftruction erfordert, wie eine aus dem⸗ 
felben Materiale und für biefelbe Federungsarbeit Pf gebildete Dreiedfeder, 
und daß der Dlaterialbebarf ebenfalls wie bet diefer von den einzelnen Di- 
menfionen !, b und h ganz unabhängig iſt. Alle aus demjelben Materiale 
für diefelbe Feberungsarbeit conftruirten Drehichraubenfedern fallen daher 
bei Borausfegung derfelben Sicherheit (%) gleich ſchwer aus. 

Bei der runddrähtigen Schraubenfeber ftellt fich der Meaterialverbrauch 
4/;mal fo groß heraus, wie bei der gleichwerthigen flachbrähtigen Feder, oder 
bei der Dreieckfeder. 


Einfache Torsionsfedern. Die einfachſte Torfionsfeder wird durch 8. 290. 
einen an einem Ende B befeftigten ‘Draht AB, Fig. 527 (a. f. ©.), gebil- 
det, an beflen freiem Ende A die Kraft P an einem Hebelarm a verdrehend 
wirft. Für die Feftigfeit eines ſolchen Stabes hat man nad) der Lehre von 
der Torfionsfeftigkeit ($. 271): 
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Pa=k nn 
e 


worin % die höchſtens zuläffige Schubfpannung %,, — *sk, und W dus 
Maß des Drehungsmomentes bezeichnen. Für den Kreis hat man 
J. 
— 70706482 
und : fir e zu fegen, daher gilt für die einfache runddrähtige Torſions⸗ 


feder die Gleichung: 


_ 22,0 
ka 
Denn der Querfchnitt des Stabes AB ein Rechted dr ift, fo ift bie Be 
flimmung des Drehungsmomentes W wegen bes Windſchiefwerdens der 
Tig. 527. 





Querſchnitte nur durch weitläufige Rechnungen zu beftimmen, und es ergiebt 
fi) dann (vergl. 8. 270): 





w_ _ IR „W_ dm 
— 3024 A?) — sy: + Rn 
Mit diefen Werthen folgt fiir die flachdrähtige einfache Torfionsfeder 
en 
3a Vo + RM 
Um die Federung zu finden, hat man nad $. 269 den Torfionswintel: 
| — Pa.l 
——  0W 
Wird hierin für Pa der Werth Pa = k us eingefest, jo erhält man: 
Be 
—_ 0Oe’ 
und daher ift die Federung: 
k al 
A, 
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Für den Freisförmigen Querſchnitt ift e — 2, daher 


ka 
JR 
Hr den vechtedigen Querſchnitt hat man: 
00 bh 
—yarm' 
baber: y er 
k b 
Zu ae 7 Ya 


Der Ausbrud für die Federungsarbeit Pf giebt nunmehr fiir die einfache 
rundbrähtige Torſionsfeder: 
8. ,kei_xK ,® 
Ya7tr727039 =; = Ar ;r 
oder 
v‚=2 * © pr. 


Um diejes Bofumen mit dem Materialverbrauche der Biegungsfedern z 
vergleichen, hat man zu berlidfichtigen, daß % hier die Schubſpannung %,, 
bedeutet und hat daher 

kn tk und O / B 
einzuführen. Alsdann erhält man: 
E 
ihn Eier}, 
Da das Bolumen einer Dreiedfeder und einer flachdrähtigen Drehſchrau⸗ 


benfeber für diefelbe Yederungsarbeit 97 — 35 zZ ; Pf beträgt, fo folgt hier- 


aus, daß eine runddrähtige Torfionsfeder nur Yu besjenigen Gewichtes er⸗ 
fordert, welches eine gleichwerthige Dreiedfeder aus demſelben Materiale und 
von gleicher Sicherheit erheiſcht. 

Für die flachdrähtige Torſionsfeder ift: 


3 2 | = 
E_ uk 5 PDF, Em-,ör 


N= 3sayYu + m C a bh 


3 Lg; -b# u, E 
‚= 3; = u l="hgs? 


d. i. die flachdrähtige einfache Torfionsfeder erfordert einen anderthalbmal fo 
großen Materialaufwand wie die runbdrähtige und daher 5/, von dem einer 
gleichwerthigen Dreiedfeder. 





8. 291. 
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Schraubenfedern. Die gewöhnlichen Schraubenfedern, welche nad 
8. 289 Biegungsfedern find, fobald fie einer Verwindung umterroorfen wer- 
Fig. 528. den, gehören dagegen zur Claſſe 
ber Zorfionsfedern, fofern fie 
einen arialen Zug oder Drud 
auszuhalten haben. Denkt man 
fi) nämlid) die cylindrifce 
Schraubenfeder AB, Fig. 528, 
an einem Ende B befeftigt und 
das andere Ende A von einer 
nad) der Are BA gerichteten 
Kraft P gezogen oder gebrüdt, 
fo werben in irgend welchem Querſchnitte, 3. B. bei C, innere Spannungen 
hervorgerufen, welche mit P im Gleichgewicht fein müſſen. Die Wirfung 
in C ift aber eine Torfion, indem die Kraft P beftrebt ift, das Stiid CA 
in C um das Stüd BC zu verdrehen. Mean hat daher, da das Moment 
der Kraft P in Bezug auf C durch Pr bargeftellt ift, für die Feftigfeit der 
Feder: 





Pr=k 2 ; 
e 
wie bei der einfachen Torfionsfeder ($. 290). Wie dort erhält man daher 
für die runddrähtige Feder: 
14 
P=% 16 


und für die flachbrähtige Feder: 


“1% 


pt um 
Sram 
Man erkennt hieraus, daß eine cylindrifche Schraubenfeber, bei welcher 
aljo r conftant ift, einen Körper gleicher Widerftandsfähigfeit abgiebt, vor: 
ausgejegt, daß der Querſchnitt des Federdrahtes überall berfelbe ift. 
Um die Federung der Schraubenfeder zu ermitteln, denke man fic ein 


ſehr Meines Stitd der Feder von der Länge OL, welches man als gerade be- 


trachten kann. Unter Einfluß der verdrehenden Kraft P wird dafjelbe einer 
Zorfion 9 ausgefett, welche fich nad) $. 269 dındh 9a —= — berech⸗ 
net. Da dieſe Verdrehung in allen Querſchnitten in gleicher Weiſe eintritt 
(wenn r und W conſtant ift), fo folgt für den Verdrehungswinkel c der 
ganzen Feder von der Drahtlänge !: 
— Pri 
— ocw 
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und hierin für D feinen Werth P— k x eingeführt: 


Ce 
Den Weg f, um welchen bei diefer Berbrehung a ber Angriffspunkt von P 
verſchoben wird, hat man zu: 
x rl 
ce 

Diefer Ausdrud für die Federung ber Schraubenfeber ſtimmt ebenfalls 
mit demjenigen ber einfachen Torfionsfeber ($. 290) vollftändig überein, da a 
und r in beiden Fällen daſſelbe, nämlich den Hebelarm der Kraft bedeuten. 
Man kann daher die in $.290 entwidelten Ausdrüde für f, Pf und 7 der 
rund⸗ und flachdrähtigen einfachen Torfionsfeber ohne Weiteres auch für die 
runds und flachdrähtige Schraubenfeder anwenden. 

Zuweilen bildet man die Schraubenfedern nicht cylindrifch, ſondern kegel⸗ 
förmig, damit die einzelnen Windungen beim Zuſammendrücken ſich in ein» 
ander, anftatt auf einander legen können und man hierdurch an Raum ges 
winne. Insbeſondere gefchieht dies bei Bufferfedern und Polfterfedern. Da 
r hierbei nicht conftant ift, fo geht alsdann bie Eigenfchaft gleicher Wider- 
ftandsfähigfeit verloren, fofern man nicht etwa, wie bei den flachbrähtigen 
Bufferfedern öfter gefchieht, die Duerfchnittsverhältniffe ebenfalls fo verän- 


dert, daß ud conftant wirb. 


[=ru = 


Federn im Allgemeinen. Aus ben vorftehend entwidelten Reful- $. 292. 
taten laſſen fich einige Schlüſſe von allgemeiner Gültigkeit ziehen. ‘Das für 
eine Biegungsfeder von beftimmter Tragfraft P und ebenfalls beftimmter 
Federung f erforderliche Volumen läßt ſich allgemein ausdrliden durch 

V=c 2 Pf, 
worin e eine Conftante bedeutet, welche für verjchiebene Feberarten verjchieden 
ft. Diefe Conftante ift 3. B. für die Dreiedfeder gleich 3, für die rund» 
brähtige Drebfchraubenfeder gleich 4 u. ſ. w. In gleicher Weiſe ift das 
Volumen einer Teorſioneheder durch 

ie Elze 2227 
ausgedrüdt, wo c Bere von der Federform abhängt und z. B. fir die 
zunddrähtige Torfions- und Schraubenfeder gleich 2, für diejelben flachdräh— 
tigen Federn gleich 3 if. Es folgt Hieraus, daß alle Federn einer be- 
ftimmten Art, welche aus demjelben Materiale, bei gleiher Sicher- 
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heit und für diefelbe Federungsarbeit Pf conftruirt find, genau 

daffelbe Gewicht haben müſſen. Um die Güte von Federn liberhaupt 

zu beurtheilen, handelt e8 fi nun um die Prüfung der Güte 1) des Mate⸗ 

rials und 2) der Federgattung. Zu dem Ende fchreiben wir obige Gleichung: 
1 k2 


für Biegungsfedern und 
Pf=®), - I k? 7 
c E 
für Torfionsfedern. 
Das Product Pf, welches bisher immer als Yederungsarbeit bezeichnet 
wurde, ift doppelt fo groß, als die von ber Feder bei ihrer Yormänderung 


aufgenommene mechanijche Arbeit, welche letztere nad) $. 222 zu 1/, Pf fid 
berechnet; e8 fei diefe Leiftung mit L — !/, Pf bezeichnet. 


Nach 8. 212 bebeutet 1/, z den. Arbeitsmodul der Elafticitätsgrenze, ſo⸗ 


bald 7 die der Elafticitätögrenze entſprechende Spannung bedeutet. Die 
Spannung %& ift immer Heiner ald 7’, meift nimmt man x nur gleich der 


2 
Hälfte des Tragmoduls T an, und es möge die Größe 1/, ber Arbeits» 


modul der zuläffigen Spannung genannt und mit A bezeichnet werden. 
Alsdann gehen obige Sleichungen über in: 


L=l4rv 
c 
für Biegungsfedern und 
L=% — AV 
für Torfionsfedern. 
Man erkennt hieraus zunächſt, daß dasjenige Material für Federn das 
2 
vorziiglichfte fein wird, für welches bie Größe A — !/ - möglihft groß 


ift, d.h. welches bei einem möglicht Heinen Elafticitätsmodul E eine möglichſt 
große Spannung % verträgt, weil bei dieſem Materiale jede Bolumeneinheit 
eine möglichft große mechanijche Arbeit zu leiften vermag. Da man für & 
einen gewiſſen aliquoten heil des Tragmoduls 7’ zu nehmen pflegt, fo Tann 
auch der aus Tabelle I. in $. 218 zu entnehmende Arbeitsmobul ber Elaftici- 
tätsgrenze zur Vergleichung dienen. Derſelbe beträgt für: 
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Gußftahl fein, 
gehärtet und | Deutich. Stahl. | Meifingpraht. Holz. 
angelaffen. 





woraus man die Borzüglichkeit des Gußftahls für Federn erkennt. 

Was nun die Beurtheilung der Güte der einzelnen Federſyſteme anbetrifft, 
fo kann man zunüchſt bemerken, daß eine Biegungsfeber von dem Volumen 
V eine Leiftung Z = AV aufnehmen würde, wenn ſämmtliche Faſern 
mit der höchſten zuläffigen Spannung % in Unfprud) genommen würden. Für 
diefen ibealen Zuftand, in welchem fich etwa ein gleichmäßig ſtarker Gummi⸗ 
faden befindet, welcher durch eine Kraft gezogen wird, würde die Conftante 
_ — 1 fein. In Wirklichkeit wird aber bei der Biegung ber Körper immer 


nur ein Heiner Theil bes Materials mit der zuläffigen Spannung k bean» 
fprucht, und da der übrige Theil des Materials weniger ftark in Mitleiden- 


ſchaft gezogen wird, fo it bie Eonflante — immer weſentlich einer als 1. 
Die folgende Tabelle enthält eine Zufammenftellung dev Werthe von * für 
die Biegungsfedern, ſowie der Werthe °/, - — für die Torfionsfebern. 








nie Wirku 
mäßiger n98s 
Öeberart. Material: grad. * 
verbrauch. 

Nechtecfeder Y, — 3 0,11 
Dreiedfeder (einfache und 

zujammengelegie) . - - Y, — 1 0,83 
Drehfehraubenfeber, rund 

drähtig..... y, — 4 0,25 
Dre jauben eder, fla 

u . .. f % Y, — | 0,33 
—8 Torfions⸗ 

und Schraubenfeder . . Yo % big 0,50 

achdrähtige Torſions⸗ 
Gi Sherubenfeter .. 1, 5 d,; 0,33 


Bei der Rechteckfeder wird das Material nır an einer Stelle mit der 
äußerften Spannung % beanfprucht, nämlich an dem Befeſtigungspunkte und 
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im größten Abſtande von der neutralen Faſer. Daher iſt dabei die Federarbeit 
nur /, ober 11,1 Proc. von derjenigen, welche eine Feder bei vollſtändiger 
Ausnugung aufzunehmen im Stande fein wiirde. Bei der Dreiedfeder ſo⸗ 
wie bei allen Federn gleichen Widerftanbes tritt die größte Spannung * 
zwar auch nur in dem größten Abftande von der-neutralen Safer auf, aber 
biefes Verhältniß findet in allen Querfchnitten ftatt, weswegen die Aus- 
nugung hier bedeutend größer ift, und zwar verhäftnigmäßig um jo größer, 
je größer der Duerfchnitt diefer äußerften Faferfchicht im Vergleich zum gan⸗ 
zen Duerfchnitte if. Daher fteigt _ bei dem rechteckigen Ouerjchnitte, wo 
die äußerte Faſer eine Schicht von der ganzen Breite des Querſchnittes aus⸗ 
macht, auf 1/;, während bei dem kreisförmigen Querſchnitte, wo die größte 
Spannung k nur in einer Faſer von unendlich geringer Breite auftritt, - 
nur 1/, beträgt. 

Was die Torſionsfedern anbetrifft, fo erkennt man, daß diefelben ſich 
weit beffer zur Aufnahme einer großen Yederungsarbeit eignen, 


als die Biegungsfedern. Da nämlich die Leiftung der Torfionsfedern 
ſich ausdrückt durch 


N 


a |» 


ku 
Li, 


und da allgemein 
2 


k3 [} 
— = 9, 7 iſt, 


ſo folgt, daß eine Deen de 8), = —— jo viel mechaniſche Arbeit 
aufzunehmen vermag, al8 eine gleich ſchwere Biegungsfeder aus demjelben 


Materiale, und bei welcher die Conftructionsconftante — denſelben Werth Hat. 


„Es“ 


So ift 3. B. bei ber flachdrähtigen Torſionsfeder n ebenfo groß (1/,), wie 


bei der Dreiedfeder, ber Materialverbrauch bei eefere aber nur 5/, von 
demjenigen der letzteren. Am günftigften ftellt fich hier die Wirkung bei dem 
freisförmigen Duerjchnitte, weil hierbei die am meiften angeftrengte Faſer⸗ 
ſchicht den vollen Duerfchnittsumfang einnimmt, während bei dem rechteckigen 
Querſchnitte nur die vier Edfjafern mit voller Kraft ausgenugt werden. 
Die vierte Spalte der vorftehenden Tabelle enthält die Angabe des Ma—⸗ 
terialverbrauch8 der verſchiedenen Federn aus deinfelben Materiale, weiche 
für die gleiche Federungsarbeit mit gleicher Sicherheit conftruirt find, und ift 
dabei ber Materialverbrauch der Dreieckfeder gleich Eins angenommen. Die 
Zahlen endlich in der legten Spalte geben unter der Bezeichnung „Wir- 
tungsgrad“ an, wie groß die von der Feder wirklich aufgenommene Arbeit 
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im Berhältniß zu derjenigen Arbeit ift, welche eine gleich ſchwere tdeale 
Geber aufzunehmen vermöchte. Unter einer idealen Feder ift hier eine folche 
zu verftehen, bei welcher das geſammte Material der höchften Spannung % 
ausgeſetzt fein würde. Eine foldhe ideale Biegungsfeder würde man theore- 
tifch 3. B. haben, wenn man bei einer Dreiedfeder die geſammte Yläche jedes 
Duerfchnittes in zwei Streifen von unendlich geringer Dicke concentriren 
fönnte, welche den conftanten Abftand A liberall von einander haben und bes 
halten. Ebenfo kann man ſich eine ideale Torſionsfeder als eine ſolche vor⸗ 
ftellen, bei welcher da8 gejammte Material in eine Röhre von geringer 
Wandſtärke concentrirt if. 

Schließlich kann noch bemerkt werden, daß bei allen im Vorſtehenden be= 
trachteten Federn die Federung f proportional der Belaftung P ift, was von 
befonderer Wichtigkeit für die Betrachtung der Schwingungen ift, in welche 
die Federn gerathen, ſobald fie den Wirkungen von Stößen ausgeſetzt werben. 


Schlußanmerkung. Obgleich über feinen Gegenftand der Mechanik big jett 
jo viele Verſuche angeftellt worden find, als über die Elafticität und Feſtigkeit der 
Körper, jo bleibt doch noch vieles zu unterfuchen und manche Unficherheit zu befei- 
tigen übrig. Wir haben Berfuche hierüber von Ardant, Banks, Barlow, 
Bevan, Brig, Buffon, Burg, Duleau, Ebbels, Eytelwein, Fin: 
Han, Gerſtner, Birard, Gauthey, Yairbairn und Hodglinjon, 
Lagerjhelm, Muſſchenbroek, Morveau, Navier, Rennie, Rondes 
let, Zredgold, Wertheim u. ſ. wm. Die älteren Verſuche werben jehr aus⸗ 
führlih abgehandelt in Eytelwein's Handbuch der Statik fefter Körper, Bd. II., 
nächftdem in von Gerſtner's Handbuch der Mechanik, Bd. I. Eine umfäng- 
liere Abhandlung über diefen Gegenstand liefert auch v. Burg im 19ten und 
2often Bande der Jahrbücher des polytechn. Inftituts zu Wien. Man findet in 
diefen Schriften zum Theil aud abweichende Theorien abgehandelt. Der Ber: 
jude von Brix und Lagerjbelm ift ſchon oben (S. 406) gedadht worden. 
Neue und jehr umfängliche Verſuche über die rüdwirtende Feſtigkeit der Steins 
arten, von Brir, rapportirt der 32fte Jahrgang (1853) der Verhandlungen bes 
Vereins zur Beförderung des Gewerbefleißes in Preußen. Eine einfache Theorie 
der Biegung von Brig findet man in der Abhandlung „elementare Berechnung 
des Widerſtandes prismatiſcher Körper gegen die Biegung”, weldhe aus den Ber: 
handlungen des preußiſchen Gewerbevereins beſonders abgedrudt if. Die neueften 
Unterſuchungen über die Elafticität von Wertheim find ebenfalls ſchon oben 
(S. 408) beiproden worden. Ueber Hodgkinſon's Verfuhe findet man einen 
Auszug in Mojeley’3 Mechanical Principles of Engineering and Architec- 
ture. Das Hauptwert von Hodgkinſon ift unter dem Titel „Experimental 
Researches on the strength and other properties of cast iron eto., bei 
Hohn Weale, 1846, erihienen. Eine franzöfifche Ueberſetzung von Pirel enthält 
Tome IX, 1855, der Annales des ponts et chaussees, auch wird hiervon in 
einem Auffage von Couche, Tome XX, 1855, der Annales des mines ge 
handelt. Tredgold Handelt in einer bejonderen Abhandlung „über die Stärke 
des Gußeiſens und anderer Metalle”, welche in Leipzig 1826 auch deutfch erſchie⸗ 
nen ift. Uebrigens ift zum Studium zu empfehlen Boncelet’8 Introduction 
à la Mecanique industrielle, ferner Navier’8 Resumö des lecons sur 

Weiobach's Lehrbuh der Mechanik. L 48 





658 Vierter Abſchnitt. Sechstes Capitel. [$. 292. 


Papplication de la Mecanique, Part. I., deutſch von Weftphal, unter dem 
Titel „Mechanik der Baukunſt“, zu mwelder Schrift Boncelet im jeiner Theorie 
von dem MWiderftande fefter Körper (f. deffen Lehrbuch der Anwendung der Me- 
chanik, Band II., deutih von Schnufe) Ergänzungen liefert. Borzüglig und 
auch im vorliegenden Werke mehrfach benußt ift: Resistance des materiaux 
(Lecons de Mecanique pratique) par A. Morin, ferner Theorie der Holz 
und Eilenconftructionen mit bejonderer Rüdfiht auf das Bauweſen von Georg 
Rebhan. Wien 1856. Auch ift zu empfehlen: die ſchon oben (S. 508) citirte 
Schrift, die Feitigfeit der Dkaterialien, von Moll und Reuleaur, ferner Me- 
moire sur la Rösistance du Fer et de la Fonte etc. par G.H. Love, 
Paris 1852; fowie Tate, die Feſtigkeit eiferner Ballen und Träger, nad deri 
Engliihen von von Weber, Dresden 1851. Die Theorie der zufammengejegten 
Feſtigkeit ift zuerft von dem Verfaſſer in der Zeitſchrift für das geſammte In: 
genieurwejen (dem Ingenieur) von Bornemann u. |. w. Bd. I. abgehandelt 
worben. In dem erften Bande der neuen Folge dieſer Zeitichrift („Eivilingenieur“ 
1854) wird vom Herren Kunftmeifter Bornemann die graphiſche Darſtellung 
der relativen Feftigleit abgehandelt; auch werden in demſelben die Ergebnifje der 
Biegungdverfude von Bornemann fowie von Lamarle mitgetheilt. 

Meitere Ausführungen der Lehre von der Elafticität und Feftigleit tommen in 
der Folge bei der Theorie der Schwingungen und der des Stoßes vor. 

W. Fairbairn's Useful Information for Engineers I. and II. Series, 
berichten mehrfache Verſuche über die Feſtigkeit des Schmiedeeiſens in verſchiedenen 
Formen, jowie auch über die von Steinen, Glas u. |. w. In theoretiſcher Be: 
ziehung ift, außer dem mehrfach erwähnten Werke von Grashof: Die Feſtigkeitt⸗ 
lehre, Berlin, 1866, vorzügli zu empfehlen: Lecons sur la theorie mathe 
matique de l’elasticite des corps solides par Lamé, jowie A Manual «f 
applied Mechanicsby W.J.M.Rankine, nädjftvem aud) Cours de Möcanigue 
applique, I. Partie, par Bresse, fowie Theorie de la Resistance et de 
la flexion plane des solides par Belanger. Die Schrift von Laiffle und 
Schübler: „Ueber den Bau der Bridenträger“ ift dem dermaligen Stande der 
Wiſſenſchaft entſprechend bearbeitet, und daher jehr zu empfehlen; aud enthalten 
Ruhlmann’s Grundzüge der Mechanik, 3. Auflage (1860), einen lefenswerthen 
Abriß der Feſtigkeit. 

Der Civilingenieur und die Zeitſchrift des deutſchen Ingenieurvereins enthalien 
mehrere werthvolle Abhandlungen über Elaſticitäts- und Feſtigkeitslehre, namentlid 
bon Grashof, Schwedler, Winkler u. |. w., fowie aud mehrere gute 
Ueberfegungen von franzöfiihen und englifhen Abhandlungen von Barlom, 
Bouniceau, Yairbairn, Love u. f. w.; aud findet man in dieſen Sen: 
ſchriften die Ergebniffe vielfacher Verſuche über die Teftigfeit, 3. B. von Fair: 
bairn, Karmarſch, Shönemann, Völters u. ſ. w. Einen ausführlider 
Nachweis der Literatur Über die Teftigkeit des Eifens und Stahls enthält dc: 
Werk von U. v. Kaven: Eollectaneen über einige zum Brüden- und Maſchinenbau 
verwendete Materialien, Hannover, 1869. 








Yünfter Abſchnitt. 


Dynamik feiter Körper. 


Erftes Capitel. 


Allgemeine Lehren der Dynamik. 


Materieller Punkt. Die Dynamit behandelt die Bewegungen ber 8. 293. 
Körper mit Berückſichtigung ber Urfachen, durch welche diefe Bewegungen 
hervorgebracht oder abgeändert werden, und unterfcheidet fich dadurch von 
der Phoronomie, welche diefe Urjachen außer Betracht läßt. Im zweiten 
Abſchnitte ift gezeigt worden, daß die Urfache einer folchen Erzeugung refp. 
Abänderung einer Bewegung ftets in dem VBorhandenfein einer Kraft ge⸗ 
fucht werden muß, und man hat für die Größe einer ſolchen Kraft P, welche 
einem materiellen Punkte von der Maſſe MM die Ucceleration p ertheilt, nad) 

8. 58 bie Gleichung 





P=Mp, 
woraus die Beichleunigung 
PP __ Kraft Int 
PT yTMaffe folgt. 


Bewegt ſich nun der materielle Punkt M unter Einfluß der Kraft P in 
einer gewiſſen ebenen Curve, beren rechtwinkelige Coorbinaten mit x und y 
bezeichnet werden, fo hat man nad) $. 21, unter v die Geſchwindigkeit in 
einem gewiſſen Augenblide verftanden: 

HEBEN Os Weg 
Geſchwindigkeit v — Fr = Beit 
us 0 0? Geſchwindigkei 5 
— 0» _0?s _ Gejchwindigkeitsgumahme 
Beſchleunigung = 7, = 7 = Beit 
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Wenn man nun die Gefchwindigfeit v nad) $. 85 in zwei Componenten 
v, und v, parallel den Coordinatenaren zerlegt, jo erhält man, unter a ben 
Winkel der Gefchwindigfeit mit der X-Are verftanden: 

0% 0802 0x 


und 


Ebenfo kann man die Beichleunigung p in zwei Komponenten p, und p, 
nach den Aren zerlegen und erhält: 





und 
_ 1% _®V, 
et 92 


Die auf ben * M wirkenden beſchleunigenden Kräfte nad) ben Kid: 
tungen ber Aren find nun aber offenbar die Seitenfräfte, in welche fich die 
bewegende Kraft P zerlegen läßt, aljo 

die Componente nad) der X-Axe X = P cos. & 
und nad) der Y-Are Y=Psin. c. 

Für diefe Componenten der bewegenden Kraft gilt num ebenfo wie für die 

letztere jelbft: 8 
z 


= Ye=M a; 


Diefe Beziehungen gelten auch noch, wenn der materielle Punkt von 
mehreren Kräften angegriffen wird, welche ihrer Richtung und Größe nadı 
veränberlich fein können, nur muß man in diefem Falle unter X und Y bie 
Summe ber Componenten aller äußeren Kräfte nad) den Arenrichtungen 
genommen verftchen. Wenn der Weg des Punktes nicht in einer Ebene 
liegt, ſondern eine räumliche Curve bildet, ſo wird man die hier angedeutete 
Zerlegung von P in drei Componenten X, Y,Z nad) brei zu einander 
fenkrechten Aren vorzunehmen haben. 


g. 294. Innere Kräfte. In dem vorigen Paragraphen ift die bewegte Mafle af? 
materieller Punft aufgefaßt. In der Wirflichfeit hat man es aber mit 
materiellen Körpern zu thun, d. h. mit Syſtemen feit mit einander ver: 
bundener materieller Punkte, deren gegenjeitige Entfernungen als unabänderliche 
angefehen werden jollen. Wenn auf einen Punkt eines derartigen Maflenfgftems 
eine Kraft wirkt, fo wird die Bewegung deflelben im Allgemeinen eine an- 
dere fein, als diejenige, welche derjelbe Punkt unter Einfluß derjelden Kraft 
annehmen müßte, fobald er ganz "frei wäre. Es wird nämlid jede auj 
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den Punkt einwirkende Kraft vermöge der Verbindungen beffelben mit an- 
deren Punkten auch auf dieſe Iegteren wirken, fo daß deren Bewegungen 
dadurch beeinflußt werden, wie auch andererfeits die Bewegung des betrach⸗ 
teten Punktes von den Kräften abhängig fein muß, welche auf die übrigen 
Punkte des Syftems wirken. Wären die Verbindungen der Punkte unter 
fid) nicht vorhanden, fo witrden jene Einwirkungen der leßteren auf einander 
auch nicht flattfinden, und die einzelnen Punkte würden als ganz freie den 
auf fie wirkenden Kräften folgen, wobei ihre gegenfeitigen Abftände ſich än- 
bern wirden. Durch die vorhandenen Verbindungen, welche ben Körper zu 
einem ftarren Syfteme machen, werden die gegenfeitigen Abſtände der Punkte 
conftant erhalten. Dan Tann fid) daher die Verbindungen als Kräfte vor« 
ftellen, welche dem Beftreben der äußeren Kräfte, die gegenjeitigen Ab- 
ftände der einzelnen Punkte von einander zu verändern, Widerftand entgegen- 
fegen. Man nennt diefe Kräfte innere Kräfte im Gegenfage zu den an 
ben einzelnen Punkten angreifenden äußeren oder bewegenden Kräften. 
Wegen der Gleichheit von Wirkung und Gegenwirkung müſſen bieje inne» 
ren Kräfte zwiſchen zwei beliebigen Punkten immer paarweife von gleicher 
Größe und entgegengejegt vorlommen, und zwar muß die Richtung derfelben 
die gerade Berbindungslinie zwifchen den beiden betrachteten Punkten fein. 
Wenn das betrachtete Syften irgend eine Bewegung, fortfchreitende oder 
drebende, annimmt, fo muß dabei, wie leicht zu erfennen ift, die Summe 
ber Arbeiten der inneren Kräfte gleich Null fein. Denkt man ſich 
nämlich zwei beliebige Punkte A und B, Gig. 529, von denen B auf A die 






Fig. 529. Big. 530. 
n 

B " 8. 

— er 
A4 B * 8 * 
12 B 

A * A - & N * * 
a * m. B--- “ 
ng" 
Ö 


Kraft S äußert, jo daß A auf B mit — 8 reagirt, um eine gewifle Größe 
a— AA'— BB’ unter einem Winkel & gegen A B verschoben, fo ift die 
mechanische Arbeit der Kraft + 8, wen AA” die Projection des Weges AA’ 
auf AB bebeutet, gleid) | 

+8.A4AA"=+ 8.44’. = + Sacos.« 
md die Arbeit der Kraft — S ebenfo 

—8.BB"—= A S. BB cos. « = — Bacos.e; 
daher die Summe beider Arbeiten gleich Nul. 

Man denke ſich andererſeits dem Syſteme der Punkte AB eine geringe 

Drehung um einen beliebigen Mittelpunkt C, Fig. 530, ertheilt, welcher von 


- 8.298. 


662 Funfter Abſchnitt. Erſtes Capitel. [8. 295. 


A und B die Abſtände a und haben mag. Die Radien CA und CB 
mögen ferner mit AB die Winkel « und ß bilden, ımd die Drehung ge 
fchehe um ben Winkel ACA’—= BOB’ G. Die Wege der Punkte 
A, B betragen dann AA’ und BB’ = bp, und ihre Proje: 
tionen auf die Richtung AB der Kräfte find: 

AA" — AA'.sin. AAA" = apsin. AA'A" und 

BB" = BB'.sin. BB'B" —=bopsin. BB'B". 


Als Winkel, deren Schenkel paarweife ſenkrecht zu einander ftehen, ift nım 
AA A und BB'B" B, und man hat daher die Arbeit ber 
Kraft + S bei der Berdrehung: 


. + 8.44” = S.apsin.« und die von — I 
— S.BB" = — S.bosin.ß. 


Da nun ſtets a sin. —= bsin. ß, jo folgt hieraus die Gleichheit der 

beiden entgegengejetten Arbeiten, und deren Sunme ift aljo Null. 
* Da nun jede Bewegung aus einer geradlinig fortfchreitenden und einer 
drehenden zufammengefegt gedacht werden Tann, und obige Betrachtung für 
jede zwei Punkte fich anftellen läßt, fo ergiebt fi, daß bei jeder Bewe— 
gung des Syftems die Summe ber Arbeiten der inneren Kräfte 
gleich Null fein muß. - 

Es gilt diefes Gefe auch noch, wenn die Größe ber Kräfte + Sumd —S 
während der Bewegung veränderlich ift, da man fih die Bewegung immer 
in jo Heine Elemente zerlegt denken kann, daß die Kräfte während dieſer 
Elementarbewegungen als conftant angefehen werben bitrfen. 


d’Alembert’sches Princip. Wenn ein materielleg Syſtem unter 
Einfluß beliebiger Kräfte in Bewegung ift, jo find nad) dem vorigen Para 
graphen die Bewegungen der einzelnen Punkte andere als diejenigen jein 
würden, welche fie als freie Punkte annehmen wilden, ſobald dieſelben 
Kräfte auf fie einwirkten. Denkt man ſich an jedem einzelnen Bunfte eine 
Kraft angebracht, welche derjenigen gleich und entgegengefegt ift, die dem 
Punkte als freiem genau die Bewegung ertheilen würde, welche er wirklich 
hat, fo witrde dadurch das ganze Syftem offenbar im Gleichgewichte fein. 

Sei die an einem Punkte von der Maſſe MM angreifende äußere Kraft 
gleich P, fei die an diefem Punkte angreifend zu denfende innere Kraft gleich 
8, jo erfolgt die Bewegung des Punktes durd) die Wirkung der Refultiren- 
den RB diefer beiden Kräfte. Sei nun p die Beſchleunigung, weldye der 
Punkte M durch diefe Refultivende BR ertheilt wird, jo ift die Größe ber 
legteren durch R — pM gegeben, und e8 würde daher der Punkt M m 
Sleichgewichte fein, wenn an ihm eine Kraft — PM angebracht würde. 
Denkt man dies an allen Syftempunften ausgeführt, jo wiirde das ganze 
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Syftem im Gleichgewichte fein unter der Einwirkung der Kräfte Z(P—pM), 
wobei das Summenzeichen auf alle Maſſenelemente fich zu beziehen hat, auch 
wenn feine äußere Kraft P darauf wirft. 

Die Größe P— pM nennt man mohl die „verlorene Kraft“ des 
Punktes M, weil fie diejenige Componente der äußeren Kraft P ift, welche 
auf bie Bewegung des Punktes M einen birecten Einfluß nicht ausübt und 
ſcheinbar verloren geht*). Mit Rüdficht hierauf pflegt man obiges, von 
d’Alembert gefundene Princip meift in folgende Faſſung zu Heiden: 

„An einem von beliebigen Kräften bewegten Syfteme von 
Maſſen fteehen die verlorenen Kräfte aller materiellen Punkte 
fortwährend im Gleichgewichte“, d. 5. es ift unter Einfluß der Verbin⸗ 
dungen ftets Gleichgewicht zwifchen den äußeren Kräften und folchen Kräften 
vorhanden, welche denen gleich und entgegengefegt find, unter deren Wirkung 
die wirklich ftattfindende Bewegung der einzelnen Punkte eintreten milßte, 
vorausgefegt, daß diefe Punkte frei wären. 

Bezeichnen x, y, 5 die veränderlichen Koordinaten eines Punktes M, und 
X, Y, Z die Componenten der äußeren Kräfte, die auf MM wirken, fo find 
die Componenten der verlorenen Kräfte nad) $. 293 ausgebrüdt durch: 

922 
X— er: u 7 5 

Nach dem Principe der virtuellen Gefchwindigkeiten drückt fich der Gleich- 
gewichtäzuftand, in welchem diefe Kräfte fiir alle Punkte des Syſtems ftehen 
müffen, aus durch: 


2 
z |(x— un) 4r+(r- med) 4 „+ (Z- ur) = 0, 
worin Ir, Iy, Az die Uenderungen der Coordinaten bezeichnen, welche bei 
einer virtuellen Bewegung des Syſtems eintreten. 
Das d’Alembert’fche Princip kann dazu dienen, mit Hülfe der Bedin⸗ 
gungen bes Gleichgewichtes die Bejchleunigungen der einzelnen Punkte, daher 
auch ihre Gefchwindigfeiten und Wege zu beftimmen. 


Beijpiel. Eine Kette, deren Maffe pro Längeneinheit m betrage, jet über 
zwei gegen einander gelehnte fchiefe Ebenen ABC, Fig. 531 (a. f. ©.), gelegt. Die 
Bewegung, welche dieſelbe vermöge ihres Gewichtes annehmen würde, wenn feine 
Reibung vorhanden wäre, fol unterfudt werden. Seien die Stettenlängen BD 
und BE durch x und y bezeichnet, 3 jei die ganze Länge der Sette, jo ift 

z+y= |, alſo au 
dee _3y Gr 222 
u: 7 Tr Yu 


*) Es verfieht fi von jelbft, daß die gedachte Componente nicht eigentlich vers 
Ioren gehen fann, fie wird nur dur) die an M angreifende innere Kraft neu: 
tralifirt, und ihr Einfluß vermöge diefer inneren Kraft auf andere Syſtempunkte 
übertragen. 
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Die na den Richtungen BA und BU genommenen Schwerfraftscomponenten 
nd: 
r gmx.sin.a und gmy.sin. «a, 
und daher die Componenten der verlorenen Kräfte nad) eben dieſen Richtungen 
Fig. 531. Ar 


5 IMz.sin.a — mæ —g 
und 
u ay 
gmy.sin.a' — my —g: 
D Man gebe der Kette nun eine bit 





x tuelle Bewegung, wobei das Ende D 
/ 8, um 4x, das Ende E um 4y verſcho⸗ 

6 A Hen wird. Da die Kette nicht ausdehn⸗ 
bar angenommen wird, fo muß 4y— — 4x fein. Rad dem dD’Alembert’jden 
Principe ergiebt fi zunächſt die Ateichung 


22 
O=gmz.sin.a.de— mx * = Axt gmy.sin.d. Bd y, 


5 
oder . 
. x 
= gan. — a — — — =: 
morauß 
Wr __ Sin. « - ¶ —-æ in. 9g,. _ _Isin.a’ 
zum Teen tin.) (= sin.at-sın.d/ 
Um die Integration auszuführen, jege man 


I sin. «' 
sin.a + sin. a’ 
Dann hat man 


ze — = und? (sin.a + sin. a) = a9. 


02 902 
Hierzu gehört das Integral 
u— Cet*+ C,e”* (f. 8. 282) 


== au, 


und daher 
_n.ta a I sin. «’ 
e= Ce + Ge toner ana’ 
fowie 
= = = a (le! — GH). 

Hierin find O und C, zwei Eonftante, welche filh beflimmen, wenn man x 

und v zu Anfang der Zeit kennt. Es iſt nämlid für € = 0: 
I sin. «’ 
To = C+ C, + nat sin. und v=alC — C,), 
woraus man C und C, beftimmen kann, wenn x, und u, befannt find. 
2 

Aus —* = 8 [nsin.a — — 2) sin. a] ergiebt fi) ferner, daß bie Be 
ichleunigung Null if, wenn zsin.a = (| — x) sina’, d. h. wenn die unteren 
Rettenenden D und E in einer und derſelben Horizontalen Liegen. 


8. 296. Princip der lebendigen Kräfte. Das in $. 77 fiir ben materiellen 
Punkt als richtig nachgewiefene Princip der lebendigen Kräfte behält and 
feine Gultigkeit fr ein beliebiges Maſſenſyſtem, welches unter der Einwirkung 
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verichiebener Kräfte fteht, wie ſich im folgender Art zeigen läßt. Nach den 
vorigen Paragraphen kann man einen jeden Punkt eines feften Syſtems als 
frei beweglich betradjten, wenn man nur zu ben an ihm angreifenden 
äußeren Kräften gleichzeitig die durch die Verbindungen auf ihn ausge- 
übten inneren Kräfte hinzufügt. Man kann daher das Princip der leben- 
digen Kräfte auf ihn anwenden und findet: 
2 — 92 
MIT—=P.s + 8.8, 

wenn 8, und 3; die Projectionen bes Weges von M auf die reipectiven 
Richtungen von P und S und v, refp. v die Gefchwindigkeiten zu Anfang 
und Ende der betrachteten Bewegung bedeuten. Da dies flir alle Punkte 
M gilt, fo hat man aud) 


E (m ZI)=EP.S)+E C,H) 


Hierin bedeutet & (P . 5,) die Geſammtarbeit aller äußeren Kräfte und 
Z (8.8) diejenige aller inneren. Letztere ift nach $. 294 aber ſtets gleich 
Null, jo dag man hat 


vv — v 
z(m B 








=Z (P.3ı), 


d. h, wenn ein beliebiges Syftem mit einander verbundener 
Maffen unter Einfluß der darauf wirkenden Kräfte eine 
Bewegung macht, fo ift die Arbeit der äußeren Kräfte glei) 
dem halben Zuwachs der lebendigen Kräfte aller Maffen- 
theile zufammen. 

Dan kann das Princip ber lebendigen Kräfte aud) aus dem d’Alembert’- 
{hen Principe direct herleiten. Denkt man fich nämlich dem Syfteme eine 
ſolche unendlich, Heine Bewegung gegeben, wie fie unter Einfluß der Kräfte 
wirklich eintritt, fegt man alſo Ox, Oy, Os anftatt 1x, Ay, Az, jo 
bat man 


z|(x-n5)22+(r- — +(z— u —E 
oder 
22 
zu (55 02 + 4 y I 9y + &s SE sry —=2(X02+Yoy-+ Z0:). 
Nun ift aber 


and daruue "= 3) - 6 (+ 6 


o(w?) 0 0x 0°x de 0°8 


2% De 018 +2 333 +2 dt Im’ deshalb kann man 
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27 
— —— + Yoyı+ 56) = — 1, 92 (MvN) 
fegen, d. h. man erhält die Gleichung: . 
1,92 (Mv2) = Z(X0x + Ydy + ZOe), 
oder durch Integration zwifchen dem Anfangs» und Endzuſtande ber Be 
wegung, welchen die Gefchtwindigfeiten v und v, und die Coordinaten x, y,& 
und x, Yı, 2, entſprechen, erhält man: 


Zıyızı 
2 2 
z(M =) — (#5) — / z&02+ Yoy-+ ZOe), 


welche Gleichung offenbar mit ber obigen wefentlich itbereinftimmt. 

Gefegt, e8 fein X, Y, Z nur von den Coorbinaten x, y, 2, nicht aber 
direct von der Zeit & abhängig, und gefegt, e8 eriftire eine Junction f(zye) 
derart, daß 


zmw-Hen=Hzm=}; 


fo ift der Ausprud 2 (XOx + Yoy R Z O8) offenbar das vollftändige 
Differenzial von f(x, y,2), und es läßt fich die oben angegebene Integration 
ausführen, wodurd man erhält: 


2 (m) — 2 (#5) = (ayısn) —S (eye). 


In biefem Falle läßt fi) aljo der Zuwachs an Tebendiger Kraft eine 
Syſtems von Punkten aus den Werthen angeben, welche die Function 
/(zye) annimmt, d. 5. aus den Coorbinaten oder den Lagen der einzelnen 
Syſtempunkte. 

Sn dem beſonderen Falle, wo 3 (X0Ox + Yöy + Zee) * 0 iſt, 
wird das Integral, aljo / (xyz) glei einer Conftanten C, und alio 
aıyı a) -Flkye)=0;2. h. das Syſtem ändert feine lebendige 
Kraft nit. Man fpricht dann wohl von dem Principe der Erhaltung 
ber lebendigen Kraft. 

Diefer Fall ift dadurch gekennzeichnet, daß die äußeren Kräfte, deren Com⸗ 
ponenten X, Y, Z find, unter ſich im Gleichgewichte ftehen wlirben, wenn 
nicht das Syſtem einmal in Bewegung wäre. 8 befindet fi in biefem 
Falle 3. B. eine Mafchine während ihres gewöhnlichen gleichförmigen Ganges, 
wo die beiwegenden Kräfte gerade fo viel Arbeit verrichten, wie die nützlichen 
und ſchädlichen Widerftände für fi) gebrauchen. Hätten die einzelnen Or 
gane nicht ſchon eine gewiſſe Gefchwindigfeit erlangt (während der Zeit des 
Anlaufens, wo die wiberftehenden Kräfte gering waren), jo witrben die 
fümmtlichen Kräfte fich im Gleichgewichte Halten, d. h. eine Bewegung nicht 
zu erzeitgen vermögen. Man nennt biefen Zufland, welcher fiir bie Arbeit ber 
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Maichinen ſtets anzuftreben ift, den Beharrungszuftand oder das 
Gleichgewicht in der Bewegung. 


Niveauflächen. ‘Die im vorigen Paragraphen erwähnte Yunction 
/(zye) hat in dem alle eine intereffante geometrifche Bedeutung, wo es 
fih um die Bewegung nur eines materiellen Punktes handelt. Es ftellt 
nämlich diefe Function eine gewiffe Beziehung dar zwiſchen den Coordinaten 
des bewegten Punktes. Sept man diefe Function gleich einer gewiſſen Con⸗ 
ftanten C, was gleichbedeutend ift mit 

oO [f(zys)] = Xox + Yöy + Zds = 0, 
jo ftellt die Gleichung f (eys) = C nad ben Lehren ber analytifchen 
Geometrie eine beftinmte Fläche dar, welche alle diejenigen Punkte enthält, 
deren Coordinaten die Gleichung f (xyz) — C erfüllen. Denkt man den 
materiellen Punkt auf diefer Fläche fich bewegend, jo werden feine Coordi⸗ 
naten in jeder Tage die Function f (eye) = CO machen, und die lebendige 
Kraft des Punktes wird bei der Bewegung befjelben nicht geändert. Man 
nennt diefe Fläche eine Niveaufläche für den Punkt. Denkt man fih nun 
der Function f (xye) nach und nad) alle möglichen Werthe beigelegt, ſo 
erhält man eine Schaar verjchiedener Nivenuflächen, welche ſämmtlich die 
bemerkte Eigenfchaft haben, daß der bewegte Punkt conftant feine lebendige 
Kraft beibehält, fo lange er bei feiner Bewegung auf derjelben Niveaufläche 
verbleibt. Wenn hingegen der Punkt eine Bewegung annimmt, vermöge 
deren er aus einer Niveauflähe f(x yz) = C, in eine andere f (ayz)— 
übergeht, fo ändert fich feine lebendige Kraft um die Größe C; — G, und 
diefe Größe ift alfo gar nicht abhängig von dem Wege, weber von der Rich- 
tung noch der Länge deffelben, auf welchem der Punkt M von der Niveau⸗ 
flähe Cr zu derjenigen Cy gelangt ift. Ebenfo ift hieraus erfichtlich, daß 
ber Punkt M auf feiner beliebigen Bewegung jedesmal benjelben Betrag 
lebendiger Kraft enthält, fo oft er eine und diefelbe Niveaufläche durchkreuzt. 

So lange der Punkt bei feiner Bewegung in einer Nivenufläche verbleibt, 
ift nach dem Borftehenden die Beichleunigung Null, weil die Geſchwindigkeit 
conftant bleibt. Es Halten ſich während diefer Bewegung ſämmtliche auf 
den Bunkt wirkende Kräfte im Gleichgemwichte, wie fchon aus der Bedin⸗ 
gung XOxz + YoOy + Z9e = 0 nad) dem Principe der virtuellen 
Momente folgt. 

Es ift endlich auch Leicht zu erkennen, daß die auf den Punkt M wirkende 
beichleunigende Kraft P in jevem Punkte der Bewegung von M normal ift 
zu derjenigen Niveaufläche, welche durch diefen Punkt Hindurchgeht *). 

*) Der Beweis ift folgender: Für die Riveaufläde it Xdc + Y3y-+ Zr =0. 
Dioidirt man dur Pre, fo folgt 5 + Z 2 28 


d8y , 228 _ 
38 +35 = 0, weldes 


8. 297. 
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Steht der Punkt M nur unter dem Einfluſſe der Schwerkraft 9, fo hat 
man, wenn die pofitive 2⸗Axe vertical aufwärts genommen wirb: 

Xx=0;, Y=0;, Z= — Mg; 
daher für die Niveauflächen: 
X0xz + Yöy + Z0s=0 +0 — Hods=0, 
woraus 
y? 
Mz = /—- Mgöe = — Mge + C folgt. 


. C beftimmt fi aus dem Anfangszuftande, wenn man die Gefchwindigkit 
v = u für s —= kennt, fo folgt: 
3 
C=M =, daher 
2 _93 
_—— — — A. 9*8. 
Die Niveauflächen ſind daher horizontale Ebenen. 
Iſt ferner der Körper außer der Schwerkraft noch einer horizontalen 
Fig. 532. Kraft unterworfen, welche proportiomal ber 
x Drdinate fein mag (3. B. der Centrifugal⸗ 
kraft, |. fpäter), fo hat man, fig. 532, 
X=M.ars, Y=0;,Z= — Hr 
daher für die Niveauflächen: 
ax X02+Z02=M.axdr — Mg.ds=N. 
x Dies integrirt giebt: 
= _ Mge=C 
die Gleichung einer Parabel, deren Hauptaxe mit der Z«Are Übereinflimmt, 


und deren Scheitel um — A unter der T⸗Are liegt. 


M 








8. 298. Gesetz des Schwerpunktes. Wenn z, y, s die Coordimaten eints 
beliebigen Maſſentheilchens m eines Körpers, und ’, y, 2’ die Coordinaten 
von dem Schwerpunkte des Körpers find, jo hat man nad) $. 107: 
Zmz—= Mr, ämy= My, Z ms —= Me; 
wenn M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet. 


— 


auch cos.a cos. 4 cos.db cos.ß + cos.c cos.y —= O fi ſchreiben läßt, 
unter a, d, die Winkel der Axen mit P und unter a, ß,y die Wintel der gen 
mit der Tangentialebene in M an die Riveaufläche verftanden. Jene Gleichung 
drüdt aber die Bedingung des Senkrechtſtehens von P auf der Rivenufläde aus. 
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Diefe Gleihungen müffen in jedem Augenblide auch dann erfüllt fein, 
wenn der Körper in Bewegung ıft. allen wir eine fehr Heine Bewe⸗ 
gung ins Auge, fo dag z um Sx, y um Iy und s um Sz zugenommen: 
bat, fo hat =’ um Ir’, y um Ay’ und e um I#’ fich verändert. Dann 
muß ebenfalls Z m (x + Ix) = MU (x + Ir) und fo fort fein. 

Durch Subtraction findet fic) 

Zm.ds=M.Air,; Zm.dy=M.Iy,;, 2m. 12=M.Ie. 

Dividirt man diefe Öleichungen durch die Zeit It, welche zur Bewegung 


gebraucht worden, und beriidfichtigt, daß = gleich der nach ber X-Age ges 


nommenen Gejchtwindigkeitscomponente v, ift, u. |. w., fo folgt: 
Z mv, = Mv;; Z mv, = Mv,; Z mv, = Mol. 
Mit Hilfe der Differenzialrechnung bekommt man diefes Reſultat ein- 
facher durch Differenziven nad) £, nämlich 
0x or öy ey — 5 2 
ν ,. 
Es iſt alſo bei einem beliebig bewegten freien Körper in jedem Augen⸗ 
blicke die Summe der Producte aus den einzelnen Maſſentheilchen in die 
nach einer beliebigen Richtung genommenen Geſchwindigkeitscomponenten der⸗ 
ſelben gleich dem Producte aus der ganzen Maſſe des Körpers in bie nad) 
derfelben Richtung genommene Gejchwindigkeitscomponente des Schwerpunftes, 
Durd) ein abermaliges Differenziven erhält man die ganz analoge Be⸗ 


ziehung: 
o?x 0°x ul Ei O2r 925 
un Ui" u U EN aa Mr 


Bei einem beliebig bewegten freien Körper ift die Summe der Producte 
der einzelnen Maffentheilhen in ihre nad) einer befichigen Richtung genom⸗ 
menen Bejchleunigungen gleich dem Probucte aus der ganzen Maſſe des 
Körpers in bie nad) berfelben Richtung genommene Beichleunigung. 

Bezeichnen nun wieder X, Y, Z die Componenten der äußeren Kräfte 
nad) den Aren, fo müſſen, da die verlorenen Kräfte im Gleichgewichte ftehen, 
die Gleichungen erfüllt fein: 


z(X—m = z(rm 52)=0; 2(2-m7)= 
und alfo folgt auch: 


Zx-Ml. zYy-utY zz m‘ 


0’ 01’ PIE 
Die vorftehenden Nefultate befagen, daß der Schwerpunft eines 
beliebigen frei beweglihen Maſſenſyſtems, welches unter 
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Einwirfung beliebiger Kräfte fteht, fich gerade jo bewegt, 
als wären fämmtlide Maſſentheilchen in ihm vereinigt, 
und hätten fämmtliche äußere Kräfte in ihm ihren gemein 
Ihaftliden Angriffspunft. Durch irgend welche innere Kräfte kann 
diefe Bewegung nicht geändert werden, ba die inneren Kräfte nad) 8. 294 
ftet8 paarweife gleich und entgegengejegt auftreten und fich aljo gegemfeitig 
vernichten. 


8. 299. Bewegung auf vorgeschriebener Bahn. Wenn ein ftarrer Kör- 
per, den man als materiellen Punkt betrachten mag, ımter der Einwirkung 
äußerer Kräfte in Bewegung gelangt, fo bejchreibt er eine Bahn, deren Be 
ſchaffenheit im Allgemeinen durd) die Entwidelungen des erften Abſchnittes 
feftgeftellt worden if. Insbeſondere ift in 8. 46 gezeigt, daß bei einer 
frunmlinigen Bewegung 


die Tangentialgefchtwindigfeit 8 — = ; 
ie T ialbeſchlenni __0Ov _ Os 
die Tangentialbefchleunigung 9, — u me’ 
, 2 
die Normalacceleration 2. = — = o?r ift, 


vorausgeſetzt, daß Bier unter Os das Wegelement, unter r der Krümmugs⸗ 
balbmefjer der Bahn und unter © die Winkelgeſchwindigkeit verftanden if, 


2 
fodgv = or und — — @?r gejett werden kann. Soll der ganz fra 


gedachte Punkt eine gewiffe Curve von beftimmten Krummungsverhältnifſen 
durchlaufen, fo muß die Normalbefchleunigung in jedem Punkte obigen Werth 


2 
— haben, und ebenfo muß der Werth der Zangentialacceleration überall 


gleid) . fein, wenn für die Gefchwindigfeit v in ber tangentialen Richtung 

der Bahn ebenfalls beftimmte Feftfegungen gemacht find. Es muß z. B 
2 

die Normalacceleration — conftant fein, wenn die Bahn Treisförmig, d. h 


wenn 7 conftant ift, und es muß die Tangentialacceleration gleich Null fein, 
wenn die Bewegung eine gleichmäßige fein fol. Dabei ift zu bemerfen, daß 
die Tangentialacceleration nur eine Veränderung ber Geſchwindigkeit und 
nicht der Richtung, hingegen die Normalacceleration nur eine Veränderung 
der Richtung, d. i. der Bahnkrümmung, aber nicht der Geſchwindigkeit her 
beifüihren Tann. 

Wenn M die Maffe des Körpers bezeichnet, fo find nad) 8. 58 bie bewer 
genden Kräfte, welche zur Erzeugung jener Beſchleunigung erforderlich find: 
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in der Richtung der Tangente P=M ® 


2 
und in der Richtung der Normale N = M — 


Dan erkennt hieraus, daß es möglich fein muß, einen frei beweglichen 
Punkt in jeder beliebigen Bahn mit beliebiger Gejchtwindigfeit zu bewegen, 
vorausgefegt, daß man den befchleunigenden Kräften in jedem Augenblide 
diejenige Richtung und Intenfität geben kann, welche, der Natur der Bahn 
und beabfichtigten Bewegung entjprechend, aus obigen Formeln fid) ergeben. 

In der Praxis ift diefes Mittel in vielen Fällen nicht möglich, und er⸗ 
reicht man ben Zwed, den Körper in einer beftimmten Bahn zu bewegen, in 
der Weife, daß man den Körper durch Führungen, Leitflächen, Schnüre oder 
in fonftiger Weife zwingt, die gewünſchte Bahn einzufchlagen. Die Ans 
wendung derartiger Leiteurven und Führungen ift namentlich fiir den Ma⸗ 
ſchinenbau von großer Bedeutung. 


Da der Körper ohne folche Hülfgmittel nur unter Einfluß der ihn treis 
benden Kräfte eine ganz andere nad) $. 58 zu beftimmende Bahn durchlaufen 
wiirde, fo hat man den Einfluß einer ſolchen Führung in einer Abänderung 
diefer letztgedachten Bahn zu erkennen. Es kann diefe Aenderung der Bahn, 
welche ber frei gedachte Körper beichreiben würde, nur durch Kräfte ges 
ſchehen, wie fie der wirklichen Bewegung entipredien, und man muß daher 
annehmen, daß die Leitbahn felbit diefe Kräfte in Form eines gewifien 
Zwanges auf ben Körper ausübt, welcher feinerfeit wicder in gleicher 
Stärke auf die Leitung zurückwirkt. 


Dean kann nun offenbar die Bewegung eines folchen nicht freien, durch 
Leitflächen geführten Körpers ebenfo wie die eines volllonmen freien ma- 
teriellen Punktes berechnen, fobald man die Führungen durch die Wider- 
ſtandskräfte erfegt denkt, welche fie auf den Körper ausüben. Diefe Wider» 
ſtandskräfte müflen im jedem Uugenblide der Bewegung mit ben äußeren 
Kräften zujammen den Bedingungen der fpeciell vorliegenden Bewegung 
entſprechen. 


Denkt man ſich z. B. einen Körper in einem horizontalen kreisförmigen 
Ringe durch eine tangential wirkende Kraft herumbewegt, fo wird der Ring 
den Körper in jedem Augenblide an dem tangentialen Yortgefchleudertwerben 
verhindern durch Aeußerung einer radial nad) innen wirkenden Kraft, deren 


2 
Größe M — beträgt. Wollte man anftatt des Ringes einen Faden anwen⸗ 


ben, welcher im Mittelpunkte befeftigt, am freien Ende mit dem Körper ver- 
bunden ift, jo würde die Spannung beffelben von der nämlichen Größe fein. 
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Was die Richtung anbetrifft, in welcher die zur Führung des Körpers 
angewandten Mittel ihre Wiberftandöfräfte äußern können, jo hängt biefelbe 
natürlich von der Art diefer Mittel felbit ab. Wendet man dazu Schnüre, 
Fäden, Ketten u. f. w. an, fo ift es Har, daß diefe nur als Zugfraftorgane 
dienen, d. h. nur foldye Kräfte auf den Körper ausüben können, welche von 
bem letzteren nach dem Befeſtigungspunkte Hin gerichtet find, während ftarre 
Körper, wie 3. B. ftangenförmige Lenkſchienen, Kräfte auszuüben vermögen, 
welche in der geraden Verbindungslinie zwifchen dem geführten Punkte ımd 
bem Feſtpunkte fowohl nach der einen wie nach der entgegengejegten Rich⸗ 
tung wirken. Andere als in diefe VBerbindungslinie fallende Kräfte können 
fie aber nicht äußern, fobald man von der Zapfenreibung abfieht. Chenfo 
ift eine Leitcurve ober Führungsfläche, wenn man diefelbe als vollkommen 
glatt vorausfegt, nur im Stande in der Richtung ihrer Normalen auf den 
geführten Punkt zu wirken, und zwar auch nur nach derjenigen Seite hin, 
auf welcher der geführte Körper fich befinde. Da die Materialien der 
Führungsflächen aber immer mehr oder weniger rauh find, fo wirb jede 
Leitfläche außer ihrem normalen Widerftande auch nod) mit einem tangen- 
tialen Widerftande auf den geführten Körper einwirken können umd zwar 
höchſtens bis zu dem Betrage der Reibung. In $. 171 u. f. ift geeigt 
worden, wie dieſer Betrag aus dem Normaldrude fich beftimmt, und daß 
berjelbe immer der eintretenden Bewegung entgegengeſetzt gerichtet iſt. 

Bezeichne P die Nefultante aller auf den materiellen Punkt wirkenden 
äußeren Kräfte, ſei a der Winkel, unter welchem diejelbe die Bahnrichtung 
ſchneidet und r der Krlimmungshalbmeſſer der Bahn in dem betradjteten 
Punfte, fo ift P sin. & die von den äußeren Kräften ausgelibte normale be 
fchleunigende Kraft, und es wird daher von der Leitfläche eine Normalkrait 
N gefordert, welche der Bedingung entſpricht: 


N-+ Psin.a = u”, 
worin das obere oder untere Zeichen zu nehmen ift, je nachdem die Com⸗ 
ponente P sin. « nad) dem Krlmmungsmittelpunfte hin oder ent» 
‚2 
gegengefest gerichtet if. SUr den Fall, daß Psin.a = M — und nad) 


dem Krimmungsmittelpuntte hin gerichtet ift, fällt N gleich Null aus, d. h. bie 
Führungsfläche wäre für diefen Fal unnöthig, der Körper würde fich frei 
ebenjo bewegen (Planetenbahnen). 

Der Drud R, welchen der Körper gegen die Führungsfläche ausübt, iſt na 
türlich der Normalkraft N ftets gleich und entgegengefegt, daher offenbar durch 


2 
= —-N=— (1 — t P sin. «) gegeben. 
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Hierin bedeutet das Minuszeichen vor dem Ausbrude nur die N ente 
gegengejegte Richtung von R, d. h. von dem Krümmungsmittelpunfte 
heraus, und zwar gilt bier auch das obere Zeichen (—), wenn P sin. « 
nad) dem Mittelpunfte bin gerichtet ift, da8 untere bei einer Richtung von 
P sin. & von dem Krlmmungsmittelpunfte her. Wenn der Ausdrud in ber 
Klanımer negativ, alfo R pofitiv wird, fo deutet dies auf eine Richtung des 
Normaldrudes R nad dem Krümmungsmittelpunfte hin, die Füh⸗ 
rungöfläche müßte dem entjprechend angeordnet werben. 


Die in der Bahnrichtung wirkende Kraft ift durch Pcos.« — ꝙ Nge⸗ 
geben, unter ꝙ den betreffenden Neibungscoefficienten verftanden. Wenn 
man bie Reibung nicht berlicfichtigt, fo ift die tangential bewegende Kraft 
durch Pcos.& auegedrüdt, und man hat dann 

Ov 078 
Pcos.a = M FT Ms 
Seßt man hierin a — 90°, fo folgt 
. 0v 
Pcos.e=0=M Di’ 
ober das Integral 
Mv = Const. 


Wenn daher die Refultirende ber äußeren Kräfte ftets normal zur Bahn⸗ 
richtung wirft, fo behält der Körper feine Geſchwindigkeit unverändert bei. 
Daſſelbe gilt au) dann, wenn P — 0 ift, ber Körper alſo äußeren Kräften 
gar nicht unterworfen ift, fondern nur eine gewille Anfangsgeſchwindigkeit 
o beſitzt. Man fdjließt daraus, daß, von der Reibung abgefehen, eine Leit- 
fläche, auf welcher ſich ein äußeren Kräften nicht unterworfener Körper mit 
einer gewijfen Anfangsgejhwindigleit bewegt, ohne Einfluß 
auf dis Geſchwindigkeit ifl. 


Relative Bewegung. In $. 47 wurde bereit8 die relative Bewegung $. 300. 
zweier Punkte, d. i. die Bewegung eine® Punktes gegen einen anderen felbft 
auch bewegten Punkt unterfuht. Es Handelt ſich jegt um die Unterfuchung 
des Falles, wo ein Körper gegen ein Syſtem von Punkten eine Bewegung 
bat, und wo dieſes Syſtem felbft wieder und mit ihm der Körper eine felb- 
ftändige Bewegung im Raume, d. h. gegen ein feſtes Coordinatenſyſtem hat. 
Da die Erde fich bewegt, jo find eigentlich alle gewöhnlich vorkommenden 
Bewegungen von diefer zufammengefegten Art, doc; beachten wir in der 
Regel nur die relative Bewegung der Körper gegen unferen Standpunft, 
welche und, da wir felbft die Bewegung der Erde mitmachen, ohne etwas 
davon zu merken, als eine abjolute Bewegung im ftillfiehenden Raume 
ericheint. In der Maſchinentechnik kommen nun vielfach derartige Fälle 

Beisbach's Lehrbuch der Mechauik. L 48 
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zuſammengeſetzter Bewegungen vor, fo daß die Entwicelung ber beſtimmenden 
Elemente der relativen Bewegung von Wichtigkeit ift. 

Wir denken uns ein abſolut fejtliegendes Arenſyſtem, auf welches wir bie 
Bewegungen bes bewegten Syſtems fowohl wie die des Punktes beziehen. 
Es ift aus dem Vorhergehenden deutlich, was man unter Weg, Gejchwindig- 
keit, Beſchleunigung, befchleunigender Kraft u. ſ. w. irgenb eines Syſtem⸗ 
punftes zu verftehen hat. Es fol die abfolute Gefchwindigfeit und Be 
ſchleunigung irgend eines Syſtempunktes, bezogen auf ein vollftändig feftlie 
genbes Coordinatenfyften im Raume, mit v, und 2, bezeichnet werden. Ebenſo 
follen vu und p, bie abjolute Geſchwindigkeit und Beſchleunigung des ind 
- Auge gefaßten materiellen Punktes gegen ebendaffelbe feſte Arenſyſtem be 
zeichnen. Die Bedeutung diefer Größen und die Beziehungen von p und v 
find aus den vorhergehenden Unterſuchungen befamnt. 

Mit dem bewegten Syfteme wollen wir ein Axenkreuz feft verbunden benfen, 
fo daß daſſelbe an der abjoluten Bewegung des Syſtems Theil nimmt. 
Gefegt, wir befänden und mit diefem bewegten Syfteme ebenfalls in Berbin- 
dung, jo daß wir an der Bewegung des Syſtems in berjelben Weife Theil 
hätten, ohne e8 zu merken, wie wir an ber Bewegung der Erde Theil nehmen, 
fo würde uns die Bewegung des Punktes innerhalb des Syſtems ebenfo als 
eine abfolırte Bewegung vorkommen, wie uns die Bervegungen der Körper 
auf der Erbe im gewöhnlichen Leben als abfolute erjcheinen. Es ift ki 
diefer Vorſtellung offenbar nicht fchwierig, die Begriffe Weg, Geſchwindigkeit, 
Beſchleunigung, bejchleunigende Kraft, Iebendige Kraft ohne Weiteres auf die 
relative Bewegung des Punktes zu übertragen. Man meint damit daflelbe, 
was man binfichtlich der abjoluten Bewegung darumter verfteht, und hat man 
dabei diejenige abjolute Bewegung zu Grunde zur legen, welche der Puuft 
baben würde, wenn das ganze Syitem als ftillitehend vorausgefett wäre. 
Auf diefe Weife find die Gefege der relativen Bewegung auf die befammten 
der abfoluten Bewegung zurlidgeführt. Es feien die relative Geſchwindigkeit 
und Beichleunigung des bewegten Punktes M mit v, und p, bezeichnet. 

Um die Beziehungen zwilchen relativen und abfoluten Geſchwindigkeiten 
und Beſchleunigungen zu finden, Tann man folgende Betrachtung anſtellen 
An der relativen Bewegung des Punktes MM gegen das Syftem wird offenbar 
Nichts geändert, wenn man dem Syſteme noch eine neue beliebige Bewegung 
binzufügt, vorausgejegt nur, daß man dem Punkte M aud) genau diejenige 
Bewegung ertheilt, welche demjenigen Syſtempunkte hinzugefligt wurde, der 
augenblidiic mit M zufammenfält. Denkt man fi nun diefe zuſätzliche 
Bewegung fo bemeſſen, daß fie gerade gleich und entgegengefegt ift mit der 
abjoluten Bewegung, welche. da8 Syſtem hat, fo wird die Bewegung de 
Syftems dadurch aufgehoben, e8 wird das Syſtem ein rubenbes, daher ift dur 
Bewegung des Punktes M in dem Syſteme nunmehr eine abjolute geworden 
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Diefe Bewegung des Punktes M befteht aber aus der abfoluten Bewegung 
deſſelben und der hinzugefügten entgegengefeßten abfoluten Bewegung des mit 
M zufammenfallenden Syftempunftes. Man kann daher den Sag aufftellen: 
Die relative Bewegung eines Punktes gegen ein bewegtes 
Syftem tft die Refultante aus feiner abfoluten Bewegung 
und der entgegengefegt genommenen Bewegung des mit M 
zufammenfallenden Syftempunftes. Diefer Sag gilt offenbar 
auch von den Geſchwindigkeiten, denn man braucht als die betreffenden Wege 
nur die in der Zeiteinheit zurüdgelegten anzunehmen; es ift alfo auch die 
relative Gefhwindigkeit in jedem Augenblide gleich der 
Refultante aus der abfoluten Geſchwindigkeit des Bunktes 
und der entgegengefegt genommenen Gefhwindigfeit des 
mit ihm zufammenfallenden Syftempunftes. 
Nimmt man ald bewegtes Syſtem 3. B. die Schaufel AB, Fig. 533, 
eines. Waflerrades, welche mit der Geſchwindigkeit », — AD ſich beivegt, 
Sig. 588. fo daß ihre Lage aus AB in bie nahezu parallele 
ED übergeit. Ein Waflertropfen treffe bie 
Schaufel in A mit ber Geſchwindigkeit AU—v.. 
Wenn nun der Tropfen in der Zeiteinheit von A 
nah C fid) bewegt hat, ift die Schaufel in bie 
Lage DE geführt, und diefelbe wird jegt, voraus⸗ 
gejeßt, dag in A ein Stoß nicht flattgefunden hat, 
in C von dem Tropfen berührt. Es ift folglich 
die Größe DC die Berfchiebung, welche der Tropfen entlang der Schaufel 
in ber Zeiteinheit erlitten hat, oder die relative Gejchwindigfeit des Waffers 
Y, gegen die Schaufel. Zieht man CF parallel und gleich AD, fo findet mar 
die relative Geſchwindigkeit AF—= DC —= v, ald Refultante der abfoluten 
Gefchwindigkeit A CO des Waſſers und der entgegengefegten Geſchwindigkeit 
der Schaufel. Die Gejchwindigfeit v, der Schaufel ift hier geradlinig und 
in A fo groß angenommen wie in F, was unbedenklich gejchehen Tann, 
wenn man bie Zeiteinheit und folglich die Größen AD, AC und AF jehr 
Hein und den Rabhalbmefler groß gegen AB annimmt. 





Beschleunigung der relativen Bewegung. Der bier gefundene 
Sag über die relative Gefchwindigfeit eines Körpers gegen ein bewegtes 
Syſtem ſtimmt mit dem in $. 47 angeführten, welcher fid) auf die relative 
Bewegung bezieht, vollftändig überein. Nicht jo einfach geftaltet fich die 
Beziehung Hinfichtlich der relativen Beſchleunigung, und es foll bei 
der Wichtigkeit diefes Gegenftandes für gewiſſe Zweige der Technik, nament> 
ich für den Zurbinenbau, da8 Maß für die relative Beichleunigung im 
Folgenden ermittelt werden. 

45* 


$. 301. 
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Zu dem Zwecke empfiehlt es fich, zunächſt das Wefen der Befchleunigung 
ſelbſt etwas näher ins Auge zu faſſen. Sei AB, Fig. 534, die Bahn 
Fig. 534. eines materiellen Punktes M, welche er 
unter Einfluß der auf ihn wirkenden 
Kräfte befchreibt. Im einem gewiſſen 
Augenblide, wo fid) der Punkt M in A 
befindet, habe er eine tangentiale Ge 
fchwindigfeit v, vermöge deren er in der 
Heinen Seit T um die Größe vr—AC 
in der Tangente AD an die Bahn fid) 
bewegen wiirde, vorausgefeßt, daß alle Kräfte in diefem Augenblide aufhörten 
zu wirken. Da dies nicht der Fall ift, fo wird der Punkt nach Ablauf der 
Zeit T nicht in C fein, und wenn es fid) num findet, daß er im Gegentheil 
nach Ablauf der Zeit v in B ift, fo muß man fliegen, daß der Einfluß 
aller äußeren Kräfte auf den materiellen Punkt von ſolcher Beichaffenheit if, 
daß dadurch der Punkt aus der Lage C, in die er ohne jene Kräfte gefoms 
men wäre, nad) feiner wirklichen Lage B geführt wird, und ift diefe Wirkung 
in derfelben Zeit T vor fi) gegangen. Da man die befchleunigenden Kräfte 
während der fehr Heinen Zeit T conftant vorausfegen darf, fo muß man 
annehmen, daß die Bewegung von C nad) B eine gleichförmig veränderlick 

ift, und man hat nad) $. 11, III. die Beichleunigung 

25: 2C0B 
PT 
Man hat der Größe CB wohl den Namen Abweichung oder Deviation 
gegeben. 

Un nun die relative Beichleunigung des materiellen Punktes zu finden, 
jet vorausgejegt, bob 5 die Bewegungen des Punktes und des bewegten Syſtems 
Dig. 6535 in einer Ebene erfolgen, da diefe Bor: 
ausjegung in den Fällen, weldye um? 
intereſſiren, meiftens zutrifft. Der ma 
terielle Bunft MM fei in einem beftimmten 
Augenblide in A, Big. 535, und be 
fchreibe die Bahn A CD relativ zu dem 
bewegten Syfteme. (Man kann fid) z ?. 
als Syftem ein horizontales Turbinentad 
und als relative Bahn eine Schaniel 
ACD denken, auf weldger ein Waſſer⸗ 
tropfen fich entlang fchiebt, dann ift die 
Schaufel der relative Weg des Woſſer⸗ 
tropfens in Hinficht auf das bewegte Rad.) 
Sn A habe der Punkt M eine relative 
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Geſchwindigkeit o,, vermöge deren er in der Heinen Zeit v um or — AB 
fid) bewegen würde, wenn er mit diefer Geſchwindigkeit fich gleichförmig be- 
wegte. Der materielle Punkt fei aber nach der Zeit r in dem Punkte C 
der relativen Bahn angelangt, folglich ift 3 C nad) dem Obigen die Ab- 

weichung der relativen Bewegung und gegeben durch BO = Yrp-ı?, 
wenn p, die relative Beſchleunigung iſt. 

Der Punkt A des Syſtems ſoll in ber Zeit r bie Bahn AP, der Syſtem⸗ 
puntt D die Bahn DH beichreiben, fo daß die relative Bahn von M 
(Schaufel) nad der Zeit Tr aus der Lage ACD in diejenige FH gelangt 
fein mag,-und zwar ſoll diefe Bewegung von A nad) F und Denach H 
eine ganz beliebige fein, es ift nicht nöthig, wie dies bei Turbinenräbern der 
Hal ift, daß AF und DH zwei concentrifche Kreisbögen um bie Drehaxe 
feien. Die Geſchwindigkeit v, des Syftempunftes A fol eine -folche fein, 
daß A in der Zeit v den Weg ur — AE in der Tangente an die Bahn 
A F zurücklegen würde, wenn A in dem betrachteten Augenblicke fich glei 
förmig weiter bewegen würde. Da aber nad) der Zeit 7 der Syftempunft 
A in P ſich befindet, jo ift ZF die Abweihung der Bewegung des 
Spyftempunttes, und man hat wieder EF = !/,p,t?, unter p, die be 
treffende Befchleunigung der Syftenıbewegung verftanden, Die Diagonale 
AG aus AB und AE ftellt offenbar die Richtung der abfoluten Bewegung 
dar, welche der materielle Punkt M in dem Augenblicke hat, wo er ſich in A 
befindet, und e8 würde M offenbar in der Zeit von A nad E geführt 
werden, wenn bie bejchleunigenden Kräfte in dem Augenblide aufhörten, wo 
M in A ſich befindet. In Wirklichkeit ift det materielle Punkt M nad) 
der Zeit z aber nicht in G, fondern irgendiwo auf feiner relativen Bahn 
(Schaufel), welche nad) Verlauf der Zeit r die Tage FIH einnimmt. Wür⸗ 
den wir diefen Ort kennen, fo hätten wir nur G@ mit ihm zu verbinden, um 
in der VBerbindungslinie analog dem Bicherigen die Größe der abfoluten 
Abweichung und daraus die abfolute Beichleunigung zu finden. ‘Der 
wirkliche Ort des materiellen Punktes M findet fich aber leicht, wenn man 
die einzelnen Bewegungen befjelben in dem Syſteme und mit bem Syſteme 
nicht gleichzeitig, fondern nad) einander vorgenommen denkt: Stellen wir 
uns zunächſt das Syſtem als ſtillſtehend vor, jo bewegt fich nad) dem Vorigen 
der materielle Punkt M von A nad) C. Jetzt wollen wir die Bewegung 
des Syſtems folgen laſſen, d. h. die relative Bahn aus ihrer Anfangsluge 
ACD in die Endlage FIM überführen. 

Es läßt ſich leicht einfehen, daß jede Bewegung eines feften Syſtems fich 
zerlegen läßt in eine Verſchiebung, wobei alle Linien ſich parallel verfegen, 
und eine Drehung um eine gewiſſe Are. So fünnen wir auch hier die Ver: 
fegung der Bahn ACD nad; FJH fo vornehmen, daß ACD zunächſt 
parallel mit fich jelbft nah FC, D, verjchoben und aus dieſer Mittellage 
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durd) eine Drehung um Fin die Endlage FI H gedreht wird. ‘Die parallele 
Verschiebung ſei dabei fo vorgenommen, daß A erft nad) E und dann von 
E nad) F geführt werde. Nach der erften Verſchiebung des Syſtems, bei 
welcher ber in A. befindliche Punkt nach Z gelangt, fällt die Tangente AB 
offenbar nad) EG. Bei ber zweiten Berfchiebung von E nad) F erhält 
man bie Lage, welche der urſprünglich in B gelegene Endpunkt der Tangente 
AB einnimmt, in B,, wenn man G Bı gleich, und parallel EF aufträgt. 
Jetzt findet man die Lage, welche der materielle Punkt M nad) diefen beiden 
Sig. 586. Verſchiebungen einnimmt, in C,, wenn 
man B, Cı parallel und gleich BC an 
trägt. 

Die relative Bahn ift nunmehr im die 
Loge FC, Ds gelangt. Durch eine 
Drehung um F bringt man fie nun in 

bie Endlage FJH, wobei C, nad J 
fällt, und Hat man daher in J den Ort 
gefunden, in welchen der materielle Punkt 
M nad) Ablauf der Zeit 7 fich wirklich 
befindet. 

Da nım G@ derjenige Ort ift, welden 
der materielle Punkt M eingenommen 
haben würde, wenn im Beginn ber Zeit 
r die befchleunigenden Kräfte aufgehört 

u hätten zu wirken, fo ftellt offenbar die 

Berbindungslinie E J die abjolute Abweihung des Punkten M vor. 

Wendet man nun auf das Viereck G@J C, Bı den Sag von dem Polygen 

der Gefchwindigkeiten an ($. 36), fo folgt ohne Weiteres, daß man die ab- 
jolute Abweichung EI betrachten kann als die Refultante der drei Beine 
gungen GB}, Bı Cı und O. J. Don diefen drei Größen ift 

GB =EF= Un,” m BG =BC=Wpt? 

oben gefunden worden. Um aud) CF zu finden, bedeute @ die Winfel 

geſchwindigkeit, mit welcher bei der Bewegung des Syſtems die gedachte 

Drehung erfolgt. (Geſchwindigkeit eines Punktes im Abftande Eins von 

der Drehaxe.) Es muß dann, da der abfolute Werth des Winkels, um 
welchen das Syſtem während der Zeit T gedreht worden ift, durd) den Wintel 

C, FI dargeftellt ift, die Gleichung ftattfinden g = Go FJ = er Tea 

als geradlinig zu betrachtende Heine Bogen C, J hat nun die Größe 
GJ=FJ.pgo=FJ.or. 


Nun ift ferner FI nichts anderes als der Weg, welchen ber materielle 
Punkt während der Zeit 7 auf der relativen Bahn zurüdgelegt hat, alio 
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FJ = o,r und daraus folgt J = v,r.ar—=1,or. Die Ai 
Erzeugung eines ſolchen Weges erforderliche Beſchleunigung ift aber —— 


zuge 


*. 


= 20.0. 


affo hier 


Es ift Giermit gezeigt worden, daß die abfolute Abweichung CF die Res 
fultante ift aus den drei Abweichungen G Bi, Bı Cı und CJ. Da diefe 
Abweichungen fünnmtlic, fiir diefelbe Zeit 7 gelten, jo können wir dafür die 
Beichleunigungen nehmen, und haben daher den Sag: 

Pa — Reslte. (p. Ir, 2 @ vr), 
oder in Worien: Bewegt ſich ein materieller Punkt relativ gegen ein bes 
wegtes Syftem, fo ift die abjolute Beichleunigung des Punktes die Nefuls 
tante aus: 

1) der abfoluten Beſchleunigung des übereinflinnmenden Syſtem⸗ 
punfteg, 

2) der relativen Beſchleunigung bes materiellen Punktes, 

3) einer Beichleunigung, welche gleich dem doppelten Producte aus der 
Wintelgefhwindigkeit der Syftembewegung in die relative Ges 
ihwinbigfeit bes Punktes ift, auf ber relativen Bahn normal fleht, und 
im Sinne der Drehung des Syſtems gerichtet ift. 

Hat das Syſtem nur eine fortfchreitende und feine drehende Bewegung, 
fo fällt die Größe C, J fort; FC D, ift die Endlage und die abfolute 
Abweichung FC, ift die Refultante von GB, und Bi Ci, d. 5. es iſt: 

2, — Reslte. (P. Pr). 

Hat das Syftem nur eine rotirende Bewegung, fo ift, wenn die Bewegung 
wie bei den Waflerrädern mit gleichförntiger Gefchwindigfeit vor fich geht, 
2, = * — o®r die ſogenannte Centripetalkraft (ſiehe $. 327). 

Aus Fig 536 iſt noch zu erſehen, dag die relative Abweichung Bi Cı als 
Reſultirende zu betrachten ift aus B,@, @J und JC. BG ift offenbar 
die entgegengefegt genommene Abweichung der Syftembewegung, 
und I Ch hat den der Drehung des Syſtems entgegengefegten Sinn, fo bag 
man fchreiben Tann: 

9, —= Reslte. [pm — Pa 2 ur -(— @)]. 
Bei gleichfürmiger Rotationsbewegung wird — p, bie Centrifugalfraft. 
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Zweites Capitel. 


Die Lehre von den Trägheitämomenten. 


$. 302. Bewegungsarten. Die Bewegung eines feften Körpers ift entweber 
fortfchreitend, oder drehend, oder beides zugleich. Dei der fortidjrei- 
tenden oder progreffiven Bewegung (franz. mouvement de translation; engl 
motion of translation) find die gleichzeitig zuritdgelegten Wege der Körper: 


Dig. 537. 





teile unter fid) parallel und gleich, bei der dre⸗ 
benden oder rotirenden Bewegung (franz. mou- 
vement de rotation; engl. motion of rotation) 
hingegen befcjreiben die Theile des Körpers um 
eine gewifje gerade Linie, die man die Umdre⸗ 
hungsare (franz. axe de rotation; engl axis 
of revolution) nennt, concentrifche Kreisbögen. 
Jede zufammengejegte Bewegung läßt ſich als eine 
drehende Bewegung um eine bewegliche Are 
anſehen. Letztere ift wieder eutweder veränder: 
lid) oder unveränderlid). 

In progreffiver Bewegung befinden fid) der 
Kolben DE und die Kolbenftange BF eine 
Pumpe oder Dampfmaſchine, Fig. 537, in drehen 
der Bewegung dagegen ift die Kurbel oder det 
Krummzapfen AC, in zujammengefegter Bee 
gung endlich die Kurbelftange AB, denn das 
eine Ende B berjelben hat eine fortfchreitende, 
und das andere Ende A eine drehende Bewegung. 
Bei einem fich wälzenden Cylinder ift die Umdres 


hungsare unveränderlich, bei der Kurbelftange AB Hingegen ift dieſelbe 
veränderlich, denn fie ift der Durchſchnitt K zwiſchen dem Perpenditel BX 
zur Arenrichtung CB der Kolbenftange und der Verlängerung des Kurbel 


armes CA (f. $. 103). 


&. 303, Geradlinige Bewegung. Bei ber geradlinig fortfchreitenden 
Bewegung eines Körpers finden die $. 84 und $. 100 gefundenen Bewe⸗ 
gungsgeſetze eines materiellen Punktes ihre unmittelbare Anwendung. Die 
Maflentheile Mı, M,, M; u. . w. eines mit ber Acceleration p fortjchrei- 
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tenden Körpers widerftehen der Bewegung vermöge ihrer Trägheit mit den 
Kräften Mıp, M, p, M5 p u. |. w. ($. 58), und ba die Bewegungen aller 
diefer Theile in parallelen Linien erfolgen, fo find auch die Hichtungen biefer 
Kräfte unter ſich parallel; es ift daher die Mitteltraft von allen diefen aus 
ber Zrägheit entipringenden Kräften gleich der Summe 
Mpr+Mr+tMp + = (M+M:+M +. )p=Mp, 
wo M die Maſſe des ganzen Körpers bezeichnet, und es fällt auch der An⸗ 
griffepunft derfelben mit dem Schwerpuntte des Körpers zufammen. Um. 
alſo einen Übrigens frei beweglichen Körper von der Maſſe M oder dem 
Gewichte & —= Mg in eine geradlinig fortfchreitende Bewegung mit der 
Acceleration p zu verjegen, ift eine Kraft 


Gp 
P= Mn = — 
? 9 


nöthig, deren Richtung durch den Schwerpunkt 8 des Körpers geht. 
Aendert ſich in Folge der Einwirkung der Kraft P die Geſchwindigkeit c 
während der Zurücklegung des Weges s in die Gefchwindigkeit v um, fo ift 
die von der Maſſe in fich aufgenommene mechaniſche Arbeit ($. 76): 
ve — el ve — ea 


— U=,, 








Ps — G=(k— Rh G. 


Beifpiel. Der Kolben jammt Stange von einer Pumpe, Dampfmaldine, 
Gebläſemaſchine u. |. w. hat eine ungleihförmige Bewegung, bei feinem höchſten 
und tiefften Stande ift er ohne Geſchwindigkeit, und nahe bei feinem mittleren 
Stande ift die Geſchwindigkeit defjelben am größten. Ift das Gewicht des Kolbens 
und feiner Stange = G und jeine größte Gejchwindigteit in der Mitte feineß 
Auf: oder Niederganges = v, jo beträgt hiernach das Urbeitsvermögen, welche 
er vermöge jeiner Trägheit in der erften Hälfte jeine® Weges in fih aufnimmt 
und in der zweiten Hälfte defielben wieder ausgiebt: 

92 
L= 39 @. 
Für G = 500 Rilogramm und o = 1,5 Meter ift diefe Arbeit: 
L = 0,051 . 1,52. 5600 —= 57,4 Reterlilogramm. 

Wäre nun noch der halbe Kolbenweg 8 — 1,2 Meter, jo hätte man die mitt: 
lere Kraft, welde nöthig ift, um den Kolben in der erften Hälfte dieſes Weges 
zu beſchleunigen, und welde derjelbe in der zweiten Hälfte durch feine Verzögerung 
ausübt: 

L v3 67,4 


=7= 395° G= 12 — 47,8 Rilogrammı. 


Drehende Bewegung. Geht die bewegende Kraft P eines Körpers $. 304. 
AB, ig. 538 (a. f. S), nicht durch den Schwerpunkt S, fo nimmt der Körper 
eine Drehung um dieſen Punkt an, und es fchreitet diefer fort, als wenn die 
Kraft unmittelbar in ihm angriffe, wie ſich folgendergeftalt beweiſen läßt. 


a 
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Man fälle von Schwerpunkte S ein Perpendikel SA — a gegen die Kraft: 
richtung, mache die Berlängerung SB dem Perpendifel gleich, und Lafle zwei 
ſich da8 Gleichgewicht haltende und parallel mit P wirkende Kräfte, die eine 
+ Ys P und die andere — 1/, P, in B angreifen. Die Kraft + !, P 
giebt in Vereinigung mit der einen Hälfte der in A angreifenden Kraft P 
die im Schwerpunkte S angreifende Mittelkraft 
P=W4P+YP=P, 
wogegen die Kraft — /, P mit der zweiten Hälfte (1/s P) von der in A an 
greifenden Kraft P ein Kräftepaar bildet; es refultirt alfo aus der excentriſch 
wirkenden Kraft Peine durd den Schwerpunkt gehende Kraft | 
P, = P, welde diefen Punkt ſammt dem ganzen Körper progrefjiv bewegt, 
Sig. 538. Fig. 5839. 








und ein Kräftepaar (1/; P, — /, P), welches den Körper um den 
Schwerpunkt dreht, ohne einen Drud in demfelben zu erzeugen. Das 
ſtatiſche Moment diefes Kräftepaares ift aber 
—WP.SAHYP.SB=P.SA= Pa 
gleich dem ftatifchen Momente der in A angreifenden Kraft P in Hinſicht 
auf den Schwerpunkt S; e8 ift folglid) aud die reſultirende Umdrehung die 
felbe, al wenn der Schwerpunft S feitgehalten wiirde und P allein wirkte 
Wird ein Körper AB, Fig. 539, durch eine Führung oder Leitung 
DE, D, E, gezwungen, eine progreffive Bewegung anzunehmen, fo übt die 
ercentrifche Kraft AP — P diefelbe Wirkung auf die Bewegung des Kör⸗ 
pers aus, wie eine gleiche im Schwerpunfte S deſſelben angreifende Kraft 
SP, = P\,, weil das übrig bleibende Kräftepaar (Y/; P, — YsP) in ben 
diagonal gegenüberliegenden Eckpunkten F und G der Führung die normalen 
Brefiungen N, — N hervorruft, deren Gegenwirkungen zuſammen ein Kräfte: 
paar bilden, das dem Kräftepaare (1/, P, — Ya P) das Gleichgewicht hält. 
Iſt a die Excentricität SA der Kraft P ober der Abſtand ihrer Richtung 
von dem Schwerpunfte S des Körpers, und bezeichnet b den Abftand HK 


zwifchen N und — N, fo hat man Nb= Pa, woraus N = > P folgt. 
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Wird endlich) der Körper AB, Fig. 540, durch eine feſte Are C verhin» 

Fig. 510. dert, fortzufchreiten, fo übt die ercentrifche Kraft 
APP, deren Ridtung um CA = a von 
der feiten Are C abfteht, diefelbe Wirkung auf 
die Umdrehung des Körpers um diefe Are C aus 
als ein Kräftepaar (1/;, P, — 1/, P) mit ber 
Armlänge AB=2(0A=2(0B=2a, 
oder dem Momente 1,P.2a = Pa, weil die 
übrig bleibende centrifche Kraft CA —=Pı—=P 
von den Arenlagern aufgenommen wird (vergl. $. 133). 





An den Fällen der Fig. 5389 und 540 iſt die Reibung unbeadhtet gelaffen, welche 
im erften Salle an den Yührungsftangen, im zweiten in den Axlagern fi) ein- 
ftellt. In dem Falle Fig. 539 können die Reibungen aber unter Umftänden jo 
bedeutend werden, daß jede Verfchiebung längs der Yührung unmöglich ift. Iſt 
9 der Reibungscoefficient zwiſchen GE und DE ſowie zwiiden Fund D,E, 
jo beträgt die Gefammtreibung 


F=29N=2p-P. 


Sobald diefer Werth gleih P wird, Hört jede Bewegung auf, welchen noch fo 
großen Werth P au annehme. Es wirb daher bei gegebenem 9 darauf an 


fommen, das Verhältniß 5 möglihft Hein, aljo bei gegebener Excentricität a die 


Führungslänge d reiht groß zu maden. Jedenfalls muß 2 > 29 fein, wenn 


nicht ein Feftklemmen eintreten foll. Bon der legteren Eigenſchaft macht man in 
der Technik zuweilen Gebrauch, um Gegenftände zu befeftigen, indem man d 
recht Hein macht. In diefem alle kann theoretiſch feine auch nod fo große 
Kraft P die Beieftigung Löfen. 


Trägheitsmoment. Bei der Umdrehung eines Körpers AB, Fig. 
541, um eine feite Are C legen alle Punkte M,, M, u. f. w. deflelben in 
gleichen Zeiten gleiche Centriwinkel M, CN, 
= M;CN; uf. w. —= 9° zurüd, welchen 
alfo auch bei gleichem Radius, 3.8. CD, 
=(CDuf.w — Eins (1) ein und 
derjelbe Bogen 


9° 
DH=DBEu{wn.=g9= 


180° * 
entſpricht. 

Da die Geſchwindigkeit durch den Quo⸗ 
tienten aus einem Wegtheilchen ꝙ und dem 
entſprechenden Zeitelemente 7 beſtimmt wird, 
jo iſt folglich auch die Winkelgeſchwin⸗ 


Gig. 541. 





8. 305. 
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digkeit (franz. vitesse angulaire; engl. angular velocity), d. i. die Ge⸗ 
ſchwindigkeit derjenigen Punkte des Körpers, welche um die Längeneinhei 
G- DB. einen Meter) von der Umdrehungsare abſtehen, für den ganzen Körper 
eine umd diefelbe, nämlich 

p 


oa = 
T 





Ebenfo ift auch die Winkelacceleration, oder die Acceleration des 
umlaufenden Körpers im Abftande Eins (1) von der Drehungsare, für den 
ganzen Körper eine gemeinfchaftliche Größe, und zwar 

Io 
= — 
T 
wenn hier Io den im Zeitelemente z erfolgten Zuwachs der Winkelge⸗ 
ſchwindigkeit des Körpers bezeichnet. 
Unm die Wege sı, 82 u. |. w., Gefchwindigfeiten v,, v5 u. ſ. w. und Acce⸗ 
lerationen 9, 93 u. f. w. der Punkte M,, Ma u. |. w. des Körpers zu finden, 
welde un CM, = r,, CM; = rs u. f. w. von ber Drehungsare C ent« 
fernt find, hat man natürlich, den Winkelweg 9, die Winkelgeſchwindigkeit @ 
und die Winkelacceleration x mit 51, 73 u. |. w. zu multipliciren, aljo 
3 — ꝙri, 822 =9pr.u.|.Ww. 
vi — Or, % = or uf. w. und 
9m =ın, MR —=ın u ſ. w. 


’ 


zu jeßen. 

Befteht folglich die ganze Maſſe M des Körpers aus den Theilen M, M. 
u. f. w., welche um die Halbmeffer r,, r3 u. f. w. von der Drehungsare C 
entfernt find, jo find die Kräfte, wit welchen diefe Maſſentheile der Umdre⸗ 
bung widerſtehen: 

P, = Mp = »+HMH,n, PR = M;p —= x» Myr; u. !. w. 
und ihre Momente: 
Pın =»Mır), Pr, = xMar? u |. w. 
Daher ift das erforderliche Moment zur Umdrehung | des Körpers mit der 
Wintelacceleration x: 
Pa=xMır? +x%Mır!? +--- 
=ıMr + Mr + Mr; +--.). 

Ebenfo find (nad) $. 86) die mechaniſchen Arbeiten, welche die Maſſen⸗ 
theilchen M,, 2s u. f. w. erfordern, um die Geſchwindigkeiten vi, ua u. |. @. 
anzunehmen: 

A, = Ya Mı v — 1/, @® M, r), 

A-— /, M v = 1Wo?Mr’uwf.iw, 
und es iſt daher die mechaniſche Arbeit, welche der ganze Körper in An 
fpruch nimmt, während er die Winkelgeſchwindigkeit @ erhält: 
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A=A+4A+:-- 
‚=YhaMnyn+Mr +Mr; +»). 

Es hängt alfo die Kraft und Arbeit einer rotirenden Maſſe vorzüglich von der 
Summe der Producte Mr? + Mar? + M;r? + --- aus den einzelnen Maſſen⸗ 
theilen M,, M, u. ſ. w. und den Quabraten ihrer Entfernungen r,, r2 u. |. w. 
von der Umdrehungsare ab. Man nennt biefe Summe das Trägheits«-, 
Drebungs- oder Maffenmoment des Körpers in Bezug auf bie bes 
treffende Are (franz. moment d’inertie; engl. momentum of inertia), und 
wir werben es in der folge durch Mr? oder W bezeichnen. Um aljo einer 
Maſſe Y=M + M; + -:-, deren Trägheitsmoment in Bezug auf 
eine beftimmte Are W = Mr? —= Mır! + Mır? + - - iſt, um diefe 
Are die Winkelacceleration x zu ertheilen, ift ein Kraftmoment Pa erfor 
derlich, welches ſich beſtimmt durch: | 

1) Pa=xMr=xW. 

Dagegen ift die mechaniſche Arbeit, wodurch diefe Mafle M in eine Um⸗ 

drehung mit der Winkelgeſchwindigleit © verfegt wird: 
2) Ps = 1, 0?Mr? = 1,0? W. 

Hat die Maſſe fchon anfangs eine Winkelgeſchwindigkeit &, jo ift die mes 
hanifche Arbeit, wodurd) diefelbe auf @ gefteigert wird: 

Ps= 1,0 W— 1,2 W— Y, (0%.— 8%) W. 

Auch Läßt fich hiernach umgekehrt aus der aufgewendeten Arbeit und An- 
fangsgeſchwindigkeit & die Endgefcdjwindigkeit © beftimmen; es ift nämlich: 

o=\ &? + ze 

Nach der Bezeichnungsweife der Difrene altechuun kann man obige Be⸗ 
ziehungen auch ſchreiben: 


Winkelgeſchwindigleit m — =, 
__09o0 _ 02 
Winfelacceleratiin % —= jet 


Trägheitsmoment W= /r’Om, 
worin Om irgend ein Maſſentheilchen bedeutet. 


Deifpiel. Wenn der um eine fefte Are C drehbare und anfaͤnglich ruhende 
Körper AB, Fig. 541, ein Trägheitsmoment von 50 Meterlilogramm befigt und 
mittels eines um eine Rolle liegenden Seiles mit einer Kraft P = 20 ſtilogramm 
und bei Zurüdlegung des Weges 8 — 5 Meter in Umdrehung gejegt wird, jo 
ift die erlangte Winkelgeſchwindigkeit dieſes Körpers: 


/3 ara - V22 20.5 _y7—g Meter, 
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d. h. jeder Punkt in der Entfernung eines Meters von der Umdrehungsaxe legt 
nach Aufnahme dieſer Arbeit in jeder Secunde 2 Meter zurück. Die Zeit einer 
Umdrehung iſt: 

27 


t = 8,1416 Secunden 
und die Zahl der Umdrehungen in der Minute: 
0 _ 60 
u 7 == 3,1416 — 19,1. 


Geht die gefundene Winkelgeſchwindigkeit » — 2 Meter in die Geſchwindigleit 
s — %, Meter über, jo verrichtet diefe Maſſe die Arbeit: 
Ps, = [2 — (2 .>%=ld — Ye) BY 25 = 85,93 Meterkilogramm, 
hebt alſo 3. B. ein Gewicht P, von 10 Kilogramm 8,593 Meter hoch. 


8. 306. Reduction träger Massen. Sind die Winkelgeſchwindigkeiten zweier 
Maffen M, und Ma unter ſich gleich, gehören z. B. diefe Maſſen einem und 
demfelben rotirenden Körper an, fo verhalten fich ihre lebendigen Kräfte wie 
ihre Trägheitömomente W —= My, r? und W—=M;r), und find nun and) 
dieſe unter fich gleich, jo befigen diefe Maſſen gleiche lebendige Kräfte. Zwei 
Maſſen haben alfo hiernach gleichen Einfluß auf den Bewegungszuftand einee 
fi) umdrehenden Körpers, und es kann eine durch die andere erfett werben, 
ohne daß dadurch eine Aenderung im Bewegungszuftande vor fich geht, 
wenn fie gleiche Zrägheitsmomente Mı r? und Marz befige, fich alſo zu 
einander umgekehrt wie die Quadrate ihrer Entfernungen von der Umbres 
hungsare verhalten. Mit Hülfe der Formel Mir? = Mr} läßt ſich eine 
Maſſe von einer Entfernung auf eine andere reduciren, d. h. es läßt fich eine 
Maſſe My angeben, weldhe in der Entfernung r3 eben den Einfluß auf ben 
Dewegungszuftand des fich drehenden Körpers hat, als die gegebene Maſſe 
II, in.der Entfernung rı; es ift nämlich: 

Mr _MW 

A, = nn’ 

d. i. die auf die Entfernung r, reducirte Maffe ift ber Quotient 

aus dem Trägheitsmomente der Maffe und dem Quadrate jener 








Entfernung. 
Setzt man nz —= 1, fo erhält man hierfür die reducirte Maſſe 
M, r? 
M = — = WW, , 


"woraus man fchliegen muß, daß das Trägheitsmoment W eines Kör— 
pers ein Maß abgiebt für die auf den Abftand gleich Eins von 
der Are reducirte Maffe des Körpers. 

Zwei an einer Radwelle ACB, Fig. 542, feitfigende Gewichte Q und 
Qı in den Abftänden CB=b und CB =a von der Umdrehungsare XX 
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haben alfo vermöge ihrer Maflen.auf die Bewegung der Radwelle gleichen 

Einfluß, wenn Qi a? = Qb2, alſo Qı = Sr ft. Wirkt daher eine Kraft 

Big. 542, P am Hebelarme CA = CB, = a, m 

eine Maſſe vom Gewichte Q im Abftande 

CB=b in Umdrehung zu fegen, fo hat 

man die legtere auf den Hebelarm a der 
Kraft P zu reduciren, alfo ftatt Q 

b3 

Q, = —* 

und die von P bewegte Maſſe: 


“=(r+ 2%): 


zu fegen, weshalb num die Acceleration des Gewichtes P: 





ft __P „Pe, 
Maſſe p? ” Pas b2 
und die Winfelacceleration: 

' x = P —— — Pa 9 


a Pa? 4 Qb2 
ſich ergiebt. 

Beiſpiel. If das Gewicht der rotirenden Mafie Q — 860 Kilogramm, ihr 
Abftand von der Drehare d — 2,5 Meter, das die bewegende Kraft ausmachende 
Gewicht P = 24 Filogramm und befien Hebelarm a — 1,5 Meter, jo folgt die 
von P beichleunigte träge Mafie: 

5 _ 2s6 \ _ 
M= [? + (5) e] :9 = 0102 (4 +7 6.) — 104,45 
und daher die Beichleunigung des Gewichtes: 


24 
p= 10145 —= 0,230 Meter, 
dagegen die Vcceleration der Maſſe ©: . 
b 5 5.0,23 _ 
=, pr =; pP =757=058 Meter 


und die Winfelacceleration: 
x = z — 0,153 Meter. 


Nah 4 Secunden ift die erlangte Winkelgeſchwindigkeit: 
o — 0,153 . 4 = 0,612 Meder 
und der entipredhende Weg: 


8. 307. 
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folglih der Umdrehungswintel: 
= 1 1800 = 70010, 


endlich der von dem Bewiäte P yurüdgelegte Weg: 


2 2 
= Bi = IT — 184 Meter. 


Beduction der Trägheitsmomente. Kennt man bas Tragheits⸗ 
moment eines Körpers oder eines Syſtems von Körpern in Hinficht auf eine 
durch den Schwerpunkt S des Körpers gehende Are, fo läßt ſich darans leicht 
das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine andere mit jener parallel laufende 

Fig. 543. Are finden. Es jei S, Fig. 543, die erfte durch 
den Schwerpunkt gehende und D bie zweite Dre 
hungsare, für welche das Trägheitsmoment des Kor⸗ 
pers beftimmt werden fol; ferner fei SD==d bie 
Entfernung beider Aren von einander, und es feien 
8N, = z, und N,M, = yı die rechtwinkeligen 
Coorbdinaten eines Maſſentheiles M, bed ganzen 
Körpers. Das Trägheitsinoment dieſes Theiles in Beziehung auf D ift nm: 
=Mı ‚DM =M, (DM + NM)=M, [(d + zı)? + 9] 
und in Vezichung auf 8: | 
=M. SM =4M(SNM+NM)=M(i+y) 
daher die Differenz beider Momente: 
== M, (d? + 2 da, + x) + yv)— M, (2? + y)=%ähı d? + 2 M, da. 
Fuür einen anderen Maffentheil M, ift fie: 

— M,d! + 2 M.da,, 





für einen dritten: 
= M;d? + 2 M,dr; u. !. w., 
daher für alle Maſſentheile zuſammen: 
= M+M;+M; +. )®’+24Ma+Ma M æ, +). 

Nun it aber Mi + 4 + -: - die Summe M aller Maſſen md 
M,xı + M, x, - - die Summe Mx ihrer ftatifchen Momente in Bezug 
auf eine durch den Schwerpunkt gelegte Ebene. Es folgt daher die Differenz 
zwifchen dem Trägheitimomente W, des ganzen Körpers in Beziehung auf 
die Are D und dem ZTrägheitsinomente W in Beziehung auf 8: 

Wı — W = Md? + 2dMr. 

Da aber endlich, für jede Ebene durch den Schwerpunkt die Summe ber 
ftatifchen Momente der Theile auf der einen Ceite fo groß ift als bie der 
Momente auf der anderen Seite, die algebraifche Summe aller Momente 
alſo = Null ift, fo hat man auch Mx — 0, und daher: 
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Wı, — W= Md?, 
W, — W + Md?. 

Es ift alfo das Trägheitsmoment eines Körpers für eine 
ercentrifche Are gleich dem Trägheitsmomente in Beziehung 
auf eine durd den Schwerpunft gehende Parallelare, ver- 
größert um das Product aus der Maffe des Körpersund dem 
Duadrate des Abftandes beider Aren von einander. 

Man erfieht aud) hieraus, daß von allen Trägheitsmomenten in Bezies 
Hung auf lauter parallele Aren dasjenige anı Heinften ausfällt, deſſen Are 
die Schwerlinie des Körpers ift. Denkt man fid) ferner um eine durd) den 
Schwerpunkt des Körpers gehende Are einen Kreischlinder concentrifch ge 
legt, fo ift da8 Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf alle Seiten 
dieſes Cylinders von derjelben Größe. 


d. i. 


Trägheitshauptaxen. Zwiſchen den Trägheitsmomenten eines Kör- 
pers in Bezug auf verfchiedene Aren finden noch einige allgeineine Beziehun: 
gen von Wichtigkeit ftatt, welche fi wie folgt ergeben. Es fei Fig. 544 


Fig. 641. ber Schwerpunft A eines Körpers 
zum Mittelpunfte eines rechtwinteligen 

2 räumlichen Coordinatenfyftems ge- 
| wählt, defien drei Aren AX, AY, AZ 
den Kanten eines Würfels entfprechen. 


Irgend ein Punkt B des Körpers 
babe die Coordinaten x, y, z, jo kann 
diefer Punkt B aufgefaßt werden als 
Eckpunkt eines Parallelepipedums 
ABDCE, deſſen drei Kanten 
AF=z, FE=ywd EB=3s 
find. Bezeichnet man mit m die 
Maſſe des in dem materiell gedachten 
Punkte B enthaltenen Sörperelementes, jo ift aus der Figur ohne Weiteres 
zu erkennen, daß das Trägheitsmoment des Mafjentheildens m ſich beredj- 
net durch 





m. BF? —= m (y! + 2?) für die Are AX, 
m. BIR — m (x? + 8?) für die Are AY, 
m. BG? —= m (æꝰ + y?) für die Are AZ. 

Wenn man daher die Trägheitsinomente des ganzen Körpers für bie 
Soordinatenaren bezüglidh mit W,, W, und W, bezeichnet, jo hat man 
offenbar: 

W.=Zm(y + 29), V, m (a? +29); M,—=2 m (2? + y°). 

Weisbach's Lchrbuh der Mechauik. L 44 
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Wil man nun das Trägheitsmoment W„ deſſelben Körpers in Bezug 
auf eine beliebige Gerade A A, beftinnmen, welche mit den Aren die Winkel 
a, ß, y bildet, jo hat man die Summe Z m BJ? zu bilden, unter BJ 
die Normale von B auf AA, verftanden. Nun ift 
BP=-AB—- AP ty + — AN. 
Gerner ift AT als Projection der drei Streden AF, FE und EB ul 
A A, gegeben durd): 
AJ=xcos.0 + ycos.ß + 2cos.y. 
Dies eingeführt, ergiebt das Trägheitsmoment in Bezug auf A A:: 
W=&m[a + y? + 22 — (zcos.a + ycos.ß + #cos.y)"] 
— 3 m a?sin.a? + Z m y?sin.ß? + Z m e?sin.y? 
— 2 2mzxycos.o cos.ß — 3 2mxe c08.0 005.Y 
— 32myz cos. cos. y, 
wofür der Kürze halber gejchrieben werden möge: 
W, = asin.a: + bsin.B? + csin.y? — 2d cos. a cos. 
— 2ec08.% 008.7 — 2fcos.ß cos. Y, 
indem man fegt: | 
a—= Em, b= ZEmy’, c—= % me: und 
d = Z mıy, e= 2 mac, [= mye. 
Wenn man fi) nun für alle möglichen, durdy A gehenden Geraden AA, 
die entjprechenden TrägheitSmomente W„ des Körpers berechnet denkt, und 
auf jeder bdiefer Linien A A, von A aus ein Stüd AO aufträgt, welches 


dein Werthe \ - proportional ift, fo Tiegen die Endpunkte O diefer auf 


getragenen Streden in einer gewiſſen Fläche, deren Kenntniß über das Ber: 
hältniß der verjchiedenen Trägheitsmomente zu einander Aufklärung giebt. 
Bezeichnen jest x, Yy, e die Koordinaten eines folhen Endpunktes 0. 
welcher auf dem Strahle A A, gelegen ift, deſſen Winfel mit den Aren a, ß, 7 
find, jo hat man offenbar 
—,=2VW. = co. a, yVWw. = os.ß, & VW. — cos} 
und daher | 
sin.a? —= 1 — a2 W,, sin. ß? = 1 — y?W,, sin. —=1— e!W. 
Diefe Werthe in den oben gefundenen Ausdrud für W eingefegt, liefert: 
Ww.=al — WW) tb — yW) te(l — 22W,) 
— 2dryW. — 2e22W, — 2 fye W, oder 
W.,=a+b+c— W.(ar: +by? ce) — W,(2dzy+ 2er? 
+2fy) 
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Durch Wa dividirt, giebt diefe Gleichung: 
l1=(a+b+e) = — (art +by? +c2)—(2dry+2exre+2fye). 


Segt man nun für ur — 40? feinen Werth — — 2 4 * + 2? 


ein, fo folgt nach einiger Reduction: 
1=22(b+0)+Yy(la+c)+e!(a+b) — 2dsy— 2ers— 2 fye. 

Diefe Gleichung zweiten Grades entſpricht einer überall geſchloſſenen 
Fläche, und zwar einem Ellipſoid, welchem von Poinſot der Name Cen⸗ 
tralellipſoid beigelegt worden iſt. 

Jedes Ellipſoid hat nun, wie die analytiſche Geometrie lehrt, drei zu ein⸗ 
ander im Mittelpunkte rechtwinkelige Axen, Hauptaren genannt, welche die 
Eigenſchaft Haben, daß die eine von ihnen der größte und eine andere der 
kleinſte Durchmeſſer iſt. Bezieht man das Ellipfoid auf diefe Hauptaren 
als Coordinatenaren, fo fallen in der Gleichung die drei Glieder mit xy, 
zs und ya weg. Wenn man daher in dem vorliegenden Falle die Haupt- 
aren als Coordinatenaren vorausfegt, fo geht die Sleichung des Centrals 
ellipfoids über in: 

"bb +)+yYleo+)+tela+d)>1, 
oder für a, b und c die betreffenden Werthe 

= Zm,b= my, c—= me? geſetzt: 
2?.ZnP?+)+yVP. Zn td) TR. Zn? +HN)—ı. 

Nach dem Früheren läßt fich dies aber fchreiben: 

we”? +WyP”’ + We—=lı, 
unter W., W,, W, bie Trägheitsmomente des Körpers in Bezug auf bie 
drei Hauptaren flir den Punft A verftanden. 


Die Refultate der vorherigen Unterſuchung laſſen ſich nunmehr wie folgt 
zufammenfaflen: Flr jeden beliebigen Punkt A eines Körpers *) giebt 
es ein Ellipfoid, Fig. 545 (a. f. S.) ABCDEFG, von jolcher Beichaffen- 
heit, daß jeder Strahl AO vom Mittelpunfte A nad) einem beliebigen 
Punkte O der Oberfläche in feiner Länge AO proportional der Größe 


V-- ift, unter W, das Trägheitsmoment des Körpers in Bezug auf 


AO verftanden. Sind AB, AC, AD die halben Hauptaren des Ellipfoids, 
fo ift von allen Geraden, die durch A gehen, die eine Halbare (in der yigur A.D) 
die größte, eine andere (in der Figur A C) die Heinfte, es entfpricht daher 


*) Der Punkt A kann auch außerhalb des Körpers gedadht werben, nur muß 
er fejt mit dem Körper verbunden angenommen werben. 
44% 


⸗ 
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ber Are AD daß Fleinfte, der Ure A C das größte unter allen den Träg— 
heitsmomenten des Körpers in Bezug auf die durch denfelben Punkt A 
Fig. 546. gehenden Geraden. Wäre alſo A ber 
Schwerpunkt, fo wlirde (nach $. 307) 
ber Hauptaxe AD das kleinſte unter 
allen möglichen ZrägheitSmomen- 
ten des Körpers entſprechen. 
Die drei Aren AB, AC,AD 
führen den Namen Trägheits— 
bauptaren für den Punlt A. 
Seien die Trägheitsmomente fir diele 
Hauptaren mit W,, W,, W, be 
zeichnet, fo findet man aus ihnen dar 
0 Trägheitsmoment für den be 
u liebigen Strahl AO zu 
Wu W, 008.08 I cos. g 
iz + Wı cos. y}, 

Lei” welcher Werth ſich ergiebt, wenn man 
F die Werthe 

C08. & cos. ß cos. y 


2 = A40. cos. = ‚= I = — 
' \ Wi ’ V W, W, 
in die Gleichung de8 Ellipfoids 
Ww.x + Wy + We=l1l 











einfegt. 

Aus dem Ausdrude für W, erkennt man leicht, da 

008.02 + c08.ß? + cos.y? = 1 ift, daß 
W.= W.cos.02 + W,cos.ß? + W.cos.y? 

jedenfalls größer als der Heinfte Werth und jedenfalls Meiner als der größte 
Werth von W,, W, und W, fein muß, wie ſchon oben angegeben wurde. 

Hat man W, —= W,, fo folgt 

W. = W.; (cos.a? + cos.8?) + W,cos.y? ober ba 
008.08 + cos.ß? + cos.y? = 1, 
fo hat man aud): 
Wi — WV. 4 (W. — W,) c08. y°, 

d. h. e8 ift das Trägheitsmoment W fir alle Strahlen AO, melde mit der 
ZeAre denjelben Winkel y bilden, von derjelben Größe, alfo auch für allc 
durd) A gehenden Linien in der Ebene X X, fiir welche y — 90° ft, folgt 
W= WW. Das Ellipfoid ift in diefem Yale, weil AB—= AC, um 
Rotationsellipfoid geworben. Jedes Prisma mit regulär polygonalem Uxer- 
ſchnitte entjpricht offenbar dieſem Falle. 
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Iſt endlich U. — W,=W.„b.AB=AC=AD, ſo wid 
aus dem Ellipſoid eine Kugel, das Trägheitsmoment iſt für alle durch 4 
gehenden Axen gleich groß. Dieſem Falle entſprechen alle regulären Körper 
und die Prismen mit regulärem Querſchnitte von einer beſtimmten Höhe. 

Um die Lage der Hauptaren leicht zu beſtimmen, kann man fr gewiſſe 
Körperformen noch beftinimte Regeln anführen. 

Hat nämlid) ein Körper eine Symmetrieebene, fo ift für jeden 
Punkt derfelben die darin auf der Symmetrieebene fenfredte 
Gerade eine Trägheitshauptare. Denn denkt man fid) 3. B. die 
Symmetrieebene als X Y-Chbene, fo entfpricht wegen der Symmetrie jedem 
+ 8 ein gleic, großes — # und es ift daher 

e= Em =-(,wf=Zmys—=0. 

Hieraus ergiebt ſich, daß die zur 2-⸗Are gewählte Normale in einem Buntte 
der Symmetrieebene eine Hauptare des diefem Punkte angehörigen Central- 
ellipfoids fein muß. Eine Symmetrieebene haben beiſpielsweiſe alle nor- 
malen prismatifchen und cylindrifchen Körper in der die Are halbirenden 
mit den Grundflächen parallelen Ebene. Daher ift jede der Are eines 
normalen Prismas parallele Gerade eine Trägheitshauptare für 
ihren Mittelpunkt (zwifchen den Grundfläcden gemeſſen). 


Hat ein Körper zwei Symmetrieebenen, fo ift die Durch— 
[chnittslinie derfelben eine Trägheitshauptare für jeden ihrer 
Buntte Seien 3. B. die Symmetrieebenen als ZX- und Z Y-Ebene, 
alſo die Durchſchnittslinie oder Symmetrieare als ZeAre gewählt, jo ift, da 
jedem + x bed Körpers ein gleich großes — x, und jedem + y ein gleich 
großes — y entipriht, Zmay = 0; Z mes = 0; Zmys—=(, 
woraus folgt, daß die Symmietrieaxe eine Hauptare ift, wo man aud) den 
Coorbdinatenanfang A wählt. Diefer Fall findet z. B. bei allen normalen 
Prismen und Cylindern ftatt, deven Grundfläche eine Symmetrieare hat, 
3. 2. bei einem Prisma, deſſen Grundfläche ein gleichjchenkeliges Dreied‘, ein 
Kreisfector, Kreisſegment u. |. w. ift. 

Schließlich kann noch bemerkt werden, was leicht zu beweifen ift, daß die 
Schwerpunktshauptaxen, d. h. die dem Schwerpunkte eines Körpers zuge- 
börigen Trägheitshauptaren die Eigenfchaft haben, daß eine ſolche zu jedem 
ihrer Punkte ebenfalls eine Hauptare bleibt, und die zugeordneten Hauptaren 
parallele Lage zu den beiden anderen Schwerpunftshauptaren haben. 


Trrüägheitshalbmesser. Es ift nöthig, die Trägheitsmomente von den 
vorzüiglichiten Körpern der Geometrie kennen zu lernen, weil biefelben bei 
den Unterfuchungen der Mechanik fehr oft zur Anwendung kommen. Sind 
dieſe Körper homogen, wie wir im Folgenden ftetS vorausjegen wollen, fo 
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find die Maſſentheile M,, Mz u. |. w. ben entjprechenden PBolumentheilen 
Yı, 95 u. ſ. w. proportional, und es läßt fid) daher das Maß des Träg- 
heitSmomentes, welches man aud) wohl Zrägheitsmoment fchlechtiweg nennt, 
durch die Summe aus den Bolumtheilen und den Quadraten ihrer Entfer- 
nungen von der Umdrehungsare erjegen. Auch laſſen ſich in diefem Sinne 
die Trägheitsmomente von Linien und Ylächen angeben. 

Denkt man ſich die ganze Maſſe eines Körpers in einen Punkt zuſam⸗ 
mengedrängt, fo läßt fich die Entfernung deffelben von der Are unter der 
Borausfegung beftimmen, daß die fo concentrirte Maſſe mit der im Raume 
vertheilten Maſſe einerlet Trägheitsmoment befige. Man nennt diefe Ent- 
fernung den Dredungs- oder Trägheitshalbmeſſer (franz. rayon 
d’inertie; engl. radius of gyration). Iſt W da8 Trägheitsmoment, M bie 
Maſſe und % der Trägheitshalbmefler, fo hat man MA? — W und daher: 


w 
‚VE 


Mebrigens ift zu erinnern, daß diefer Halbmeffer keineswegs einen Fi 
ftinnmten Punkt, fondern nur einen Kreis angiebt, in deflen Umfang die 
Mafle beliebig vertheilt angenommen werden kann. 

Yührt man in der Formel 

m=W+ Ma, W—= Mk W, — Mk? 
ein, fo erhält man: 
k’—=Kkt + ds, 
d. h. es ift dad Duadrat des Drehungshalbmeflers in Beziehung auf eine Are 
gleich dem Quadrate des Drehungshalbmeſſers in Beziehung auf die parallele 
Schwerlinie vermehrt um das Quadrat der Entfernung beider Axen von 
einander. . 

Trägheitsmoment einer Stange. Don einer Stange AB, Fig 
546, welche ſich um eine Are X X durch ihre Mitte S dreht, beſtimmt fid 
da8 Trägheitsmoment auf folgende Weiſe. Es fei der Querſchnitt der 
Stange = F, die halbe Yänge SA derjelben — 1 und der Winkel, melden 
ihre Are mit der Drehungsare einfchließt, d.i. ASN —= a. Theilen wir 
die halbe Länge in » gleiche Theile, jo erhalten wir auch n Stüde, jedes von 


dem Inhalte . die Entfernungen diefer Stüde von der Mitte S find 


— = _ u. ſ. w., daher die Abftände derſelben von der Are X X, wie 


3. B. MN: 
ı 28 Bl . 
= — sin. ad, — sin. a, — sin.«& u. |. w. 
n n N 


und ihre Quadrate: 
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; 3 } 3 1 2 
— (Fe *) 4 (= *) ‚9 (= *) u fm. 
N n n 


Durch Multiplication diefer Quadrate mit dem Inhalte - eines Ele⸗ 


mentes umd durch Addition der dadurch erhaltenen Producte ergiebt fi) nun 
das Trägheitsmoment der halben Stange: 


— ne 


—Flme BL HB +... m, 


13 
3 
oder, da + 224 mil, 











w— FT3 En a? 
Da ferner Fi das als Maffe M zu behandelnde Bolumen der halben 
Sig. 546. Stange ift, fo folgt endlich): 
x W = 1/, Ml2 sin. 02. 
Der Abftand eines Stangenendes von der Are 
8 3X if 





AC=BD=a=!Isiu.o, 
daher folgt einfacher 
V= / 3 M a, 
welche Formel auch auf die ganze Stange AB 
anzuwenden ift, wenn man unter M die Maſſe der 
ganzen Stange verfteht. Eine Maſſe A am End» 
punfte A der Stange hat da8 Trägheitsmoment 
M, a?, madjt man daher M, = 1/; M, fo hat M, 
mit der Stange einerlei Trägheitsmoment. Ob 
alfo die Maſſe auf die Stange gleichfürmig ver- 
-X theilt, oder ihr dritter Theil im Endpunfte A cons 
centrirt fei, dies kommt in Hinficht auf die Trägheit auf eins hinaus, 


Mit Hülfe der Differenzialrehnung ergiebt ih ein Bolumen: oder Maffen- 
element der Stange m—= F. di. Der Abftand defielben von der Axe ift sin. «m, 
unter 2 die veränderlide LZänge SM verftanden, baber ift einfadh: 

ı N 


1 
w=fmüsin a) = [Fl Reina = Foin. ad [BR 


8 
= F sin. —* —= U, Ma9. 


Dieje Formel ift nur jo lange richtig, ala die Querdimenfionen der Stange 
flein genug find, um leßtere al3 eine ntaterielle Linie auffallen zu dürfen. 


8. 


2 
03] 


12. 
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Setzt man W —= MR, fo befommt man k? — Y,a?, und daher den 
Zrägbeitshalbmeffer der Stange: 


Fig. 847. k — aV!, = 05773 . a. 

Steht die Stange ſenkrecht auf der Drehungs 

aze, fo ift a = 1, daher 
Ww= 1); MR. 

Befindet fich endlich die Stange AB, Fig. 547, 
mit der Drehungsare CD, nicht in einerlei Ebene, 
und ift der fürzefte Abftand der Stangenare von 
VUN 5 der Drehare: 

5 SI =(0G.=DD=d, 

* ſowie der Normalabſtand A C— B.D der Stangen 
INN; enden A und.B von der mit Cı Di parallelen Are 
Ar OD burd) den Schwerpunkt 8 der Stange = ©, 
Er fo hat man (nad) $. 307) das Trägheitsmoment 

| der Stange: 
* M=W+M®—MH(i + !al). 


—h 





Rechteck und Parallelepiped. Die Trägheitgmomente von ebenen 
Flächen beftimmen ſich genau fo wie die Biegungsmomente W = Fıä 
+ Fre} + - - - berfelben. Deshalb laſſen fich auch die im vorigen Ab⸗ 
ſchnitte fiir verfchiedene Flächen gefundenen Werthe von WW als Trägheits⸗ 
momente M bier benugen. 

Für das Rechteck ABCD, fig. 548, ift das Trägheitsmoment in 

Fin. 548. Hinficht auf eine Are X X, welche parallel 
mit einer Seite läuft, und durch die Müte 
5 diefer Figur geht, nad) $. 227 

b.h° 
a2 12° 
-X go b die Breite AB = CD, parallel zur 
Umdrehungsare und A die Höhe AD— BÜ 
der Tläche bezeichnet. 

Nun ift aber der Inhalt dA diejes Recht⸗ 
edes als Maſſe M defielben einzufegen, daher 
folgt das Trägheitsmoment: 


6 


d. i. fo groß als das des dritten Theiles dieſer Maſſe, im Abſtande 
SF=SG= - 2 von der Drehungsare angebradit. 
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Ebenfo ift für die Are YY das — 


wär) 


Dreht ſich dieſes Rechteck um eine hr ZZ, welche rechtwinkelig gegen 
die Ebene deſſelben fteht ımd ebenfalls durch die Mitte S der Figur geht, 
jo hat man nad) $. 226: 


Mm, Mt A (A? + M“W+p)__ 
tr ante) 
M ? 
—— (5) 
wenn d die Diagonale AC — BD des Rechteckes bezeichnet. Man kann 
fid) alfo in diefem Falle den dritten ‘Theil der Maſſe des Rechteckes in einem 
der Edpunfte A, B.. . angebracht denken. 

Da ſich ferner ein gerades Parallelepiped BEF, Fig. 549, durd) 

Sig. 549. Parallelebenen in lauter gleiche rectan⸗ 
guläre Blätter zerlegen läßt, fo gilt 
diefe Formel aud) für diefes, wenn die 
Umdrehungsare durch die Mittelpunfte 
von zwei gegenliber liegenden Flächen 
geht. Uebrigens folgt aud) aus diejer 
Vormel, daß das Trägheitsmoment des 
Parallelepipeds gleich) ift dem Trägheits- 
momente des in einem der Eckpunkte A angebrachten dritten Theiles feiner 
Maſſe. 

Die Trägheitshauptaren für den Schwerpunkt find bei dem geraden 
Barallelepiped mit den drei Kanten parallel. Bei einem Würfel find jede 
drei im Schwerpunkte zu einander ſenkrechte gerade Tinien Trägheitshaupt- 
aren für den Schwerpunft, und das Trägheitsmoment bat für alle möglichen 
durch den Schwerpunkt gehenden Aren denfelben Wert. Das Centrals 
ellipfoid ift dafür eine Kugel. 








Prisma und Cylinder. Wit Hülfe der Formel fir das Trägheits- 
moment eines Parallefepipedes läßt fid) auch das eines dreifeitigen 
Fig. 550. Prismas beredjnen. Die Diagonalebene 

ADF theilt das Parallelepiped in zwei 
gleiche dreifeitige Prismen mit rechtwinkelig 
triangulären Grundflächen A BD, Fig. 550, 
ed ift daher für eine Drehung um die durch 
die Mittelpunfte C und K der Hypotenufen 
gehende Are XX das Trägheitsmoment 
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— 1/1, Md?. Nach $. 307 erhält man das Trägheitsmoment in Beziehung 
auf eine durch die Schwerpunkte S und 9, der ©rundflächen gehende 


Are YY: 
= 1. M.CS—M (5 — 7B):) 


— ⸗u — 91* 1/1; Md?, 
und es folgt ” — in Beziehung auf die Seitenkante 
BM: 


WVi = W+4 M.SB?—= !/,;Md? + M (!), d)? = 1%, Mds, 
wobei d jedesmal die Hypotenuſe AD der triangulären Grundfläche ber 
zeichnet. 

Für ein Prisma ADFE, Fig. 551, mit gleichſchenkelig trian- 

gulären Grundflächen ift das Trägheitsmoment in Beziehung auf eine 

Sig. 551. Are X X, welche die Mittelpunkte der Grund- 

D finien verbindet, Wı —= !/, Md?, wen d 

| die Seite AD = AE einer Grundfläche 

bezeichnet, weil ſich diefe Fläche durch die 

Höhenlinie A B in zwei gleiche rechtwinfelige 

Dreiecke zerlegen läßt. Iſt nun diefe Höhe 

AB der gleicjjchenfelig triangulären Baſis 

— h, jo hat man das Trägheitsmoment 

diefes Prismas in Beziehung auf die Are 
YY durd) die Schwerpunkte der Grunbdflächen: 


W=',Mda—M (z)= M (!/.d? — 1/, A?) 


= 1 M (hd — 1), 
und endlid) das Trägheitsmoment in Beziehung auf die Kante AF durd) 
die Spigen A und F der Grundflächen: 
a? h? 4 Rh? 
W= WHNOM=MS-5+T 
— 1, M(hd+M), 

Hiernach läßt ſich auch das Trägheitsmoment eines geraden regel» 
mäßigen, ſich um feine geometrifche Are drehenden Prismas ADFÄ, 
Fig. 552, finden. Iſt CA= CB=r der Halbmeffer der Grundfläche 
oder eines Ergänzungsdreiedes der Bafis, à die Höhe CN von einem ber 
Ergänzungsdreiede ACB und M die Mafje des ganzen Prismas, fo hat 
man nad) der legten Yormel, wenn man darin 7 ftatt @ fegt: 


2 
w=ı,M (5 24 1). 
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Das reguläre Prisma wird zur einem geraden Cylinder, wenn k — r 
ausfällt, daher ift das Trägheitsmoment dieſes Cylinders in Beziehung auf 
feine geometrifche Are: 
w=! sa (5 4+r)=1,Mr. 


Das Trägheitsmoment eines Cylinders ift alfo gleich dem 
Trägheitsmomenté der halben Cylindermaſſe concentrirt in dein 
Umfange deffelben, oder gleid, dem Trägheitsmontente der ganzen Maſſe 
befindlich im Abftande 

k=r Vı, = 0,7071r. 

Hat man e8 mit einem hohlen Cylinder ABDE, Fig. 553, zu thun, 

fo ift das Trägheitsmoment des leeren Raumes von dem des majfiven 


Sig. 552. fig. 558. 


Bp 





Cylinders abzuziehen. Bezeichnet I die Länge, rı den äußeren Halbmeſſer 
CA und rs den inneren Halbmefjer C G diefes Körpers, jo hat man, nad) 
dem Borigen, dad Trägheitsmoment bed hohlen Cylinders: 

W=4\Mr — Mr)='i,at.n—rn.n)il=lr(rt — rl 

han) tn)i=\,MIri tn) 

weil das als Maſſe zu behandelnde Volumen des Körpers — a (r! — rd Lift. 
Bezeichnet ferner r den mittferen Halbmeffer -—— nt 2 
der Ningfläche, jo bat man auch: 


W=M (r: + 2)" 


und b die Breiter, — 3 


Kegel und Pyramide. Mit Hülfe der Formel fir das Zrägheits- 
moment eines Cylinders läßt fid) nun auch das Trägheitsmoment eines 
geraden Kegels, fowie das einer Pyramide berechnen. Es ſei ACB, 
ig. 554 (a. f. ©.), ein fi) um feine geometrifche Are brehender Kegel, 
r = DA = DB der Halbmefjer feiner Bafıs und A — CD feine in 
die Are fallende Höhe. Führen wir in gleichen Höhenabftänden n Schnitte 
parallef zur Bafis, fo erhalten wir lauter dünne Scheiben von den Halb- 
meflern 
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7 7 7 
— 2 — 3 — .ve 90 — 
”n 


N n 
N n n 


und der gemeinfchaftlichen Höhe . Die Bolumina diefer Scheiben find: 


h 
ee 
und daher die Trennen ern 
IOERCE ROR GE 
n) an’ 2n’ n) 2n 
Die Summe diefer Werthe giebt endlich das Trägheitsmoment dd 
ganzen Kegel®: 





+ 9), 
b.i, da 14 Bi 2. 8. 4.. .. 4 01 = 5 und bie Diaffe des A 





2 = hm fegen ift, 
artıh 3 arth 3 
‚_ _ an men 2— _— Mr? 
W 10 10°73 r =n Mr:. 
Big. 554. Big. 555. 





Bezeihnet e = OF einen Halbmefier im Abſtande æ — CO von 6, ſo hal 
man da3 Volumen oder die Mafje m einer Scheibe EF 
m = no?dz 
und das Trägheitsmoment derjelben 


»W = M moꝰ z ot dx. 


Danıne = z r, jo folgt: 


ri 
dwu = > Zar, daher 
r h 
_ırT ar — > 2 
V-ymj#e= ırh=,, "Mrs 


0 
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Ebenfo ift fir die gerade Pyramide ACE, Fig. 555, mit rectan⸗ 

gulärer Baſis, unter denjelben Verhältniffen: 
W=!\,M a°, 
wenn d die halbe Diagonale DA der Baſis bezeichnet. 

Auch ergiebt ſich durch Subtraction von zwei Trägheitsmomenten, das 
Trägheitsmoment einedgeraden abgefürzten Kegel (ABEF, Fig. 554), 
defien Halbmeſſer DA und OF, r, und rs und Höhen CD und CO, hı 
und As find, in Beziehung auf feine geometrifche Are X X: 
hı 
10 rı 





r 
vw=7 (Ih —r}hı) = 
oder, da die u 


rP—r?), 


aıh 
5 ei hı — 5 Rh) = = 3 (r? —r}) iſt, 
1 
r— r? 
— 3/, M{--— 2). 
W= !ıM (A — ) 


Kugel. Auf gleiche Weife beftimmt fich das Trägheitsmoment einer $. 315. 
Kugel, welche fi um einen ihrer Durchmeſſer DE — 2r breht. Theilen 
wir die Halbfugel ADB, Fig. 556, durdy Schnitte parallel zur Baſis 

Fig. 566. ACB in n gleichdide Scheiben wie KH u. f. w., 

und beftimmen wir die Momente derſelben. Das 
Quadrat des Halbmeſſers GK einer ſolchen 
Scheibe ift: 

GR —= (CG’— CHR=r— CR, 
daher das Trägheitsmoment berfelben: 


= Ihn: — ( — CR): 





= — (rt — 2r2. CK? + CK‘). 


2 
Segen wir nun für CK nad) und nad) F 5, 25, gr — u. f. mw. bis — 


ein, und addiren wir die Ergebniffe, jo * 908 Tedgkeitämoment der 
Halbfugel: 


vw [erar(&)ast224 494) art + +9] 


BU PRBE LEN "ey lo: 
2n 


6 
w=-Tua-4+ + 9) = Be 
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Nun ift der Inhalt einer Halbkugel U ?/; mr}, es läßt fich daher fegen: 
W=Y .Yar!.r?—= 2, Mr, 

und nimmt man M für die ganze Kugel an, jo gilt die Formel aud) für diefe. 


Bezeihnet o den Halbmeſſer G Æ der Scheibe im Abſtande z = UK vom 
Mittelpuntte, jo bat man mit Hülfe der Differenzialrechnung: 
IW =ykmt=innddre = Z er dr, 
und da 0? = r? — a, alfjp = rt — 2r2 22 + tif, fo folgt: 


sr 


„=3/e dr = afen — 2r 22)2 + ztdr), 


al 
oder 
rd rö Anr’ 


#=5(r-547 5) m hur. 
Der Drehungshalbmefler ift: 
k=rV?%; = 0,634 .r. 
Zwei Fünftel der Kugelmaſſe um den Kugelhalbmeſſer von der Drehungs⸗ 
are abftehend, Haben daffelbe Trägheitgmoment wie die ganze Kugel. 
Die Yormel 





— ?/, Mr? 
gilt auch für ein Sphäroid, ef Yequatorhalbmefler = r ift (ſ. 8. 126). 
Dreht fi) die Kugel um eine andere, von ihrem Mittelpuntte um d ab- 
ftehende Are, fo hat man das Trägheitsmoment derjelben zu fegen: 
W=M(d +, r). 


Cylinder und Kegel. Das Trägheitsmoment einer materiellen Kreis⸗ 
linie ABDE, Fig. 557, in Hinfiht auf eine Are durd) den Mittelpunkt 
C ımd rechtwinkelig zur Ebene bes Kreifes ift, da alle Bunte um CA=r 
von der Are abftehen, 

W=Mr. 

Diefe Formel gilt nicht nur für einen Ring aus dünnem Draht, fondern auch 
für einen Cylindermantel aus dünnem Blech und von beliebiger Höhe, welcher 

Sig. 557. fi) um feine Are dreht, und kann annäherungs- 

ı weife auch fir Schwungringe gebraucht werden, fo- 
A bald die radiale Dimenfion des Kranzquerfchnittes 
hinreichend Hein gegen den Halbmefier if. Eine 

( genauere Beſtimmung ift im $. 313 gegeben. 
\ B Das Trägheitsmoment einer materiellen Kreis⸗ 
— linie in Hinſicht auf einen Durchmeſſer XX oder 


— YYift für alle Durchmeſſer gleich groß. Es iſt 
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daffelbe fir X X gegeben durd) S my? und für YY durd Zmz?. Da 
nun das Trägheitsmoment hinſichtlich der in C ſenkrecht ftehenden Arc 
Zmr! — Em(x? + y?) 
ift, fo folgt 
Znunt—= Zn? = Y&nr:, 
d. h. man hat fiir die Durchmefler XX und YY fowie für jeden anderen 
Durchmeſſer: 
W, = Ya W= i, Mr?. 
Dagegen das Trägheitsmoment von einem Freisrunden Blatte ABDE, 
dig. 557, welches. ſich um feinen Durchmefler BE dreht, ergiebt ſich wie 
das Diegungsmoment eines Cylinders: 
zı‘ _ Mr? 
M=7T7=7T‘ 
es ift folglich der Halbmefler der Trägheit diefer Fläche: 
k=r Vn. — 1) 37, 
d. i. die Hälfte vom Halbmeſſer des Kreiſes. 
2 
Auch hier ift fie die in C fenktrechte Are W = 2 W, = SZ, welche 
Formel fiir beliebige Dicke der Scheibe, daher auch, für einen Cylinder hin⸗ 
fichtlich feiner geometrifchen Are gilt, wie auch ſchon in $. 313 gefunden 
wurde. 
Es läßt fi) nun auch das Trägheitsmoment eines Cylinder8 ABDE, 
dig. 558, finden, der fi um einen durd) feinen Schwerpunft S gehenden 
Sig. 558. Durchmeffer FG dreht. ft I die halbe Höhe 
APB und r der Halbmeſſer CA = OB des 
Chlinders, fo Hat man das Volumen einer 
Hälfte deffelben — r?l, und führt man 
Schnitte parallel zur Baſis und in gleichen 
Abftänden, fo zerlegt man diefen Körper in n 


3 
gleiche ‘Theile, wovon jeder — Z ift, und 








I 
der erite um . der zweite um ‚ der dritte um = u. |. w. vom Schwer- 


punkte S abfteht. Mittels der Formel in $. 307 folgen nun die Trägheits⸗ 
momente diejer Blätter oder Scheiben: 
3 
far +3] 


lyr + (-)] ar 
er +G)ler 














704 Fünfter Abfchnitt. Zweites Capitel. [8. 316. 


deren Summe da8 Trägheitsmoment des halben Cylinders: 


we + (- ya: + 22 1 3° 1 +] 


12 r? 

— 2 — 

=an(G + ws 3) = “(7 5 ) 
liefert, und welches aud) für den ganzen Cylinder gilt, wenn AZ die 
Maſſe deffelben bezeichnet. 

Mit Hülfe der Differenzialrehnung ſchreibt fi da8 Trägheitgmoment einer 
Scheibe im Abftande z von X X in Bezug auf XIX: 
aW = Ymr: 4 me? = nr?z (7 + 22), 

daher folgt: 





2nr2l3 


I 
2 N 
— 2 2 — 4 
W=nr /@ de + 2 e)=ar 7 + 3 


= ar2.21 (7 4 29 m(T — 

Auf ähnliche Weiſe beſtimmt ſich das Trägheitsmoment eines geraden 
Prismas ABD, Fig. 559, in Hinſicht auf eine Queraxe XX durch den 
Schwerpunkt 8. Iſt x der Trägheitshalbmeſſer der Grundfläche 4 B des 
Prismas in Hinſicht auf eine Are NN, welche durch den Schwerpunkt C 
der Baſis geht und parallel X X läuft, und bezeichnet J die halbe Länge 
oder Höhe CS = DS des Prismas, fo hat man das gejuchte Trägheits- 
moment deffelben in Hinficht auf die Are X X: 

W=M(R + 1%). 





Fig. 559. Fig. 560. 
-N (== — 

IT a“ a u R 

n 

I BE —x 





X “5 —E 

Ebenſo findet man für den geraden Kegel ABD, Tig. 560, deſſen 

Umdrehungsare XX durd) den Schwerpunkt defielben geht und auf der 
geometrifchen Are CD winkelrecht fteht: 

w=tüallr tz 


h? 
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Bezeichnet ꝙ den Halbmefjer einer Scheibe im Abftande z von der Spite bes 

Kegels, ſo iſt — 5. und daB Trägheitsmoment einer ſolchen Scheibe für 
eine Are durch die Kegelipite D jentredht zu C.D folgt zu: 
W=ntmä=nge (+ 22), ober 





n r* r? 


IWW = Zurfrdetnn eos, daher 
ı Pf 32 h h2 
Et Ss sy Tin 23. 
meimfretrn su=zrtzgtanrhg 
0 ö 


sm 2 MR 
— 2 ” — 5 7— — — — He 
=arh nt) ulgt 5 


Da der Schwerpuntt S um %/, A von der Spike D abliegt, fo ift enblid das 
Kräögheitsmoment in Hinfiht auf X X: nn 
W=W-MUUNM=M ort —%)=YnM (+7). 


Zür alle geraden Prismen und Eylinder iſt die geometriihe Are eine 
Schwerpunktshauptaxe. Die beiden zugeordneten liegen in dem Querſchnitte durch 
den Schwerpunkt. Hat der Querſchnitt eine Symmetrieage, jo ift diefe eine Haupt- 
axe (3. 3. Prisma mit gleichjchenkelig dreijeitiger Baſis). Lafen fi in dem Quer⸗ 
fchnitte durch defien Schwerpunkt zwei zu einander Senfrechte legen, für welche die 
Krägheitönomente der Querſchnittsfläche, aljo auch des Prismas gleich groß find, 
fo find jede zwei in der Querſchnittsebene im Schwerpunfte zu einander Sent: 
rechte zwei Schwerpunftshauptaren. Das Trägheitsmoment ift dann für alle 
Durch den Schwerpunft gehenden zur Are ſenkrechten Geraden glei groß. Dies 
ift der Ball, wenn der Querſchnitt ein Kreis, ein reguläres Polygon, oder auch 
eine Figur von folder Regelmäßigteit ift (Stern, Kreuz u. ſ. w.), daß die ange: 
gebene Bedingung gleiher Trägheitsmomente für zwei jenkrechte Axen erfüllt ift. 


Segmente. Das Trägheitsmoment eines Rotationsparaboloides 8. 317. 
BAD, Sig. 561, weldjes ſich um feine Kotationsare AC dreht, wird 


ig. 561. ähnlich wie das einer Kugel beftimmt. Iſt 
der Halbmefler der Baſis, 
CB=CD=a, ® 


die Höhe CA — h, und denkt man den Kor⸗ 
per aus n Scheiben, jede von der Höhe a 
beftehend, fo hat man die Inhalte derfelben: 


1 h 2 h 3 
TH. — a?, — T — a?, — A — a? u. ſ. w., 
n n n Rn n 





weil fi) die Quadrate der Halbmeller wie die Höhen oder Abftände vom 
Scheitel A verhalten. Hieraus ergeben fid) die Trägheitsmomente der auf 
einander folgenden ſcheibenförmigen Elemente des Körpers: 

Welebach's Lehrbuch der Mechauil. L 45 
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_hza hndai md „im 
n2n"'n2 "'n2 m" 7 


und daher folgt endlich das Trägheitsmoment des ganzen Paraboſoides: 








rGh zaih n? za'h 
 — 3 8 3 ..o. 3 m — 6 — Te 
za3h a? 
7 07, _o 2 
— 9 3 — /s Ma ’ 
weil das Volumen diefes Körpers nad) der Guldini’fchen Kegel 
2 
M—= Y,ah.28. ya ar in 





Diefe Formel läßt fich auch auf ein niebriges Kugelfegment anwenden. 
Iſt die Höhe A eines folhen Segmentes gegen a nicht fehr Klein, fo hat 
man für das Trägheitsmoment einer Scheibe deflelben: 


ah a —_ hm nur. 
m= “= M(@r—hti=,. (Art —Arht + M) 
zu fegen, wobei r den Kugelhalbmeſſer bezeichnet. 


2h. 
Nimmt man nun fucceffiv ftatt A die Werthe n =, u. ſ. w. an, fo 


erhält man das Trägheitmoment des Kugelabſchnittes: 
ah h\? n® h\? nt h\* n® 
— — 3 — — — — — — . 
w=5, le (+) 3 ar (r) 4. + (2) | 
n h? 
=. (20r2 — 15rh + 34). 


Der Inhalt oder die Maffe des Kugelfegmentes ift: 
M= aM (r — I/s h), 
daher: 


=n#(r— !,h) z( — ah + "/ or) 


. =, Mh (r — Yan + Ya a)" 


Meift ift genügend genau 
w=°®:,Mh(r — !/sh)= UM (a! + Rh?) 
Diefe Formel findet ihre Anwendung bei den Bendellinfen. 


$. 318. Parabel und Ellipse. für eine Barabelflähe ABD, Vig. 562, 
ift (nad) $. 238), wenn man ftatt der Fläche F die Mafle M einführt, alſo 
F mit M vertaufcht, und die Sehne AB wieder mit s, fowie bie Bogen: 
höhe C.D mit A bezeichnet, das Trägheitsmoment in Hinficht auf die geome- 
trifche Are TX dieſer Fläche: 
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Ms? 
w = 20 


und das in Hinficht auf die Are 7 Y, welche durd) ben Schwerpunkt S der 
Fläche geht und rechttwintelig gegen XX fteht: 
ww =") MR?. 


Hieraus folgt das Trägheitsmoment in Hinficht auf eine durch S redit- 
winkelig zur Parabelfläche gehende Are: 


W=W+W=M (5 + %/ız r) —=1,M (5) + 18/55 ne]. 


Tür eine folche Are durch) den Parabelicheitel D tolire bingegen, da 
DS = °%, hıft ($. 117), diefes Moment: 


M=W+ Ch =1|(S) + „m n| 
und dagegen fir eine Are durch den Mittelpunkt C der Sehne: 
wW=W+M(M'='1,M (5) + 8 n]. 
Fig. 562. 





Diefe Formel gilt natürlich auch für ein Prisma mit parabolifchen 
Grundflächen, namentlich auch für Balanciers, welche aus zwei folchen 
Brismen beftehen und um eine durch ihre Mitte CO gehende Are ſchwingen. 

Für eine Ellipfe ABAB, Fig. 563, nit den Halbaren CA = a 
und CB —= b ift (nad) $. 231) das Trägheitsmoment in Hinficht auf die 
Are BB: 


m= za®b — Ma? 











4 4 
und das in Hinficht auf die Are AA: 
w,.— za? Ab—⸗ 
2 — 4 — 4 9 


46* 
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folglich da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf eine Are dur) die Mitte C 
und rechtwintelig zur Ebene ber Figur: 

W=W, + W ='!4M (a! + 2°). 


Rotationsflächen und Rotationskörper. Mit Hülfe des höhe- 
ren Calculs Laffen ſich die Trägheitsmomente von Rotationsflähen und 
Rotationskörpern (f. $. 128) durch die im Folgenden entwidelten For⸗ 
meln ermitteln. 

1) Drebt fid) ein Gürtel oder eine Jone PQQ, Pı, Fig. 564, vom Halb- 


Fig. 564. meffer MP = y und der Breite PQ = 05 
a um feine geometrifche Are AC, fo fällt, da der 
Ph Inhalt deifelben (nad) $. 128) 
— 09 = aus 
£ IE \ ift, das Trägheitsmoment defjelben in Bezug 
4 - \ His auf die Are AC 
> zn  — y200 = 2my?ds 
Rd il aus, und e8 ift folglid) das Trägheitsmontent 
u der ganzen Rotationsflähe APP, in Hin- 
— ſicht auf ihre Axe 40: 


n Q = 2= [ yr0s. 
2) Eine Scheibe PQ Qı Pı, deren Bolumen 09 —= ry?dx zu fegen 
ift, hat nad) $. 316 da8 Trägheitsmoment in Hinficht auf die Are A C: 
DOV. y nytor 
—— 
Folglich iſt das Trägheitsmoment des ganzen Rotationskörpers APP:: 


1 
= —A 


Wäre AP ein Kreisbogen, und folglich die von ihm durch Umdrehung 
erzeugte Yläcje eine Rugelcalotte, fo hätte man: 
„?—=2rr — "md yOs=rdz, 
folglid) da8 Trägheitsmoment diefer Calotte: 


w=2z [re — 2) r02x —2ur (2r [22% — [ ==) 
= 27r (v2 — 5) 


oder, wenn man bie Höhe AM — durch h erſetzt: 


W=2znrh? (r — ) 2. — 5. 


da der Inhalt oder die Maſſe der Calotte M 273 iſt. 
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Für die ganze Kugeloberfläcde ift A — 2r und daher 
W= 2/5 Mr}. 
Wäre hingegen AP ein Ellipfenbogen und folglich der mittel® der ebenen 


Fläche A PM durdy Umdrehung erzeugte Rotationölörper A PP, das Seg⸗ 
ment eined Rotationsellipfoides, fo hätte man 


=, 2ax — 2?) 


und daher das Teigheitzmomrt deſſelben in Hinſicht auf die Are 40: 


2 /e ax — N 0x 


4 
= (4027? — 4ax? + xt) 0x 
25 
ara? — art + =); 
3. B. für das ganze Ellipfoid, fir welches x — 2a iſt: 
w= 8/5 zbta = 2/; .t/; zab?.b? — 2/, Md%, 


3 = 
da fich der Inhalt dieſes Körpers durch a 4), za? — 4), Rab? ausbrüden 


läßt (vergl. 8. 125). 

3) Dreht fich ferner der Gürtel PQQ, P, um eine Are durd) A, welche 
rechtwinkelig auf der geometrifchen Are A C jteht, jo Hat man (nad) $. 307 
und $. 316) das Trägheitsmoment deffelben 

=00 (+) = 22 (e + Yıy?) yOs 
und daher das Trägheitsmoment der ganzen Calotte APP:: 
‚= = [ax + y?) y08. 
4) Dreht fi) endlich die ganze Scheibe PQQı Pı um eben biefe Are 
durch A, fo ift deren Trägheitömoment 
Va + YM)—ry la + Yu?) 0x 
und daher das des ganzen Körpers APP:ı: 
w=x (et + Yu) yr0n 

Fr ein Rotationsparaboloib (f. $. 317) ift, wenn man deflen Höhe 

AM durch h und den Halbmeffer IIP feiner Bajis durch a bezeichnet: 
y’_%# 
er 

folglich) da8 Trägheitsmoment in Hinficht u die Ordinatenare durch A: 


WwW= = [(@ +1 =) 0x — (he + Yıa ). 
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alfo, wenn man = — Ah einführt: 
W=\rarh (+ a) —= 1,M (Rh? + !/,a}), 
da das Volumen diefes Körpers — 1/, na?h ift (vergl. $. 127). 

Hieraus folgt endlich wieder das Trägheitsmoment diejes Körpers in Hins 
ficht auf eine Are durch den Schwerpunkt S und rechtwinkelig zu AC: 
W, — 1,M (h? 4 1/; a?) — (2/3)? Mh? = Ile M (a? 4 1); R?). 

Für alle Rotationskörper ift die geometrijche Are eine Schwerpunfte 
bauptare, und als die zugeordneten Hauptaren können je zwei durch den 
Schwerpunft gehende unter fid) und auf der erften Are ſenkrecht ftehende 
Geraden gelten. Das Centralellipfoid ift hier ein Notationsellipfoib; bei 
der Kugel ift e8 ebenfalls eine Kugel und je drei Senkrechte zu einander 
find dabei Hauptaren. Auch ein Cylinder von der Länge J und dem Halb- 
meffer r kann eine Kugel zum Centralellipfoid haben, wenn die verfchiedenen 
ZTrägheitsmomente ($.313 und $.316) einander gleid) find, d. h. wenn man 


y3 72 
Mr? = u(7 + 5) alfo 


— 5 V3 —= 0,866 r hat. 


Beschleunigte Umdrehung einer Radwelle. Die Theorie der 
Trägheitsmomente findet bei Mafchinen und Inftrumenten die häufigſten 
Anwendungen, weil an dieſen meift rotivende Bewegungen um eine fee 
Are vorkommen. Es werden deshalb in der Folge noch) vielfache Anwendungen 
diefer Lehre vorkommen, und möge daher genügen, zunächft nur einige eins 
fache Fälle derjelben abzuhandeln. 

Wirken an einer Radwelle ACDB, Fig. 565, mit ben Hebelarmen 

Fig. 565. CA=awmd DB=b zwei Gewichte 
P und Q mittelft vollkommen biegſamer 
Schnüre, und find die Zapfen hinreichend 
binn, um die Sapfenveiburig vernach⸗ 
läffigen zu können, fo bleibt diefe Ma 
ſchine im Gleichgewichte, wenn die flat 
ſchen Momente P. CA und Q.DBein 
ander gleich find, alfo Pa = Ob il. 
Iſt Hingegen das Moment vom Gewichte 
P größer al8 von Q, alfo Pa > Qb, 
fo ſinkt P und fteigt Q, iſt bagegen Pa< ob, fo fteigt P und finft Q. Un 
terfuchen wir nun die Bewegungsverhältniffe in einem der letzteren Fülle, 
jeten wir 3. ®. voraus, daß Pa > Qb fei. Die dem Gewichte Q ent⸗ 
Iprechende und am Arme d wirkende Kraft erzeugt am Hebelarme a eine Kraft: 
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2, welche der dem Gewichte P entfprechenden Kraft entgegenwirkt, fo daß 
die bewegende und in A angreifende Kraft P— 22 übrig bleibt. Die 
ur < rebucirt fich beim Verſetzen aus dem Abflande d in den Abftand a 


auf & e8 ift daher die von der Kraft P— e bewegte Maſſe: 


ga? 
3 
“=, - (? +3 
Gk? 
oder, wenn das Trägheitämoment der Radwelle W — T und baher bie 
2 
auf A reducirte träge Maffe derjelben — An ift, ſchärfer: 
Qu GM 
M— (+5 + F):9 = (Par + 0b + Ghr):gar 
Hieraus folgt num die Ucceleration des Gewichtes P oder Rabumfanges: 


_% 
Bewegende Kraft _ a a8 
Veole Pat gw + Gk ° 


Pa — Qb 
—Perger am 
dagegen die Acceleration bes fteigendes Gewichtes Q oder des Wellenumfanges: 
_b _ Pa — Qb ‚ob 
17, PT par gu ram 
Die Spannung bes Seiles von P ift: 


6 — ?) 0.8.79), 
bie des Geiles von Q: 


s=0+#=g(1+ ” 
daher der Zapfendrud: 
g+8+8=6+P+9-2+M 


(Pa — gt)» 
=4d+P+ er 


Es ift folglich der Drud im Zapfen bei einer umlaufenden Radwelle 
Meiner als bei einer im Gleichgewichte ftehenden Radwelle. 
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Aus den Accelerationen p und q laſſen ſich endlich die Übrigen Bewegungs⸗ 
verhältniffe finden; e8 ift nad) t Secunden die Gejchwindigfeit von P: 


v —=pt, 
von ©: 

vı =q t 
und der durdjlaufene Weg von P: 

s;.—= i/2 piꝰ, 
ſowie der Weg von Q: 

8 — Us gta. 


Beilpiel. Es ſei das Gewicht am Rade Fig. 566, P = 40 Kilogramm, 
das an der Welle Q — 100 Rilogramm, CA= a = 05 Mer, DB=b 
Sig. 566. — 0,15 Meter. Es beftehe ferner die Welle 
aus einem majfiven Eylinder von 40 Kilo 
gramm Gewidt und r, = 0,15 Meter Halb: 
mefjer, das eiferne Rad aber aus einer Nabe 
von 73 — 0,18 Meter äußerem Halbmefler 
und 20 Kilogramm Gewidt, einem Kranze 
von 3 —= 0,5 Meter äußeren, r, = 0,48 Reter 
innerem Halbmeſſer und 35 Kilogramm Ge 
wicht und vier Armen von zufammen 18 Kilo: 
gramm Gewicht. Man joll die Bewegungs 
verhältniffe diefer Mafchine angeben. Die be 
wegende Kraft am Umfange ift: 


+- 2 Q = 40 — 1% . 10 = 10 Kilogramm. 


Das Trägheitsmoment der zu hewegenden Welle ſammt Rad beredinet ſich, 
wenn man Zapfen und Seilmaflen unberüdfichtigt läßt, als die Summe der 
Trägheitsmomente der einzelnen Theile. Man bat für: 


6b _ „ 0152 _ 045 
1) die Welle Mm zz rg 


g 
w., — Srtrt _ % 015°+018° _ 0,55 
2 = 937077 a 





2) die Rabe 
8) den Kranz write u 10 u 


—r.)3 2 
4) die Arme MW, = Er non me + ı (ER) 
_ 18 ———— 0,48 + 0,18\2 260 
49 2 5 
Es ift daher das Trägheitsmoment der ———— Radwelle 


w— nr B-MWMMILM= nn oder GI = 1A. 
Die — auf den Radumfang reducirte Maſſe iſt nun: 


M- (P+ Q0b2 + or = [so + 100 (+ 331 


— (40 + 9 + 47,6) . 0,102 988 
Hiernach folgt die Acceleration des Gewichtes P ſowie des Radumfanges: 
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P-Q 
PS Pa FgR TIGE 9 = war * N Men, 
Mr — 
dagegen die von Q: 
b 15 
ı=-P=n' 1,015 = 0,305 Meter. 


Berner ift die Seilipannung von P: 


S= (1 — 5) P= (1 — Sr) 40 = 0,896 . 40 = 85,8 Rilogramm 


und die von Q: 
_ q _ 0,305 — 
= (1 + 2) = (1 + ST) 100 = 103,1 Rilogramm 
und folgli der Zapfendruck (auf beide Zapfen zufammen): 
G+S+38, = 113 + 358 + 103,1 = 251,9 Rilogramm, 


während derfelbe im Zuftande der Ruhe 253 Kilogramm beträgt. 
Rad) 10 Secunden hat P die Geſchwindigkeit v = pt = 1,015. 10 = 10,15 Meter 


erlangt, und den Weg s = y= 10,15 . 5 = 50,75 Meter zurüdgelegt, wäh: 


und Q ums, = 2 s = 03.5075 = 15,23 Meter geftiegen if. 


Das Gewicht P, welches dem Gewichte Q die Acceleration 8. 321. 
Pa — Ob 
I= 777, 00 + GR ‚gb 

ertheilt, Tann auch durch ein anderes Gewicht P, erſetzt werden, ohne bie 
Hcceleration von Q zu verändern, wenn bafjelbe an einem SHebelarne a, 

wirft, für welchen ift: 

Pıa, — Qb Pa — ob 
Da?’ + Qu + GM Pat gb + GM 
3 2 
—— ie durch e bezeichnet, erhält man: 


2 Betgram 


und den in Frage ftehenden Hebelarm: 


= er 


Auch läßt ſich mit Hülfe der Differenzialrechnung finden, daß Q vom 
Gewichte P dann am ftärkften accelerixt wird, wenn der Hebeların des legten 
der Öleihung Pa? — 2 Qab = Qb? + Gk? entſpricht, aljo 


Die Größe 








714 Fünfter Abſchnitt. Zweites Capitel. [$. 321. 
bQ Q”, 95° + GR 

nn =>t+t v@ Fr pP 

iſt*). 


Die im Vorſtehenden gefundenen Formeln nehmen eine complicirtere Ge⸗ 
ftalt an, wenn auf die Reibung der Zapfen und Steifigkeit der Seile Rüd- 
fiht genommen wird. Bezeichnen wir den Inbegriff beider Widerftände, redu- 
cirt auf den Umfang der Zapfen, deren Halbmeffer —= r fein möge, durd F, 


fo ift ftatt der betwegenden Kraft P — 2 Q, der Werth P — Ob - Fr 


zu fubftituiren, weshalb z. B. die Beichleunigung von Q: 
_(Pa— Fr)b — Qb% 
— Par + gu + Gm "I 
und ber der ftärkften Acceleration von Q entfprechende Arm 


0b + Fr 0b + Fr? 0b? + GK 
ausfällt. 


Beifpiele. 1) Wenn die Gewichte P = 80 Kilogramm, Q = 100 Kilogramm 
an den Hehelarmen a — 0,5 Meter und 5 = 0,1 Meter einer Radwelle wirken, 
und es ift für diefe Maſchine & x2 = 6; fo ift die Beichleunigung des fleigenden 


Gewichtes Q: 
30.0,5.0,1— 100.0,13 0,5 
12* 30. 0,5°+100. meer =75r1r661=0,085.9, .9,81=0,4 Meier. 


Soll aber ein Gewicht P, — 45 Kilogramm dieſelbe Befchleunigung von Q 
bervorbringen, jo ift der Hebelarm von P, 


oder da 80. 0,52 + 100. 012 + 6 
u tt 3 | — TI H 
e= —.05— 10.017 29 Peter if, 
a, = 145 + Vo — * — 145 + V1,8 = 2,59 oder 0,91 Meter. 


* Dem Marimum von eniſpricht bekanntlich (f. analyt. Hülfslehren $. 13) 
. . d Pa — Ob 
die Gleichung Ar — 0. Bildet man au q = Fan TGR .gb 
— 294 j. analyt. Sul 8. 8. V.) den Aus 


nad der Formel d — * 


druck 4. ſo folgt 


dq (Pa? + b2 + GM) P— (Pa — Qb) 2 Pa N 
ZT Ta I OEL Gi 3 799. 
Diefer Ausdrud wird mit dem Zähler zu Ruf, aljo wenn 
Pa? + Q0? + GR? = 2 Pa! — 2Qab 


Pa? — 2Qab = O2 + GA if. 


oder wenn 
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2) Die Beihleunigung von Q fällt am größten aus, wenn ber Hebelarm ber 
Kraft oder der Halbmefler des Rades 
01. a ‚1. a 100..(0,1)? + 6 
az — 4 — 
= 02 Meter Bet 
Es ift diefe Maximalbeſchleunigung: 
_ 8. 0,92.0,1— 10. 0,12 1,76 


3) Iſt das Moment der Reibung Kommt Seilfteifigteit Fr = 2, jo bat man 
fatt 95, Qb + Fr = 100.0,1 + 2, = 12 zu fegen, weshalb folgt: 


13 123, 7 
=n+V 30) + 35 > 040 + 0,63 = 1,08 Bieter, 


und die entjpredende Marimalbeichleunigung: 


30. 1,03. 011 — 2. 01 — 100.0,12 1,89 
72* A VV —— 91831 = 388 9,81 = 0,48 Meter. 


— 0,333 + V0,3444 





Fallmaschine. “Die $. 320 gefundenen Formeln fir die Radwelle 
gelten auch für die einfache fefte Holle, denn jegt man b — a, fo geht die 
Radwelle in eine Rolle oder Welle über. Behält man die übrige Bezeich- 

Sig. 667. nung des angeführten Paragraphen bei, jo hat 
man für die Beichleunigung, mit welcher P 
finft und Q fleigt: 
— 09): 


9 = + daram'® 
oder, mit Berlidfichtigung der Reibung: 
...(P— Q) a? — Far 
PFITRFVArGH 
Um die Zapfenreibung herabzuziehen, legt 
man die Zapfen C ber Rolle AB, ig. 567, 
auf Frictionsräder DEF und Di E, Fi. Sind 
nun bie Trägheitgmomente diefer Räder a 
und die Halbmeſſer derjelben, 
DE=DE=a, 
fo hat man, wenn F wieder die auf den Um⸗ 
fang des Zapfens C reducirten Reibungen bes 
zeichnet, zu jegen: 
P—0Q)a?— Fer 
pP — — 1— O 2 9. 
P+Qa+am+ A 
weil die auf den Umfang der ri eb 
oder ber Radzapfen rebucirte träge Maſſe die- 





w 





mr 
rm 


8. 322, 
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2 

fer Räder = beträgt. Durch Umfehrung erhält man die Befchleunigung 
1 

der Schwere: 





P+Qa+Gm+G ir 
(P— Q) a? — Far "?. 


Bei einer Heinen Differenz; P — Q beider Gewichte fällt die Beſchleuni⸗ 
gung p Hein aus, es geht daher die Bewegung langfam vor fi) und es ift 
der Wiberftand, welchen die Luft den Gewichten entgegenjegt, unbebeutend, 
weshalb ſich mit Hülfe von Verſuchen über das Sinken von Gewichten an 
einer ſolchen Vorrichtung die Beichleunigung der Schwere mit ziemlicher 
Sicherheit ermitteln läßt, was bei einem frei fallenden Körper geradezu un 
möglich iſt. Berfuche der Art hat zuerft der Engländer Atwood (f. At 
wood’8 Treatise on Rectilinear and Rotary Motion) angeftellt, weshalb 
der Apparat unter dem Namen der Atwood'ſchen Fallmaſchine bekannt ift. 
Zur Beltimmung der Fallräume dient eine Scala HK, an der das Gicht 
P niederfintt. Aus dem Fallraume s und der entjprechenden Zeit & folgt 
allerdings ſchon 


9 — 


2.8 
Penn . 
hebt man aber bie bewegende Kraft während des Yallens auf, indem mon 
ein ihr gleiches und einen hohlen Ring bildendes Gewicht ZZ, von einem 
feften engeren Ringe NN, auffangen läßt, fo wird der übrige Theil sı des 
Fallraumes gleihförnig durdjlaufen und es ergiebt fid) num mit Hilfe der 
an einer guten Uhr beobachteten Zeit &, die Geſchwindigkeit: 


_ 4 
=: 
fowie die Acceleration: 
— — &. 
u RT" 


Macht man endlich 4 — t = 1, fo giebt der Verſuch unmittelbar p = 4- 
Sept man den fo gefundenen Werth von p in die obige Formel, fo beſtimm 
fid) dadurd) die Beichleunigung g der Schwere. 


Beschleunigte Bewegung der Rollenzüge. Die ccelerationen 
der Gewichte P und Q, weldye an einer Verbindung aus einer feften Rolle 
AB und einer lofen Rolle EG, Fig. 568, hängen, ergeben ſich anf fol- 
gende Weile. Es feien die. Gewichte ber Rollen 4B ud EG = 6 


3 
und Gı, die Trägheitsmomente derjelben — und * und die Halbmeſſer 
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CA=amd DE=a,, al » „ef die Umfänge rebucirten Maſſen 
M= er . . und M, = a - Sintt da8 Gewicht P um einen ges 
willen Weg s, io at Q-+ Gı auf !s 5 168), es 
=: wird daher die Arbeit Ps — (Q + Gı) 5 verrichtet; 


bat bei diefem Sinken das Gewicht P die Gefchmwindig« 
feit v angenommen, fo ift Q + @ı in die Geſchwindig⸗ 


feit 5 verfegt worben, und es hat die Rolle AB die 


Umfangsgeſchwindigkeit v und die Rolle EG, da bei der 
rollenden Bewegung progrefjive Bewegung und drehende 





einander gleich find, die Umfangsgeihwindigkeit ẽ 2 erlangt. 


Die Sunme der diefen Maſſen und Geſchwindigkeiten entfpredenben lebens 
digen zeit ft: 
et) 
v⸗ 4 + — 9 a? + g nt 
und fest man nım ihre Hälfte der aufgewendeten Arbeit gleich, jo befommt 
man die Gleichung: 


Q +6 = ( + Gk? Gıkı 
(? . 2 7): Fr gt a? + 4a) 27 9 
Hiernach ift die Geſchwindigkeit, * P angenommen hat, nachdem es 
den Ranm s durchlaufen: 
Q + 6ı 
20: (pr — 49) 


p + tr, SE 









Gh? 
4a) 





2 
Für die Acceleration p ift 98 = 7. daher hier 
P— Q + Gı 
2 





P=Iı—TTrTtTn Tri 7 1:3 | 9 
+ G6Gı Gk3 G,k 
Pr 4 + a 1a? 
Die Ücceleration von + fm = n und ebenfo groß ift auch 


bie Rotationshefcleunigung am Umfange von Gi. 
Die Spannung des beide Rollen verbindenden ei BE it 


s=P—(Pt eE 2, 





| 
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: 
weil die Kraft (P + T) rn auf die Beichleunigung von P und G ver 
wendet wird; die Spannung des befeftigten Seile G ZZ hingegen: 
— Gi; pP 
BET 

weil die Rolle EG durch die Differenz; 8 — S, der Seilfpannungen in 
Umdrehung gejett wird. 

Beijpiel, An der Rollenverbindung in Fig. 568 hängen die Gewichte 
P = 40 Rilogramm und Q = 66 Rilogramm, und e8 wiegt jede der maſſiven 


Rollen 6 Kilogramm; man fudht die Beichleunigung diefer Gewichte. 
Die bewegende Kraft ift: 
p_2+8ı — 40 — STE 4 Bilogramm, 
die Mafſe einer Rolle auf ihren Umfang rent: 
Gk2 @Q, kt! 


G 6 
‘ga? — gas — 29 — 29 r ($- 318), 


und die gefammte träge Mafie ef Den Umfang der Role AB rebucirt: 
Q un G , @& 12 3 
= (p+ 277 + —⸗ a9 +49 a): g=0+Y,+3+%): „=, 
daher die Beiäfeunigung des intender Gewichtes: 
4 _ 16.9,81 
dagegen die Acceleration des fleigenden ewiäter: 
», = 2 = 0,817 Weter. 





2 
Die Spannung * un BE if: 
s=P-(P+$ 2=0—8 Gar = 10 — 278 = 87,20 Bilogramm; 
die des Seil GH: 
_ 6 2_ _g 0,635 __ . 
Ss =S9 — 2 39” 97,22 — 8 3.931” 37,12 Kilogramm. 


8. 324. Zufammengefegter ift die Bewegung, wenn bie Rolle EG, Fig. 569, 
nur an einem umgejhlagenen Seile hängt. Nehmen wir an, daß P 
Fig. 569, mit der Ücceleration p finft und Q mit q ſteigt, jo er⸗ 
halten wir bie Ucceleration ber drehenden Bewegung am 
ABB Umfange der loſen Rolle: 
1 =p—a($. 47). 

Seen wir nun die Spannung des Seil AE=S 

pP fo erhalten wir: 
P-S- (? + GE -— 2, 

ferner: 


s-A+W)=(0+ 47 


8. 324.] Die Lehre von den Trägheitgmomenten. 719 


da nad) F. 304 angenommen werben kann, daß 8 in dem Schwerpunfte D 
von EG angreift, und endlich): 
Sa a 4 
g ’ 
da auch anzunehmen ift, daß der Sämeratt D Iefgehaten und bie Rolle 
dur 8 in Umdrehung gefegt wird. 
Die legten drei Formeln geben die Accelerationen: 


P—8 _8-(Q+6) 





__ 2-8 ne, 
pP = GA Q+G6ı gu ar mr 
a? 
und alle drei in die Gleihung gı — p — a eingefegt, erhält man: 
Ss _P-S Sr), 
am!’ m gr 
Fr 


woraus nım die Seilfpannung 


8— ara + G@% 


Si +77 Sr) Par + GR) + a 


folgt. Aus dem Werthe für S ergeben ſich nun auch durch Anwendung 
obiger Formeln die Beichleunigungen der Gewichte P und Q. 

Bernadjläffigen wir die Maſſe @ der feften Rolle, und feßen wir aud) 
Q = Null, jo erhalten wir einfach): | 

Ss— 2Pa?. Gık) 2 PG,k? 
Pla? + k)a? + Hark) Ak?+P(a +9 

Iſt das Seilende AE, ftatt daß es über die Rolle AB weggeht, feſt, 
fo hat man die Beichleunigung » — 0, baher q = — q und folglich die 
Spannung: 

S— (9 + 9) G,k, 
Q+6G)a + gr, 


so Ha. 
Far 
Iſt der rollende Körper Gh ein maſſiver Cylinder, ſo hat man: 
i x 
En —=1,Gı 


und es ergiebt fich die Spannung für den erften Fall, wo das Seilende AE 
über die Rolle AB geht und das Gewicht P trägt: i 

8— 2PG 
8P+G’ 
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und für den zweiten, wo das Seilende AE feft ift: 
Gh 


Sol im erften Falle das Gewicht P fteigen, fo hat man p negativ, alſo 
S>P,b.t: 


2PGkP > PGKk + Pla + KM, 
einfach: 
Pitch 
damit ferner G, ſinke, ift ag, daß S < Gh, allo 
& >1— a fei. 
Beifpiel. Wenn bei der Rollenverbindung des Beiſpieles zu 8. 323, Fig. 568 


bag Seil GH plögli) reißt, jo wird wenigftens anfänglid das Seil BE geipannt 
durch die Kraft: 


pr 
te + _ 
tu) +I 
Zatgre)(? +)rı Wr 
83.72 __ 5976 


=581In"iw — 5,210 Kilogramm. 


Hierbei iſt die Beichleunigung des finfenden Gewichtes P: 
P—S 40 — 5,210 _ 34,79 — 
a 


ferner die Beichleunigung der Aa Rolle: 








ı=- Ira) )9 - FH 981 961 8,1 Meter, 
und die Umdrehungsacceleration Bieter Rote. 
= 55 9 a. 9,81 — 17,04 Meter. 
ım 
Fortrollen eines Körpers auf einer horizontalen Ebene, 
Wenn ein runder Körper ACD, Fig. 570, mit einer gewiſſen Anfange⸗ 
Sig. 570, geſchwindigkeit e auf der 
horizontalen Bahn DE 
A Pag — fortgeſchoben wird, ſo 
— —— ———— C2.] nimmt derſelbe in Folge 
N" — ber Reibung auf dieſer 
— IS RIES 5 Bahn eine Drehung mit 
_ allmälig wachſender Ge» 


Ihwindigfeit an, deren 
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Ücceleration p durd) die Formel 


. 


— uf _ 94 _ 
p= Malle = r px) 9 beftimmt ift, 
a: 


worin ꝙ ben Heibungscoefficienten, @ —= Mg das Gewicht, alfo $G 
die Reibung, ferner Mk? das Trägheitsmoment des Körpers und a ben 
Wälzungshalbmefler CD deflelben bezeichnen. Die durch diefe Ucceleration 
in der Zeit erzeugte Umdrehungsgeichtwindigkeit im Abftande CD = a 
von der Are C ift 
a? 
v=ı»t=p 13 gt. 


Dagegen erleidet die fortichreitende Bewegung des Körpers eine Netarba- 
tion q, welche die Formel 


angiebt, und wonad die Geſchwindigkeit diefer Bewegung nad) t Secunden 
vr =c—at=e — 9gt ift. 
Sest man nım vo, = v, alſo 
a? 
9 k3 9 Ii=c0— 99 t, 
fo erhält man bie "Zeit, nach welcher die Gefchwindigfeit des Drehens gleich 
der des Fortſchreitens wird, und daher das Wälzen des Körpers eintritt: 
k? c 


C 
Tan TITLE Do 
(1 +) re 
Am n Enbe diefer Zeit in bie nenfuftie Geſchwindigkeit 


cı =5 99 t= a? * a? £ ge’ 
und der progreffive Weg de Körpers: ' 
_fcte 1 _ 20 +k?c RM ‚e_Q@a+M)R c? 

(772 ) at +k2 2 ad tk? pyg (a HR 299 

Wäre der Goefficient der rollenden Reibung — Null, fo wiirde der 
Körper AB mit der conftanten Gejchwindigfeit c, — gr 
horizontalen Ebene ohne Ende fortrollen; da aber dieſer Bewegang noch die 
wälzende Reibung entgegenwirkt (j. $. 197), jo wird der Körper nad) 


Zurücklegung eines gewiſſen Weges sı zur Ruhe kommen. Am Ende biefeg 
Beisbach'e Lehrbud der Mechanik. L 46 


auf ber 
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Weges ift durch die beit 7E u diefer Heibung das ganze Arbeitövermögen 
9} , 0m d _ a + Ge 
29 a 29 at 29 
der trägen Maſſe des Körpers aufgezehrt, und daher 
Ga __a+ Ge 





a a? 29 
zu fegen, wonach der Weg 
en 
fa 29 fl + RN) 2g 
in der Zeit 
wa tH,a_ ee 
Ta Ja 9 S9 


zurlidgelegt wird, biß der Körper zur Ruhe kommt. 
3 
Für eine rollende Kugel ift z — %/, und für einen Cylinder = — 11; 
ſ. $. 315. 
Im legteren Sale iſt z. B. — /, 75 ci ⸗ , 8 





397 
und 5; — 2%; 7 37° 


Drittes Capitel. 


Die Sentrifugalfraft flarrer Wörper, 


8. 326. Normalkraft. Die Kraft ber Trägheit tritt nicht bloß bei Geſchwin⸗ 
digfeitsveränberungen, fondern aud) bei Richtungsveränderungen 
eines bewegten Körpers hervor, da ein Körper vermöge feiner Trägheit allein 
nur gleihfötmig und in ber geraden Linie fortgeht (ſ. $. 57). Die Beurthei⸗ 
lung der Birkungen der Trägheit bei ftetigen Richtungsveränderungen, nament- 
Tich bei der Bewegung der Körper in krummen Linien, und insbefondere im 
Kreife, ift Gegenftand dieſes Capitels. 
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Bewegt ſich ein materieller Punkt in einer krummen Linie, fo hat berjelbe 
an jeder Stelle eine von der jebesmaligen Bewegungsrichtung ablenfende 
Ücceleration, die wir in der Phoronomie unter dem Namen Normalacce- 
leration kennen gelernt haben. it der Krümmungshalbmeſſer an einer 
Stelle der Bahn des bewegten Punktes — r und die Gefchwindigfeit diefes 
Punktes = v, jo hat man fiir die Normalacceleration (nad) $. 44): 

v3 


— 


Iſt nun die Maſſe des Punktes —= M, fo entſpricht dieſer Normalacceles 
ration eine Kraft: 


2 
P=-m;=-*l, 


die wir als die erfte Urfache, weshalb der Punkt an jeder Stelle feine Be- 
wegungsrichtung ändert, anjehen müſſſen. Hat der Punkt außer der Nors 
malfraft feine andere (Tangential:) Kraft, jo ift die Geſchwindigkeit v deſſel⸗ 
ben unveränderlich — c, und daher die Normalfraft 
_ Me 
— 

nur abhängig von der jedesmaligen Krümmung oder von dem Krümmungs⸗ 
halbmeſſer, und zwar Kleiner bei ſchwacher Krümmung oder großem Krümmungs⸗ 
balbmeffer, und größer bei ftarfer Krlimmung oder Heinerem Krümmungs⸗ 
halbmeffer. Bei doppeltem Krümmungshalbmeſſer ift 3. B. die Normalkraft 
nur halb fo groß als bei einfachem Krümmungshalbmeſſer. Wird ein mate- 
rieller Punkt M durch eine horizontale Bahn, Fig. 571, gezwungen, eine 

Sig. 571. frumme Linie ABDFH zu durch- 
laufen, fo behält derjelbe, wenn wir 
die Reibung außer Acht Iaffen, an 
allen Stellen einerlei Gefchwindigkeit 
c, und übt an jeder Stelle einen der 
Normalkraft gleichen Drud gegen die 
eoncave Seitenwand aus. Während 
der Durchlaufung des — AB 


ift diefer Drud = —, während 
iſt dief 2 h 





2 
der Durchlaufung von BD iſt er = == für den Bogen DF ift cr 


— — und für den Bogen FH fällt er = 
GD 








3 
ze aus, wenn OA, EB, 
KF 


GD und KF die Krümmungshalbmefler der Wegtheile AB, BD, DF 
und FH find. 


46* 
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Centripetal- und Centrifugalkraft. Bewegt fid) ein materieller 
Punkt oder Körper im Kreife, fo wirft die Normalkraft radial einwärte, 
weshalb fie dann Centripetal= oder Annäherungsfraft genannt wird, 
während die Craft, mit welcher der Körper. vermöge feiner Trägheit entgegen: 
gefegt, d. i. radial auswärts wirkt, den Namen Centrifugal=, lied: 
oder Schwungkraft erhalten hat. Centripetalkraft ift die auf den Körper 
einwirkende und Centrifugalfraft ift die vom Körper zurückwirkende Gegen: 
kraft. Beide find an Größe einander gleich und in der Richtung entgegen 
gelegt (8. 67). 

Bei der Umdrehung ber Planeten um die Sonne befteht die Centripetal- 


kraft in einer Anziehungskraft der Sonne; wird der bewegte Körper durch 


eine Führung oder Leitung, ähnlich wie Fig. 571 angiebt, gezwungen, eine 
Kreisbahn zu durchlaufen, fo wirkt die Führung durch ihre Starrheit ald 
Centripetalfraft und der Centrifugaltraft des Körpers entgegen, ift endlich 
der umlaufende Körper durch einen Faden oder durch eine Stange mit dem 
Drehungspunfte verbunden, fo ift e8 die Elafticität der Stange, welche fid 
mit der Centrifugalfraft des Körpers ins Gleichgewicht fegt und eben dadurch 
als Centripetalkraft wirkt. 

Iſt @ das Gersit des in Umbdrehung befindlichen Körpers, alfo defien 


Maſſe M = . iſt dev Halbmeſſer des Kreiſes, in welchem die Umdrehung 


vor fi) geht, = r und die Umbrehungsgefchtwindigfeit — v, jo hat man 
nad) dem legten Paragraphen die Centrifugalfraft: 


2 2 v⸗ 
pP MM_me_,e6 
r gr 29 r 
alfo auch: 
jr 
, P:g=2,,:n 


d. h. die Centrifugaltraft verhält fi zum Gewichte des Körpers, 
wie die doppelte Geſchwindigkeitshöhe zum Umdrehungspalb: 
meſſer. 

Iſt die Bewegung gleichförmig, welches jedesmal eintritt, wenn außer 
der Centripetalkraft keine andere Kraft (Tangentialkraft) auf den Körper 
wirkt, fo läßt ſich die Geſchwindigkeit v — c durch die Umdrehungszeit: 
ausdrücken, indem man ſetzt: 

— Weg 

— Zeit 

und man erhält ur für die Gentrifugalkraft: 
(7 zr\?M 4 70? 42? 





„MI = = ner 
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Da 4x2 — 39,4784 und für Metermaß r — 0,102 ift, fo bat man 


für die Rechnungen bequemer: 


pP—® u Mr = 4,025 - 7 Kilogramm. 


Dft giebt mn on Zahl u der Umdrehungen in der Minute und erfest 
deshalb t bu —- ‚ weshalb folgt: 


3 | 
—— u? Mr — 0,010966 u? Mr — 0,001118 u2 Gr Kilogramm. 


Auch ift für preuß. Maß: 
Gr 


P=1 ‚2633 a = 0,000351 uGr Pfund. 


Da” bie Winkelgeſchwindigkeit @ if, fo Laßt ſich auch fegen: 


P=o°.Mr. 

Hiernad) folgt, daß bei gleichen Umdrehungsgeiten oder bei gleich vicl 
Umdrehungen in einer gewilfen Zeit, und alfo auch bei gleihen Winfel- 
geichwindigfeiten, die Centrifugalfraft wie das Product aus 
Maffe und Drehungshalbmeffer wählt, und daß fie unter übrigens 
gleichen Umftänden den Duadraten der Umdrehungszeiten umgelehrt, 
oder den Duadraten ber Umlaufszahlen und alfo aud) den Quadra⸗ 
ten der Winkelgeſchwindigkeiten direct proportional ift. 





Beilpiele. 1) Wenn ein Körper von 20 Silogramm Gewicht einen Kreis 
von 1 Meter Halbmeffer in der Minute 400 mal durchläuft, fo. ift feine Centri⸗ 
Tugaltrafi P = 0,001118 . 4002.20. 1 = 3577,6 Kilogramm. 

Wäre diefer Körper durch ein Hanffeil, deſſen Teftigfeitsmodul 4,8 Kilogramm 
betrage, mit der Axe verbunden, jo wäre unter Borausfegung dreifacher Sicher⸗ 
heit der erforderliche Seilquerjnitt: 


F= — — 2236 Quadratmillimeter, 


wozu ein Durchmeſſer von rund 53,4 Millimeter gehört. 

2) Aus dem Erbhalbmefler r — 20%, Millionen Fuß und der Umdrehungszeit 
oder Tageslänge — 24 St. = 21. 60. 60 = 86400 Sec. folgt die Eentri- 
fugaltraft eines Körpers unter dem Yequator der Erbe: 


20’250000 G 2558 1 
Pu oa = wi 
wäre aber die Tageslänge 17 mal fo Klein, alfo 2 = 1 &t. 24' 42”, fo würbe 


diefe Kraft 172 — 289 mal jo groß, alio ungefühe dem Gewichte G des Körpers 
gleich fein. Unter dem Aequator wäre dann die Gentrifugalfraft der Schwerkraft 
gleich, und Körper dajelbft würden ebenjo wenig niederfallen als in die Höhe fleigen. 
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8) Bei der Umdrehung des Mondes um die Erde wird die Gentrifugalfraft 
deflelben von der Anziehungskraft der Erde aufgehoben. I G das Gewicht Des 
Mondes, a feine Entfernung von der Erde und t feine Umdrehungszeit um Die- 
felbe, jo folgt die Eentrifugaltraft dieſes Weltkörpers 

— 1,2633 » S2. 


‘ft r der Erbhalbmefler und nimmt man an, daß die Schwerkraft in verſchie⸗ 
denen Entfernungen vom Mittelpuntte der Erde umgelehrt wie die nte Potenz 
diefer Entfernungen wachſe, jo hat man die Schwere des Mondes oder die An= 


ziehungskraft der Erde 
r\R 
=6(5); 


und jegen wir beide Kräfte einander gleich, jo erhalten wir: 


r\n G 
» — 1,2638 - 5 


1 


Nun it — = mw" > 1215 Millionen Fuß und € = 27 Tage 7 Et. 
42 Min. = . 39842 Min. = 39342 . 60 Sec., e& folgt daher: 
ı1\r 1,2633. = 
(9) = 393,42 , = (5) 


und es ift hiernad n = 2, d. h. = os der Erde fteht im umgekehrten 
Verhältniſſe des Duadrats der Entfernung vom Mittelpunfte der Erde. 


$. 328. Arbeit der Centrifugalkraft. Sft die Bahn CAB, Fig. 572, in 
welcher fi) ein Körper M bewegt, felbft nicht in Ruhe, jondern dreht fidh 
Fig. 572. diefelbe um eine Are C, fo theilt fie 
dem Körper eine Gentrifugalfraft P 
mit, vermöge welcher da8 Arbeitöver= 
mögendes Körpersvergrößert oder 
vermindert wird, je nachdem er fi) 
bei feiner Bewegung in der Bahn von der 
Drehungsare C entfernt, oder fich derſelben 
nähert. It M die Mafle des Körpers, 
© die conftante Winfelgefchwindigfeit, mit 
welcher fi) die Bahn, z. ®. ein Kreiſel, 
um ihre Axe C dreht, unb bezeichnet e die 
veränderliche Entfernung CM des in der Bahn CAB laufenden Körpers, 
jo hat man die veränderliche Centrifugalfraft deffelben: 


P= o?Mz, 
und e8 iſt folglich die Arbeit diefer Kraft, während der Körper ein Wegs 
theilchen MO durchläuft, und der Halbmeſſe COM um NO = & wädjlt: 
P&—= w®?Me.L. 
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Denken wir uns nım ben Halbmefjer # aus nTheilchen, jeden — £, 
beftehend, fegen wir alſo ⸗ —= n&, und nehmen wir an, daß der Körper 
feinen Weg im Drehungspuntte C beginnt, fo erhalten wir die Arbeit der 
Centrifugalkraft bes Körpers beim Durchlaufen des Weges CAM, wobei 
die Entfernung des Körpers allmälig von O bis & wädjft, indem wir in 
dem letzten Ausdrude ftatt ⸗ nach und nad) die Werthe &, 2 &6,386...n 
einfegen und die fo erhaltenen Werthe abdiren: 
A=o?ME(E+25+35 + +nd)=o®! Mil +2 +3+--+m), 
oder dal +2 +3 + --- + n bei einer großen Anzahl von Gliedern 


= zu fegen ift: 
A = 0°? M{? z — U, 02 MR. 


Da die Umdrehungsgefchwindigleit des Kreifels im Abftande OM — # 
von der Umdrehungsare: 


ift, fo lußt fich folglich einfacher 
A— Mi = 5 @ 


08 


fegen, wenn man noch ſtatt der Maſſe M das Gewicht & — Mg des Kör⸗ 
pers einführt. 

Wenn der Körper feine Bewegung nicht in C, ſondern in irgend einem 
anderen Punkte A außerhalb der Umdrehungsare beginnt, deſſen Entfernung 
von C, CA = ei und Umdrehungsgeſchwindigkeit 

vr, = 0% 
ift, fo fällt natürlich die Arbeit '/; 2 Ms? beim Durchlaufen des Weges 
CA ganz aus, und es ift daher die entfprechenbe Arbeit der Centrifugalfraft, 
während der Körper von A nad) M läuft: 


A= 1 o®Me? — !/, 2 Me? — 1), 2 M (8? — e}) 
1 2 ( — v)) 
= 1, M(? — W777 G. 
Wenn fich alſo ein Körper in einer ſtarren Bahn oder Rime bervegt, 
welche fi um eine feite Are dreht, jo nimmt das ArbeitSvermögen diejes 
Körpers um das Product aus dem Gewichte G deſſelben und aus der Diffe- 


q 3 
renz der Geſchwindigkeitshöhen und 9) welche den Umdrehungs⸗ 


geſchwindigleiten der Endpunkte A und M des Weges zukommen, zu ober 
ab, und zwar erfteres bei einer Bewegung von innen nach außen, und letz⸗ 
tere8 bei einer Bewegung von außen nad innen. 
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8. 329. Ein Körper M trete bei A, Sig. 573, mit einer relativen — 
ci in die Schaufel AMB eines Kreiſelrades ein, welches eine gleichförmige 

Sig. 573. Rotationsgefhwindigkeit haben fol. Setzt 

Ä man nod) voraus, daß auf M äußere be 

ſchleunigende Kräfte nicht einwirken, fo ift 
nad) $. 301 die relative Befchleunigung 
von M die Reſultirende zweier anderen Des 
fchleunigungen, von denen die eine gleich der 
entgegengejeßten Bejchleunigung der rotiren⸗ 
den Kreifelbewegung, alfo gleich der Centri⸗ 
fugalfraft ift, während die andere, durch 
2 @c ausgebrüdte, ſtets auf der Schaufel 
normal fteht. Wenn der materielle Punkt 
von A nad) B gelangt ift, Hat bie relative 
Geſchwindigkeit e, in diejenige c> fid) geändert. Man findet c, nad) dem 

® Princip n Fr Kräfte, indem man den halben Gewinn an lebendiger 


Kraft @ X 2 gleich der Arbeit der relativen —— ” Diefe 








befteht nur in . Arbeit der Centrifugalkraft A = @ _— ſ. 8.328, 


da die andere Componente 2 wc ftets auf dem Wege AM B ſenkrecht ſteht, 
daher eine Arbeit nicht verrichtet. Man gr aljo: 


1a Zig— = 


29 er 6 





daher: 
c? — c? =el — of, oder 
g=atn—o, 
folglich die relative hause line ſelbſt: 


c ⸗ Vc? +2 — Ve! +ol(r! — r}) 
wobei @ die Winfelgefchwindigkeit bes Kreifels, fowie r, und rz die Entfer- 
nungen CA und CB des Eintritt- und des Austrittspunftes (A und B) 
von der Drehungsare C bezeichnen. 

Ebenſo beftimmt fid) die relative Austrittsgefchwindigfeit c,, wenn der 
Körper bei B mit der relativen Geſchwindigkeit c; den Kreiſel erreicht und 
ſich auf demfelben von außen nad) innen bewegt; es ift nämlid): 

a — Vce? — (v? — v)= Ve} — @X (r} — r}). 

Da der Körper beim Durchlaufen des Weges AMB aufer feiner relati⸗ 
ven Gefchwindigfeit (c) in der Bahn aud) noch die Umdrehungsgeſchwindig⸗ 
keit (v) der letzteren hat, jo iſt er bei A mit einer abſoluten Geſchwindigleit 
Aw, =, einzuführen, welche ſowohl der Größe als auch der Richtung nach 
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durch die Diagonale des aus c, und v, conftruirten Parallelogramms beftimmt 
wird, und es ergiebt ſich ebenfo bie abfolute Austrittsgefchwindigfeit Bw, 
— 1; bes Körpers bei B durch die Diagonale des aus der relativen Ge⸗ 
ſchwindigkeit cz und aus u, conftruirten Parallelogramms Be, w; v.. 

Das Arbeitsguantum, welches der Körper bei Durdjlaufung des Krei⸗ 
ſels in der Bahn AM B gewonnen oder verloren und folglich der Kreifel 
verloren oder gewonnen hat, ift 


A—+(® ei) G. 
Sollte der Körper beim Durcaufen — Kreiſels in der Richtung 4MB 
fein ganzes Arbeitsvermögen — * 58 dem Kreiſel mittheilen, jo müßte die ab⸗ 


ſolute —— — Null, und deshalb nicht allein c, =", 
fondern auch die Richtung von cz der von ?; genau entgegengefeßt fein, d. 6. 
es müßte die Bahn bei B tangential am Umfange des Kreifels auslaufen. 


Beiſpiel. Wenn der in fig. 573 abgebildete Kreifel den inneren Halbmefier 
‚CA=r = 0,4 Meter und den äußeren Halbmefier CB = r, —= 0,6 Meter 
bat, und fi pr. aRinute 100mal umdreht, jo ift jeine Winlelgeſchwindigkeit: 
10 
= 5 = 81416 - 37 = 10,472 Meter, 

und folglich jeine innere Umfangsgeichwindigfeit: 

vo = or, = 0,4 . 10,472 = 4,19 Meter und feine äußere: 

%, = ur, = 0,8 . 10,472 = 6,28 Meter. 

Läßt man nun in denjelben bei A einen Körper mit w, —= 10 Meter fo eins 
treten, daß der Winkel ı, Av,, welchen jeine abjolute Bewegung mit der Um⸗ 
drehungsrichtung einſchließt, « = 30 Grad ift, jo hat man für die relative Ges 
ſchwindigkeit c,, mit welcher der Körper die Bewegung im Kreiſel beginnt: 

e=v2 + wor — 20,w, cos. = 17,56 + 100 — 72,57 = 44,99, 
und daher: 

c, = 6,71 Meter. 

Kerner iſt für den Winkel vo, Ac, — ß, unter weldem fi die e Bahn bei A 
an den inneren Kreifelumfang anjchließen muß, damit der Körper ohne Stöße in 
diejelbe einlaufe: 

sin. sin. _ 


— alſo: 
sin. a * 
10 sin. 30° 
sin. = In © 


wonad A — 480 12° folgt. 
Kür die relative Austrittsgeſchwindigkeit cy ift 
= ct + v2 — v8 = 4499 + 39,44 — 17,56 — 66,87, 
folglich: 


6; = 8,18 Meter; 
dagegen für die abjolute Austrittsgeſchwindigkeit wg, wenn der Canal oder die 
Rinne AMB den äußeren Umfang unter einem Winkel d von 20 Grad ſchneidet, 
aljo vg Be, = 160° ift: 
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v2 = c# + v8 — 20gv9c0s.d —= 66,87 + 39,44 — %,58 — 9,73, 


folglih: . 
u, = 3,12 Meter. 
Endlich ergiebt fih aus den Geſchwindigkeitshöhen: 


wi — wg 
>77 — 0,051 . 100 = 5,1 und 307 0,051 . 9,73 = 0,49 Meter 


das Arbeitsquantum, welches der Körper vom Gewichte G beim Durdjlaufen des 
Kreiſels dieſem mittheilt: 
% __ 45 4 
A— — G= (61 — 049) @ = 4616, 
3. B. wenn diefer Körper das Gewicht G=1 Kilogramm bat: 
A = 461.10 = 46,1 Meterfilogramm. 


Anmerkung. Die vorflehende Theorie der Bewegung eines Körper8 in einem 
Kreijel findet ihre Anwendung bei den Turbinen oder Kreiſelrädern. 


$. 330. Centrifugalkräfte ausgedehnter Massen. Auf einen Inbegriff 
von Maffen oder auf eine Maſſe von endlicher Ausdehnung ift die oben 
gefundene Formel für die Gentrifugalfraft nicht unmittelbar anwendbar, weil 
man im Boraus nicht weiß, welcher Drehungshalbmefler r in die Rechnung 
einzuführen if. Um diefen zu finden, fchlagen wir folgenden Weg ein. Es 
Sig. 674, jei in Fig. 574, CZ die Umdrehungsare, 
und COX und CY ſeien zwei vechtwinfelige 
Coordinatenaren; es fei ferner M ein 
Maſſentheil, nd MK—=x, ML=y 
und MN —= g ſeien deſſen Abftände von 
den Coordinatenebenen YZ, ZX und XY. 
Da die Centrifugalkraft P radial wirft, fo 
läßt fich ihr Angriffspunft nad) dem Durd)= 
ſchnittspunkte O mit der Drehungsare ver⸗ 
legen. erlegen wir num diefe Kraft nach 
ben Arenrichtungen CX und CH, fo erhals 
ten wir die Seitenkräfte OQ = Q umd 
OR=R, für welde gilt: 
00:0P=0L:0Mwm OR:OP=0OK:OM, 
weshalb num 





= PprmRr=iPp 
r r 


folgt, wobei r die Entfernung OM bes Maſſentheilchens von der Umdre- 
hungsare bezeichnet. In gleicher Weiſe mit allen Mafientheilhen verfahren, 
erhalten wir zwei Syfteme von Parallelfräften, eines in der Ebene XZ 
und das andere in der Ebene 72, jedes aber auf die Are CZ winkelrecht 
wirfend. Bedienen wir und zur Unterſcheidung der Inderzahlen 1,2,3 u. |. w., 
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ſetzen wir alſo die DMaflentheile M,, Ma, Ms, und ihre Abſtände 2, 73, 
2, u. ſ. w., fo betommen wir hiernach die Mittelraft des einen Syſtems 


Sig. 575: 
= +9 +99 +. = 


— 0°, (Mı &ı + M;2% ...) 
und die des anderen: 
R=R+R+- =ot. My + My +.) 

Fig. 575. Segen wir endlich die Ab- 
ftände CO,, CO, u. |. w. der 
Maſſentheile von der Ebene 
xY=z, 2% uf. w.,,jo 
erhalten wir für die Angriffs⸗ 
punkte U und 9 diefer Mittel 
fräfte die Abjtände CU = u 
und CV = v durch die Glei⸗ 
dungen: 

(dı +9 + ..)W 
— Qatar + 
w(R+R+-- )„v= 
Rı&ı + Bez +, wes⸗ 
balb folgt: 
_RQaıtQGs +--  _ Ms + Man + 


Pızı 
71 


Ben, Bm... 
+, + * +: 





N a ++. "— Matbant+t--- 
un 
„„Autket. Mynt Hyatt, 
RRL+-R,+--- — Myı ti4y +- 


Es werden alſo hiernach im Allgemeinen die Centrifugalfräfte eines 
Maſſenſyſtems oder eines ausgedehnten Körpers auf zwei Kräfte zurlidge- 
führt, die fich, fo lange u und v ungleich find, nicht zu einer einzigen vers 
einigen laſſen. 


Beilpiel. Sind die Maflen eines Syſtems: 
M, = 10 Rilogrm., M, = 15 ſtilogrm., 4, = 18 Rilogım., M, = 12 Rilogrm. 
und ihre Abftände: 
a = 0Mdı, m = 4 Meter,  =2 Meter, 2, = 6 Meter, 
yı=3 „ Y=1 ., Y=5 . uvu=3 . 
u, =2 „ u —=3 „ u =3 „ 6, =0 „ 
fo bat man folgende mittleren Eentrifugalträfte: 
Q = w1.(10.0+415.4-+ 18.2 + 12.6) = 168. 9 und 
K = 0.(10.3+15.1+18.5 + 12.3) = 171. 09, 
und biernad die Abftände ihrer Angriffspuntte von dem Anfangspunfie C': 
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_ 10.0.2+15.4.3-418.2.8+12.6.0 288 __12 


10.01 16.4618.2 112.6 168 7 — la Meter 
und 
_10.8.2-+15.1.8+18.5.83+12.3.0__876__125__ 
e— 10.5 18.IH18.5719.8 — ini 07 2193 Meter. 


"Die Verſchiedenheit diefer Werthe von u und v zeigt an, daß die Gentrifugal- 
träfte durch eine einzige Kraft nicht erjegt werden können. 





$. 331. Befinden fich die Maffentheile in einer Umdrehungsebene, d. i. in einer Ebene 
fig. 576, 


XCY, Sig. 576, welde win⸗ 
kelrecht auf ber Umdrehungsare 
fteht, wie Mi, M, ..., jo laſſen 
fih ihre Centrifugalträfte in 
eine einzige vereinigen, weil ſich 
ihre Richtungen in einem ein⸗ 
zigen Punkte C ber Are CZ 
fchneiden. Behalten wir die Be⸗ 
zeichnungen des vorigen Para⸗ 
graphen bei, jo erhalten wir die 
reſultirende Centrifugalkraft in 
dieſem Falle: 
P=) Q?+ R’=o® v Ma+4s ++ My ty +)”. 
Sind nun CR = x und OL = y bie Coordinaten bes Schwerpunftes 
vom Maflenfyfteme X = M + M + -- -, fo hat man: 
Mz& + M:% +-:--=Mew 
My + My +. = My, 
und es folgt daher die Centrifugalfraft: 

P= 0: YM'=ı’ + My? = o!M Ve? + „= 0’Mr, 
wofern noch r —= Vz? + y? den Abftand OS des Schwerpunktes von ber 
Umbdrehungsare CZ bezeichnet. 

Für den Winkel PCX — «, welden diefe Kraft mit der Are COX ein- 











jchliegt, ift 
—R_4/ _V. 
ang a= =, ri 
Big. 677. es geht daher die Richtung ber Centrifugal«- 


kraft durch den Schwerpunft des Syftemes, 
und es ift diefelbe genau fo groß, als wenn 
die fänmtlihen Maffentheile im Schwer⸗ 
punkte vereinigt wären. 

Für eine auf der Umbrehungsare ZZ redits 
winfelig ftehende Scheibe AB, Sig. 577, iſt hier⸗ 
nach die Centrifugalkraft ebenfalldg = @’ Mr, 
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wenn M ihre Maſſe und r die Entfernung CS ihres Schwerpunftes S von 
der Are bezeichnet. 

Liegen ebenfo die Schwerpunkte der Maſſentheile eines Körpers in ber 
Umdrehungsebene, oder ift diefe Ebene Symmetrieebene des Körpers ADFF,, 
Big. 578, fo laſſen fich die Centrifugalkräfte der Maſſentheile des Körpers 
zu einer einzigen, im Schwerpunkte defielben angreifenden Mittelkraft ver- 
einigen, welche dem Abftande S diefes Punktes von der Umdrehungsare ent» 
fpricht und fich daher durch die Formel P = ©? Mr beſtimmen läßt. 


Dig. 578. fig. 579. 





Um die Sentrifugaltraft eines anderen Körpers ABDE, ig. 579, zu 
finden, zerlegen wir denjelben durch Ebenen winkelrecht zur Are ZZ in fchei- 
benförmige Elemente, ermitteln die Schwerpunkte S,, Ss u. |. w. derjelben, 
beftimmen mit Hilfe der letzteren die Eentrifugalfräfte, zerlegen jede derjelben 
nad) den Arenrichtungen COX und C Y in Seitenfräfte, und vereinigen die 
Seitenkräfte in der Ebene ZOX zu einer Mittelfraft Q, fowie die in ber 
Ebene ZOX zu einer Mittelfraft R. 

Befinden fi) die Schwerpunkte ſämmtlicher Scheiben in einer Parallellinie 
zur Umbdrehungsare, fo ft z = % = x u. |. w., ſowie y= yı = % 
u. ſ. w, und daher auch — nn — nu ſ. w.; es folgt daher die Cen⸗ 
trifugalkraft des ganzen Körpers: 

P=o!(Mr+Mr+--)=o!Mr, 
und ber Abftand ihres Angriffspunftes von der Ebene XX: 


Diefen Gleichungen zufolge ift die Centrifugalfraft eines Körpers, welcher 
fi) in Elemente zerlegen läßt, deren Schwerpunkte in einer mit der Umdre⸗ 
hungsare parallel Laufenden Linie Liegen, gleich) der Centrifugalkraft der in dem 
Schwerpunkte diefes Körpers vereinigten Maſſe defielben, und es fällt auch 
der Angriffspunft diefer Kraft mit diefem Schwerpunfte zufammen. Hiernad) 
laſſen ſich die Gentrifugalfräfte aller fymmetrifchen Körper (f. $. 108), 
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deren Symmetrieaxe der Umdrehungsare parallel läuft, und alſo auch die 
aller Rotationskörper, deren geometrifche Aren mit der Umdrehungsare 
parallel find, finden. Fällt die geometrifche Are eines ſolchen Körpers mit der 
Umödrehungsare zufanmen, fo ift die refultivende Centrifugalfraft fogar Null. 


Beilpiel. Es find die Dimenfionen, die Dichtigkeit und Feftigkeit eines Mühl- 
fteineg ABDE, fig. 580, gegeben, man foll die Winkelgeſchwindigkeit & finden, 
bei welcher da8 Zerreißen defielben in Folge der Sentrifugalkraft eintritt. Segen 

Fig. 580. wir den Halbmefier CF des Mübhl- 
a feines = r,, den Halbmeflr CO G 
3 feine Auges = r,, die Höhe A 
— HL=!, die Dichtigkeit — y 
und den Feltigfeitsmodul = K, fo 
erhalten wir die Kraft zum Zerreigen 
defielben in einer diametralen Ebene, 
P — 2 (r, — r,) IK, 
da8 Gewicht des Steines: 
G=a(e— 9) 1y, 
und den Umbdrehungshalbmefier für 
jede Hälfte des Steines, d. i. die 
Entfernung ihres Schwerpunkte von der Umdrehungsaxe ($. 116): 
4 rt — r? 
In 

Im YUugenblide des Zerreißens ift die Gentrifugaltraft von einer Hälfte des 

Steines a Beftigleit gleich, wir befommen daher die Beftimmungsgleihung: 


w, Fri, 





d. i.: 
lt — vn 2 g =2(n—rj)IK, 
und 22 zu beiden Seiten aufgehoben, folgt: 


=] /3g(r, — tr) K _ * 3g9R 
u vr r)y rrnntrd)y 

Sr, = 06 Meer, 1, = 0,1 Meer, K —= 0,5 Rilogramm und das 
ſpecifiſche Gewicht der Müplfteinmaffe 2,5, aljo das Bewidht eines Eubifmillimeters 
Mafje deſſelben „= 0,0000025 Kilogramm, jo folgt die Winkelgeſchwindigkeit beim 
Eintreten des Zerreißeng: 


V 3.9810. 0,5 u Er 
u=— (360000 7 60060 -- 10000) 0,0000025 )0UU -- 10000) 0,0000025 — 116,8 Millimeter. 


ft die Zahl der — in einer Minute Su. fo hat man o = 2 
daher umgelehrt u = =. bier aber _ DE — 1116. Die gewöhnlide 


Umdrehungszahl eines jolden Mühlſteines ift nur 120, alfo nur M hiervon. 
Kür ein Schwungrad läßt fh r2 + rırz + r2 = 3r? jegen, wenn r den 
mittleren Halbmefjer feines Ringes bezeichnet. Daher ift hier 


o=V2- on o=ur= 9K, 
r“y Y 
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Befinden fich die ſämmtlichen Theile Mi, Ma... eines Maſſenſyſtems, 
Fig. 581, oder die Schwerpuntte der Elemente eines Körpers in einer 
durch die Umdrehungsare gehenden Ebene, fo bilden die Centrifugal- 
fräfte ein Syſtem von Parallelträften, und es laſſen fich daher diefelben in 
der Regel auf eine einzige Kraft zurlidführen. Sind die Entfernungen ber 
Drofientheile oder Elemente von der Umbrehungsare CZ: 

O0, Mı — 71, O0, M; — 75 u. ſ. wW., 
fo erhält man für ihre Centrifugalkräfte: 
Pı == @?M,rı, P, = a? M, Y, U. !. w., 

und daher die mittlere Eentrifugalfraft: 

P= 0? (Mırı + M, 72 4 .. ) = 0?Mr, 
wofern r den Abftand des Schwerpimftes der ganzen Maſſe A von der Um⸗ 
Drehungsare bezeichnet. Es ift aljo auch Hier der Abſtand des Schwerpunftes 
von der Umdrehungsare als Drehungshalbmefler anzufehen. Um aber den 
Angriffspunkt O der refultivenden Eentrifugalfraft P zu finden, fegen wir die 

Fig. 581. Sig. 582. 


Z 





y 
Ahftände der Maſſentheile von der Normalebene: CO, = £u, CO: = 8 


u. f. w. in die Formel: 
0 =s— Mna+ Mmnse +: J 
Miri + Hr + 

woraus man erkennt, daß die refultivende Centrifugalkraft in dieſem Falle 
nicht durch den Schwerpunkt geht. 

Mit Hülfe der Formel P— ©? Mr laſſen fid) die Gentrifugalfräfte von 
Rotationstörpern und von anderen Körpern der Geometrie finden, wenn 
die Aren diefer Körper mit der Umbrehungsare in eine Ebene fallen. 


8. 332. 


Für eine Stange AO, Fig. 582, deren Länge AC=1 und Neigungs- 


winkel ACZ gegen die Umdrehungsare CZ = «a ift, hat man: 
r—=KS= !lsin.a 

und folglich die Centrifugalfraft: 
P 


— o?.1/, Mlsın.a. 
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Un: den Angriffspunft O diefer Kraft zu finden, theilen wir die Stange 
in n Elemente, jedes von ber Maffe _ - Ein ſolches Element im Abſtande 
4 von C hat ben Drehungshalbmefler A sin. a; daher die Eentrifugalfraft 
@?« * A sin... Da dieſe Centrifugalkraft den Abſtand A cos. « von C 
hat, ſo iſt ihr Moment in Bezug auf O durch 


co?ꝰ Asın.a. Id. ar 13 sin. 0% C08. & 


A ee 


ausgedruckt. Sest man nun für A nad) und nad) , — 
und bildet die Summe der Momente, ſo ergiebt ſich das Moment der ganzen 
Stange: 
12 
Pu = a? — sin.a cos.a —, (1? + 2?+3?+...+n9) 
— 1, 0? Ml? sin. cos. «, | 

daher der Hebelarm CL = 0,0, ober: 

u 1, 0? Ml?sin.acos.a : 1/, m? Mlsin.a — ?/,1cos. 0, 


umb die Entfernung bes Ungriffspunftes O von dem in der Are Liegenden 
Stangenende C: 


cC0o=!%zl. 
Reicht die Stange AB, Fig. 583, nicht bi8 zur Are, jo hat man: 
P= 1 co F sin. — 1, o?Fl}sin.« 
— 1,0? Fsin.a (I! — 1}), 
und da8 Moment: 
Gig. 583. Big. 584. 
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Pu = 1, 08 F sin. a cos. (1? — 12)*), 
weil bie Maſſe von CA (Querſchnitt mal Länge) = Fl, und die Maſſe 
von CB= Fl; if. Es folgt daher die Entfernung des Angriffspunktes 


O vom Durdjichnitte C mit der Are, wenn , — I Ei 
CS des Schwerpunftes und ! —= I, — 1; bie Ränge der Stange bezeichnen, 





die Entfernung 





_,B-R ‚EHE +2 3 +) + ll —1,)% 
A ea er nee 
12 
ht, 


Diefe Formel gilt auch fir ein rectanguläres Blatt ABDE, Fig.584, 
welches fi) durch die Arenebene COZ in zwei congruente NRechtede theilen 
läßt und deilen Ebene rechtwinkelig gegen diefe Arenebene fteht, weil die 
Gentrifugalfraft von jedem der Elemente, welche ſich durch Schnitte normal 
zu CZ ergeben, in der Mittellinie FG angreift. Sind alfo die Entfernungen 
CF und C@ der beiden Orundlinien AB und DE von dem Axenpunkte 
C, I, und %, fo hat man aud) - 

— I 12 


— — een 
7 A = + 7571 


Ebenſo ergiebt fih die Gentrifugalfraft eines geraden Kreiskegels ABD, 

dig. 585, welcher ſich um eine durch die Spige D beflelben gehende Are 

Sig. 585. CZ dreht, wenn man in der Formel 

z P = »?Mr ftatt r den Abftand XS 

dea Schwerpunftes S dieſes Körpers von 

| CZ einfegt. Bezeichnet A die Höhe ED 

| des Kegel und a den Winkel BCZ, 

um weldyen die Bafis A B defjelben von 

der Umdrehungsare abweicht, jo hat man 

KS=DScos.DSK — ®/, h cos. & 
und daher die geſuchte Centrifugalkraft 

P= o»?M.?®/,hcos.«. 

Der Angriffspunft O diefer Kraft ift 

⸗ durch die Koordinaten DL = u und 

ka LO = vbeftimmt, für welche die höhere 

“ Analyfis unter der Vorausfegung, daß 








*) Mit Hülfe der Differenzialrehnung hat man das Moment: 
h 





. ii? — 
Pu = [ wFVA. A sin. a cos.a = w? Fsin.acos.a — 
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die Umdrehungsaxe CZ nicht durch die Kegelmaſſe hindurchgeht, folgende 
Ausdräüde: 


2 
u — Yshsin.e|1 — — | mo 


v— 4), hcos. 0 b 4 —— *)| 


findet, worin r den Halbmefler EA = EB der Bafis bezeichnet. 





F. 333. Im dem Falle, wenn die Körpertheile weder in einer Normalebene 
zur Umdrehungsare, noch in einer Ebene durch die Umdrehungs— 
are enthalten find, laſſen ſich die refultirenden Gentrifugalfräfte 
Q — ©? (Mi &ı + M3%s + ...) und R = 0? (Aıyı + M. y⸗ 4 ...) 
nicht in eine einzige Kraft verwandeln, wohl aber ift es möglich, dieſe 
Kräfte durd) eine im Schwerpunkte angreifende Kraft 

—= VYQ’+ R=0?Mr 
und durch ein aus Q und R zufammengefegtes Kräftepaar zu erfegen. 
Bringen wir nämlich im Schwerpuntte S vier fid) das Gleichgewicht haltende 
Kräfte + Q und — Q, fowie 
—— + Rund — Ran, fo geben die 

z pofitiven Theile die Mittelfraft 
= Va +R, 

wogegen die negativen Theile — Q 

und — R mit den in V und 9 

(f. Sig. 575) angreifenden Cen⸗ 

trifugalfräften dieꝰ Kräftepaare 

(9, — Q) und (R,— R) bilden, 

die fi) zu einem einzigen Kräftes 

paare zujammenfegen allen. 

Um mit diefer Zurüdführung 
der Centrifugalfräfte eines um⸗ 
laufenden Körpers auf eine Kraft 
und ein Kräftepaar befannt zu 
werden, ziehen wir folgenden ein⸗ 
fachen Fall in Betracht. Die 
Stange AB, Fig. 586, welche 
fich um die Are ZZ dreht, Tiege 
parallel zur Ebene YZ und ruhe mit dem Ende A in ber Are COX. Segen 
wir die Ränge AB diefer Stange = 1, das Gewicht derfelben — G, den 
Winkel AB B,, um weldyen diefe Stange von der ‘Dreharenrichtung abweicht, 
= «, und ihren Abjtand CA von der Ebene YZ, welches auch ihr kürzeſter 
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Abftand von ber Are ZZ, S a. It nun B ein Element = der 


Stange und y — AE, bie Horizontalprojection feines Abftandes AZ vom 
Ende A, fo hat man für die Componenten der Centrifugaltraft P, dieſes 
Efementes: 


= ae tm - m Lin ,, 
n n % n 


dagegen ihre Momente in Beziehung auf die Grundebene XCY, da der 
Abſtand diefes Elementes von der Ebene XY: 


E\,E = AE, cootg.a = ycotg.« ilt, 
M —— M 
Q ei = o’ — C(A.HE = 0 — „ ayeotg. e@ und 


Rec = w? a y? cotg. &. 
Die ſämmtlichen Seitenkräfte parallel zur Ebene XZ geben die Reſul⸗ 
tirende: 
M 

0=a+rQ& + =na’:-— a=m"Ma 

und das Moment derfelben: 
M 

Qu = Qı2ı + Qs£s + .._ 08.» 7 a cotgq. & (yı + Ya + ...), 


Isin.a 2lsın.a 3 1sin.o 
ober, da yı = TI = = ——— u ſ. w. zu neh⸗ 


men und cotꝗq. sin. == cos. « ift, 








M I M in? 
= 2 — .— ... — 3. — . — — 
Qu=o 8608. „A+r2+3+ +n)=o = 0.008. 0 — 


2 
— 1), 0? Malcos.«. 
Es ift alfo der Abftand des Angriffspunftes diefer Seitenfraft von der 
Örundebene X Y: 


__.,..Ysw?Malcos. « 
Su 0? Ma 
d. h. e3 fällt diefer Punkt mit dem Schwerpunkte der Stange zufanmen. 


Die Seitenträfte, welche parallel zu “. 2 wirken, geben die Refultivende: 
'R=R+RH+-.:=o? — Tytnt: P 


— Lin. m! , 02 AIl sin. mit dem Momente 


— 1/,1cos.a, 


Rı= 0? — 44* 
47* 
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a Eau «)? 4. ) 


= or I (sin.a? ootg.a(l+A+9+-- +9) 


Mn Nn 
= 0? — — $iN.0C08.0: — 
n n? 3 


— 1), 0? Ml?sin.a cos. a. 
Es ift hiernach der Abftand des Angriffspunftes O diefer Kraft von der 


Grundebene XY: 
2... Vs 0? Mi? sin. a cos. « 
== 1/, 02 Mlsin. « 
d. i. diefer Angriffspunft liegt um (2/; — Us) lcos.a — 1/glcos. a ent: 
recht, oder iiberhaupt um SO — ein Sechstel der Stangenlänge AB über 
dem Schwerpuntt S der Stange. 
Aus den Kräften Q — @? Ma und R — 1, a? Mi sin. folgt die 
im Schwerpunkte der Stange angreifende Endrefultivenbe: 
P=YVQ: + R= @?M Va? + !/,12sin.os, 
und das Kräftepaar (RB, — BR) mit dem Momente 
R.SO = 1, 02 Mlsin.e . 1/,lcos.& 
— 1/ıs 2 Ml? sin. cos. — 1/4 02 MR sin.2 u. 


be >) 


= 2/; 1cos. c, 


8. 334. Freie Axon. Nach dem Borftehenden laſſen fich die Centrifugalkräfte 


eines fih um eine Axe gleichförmig drehenden Körpers entweder zu einer 
Reſultirenden allein, oder zu einer foldden und einem refulticenden Kräfte⸗ 
paare zufammenfegen. Diefe Kraft und dieſes Kräftepaar greifen die Drehare 
des Körpers an umd rufen in den feften Unterftiigungen oder Zapfenlagern 
berfelben die zum Gleichgewichte erforderlichen Reactionen hervor. Es ift 
aber auch möglich, daß die Gentrifugalfräfte fich gegenfeitig aufheben, fo daß 
bie Are alsdann gar feinen Drud auszuhalten hat. Diefer Fall kommt 
3. B. vor bei jedem fich um feine geometrifche Are drehenden Umdrehungs⸗ 
körper (Radwelle), und auch bei jedem um eine Symmetrieare rotivenden 
Körper, da in diefen Fällen jedem einzelnen Maffentheilchen in feiner Um⸗ 
drehungsebene ein gleich großes in demfelben Abftande auf der entgegent- 
gefegten Seite der Drehare entipricht, jo daß die Centrifugalkräfte beider als 


. gleich und entgegengeſetzt ſich gegenfeitig aufheben. Wenn in ſolchem Falle 


feine äußeren Kräfte auf den Körper wirken würden, fo müßte die Are auch 
ohne Unterftütungen ihre Lage innehalten, weßwegen man diefelbe in dieſem 
Galle eine freie Are nennt. Aus dem Vorhergehenden ergeben ſich die Bes 
dingungen, unter welchen eine ‘Drehare eine freie Are if. Es ift nöthig, 
daß nicht nur jede der Mittelträfte Q und R aus den parallel den Aren- 


— 9 
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ebenen XZ und 72 wirkenden Componenten der Centrifugalfräfte, fondern 
auch die Momentenfumme eines jeden diefer beiden Kräfteſyſteme gleich Null 
ift, ‚alfo müſſen hiernadh, unter m irgend ein Maflenelement des Körpers 
verftanden, die Gleichungen erfüllt fein: 


1) Zmz =0; 2) Zmy =0; 
3) Z maz 0; 4) EZ mys=(. 


L 


Die beiden eriten Gleichungen bedingen, daß die Umdrehungsare, bie 
al8 2⸗Axe gedacht ift, durh den Schwerpunkt des Körpers gehen 
muß. Aus den beiden letzten Gleichungen ift $. 309 zufolge zu fchlie- 
Ben, daß die Umbdrehungsare eine Trägheitshauptare fein muß. Es 
folgt Hieraus, daß die drei in jedem Körper vorhandenen Schwer- 
punftshauptaren freie Aren dejjelben find. 


Freie Axen eines ebenen Massensystemes. Befinden fic die 
Theile einer Maffe in einer Ebene, bildet 3. B. die Maffe eine dünne 
Platte ober ebene Figur, fo ift die gerabe Linie durch den Schwerpunft ber 
ganzen Maffe und normal zur Ebene derfelben eine freie Are der Maſſe, 
denn es ift in dieſem Falle die Maſſe ohne Drehungshalbmefler, und daher 
die einzig mögliche Centrifugalkraft — Null. Um noch die beiden anderen 

Sig. 887. freien Aren zu finden, fchlagen wir folgen- 
den Weg ein. Sei S, Fig. 587, der Schwer⸗ 
punkt einer Maſſe, und fein UU und 97 
zwei in der Maffenebene befindliche Coordi⸗ 
natenaren, fo beftimmen wir die Maffentheile 
durch Coordinaten parallel zu dieſen Aren, 
3. B. das Maſſentheilchen M, durch bie 
Coordinaten MN= % ud MO= Y. 
Sei bagegen X X eine freie Are, YY eine 
Are winkelrecht gegen biejelbe, ferner der zu 
beftimmende Winkel USX, um weldyen die 
freie Are von der Goordinatenare SU abweiht, = 9, und fegen wir bie 
Coordinaten der Maffentheile in Hinficht auf die Aren XX um YY: 
2% ++ Und Yu, Ya * + +, alfo für den Maſſentheil Mi: 

MK=x wm ML= yı. 


Hiernach ergiebt fich ſehr leicht: 
2, —=M,K=SR+RL=50c08.9-+ OM, sin. g=u, 08.9 + vısin.p, 
y—=ML=—0OR+0OF=— SOsin.p + OM, cos. p u 
=— u 8in.@ + v1 008.9; 
und daher das Product: 
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% Yı = (u cos. + vı sin. ꝙ). (— ui sin. p + vı cos. ꝙ) 

— — (u) — vf) sin. 008.9 + uvı (cos.9? — sin. P?) 

oder, da sin. ꝙ cos. = 1/, sin. 2 ꝙ und cos. P? —ein. pP? = 008.29 if, 

aYı = — lu — v}) sin. 2 + ur, c0s.29p. 
Es ift daher da8 Moment des Maffentheiles M; : 

M, . 

Mayı=-— Cu (u? — v2?) sin.29 + Mi ui vi c0s.29, 

ebenfo da8 Moment des Maffentheiles My: 
M, . 

Mon = — > (u? — v2) sin.29 + MW; 608.2 p 
u. f. w., und die Summe der Diomente aller Maflentheile, oder da8 Moment 
der ganzen Mafle: 

Mayt May + —=—'hein2pyl(MwW + MW + ---) 
— (Mo? + Mei + 9] + 00.29 Mut + Mn +). 

Damit XX eine freie Are werde, muß aber nad) dem vorigen Para- 
graphen diefes Moment — Null fein; wir müſſen daher jegen 

Yksin2y(Muy +4, +.) Mutti . M 

— 08.29 (Mwvtı + Mu +) = 0, 
und erhalten hiernad) als Bedingungsgleichung: 
sin.2p __ 2 Muvı + win + ++.) 
2 (MHwytMwt)— hy +ibr +) 
__ Doppelte Moment der Centrifugalfraft 
—Differenz der Trägheitsinomente 

Durch) diefe Formel ergeben fi) zwei Werthe für 2 9, welche von eins 
ander um 180°, und alfo auch zwei Werthe von P, welche von einander 
um 90° abweichen; es ift deshalb nicht allein die durch diefen Winkel ꝙ 
beftinmte Are XX eine freie Age, fondern auch die gegen fie winfeltecht 
gerichtete Are YY. 





tang. 2 = 


Von vielen Flächen und Körpern laſſen ſich die freien Aren ohne alle 
Rechnung angeben. Bei einer ſymmetriſchen Figur iſt z. B. die Sym⸗ 
metrieaxe eine freie Are, das Perpendikel im Schwerpunkte die zweite und 
die Are winkelrecht gegen die Ebene ber Figur die dritte freie Are. Bei 
einem Rotationskörper AB, Fig. 588, ift die Rotationsare ZZ eine 
freie Are, ebenfo auch; jede Normale XX, YY... zu diefer Linie durch 
den Schiverpunft S. Bei einer Kugel ift jeder Durchmeffer eine freie Axe, bei 
einem geraden, von ſechs Rechtecken begrenzten Barallelepipede ABD, 
dig. 589, find es die drei durd) ben Schwerpunkt S gehenden und auf 
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den Seitenflächen BD, AB und AD normal ſtehenden oder mit den Kan— 


ten parallel laufenden Aren XX, YY und ZZ. 
Fig. 59°. Tig. 589. 





Beftinnmen wir noch die freien Aren von einem ſchiefwinkeligen 
Parallelogramme ABCD, Fig. 590. Legen wir durch den Schwer- 
Fig. 590. punft S defjelben die unter fich recht⸗ 
wintelig ftehenden Coordinatenaren 
UU und VW fo, dag die eine der 
Seite AB des Parallelogrammes 
parallel läuft, und zerlegen wir das 
Parallelogranım durd) Barallellinien 
in 2n gleiche Streifen, wie 3. B. 
FG. ft nun die eine Seite AB 
— 2a, die andere Seite AD—=2b, 
und der fpite Winkel ADC zwifchen 
je zwei Seiten = «, fo erhalten wir für den um SE —= x von UU abs 
ftehenden Streifen F@ die Ränge des einen Theiles: 
EG=KG+EK=aHt evoodg.e 
fowie die des anderen Theiles: 
EF=a— xcootg.e, 


und, da > sin. & die Breite beider ift, die ee diefer Streifen 





Bsin.a = —— (a + x.co0tg.e) und ® 
auch folgen tie Maße ber REN von diefen Theilen in Hinficht 
auf die Are VV: 


ven — — (a r xcotg.a)-1/ (a + x cotg. )=7 bsin. © 





“ (a — 2.c0tg. 0); 





(a + 2 culg. a)? 


und 
b sin. & 


2n 





(a — # cotq. 0), 
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jowie ihre Momente in Hinficht auf die F UU: 


= « (a + x cotg.a)?x und ? n% 








(a — 2 cotg. a)? %. 


Da beide Kräfte in Hinficht auf 9 Y einander entgegengefegt wirken, fo 
giebt die Bereinigung ihrer Momente die Differenz: 


Zu a [(a + x cotg.a)? — (a — x.cotg. x)] = 2 ab x? cos. c. 


2 
Setzen wir in der Formel für x nad) und nad b sin. * en 





3 bsin. u 
n 

fo befommen wir da8 Maß für da8 Moment der Centrifugalfraft des halben 

Parallelogrammes: 


u. |. w. ein, und addiren wir die daburd) ekatenen Ergebnifie, 


3 
20 nn: u — (1942? 43° 4... +n)—=2ab?sin. 0308. 0 I5 


= y, ab? sin. &? cos. &%, 
und alfo fir das ganze Parallelogramm, oder: 
Mwvı + M:wtr + - - = t/), ab?sin. 2 cos... 


Das Trägheitsmmoment in Hinficht auf die Are 9 7 ift für einen Streis 
fen F@: 
bsin.a /(a + rcoig.a)? » (a — xcotg. a)? 
me la u een 





3 
20sin. ab. 
=, (a? + 3 a2? cotg. a) —?/; — sin. © (a? + 3 22 cotg. a?). 
bsin.a 2bsin. in. ' 
Segt man nun fir 2 fucceffiv ——, mn, m u. f. w., und 


ſummirt man die fich ergebenden Werthe, fo folgt da8 Trägheitsmoment der 
einen Hälfte: 

2/; absin.a (a? + b?cos. a), 
und baher das des Ganzen: 

ı/,absin.x (a? + b? cos.a?), 

In Hinfiht auf die Umdrefungsare UU ift hingegen das Trägheits- 
moment des Parallelogrammes: 
b? sin. a? 





4absin.a - — 1/, ab? sin. «a? ($. 312); 


es ergiebt fich daher die gejuchte Differenz der Trägheitsmomente, d. L: 





- In, SEE — 
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Mu+Mu+-.-)- Mi + MuH+--"), 
— *!, absin.a (a? + b2cos.a”) — */, ab? sin. a? 
— t/,absin.a [a? + b? (cos.a? — sin. a?)] 
— */, absin.a (u? + b?cos. 2a). 
Endlich folgt für den Winkel USX — 9, welden die freie Are XX 
mit der Coordinatenare U U ober ber Seite AB einfchließt, nach 8. 335: 


tang. 2 = 2(Mwvu + MW +») 


2. 4/; ab? sin. a? cos. «@ b? sin. 2 0 


"  Agabsin.a (a? + b?cos.2.«) 7 + b?cos.2& 
Beim Rhombus ift a — b, daher: 
sin. 2 28in.a 008.0 __23N.0C08.0 _ 


. m — PT nm — *1gg. 
Fang. 29 1+c00s.2@& 1-+c0s.0?—sin.a? 2 cos. 0? 9% 


alſo: 
a 
29 =a.ınd p = 


Da diefer Winkel die Richtung der Diagonale angiebt, fo folgt, daß bie 
Diagonalen freie Aren des Rhombus find. 


Beiſpiel. Bei dem fchiefwinteligen PBarallelogramme ABCD, Fig. 590,. 


mefien die Seiten AB = 2a = 16 Zoll, BCE = 2b = 10 Zoll und if 
der Umfangswinkel ABC = a = 60°, welche Richtungen haben deſſen freie 


Axen? Es if: 
52 . sin. 1200 25 . sin. 600 25..0,86603 
tang. 20 u ee u En 


= 0,42040 = tang. 22048’, oder tang. 202048’. 

Hiernach folgen 9 = 11024’ und 101024’ als Neigungswinkel der zwei erften 
freien Aren gegen die Seite AB. Die dritte freie Are ſteht auf der Ebene des 
Barallelogrammes in feinem Schwerpunkte rechtwinkelig. Diefe Winkel beftimmen 
auch die freien Axen eines geraden Parallelepipedes mit rhomboidalen Grund: 
flächen. 


Wirkung auf die Umdrehungsaxe. Wenn ſich ein materieller 
Punkt M, Sig. 591 (a. f. S), ungleihförmig um eine feſte Are C 
dreht, fo Hat diefelbe nicht bloß die Centrifugalkraft, fondern auch die Kraft 
der Trägheit diefes Buntes auszuhalten. Während die Centrifugalfraft 
radial auswärts wirft, hat natürlich die Kraft der Trägheit eine tangentiale 
Richtung, und zwar entweder der ber Umbrehungsbewegung entgegengefegt, 
oder mit derjelben zufammenfallend, je nachdem die Acceleration diefer Be- 
wegung eine pofitive oder eine negative (Netarbation) if. Dan kann daher 


auch annehmen, daß bie Centrifugalkraft MN —= CN —= N unmittelbar 
in der Are C angreife, und daß die Kraft der Trägheit MP = — P aus 
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einem Kräftepaare (P, — P) und einer Arentraft CP — — P beftehe, 
und folglich die ganze Arenfraft OR — R durd) die Diagonale eines aus 
N und — P conftruirten rechtwinkeligen Barallelogrammes beftimmen. 

Iſt r die Entfernung CM der Mafle M von der Umdrehungsare C, 
fowie © die Winkelgefchwindigfeit und x die Winkelacceleration, jo hat man 
nad) 88. 327 und 306: 

N = 0Mr 
und 
P=xMr, 
daher die gefuchte Mittelkraft: 
R=VM + PP — MrVot + x? 
und für den Winkel RCN 9, um welchen die Richtung diefer Kraft 
von der Richtung CM der Centrifugalkraft abweicht, 
— P P x 
tang. = —- =— 5 — —: 

Da in Folge der Acceleration x, @ veränderlich ift, fo fallen natürlich auch 

die Sentrifugalfraft N und die Mittelfraft Z variabel aus, 


Fig. 591. Um die Centrifugal- und 
ZTrägheitsfräfte eines Syſtems 
— — von Maſſen M,, M, u. |. w. 


zu vereinigen, zerlegt man diefe 
Kräfte nach zwei Axenrichtun⸗ 
gen X X und YY in Eeiten- 
fräfte, vereinigt hierauf die in 
einer Arenridhtung wirkenden 
Kräfte durch algebraifche Addi⸗ 
tion und jegt endlich die hier- 
aus rejultirenden zwei Kräfte 
wie oben zu einer Mittelkraft 
zufammen. Sind z und y bie 
Coordinaten CK und CL’de8 
materiellen Punktes M in Hinficht auf das Arenſyſtem XX, YY, fo hat 
man die beiden Componenten der Centrifugalfraft N: 


— 





N, = -N— ©? Mx und 


N = * N= o!My, 
dagegen die ber Trägheit: 
P=#P=aMyun 
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PR = — P=xNMz; 


es folgt daher die Geſammtkraft in der Are XX: 
Q9=N +P, = o?!Mxr + xHy 
und die in der Are Y X: 
R=N — PD = o?!My — xM«. 

Hat man e8 nun mit einem ſich um eine fefte Are C, Fig. 592, drehenden 
Syfteme von materiellen Punkten oder Maſſen M,, 2, u. |. w. zu thun, 
deren Koordinaten in Hinficht auf eine Coordinatenare X X: 

CKH=ı, (RR = u. ſ. w. 


fig. 592. 


—- X 





und in Hinſicht auf die andere Coordinatenaxe YY: 
Ch = y, (L, = y u |. w. 
find, fo fällt folglich die Geſammtkraft in der erften Are: 
g=e#Mn+rMy + Mu +%My% ++ ,d.t: 
g= Mar Man +) tr My +Mm +), 
und dagegen die in der anderen Are: 
R=z0!(My +3» +.) — x Ma +M2% +) au. 
Bezeichnet man endlich die ganze Maſſe 7 + Ma + durch M 
und die Koordinaten ihres Schwerpunktes in Hinficht auf die Aren XX 
und Y Y durd) x und y, fo hat man (fiehe 8. 331): 
M& +M% +:-- = Mxw 
My + My + ---=My; 


daher einfacher: 
0 = oMx + xy uud 
R= My — »4Mx. 
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Aus Q und R folgt nun die Mittelkraft: 


S=VQ+R, 
jowie für den Rihtungswinfel X CS = @ berfelben: 
lang. @ —= R, 
— | 
Da Mx und My bie ſtatiſchen Momente des Schwerpunttes find, fo 
folgt, dag man bei Beftimmung des Arendrndes (S) eines in einer 
und derjelben Umdrehungsebene befindlichen Mafjenfyftemes die 
ganze Maffe in bem Schwerpunlte des Syftemes vereinigt an« 
nehmen könne, und da die Entfernung des Schwerpunftes des Maſſen⸗ 
ſyſtemes von der Umdrehungsare 
r=Yya? + y? 
ift, fo hat man aud): 
S — VI(»?Mx + xMy)? + (My — x Mx):] 
= MV +y)+@(@ + 9) 
—= MVo + m Vet Ur Vo' + x. 


Anmerlung. Für ein Dreied ABC, Fig. 593, welches ih um feinen 
Edpunft C dreht, und defien Edpuntte A und.B durd die Goordinaten (z,, Yı) 


Tig. 593. 


und (2, Ya) beftimmt find, hat man nad $. 114 
die Goordinaten feines Schwerpunttes S: 


CS = cc = ZT % T zT 
und + 
— y— Jı 2% 
CS = y= 5 
und die Maffe, wenn man diefelbe durch den 
Flächeninhalt mißt, 
Mm — Ahr RN, 
2 
Auch läßt fih das Trägheitsmoment deflelben in 
Hinfiht auf die Umdrehungsaxe C durch den 





Ausdrud 
Mı?— ı? , V —W 
W= — Zi 08 Zi IB 
6 (= * — 


M 
=7z7ettan rat try tw 
beflimnten. 
Diefe Formeln finden auch ihre Anwendung auf ein gerades Prisma, deffen 
Grundfläche das Dreied ABC ift. 


Beilpiel. Ein gerades Prisma mit der breifeitigen Grundfläde ABO 
fol durch ein conftant wirkendes ſträftepaar jo ſchnell um die Seitentante C ge 
dreht werden, daß e8 im Verlaufe von t = 1,5 Secunden u = 5/4 Umdrehungen 
macht, und man fol nicht allein dag Moment diejeß Kräftepaares, ſondern au 
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noch die Wirkung diefer Bewegung auf die Are C beftimmen. Es jei die Bafis 
ABC dieſes Körpers durch die Coordinaten 

2, = 15, y = 05; 2, = 04, yy = 10 Meter 
beftimmt, ferner die Höhe oder Länge defielben 7 = 0,2 Meter, und feine 
Dictigkeit oder das Gewicht eines Cubikmeters y — 500 Kilogramm. Hieraus 
berechnet fich zunächſt der Anhalt der Bafis: 
F= aa Tafı = u Te = 2 —= 0,65 Quadratmeter, 
und daher die Mafle des ganzen Körpers: 

M=7 = 010 . 0,65 . 02.500 = 6,68. 

Nun ift ferner 

as + 2,12% +02 = 2235 + 060 + 0,16 = 3,01, 

ya+ Yıya + ve = 025 + 0,50 + 1,00 = 1,75; 
daher folgt das Trägheitsmoment des Körpers: 

W = (301 + 1,75) = — 4,76 er — 5.26. 

Da in Folge der Beftändigkeit des Umdrehungsträftepaares die Umdrehungsbe⸗ 
wegung eine gleihförmig beichleunigte ift, jo folgt die Winkelgeſchwindigkeit 
des Körpers am Ende der Zeit # = 1,5 Secunden (f. $. 10): 

28 2.2nu 2.2n.b 
= 7 = I: = 2315 = 20,944 Meter, 
und e& ift daher die erforderlihe mechaniſche Arbeit: 
A=1w2W = 1, (20,944)? 5,26 — 1154,55 Meterfilogramm. 
Die Winkelacceleration ift 
==, 7 18,96 Meter, 
daher da8 Moment des Kräftepaare: 
Pa =xW = 139% . 5,26 = 73,48 Meterlilogramm. 

Die Abflände des Schwerpunktes S der Baſis von den Coordinaten XX 

und Y Y find 
„arm _18 r 02 _ 0,6833 und 


=, = = 
y-ATI% En REN os, 


folglich ergiebt fi) der Abſtand des Schwerpunftes von der Are: 
OS=er=YVxa+ y = 086ll. 
Ferner ift 
wi — 20,9444 = 192422,6 und x? —= 13,96? = 194,88; 


daher folgt: 
Vor + x2 — V192617,48 —= 4389, 

und es wächft demnad der Agendrud während der beichleunigten Umdrehung 
des Körpers von 
j P=xMr = 13,% . 6,63 . 0,6511 = 60,2 Kilogramm 

i8 

R= Vot + x2.Mr — 438,9.6,63. 0,6511 = 1891,66 Rilogramm. 

Wenn nad Berlauf von 1,5 Secunden Zeit das Kräftepaar zu wirken aufs 

hört, jo nimmt der Körper eine gleihförmige Umbrehungsbewegung an, und 
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e8 befteht von nun an der von der Are ausguhaltende Drud nur in der Centri⸗ 
fugalfraft: 
N = wMr = %,942.6,63.0,6511 = 18%,58 Kilogramm. 
Der von 60,2 bis 1891,66 allmälig anwachſende Axendruck if anfangs recht⸗ 
winfelig gegen die centrale Echwerlinie CS gerichtet, nähert ſich aber während 
des Wachſens der Geſchwindigkeit diefer Linie immer mehr und mehr, jo daß er 


am Ende der Zeit € — 1,5 Secunden nur noch um einen Winlel 9 von diefer 
Linie abweicht, welcher durch 
P 602 
tang. 9 = y” 1891.66 = 0,03183 


beftimmt ift und hbiernadh den Werth 9 — 104% hat. Wenn das Fräftepaar 
zu wirken aufhört, jo fällt natürlich die Richtung der Axenkraft N = 18%,58 Kilo: 
gramm ganz in die centrale Schwerlinie CS, und dreht fi folglich auch mit 
dieſer Linie im Kreiſe herum. 


Wenn man ftatt des Kräftepaares nur eine Kraft P am Hebelarme a auf den 
Körper wirken läßt, fo gejellt fi zu dem obigen Arendrude nod ein diefer Kraft 
gleiher Drud P. 


8.338. Mittelpunkt des Stosses. Befinden ſich die einzelnen Theile M,, 
M; ..., dig. 594, eines rotivenden Majjenfyftemes nit in einer 
Fig. 594. und derjelben Umdre— 
bungsebene, fo fallen bie 

Richtungen der Kräfte 
Qı =o?M, 2% + %Mıyı. 
. Q=o’M, +rM;yıx. 
nicht mehr in die Coordi⸗ 
natenare X X, fondern in 
die Coordinatenebene XZ 
und ebenfo die der Kräfte: 
Rı=0?Myı —%#Mız, 
I, = 0? Maya — M, x, c. 
nicht mehr in die Coordi⸗ 
natenaxe YY, jondern in 
i die Coordinatenebene YZ. 
„x: Es laſſen fi) nun zwar 
X... — die Kräfteſyſteme Qı, Qs 
US, u. |. w. und Ri, R, u. ſ. w. 
H z auf die befannte Weiſe 
($. 330) zu den Mittel: 

kräften: 

9=QAa+9%+-- und 

=Rt+R+-- 
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vereinigen, da aber ihre Angriffälinien UQ und FR im Allgemeinen nicht 
in eine Ebene fallen, fondern die Drehungsare CZ in zwei verjchiedenen 
Punkten U und V fchneiden, fo ift eine weitere Vereinigung diefer Kräfte 
zu einer Mittelkraft nicht, fondern nur eine Zurückführung derjelben auf 
eine Kraft und ein Kräftepaar möglich. Die Seitenfräfte Q und R find 
natürlich wie oben: 

=" (Ma t+tMn +. )+ My ty +) 

— 0°? Mx + xMy, und Be 
R=ze(Myı +tMy +.) Ma+bm +) 
= o? My — “Mz, 
wenn wieber M die ganze Maffe Mi + M; + -- - und x und y die Ab⸗ 
ftände ihres Schwerpunftes S von den Coordinatenebenen YZ und XZ bes 
zeichnen. 

Segen wir ferner die Abftände der Maſſen M,, M, u. |. w. von ber auf 
ber Umdrehungsare CZ rechtwinkelig ftehenden Umdrehungsebene X Y, zı, 
%; u. f. w., fo erhalten wir (wie in $. 330) für die Abftände der Angriffs» 
punkte U und V der Kräfte Q uud B von dem Anfangspunfte CO: 


_"Aaıt 9 + -- 


QGı +9 +°-- 
— (Mn + Mr +.)+x(AMyızs + My2 + +) 
w (Ma +42 +.)+%ily +My +) 
u 


— Rısı + Ra +:-» 
RtRtı 
— Mya+ v6 ++) — %(M 6 + Mm2% + ) 
My +Mb»+)—- x Mat+M2a+-- 

Wird die Are CZ in zwei Punkten A und B (Zapfenlagern) feftgehalten, 
welche um die Coordinaten CA = I, md CB —= % vom Anfangspuntte 
abſtehen, fo zerlegt fich die Kraft Q in die Seitenkräfte: 

v _fa — u _fw—|hı 

=) mn =( 
und die Kraft R in die Seitenkräfte: 

— la — v — U — I, 

n= (mn, " 
und e8 ift nun ber ‘Drud im Zapfen A: 
und der im Zapfen B: 

s=VYy +7. 








Q 
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Wird die Hcceleration der Umdrehungebewegung nicht durch ein Kräfte 
paar, deſſen Moment Pa ift, fondern durch eine ercentriiche Kraft P am 


Fig. 595. 








=)? 


Hebelarme a hervorgebracht, 
fo tritt noch ein diefer Kraft 
P gleicher Drud zu den 
Ürenfräften Qund A hinzu. 
Laflen wir diefe Kraft P 
parallel zur Are CY und 
im Abftande FO=a von 
der Umdrehungsare, redjts 
winfelig gegen die Ebene 
X Z viren, und nehmen 
wir no) an, daß ihre An- 
griffslinie un CF—=HO 
— b von der Coordinaten- 
ebene X Y abftehe, jo wird 
durch diefelbe nur die Kraft 
R um P vergrößert, und 
zwar der Theil Y, im Stüg- 
, A um 


=)? 


und der Theil Y, im Stüg- 
punkte B um 


M,& + M;% + --- = 0, fowie 
M,ıyı + Maya + = 0, ferner: 
MaatMaan +. =0ım 
MyatMyast+ 0, 
md folglich die Umdrehungsare CZ eine freie Are ift, fo fallen nicht allein 
die Kräfte Q und R, fondern aud) ihre Momente Qu und Rv einzeln Null 
aus, und es ift daher (vergl. $. 334) zu folgern, daß bei Umdrehung eines 
Maflenfyftemes um eine freie Are fic nicht allein die Centrifugalkräfte, fons 
dern auch die Trägheitäfräfte einander das Gleichgewicht halten. 

Nehmen wir an, daß fid) das Maſſenſyſtem in Ruhe befindet, daß alfo 
9 — Null ift, oder jehen wir von der Wirkung der Eentrifugalfräfte auf 
die Umdrehungsare ab, jo erhalten wir einfacher die Arendrüde: 


Q9=xMy=+(My+My +) - 
R=—-»Mı= — x» (Ma + 42% + - - -) fowie 








un. 
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Qu=x(My4 + My +) und 
Rı = — x (M, &ı æi + M;% 83 + .. ). 
Wenn die Ebene XZ Symmetrieebene und folglich auch Schwerebene 
des ganzen Maſſenſyſtems iſt, ſo fällt 
MyıtMByp —*0 und 
Myzt+ Mypz +. =0, 
und daher auch 


20. 
ſowie 
Qu — 0 
aus. 
Machen wir nun noch die Forderung, daß die Umdrehungskraft 
—W 
a 


durch die Trägheitsfraft 7% aufgehoben wird, ohne eine Wirkung auf die 
Umdrehungsare zurüdzulaffen, fo können wir 





P+R=0 
und 
Pb+ Rv=0, 
b. i.: 
Huhn + +) = 0, ſowie 
x VD 
7 — + Miciei + Ms +--)=0 


fegen, und e8 folgt hiernach: . 
— W_4Hr + Mr +--- __ Trägheitsmoment 
b — M,&% + Hırsa + a _ Mıası + Yo0 + --- 
Ww MatMaH+ 


__ Eentrifugaffraftmoment 
— ſtatiſches Moment 


Dieſe Coordinaten beſtimmen einen Punkt O, welcher der Mittelpunkt 
des Stoßes genannt wird. Derſelbe hat die Eigenſchaft, daß irgend 
eine durch ihn gehende Stoßkraft, welche auf der durch die Dreh— 
axe gelegten Symmetrieebene des Körpers ſenkrecht ſteht, eine 
Wirkung auf die Drehare deſſelben nicht ausübt. 

Wenn man die X Y-Ebene von C nad) F, alfo um bie Größe 


— Mast Momo + :--- 
Maht+tMrn+--- 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 48 
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verfchoben denkt, fo ift der Abftand der Kraft P von diefer Ebene b—= Null, 
und man hat daher: 
b — o Has 4AMA xS 
Mah+M»n+ 


Mas +M%2%+°-'-=0. 

Da num nad) der Borausfegung au) M yı a HH YyaLı + 0 if, 
fo ergiebt fich hieraus nad) 8. 309, daß CZ eine Trägheitshauptare für den 
Punkt Fift, und man kann daher aud) jagen: 

Damit die Drehare eines einer Stoßkraft P unterworfenen Körpers Feiner 
Stoßwirfung ausgefegt ift, muß 

1) bie ftoßenbe Kraft fenfrecht ftehen auf der durd) die Drehaxe und ben 
Schwerpunkt gelegten Ebene, 

2) die Drehare eine Trägheitshanptare fiir denjenigen Punkt fein, in 
welchem fie von einer durch, P ſenkrecht zur Drehaxe gelegten Ebene ges 
ſchnitten wird, und 

3) der Abftand der ftoßenden Kraft von der Drehare die Größe 

__ Mır? + Mir? + - - - __ Trägheitsmoment 


a Ma +M% +: itatifches Moment 


oder: 


haben. 


Beifpiele 1) Für eine gerade Linie oder eine überall glei) dide Stange 
CE, fig. 596, welde an einem Ende C mit der Umbdrehungsare CZ unter 
Fig. 596 einem beſtimmten Wintel ZCE zujammenftößt, iſt, wenn 
a M die Mafje derjelben und r den Abſtand DE ihres 
zweiten Endes EZ von der Umdrehungsare bezeichnet, das 
Trägheitsmoment: 
W= Mk = \, Mr? (j. $. 311), 
Dagegen das ſtatiſche Moment: 
Mx = Mr. 
Bezeihnet nun A die Projection CD der Stangen: 
länge CE auf die Umbdrehungsare CZ, jo hat man 





allo: 





h 
Maa= 7 M, x, Ma = * M,x2, u. |. w. 


und es folgt daher das Gentrifugalmoment: 
M, 2,2, +MaX3%+-- ** ——— = "Y%Mrr=1,Mhr. 
Daher find die Coordinaten des Stoßmittelpunftes O diejer Stange durch 


Trögheitsmoment _ 4, Mr? 





V | — — — 9 
Fo=a ftatiihes Moment Y,Mr Jr und 
1 

CF =b—- Gentrifugalmoment pa Mhr _, y, h 


ftatifhes Moment  NY,Mr 
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beftimmt, und e8 ift demnach diefer Mittelpunlt um zwei Drittel der Stängenlänge 
CE vom Ende C und um ein Drittel derjelben vom Ende E der Stange entfernt, 


Sig. 597. 2) Daß Trägheitsmoment einer rechtwinkeligen 
Dreiedsflähe ABC, Fig. 597, welde fih um eine 
7 Kathete CA dreht, iſt, wenn man deren Maſſe durch 
M und deren Katheten CA und AB durch Aundr 
A p bezeichnet: 
Ar _Ahr 7? Mr: 
IT= =-7'7 74H ra (j. $. 229), 

K L und das ftatiide Moment derjelben, da ihr Schwerpunft 

S um 5 von der Are CA abfleht, 

Mr 

c M= 

folglich if der Abftand des Stokmittelpunftes O diefer Fläche von eben biefer Age: 
y, Mr? 





FO=a= YMr = Yr. 
Gür ein ftreifenförmiges Element KL des Dreiedes, welches die Länge = und 
bie Breite © Hat, und um CK = # bon ber Spike C abfleht, ift das Gentri 
fugalmoment: 


Mxz: = a a. x, 


x r r_, 
ober, da 7=y ao æ = 7 ⸗ iſt, 


Maxis —1 h /r\? 
eng) 
Rimmt man nun für 3 nad und nad 1 (), 2 ) 3 (")---n(4) 


und addirt die dadurch erhaltenen Werthe für Mxz, jo ergiebt ſich das ganze 
Gentrijugalmoment: 


Maat+lant = Gert 8y 





— ——— 
—= Y,Mrh, 
und daher der Abftand des Stoßmitelpuntts o vom Edpunlie C: 
CF=b= a = Yh 


45% 
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Viertes Capitel. 


Bon den Wirkungen der Schwerkraft bei Be- 
wegungen auf vorgefchriebenen Bahnen. 


$.339. Gleiten auf der geneigten Ebene. Ein fchwerer Körper kann auf 
mancherlei Weife verhindert werden, frei zu fallen; betrachten wir indeflen im 
Folgenden nur zwei Fälle, nämlicd) denjenigen, daß der Körper von einer 
geneigten Ebene unterftügt wird, umd denjenigen, daß er um eine horizons 
tale Are drehbar ift. In beiden Fällen find die Wege des Körpers in einer 
Berticalebene enthalten. Befindet fi) der Körper auf einer geneigten 
Ebene, fo zerlegt fi) da8 Gewicht deffelben in zwei Seitenkräfte, von denen 
die eine normal gegen die Ebene gerichtet ift und von diefer aufgenonmen 
wird, und die andere parallel zur Ebene und auf den Körper als bewegende 
Kraft wirkt. Iſt G@ das Gewicht des Körpers ABCD, Fig. 598, und « 
die Neigung der fchiefen Ebene FH 
gegen den Horizont, jo hat man nad) 
$. 150 jenen Normaldruck: 
N= G@cos.a 
und diefe bewegende Kraft: 
P= Gsin.e,. 
Die Bewegung des Körpers Tann 
nun entweder gleitend oder wälzend 
fein; berückſichtigen wir zunächſt nur 
die erftere. In diefem Falle nehmen alle ‘Theile des Körpers gleichen An- 
theil an der Bewegung defjelben, und Haben daher aud) eine gemeinfchaftliche 
Ucceleration 9, die ſich durch die befannte Formel: 
__ Kraft P _Gsna 
Pen MG 9 = g8in.% 
ausdrücken läßt. Es ift alfo 
2:9 =sine:l, 
d. h. die Befchleunigung eines Körpers auf der fchiefen Ebene 
verhält jich zur Beſchleunigung des freien Falles wie der Sinus 
des Neigungswinkels der fhiefen Ebene zu Eins. Wegen der hin- 
zutretenden Reibung gewährt aber diefe Formel felten hinreichende Genauig⸗ 


Gig. 598. 
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keit; es ift daher nothwendig, in vielen Yälen der Anwendung aud auf die 
Reibung Rüdfiht zu nehmen. 

Dewegt ſich ein Körper auf einer krummen Fläche, fo ift die Acceleration 
veränderlicd) und an jeder Stelle gleich der Acceleration, welche der Berüh- 
rungsebene an die krumme Fläche entſpricht. 

leitet ein Körper mit der Anfangsgeichwindigfeit Null auf einer geneig- 
ten Ebene ohne Reibung herab, fo ift nach $. 11 die Endgefchwindigfeit nad) 
t Secunden: 

v = gsin.a.t — 9,81sin.a.t Meter = 31,25 sin.@.t Fuß 
und ber zurlidgelegte Weg: 

s — 9 sin. a .t? —= 4,905 sin. a. 1? Meter = 15,625 sin. @.1? Fuß. 
Deim freien Falle ift vu, = gt und 1 — Na gt?, e8 läßt ſich daher ſetzen: 
vv: =: — sin.a:l, 
db. 5. es verhalten fih die Endgefhwindigkfeit und ber Weg 
beim Fallen auf der fhiefen Ebene zur Endgefhwindigfeit 
und dem Wege beim freien Fallen, wie ber Sinus des 

Neigungswintels der fhiefen Ebene zur Einheit. 
In dem rechtwinkeligen Dreiede FG@H, Fig. 599, mit verticaler Hypo⸗ 
Sig. og. tenuſe FE iſt die Kathete: | 
FH=FGsin.FGH=FGsin. FHR=FGsin.e, 
wenn © die Neigung FHR diefer Kathete gegen ben 
Horizont bezeichnet; es ift daher: 
FH: FG =sina:l, 
es durchläuft alfo ein Körper die verticale Hypotenuſe 
RB FG und bie geneigte Kathete FH in einer und berfel- 
ben Zeit. Es läßt fich Hiernad) zu dem Fallwege auf 
@ der fchiefen Ebene der entiprechende Weg des freien 
Falles, und zu dem legteren der erſtere durch Conſtruction finden. 

Da die auf dem Durchmefler FG, Fig. 600, ftehenden Peripheriewinfel 

FH,G, FR,@ u. |. w. lauter rechte find, fo fchneidet der Halbkreis über 

Fig. 600. FG bon allen in F anfangenden fchiefen 
Ebenen die mit dem Durchmefler, und deshalb 
auch unter fich, in gleichen Zeiten durchlaufes 
nen Wege FH), FH; u. |. w. ab. Man 
fagt daher: die Sehnen eines Kreifes 
und ber Durdymefjer defjelben wers 
den gleichzeitig oder ifohron durch— 
fallen. Uebrigens gilt diefer Iſochronismus 
nicht allein für die Sehnen FHi, FH, u. ſ. w., 
welche im höchſten Punkte F des Kreifes ans 
fangen, fondern auch für die Sehnen HI, G 


FE 
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2,6 u. f. w., welche in dem unterften Punkte G defielben auslaufen. 
Zieht man nämlich von F die Sehne FK, parallel mit Hi G, fo haben FKı 
mit HG gleiche Lage und gleiche Länge. Ein Körper durchfällt daher 
beide Sehnen in berjelben Zeit, d. h. in der Zeit, welche er zum Durchfallen 
des Durchmefiers F’G gebrauchen würde. 


Aus der Gleichung 
—W 


2p 2 gsin.& 
fir den durchlaufenen Weg folgt: 





ss = 


8 sin. = — 
27 
und umgekehrt: 
v= V298sin.%. 
Nun ift aber s sin. & die Höhe FR (Fig. 601) der ſchiefen Ebene oder 
die Berticalprojection h ded Weges FH = s auf derſelben; es find daher 
Fig. 601. die Endgeſchwindigkeiten von Körpern, 
Fo welde mitNullinfangsgefhwindigfeit 
von verjhieden geneigten, gleich hohen 
Ebenen FH, FH, u. ſ. w. berabfallen, 
En, unter fid gleid und aud) glei) der Ge— 
Ihwindigfeit, welde ein Körper er- 
langt, wenn ervonder Höhe FR diefer Ebenen frei herabfältt. 
(Hiermit ift ſowohl $. 45, als aud) $. 87 zu vergleichen.) 
Aus der Gleichung 





s —= Ya gsin.a.t? 
folgt die Formel für die Zeit: 


; ——— _ı_ \y2ssine _ 1 2h 
gsin.« Sin. oe  snaV g 


Für den freien Fall durch die Höhe FR — % iſt aber die Zeit: 


an 
VE 
' g 


es ergiebt fid) demnach: 

t:h =1:3in.a=83:h—=FH:FR, 
es verhält fih alfo die Zeit des Fallens auf der fchiefen 
Ebene zur Zeit des freien Falles von der Höhe diefer Ebene 
wie die Ränge zur Höhe der ſchiefen Ebene. 





Beijpiele 1) Bon einer jchiefen Ebene FH, Fig. 602, ift der Anfangs⸗ 
punft F' gegeben und der Endpunft H in einer gegebenen Linie AB jo zu be 
fiinmen, daß der Fall auf biefer Ebene in der kürzeften Zeit erfolge. Zieht 





8. 341.] Bon den Wirkungen der Schwerkraft ꝛc. 759 


man dur F die Horizontale FG bi8 zum Durchſchnitte mit AB, und madt 
man GH = @GF, fo erhält man in H den geſuchten Punkt und alſo in FH 
die Ebene der kürzeften Yallzeit; denn führt man durh F und ZZ einen fi an 
FG und GH tangential anlegenden Kreis, jo find deffen iſochron durchlaufene 
Sehnen FK,, FR, u. ſ. w. kürzer alS die Längen FH), FH, u. |. w. der 
Fig. 602. entiprechenden jchiefen Ebenen; es ift folglich aud die 
Fallzeit für jene Sehnen Heiner, als für dieſe Längen, und 
die allzeit für die fchiefe Ebene FM, welche mit einer 
Sehne zufammenfält, die kürzeſte. 
1" 2) Man foll die Neigung derjenigen jhiefen Ebene F'Z, 
M Fig. 602, angeben, von welcher ein Körper in berfelben 
IC Zeit herabfällt, die er gebrauchen würde, wenn er erft von 
=, der Höhe FR frei Herabfiele, und dann mit der erlangten 
Geſchwindigkeit horizontal bis ZZ fortginge. Die Zeit zum 
D Herabfallen von der ſenkrechten Höhe FR — Ah ift: 


und die erlangte Geſchwindigkeit in R ift: 
vo— Vagh. 
Tritt nun beim Uebergange aus der verticalen Bewegung in die horizontale fein 


Geſchwindigkeitsverluſt ein, was erfolgt, wenn die Ede R abgerundet ift, jo wird 
der Weg RH = hcotg.a gleihförmig und in der Zeit 





hceotg.a _heotg.a _, 55 
bt m nn m — — cotg. a — 
2 v Vaah 9 7 ya 9 V* 9 
durdlaufen. Die allzeit für die ſchiefe Ebene ift: 
__1_1/% 
. | Sin. a g’ 


fegen wir daher £ — 4, + da, jo erhalten wir die Beftimmungsgleichung: 
1 — tang. « — 
nz 1 + Y, cotg.« oder ind Rung.a + Y,, 
deren Auflöfung auf tang.« = ®%, führt. In der entipredenden jchiefen Ebene 
verhält ſich hiernach die Höhe zur Baſis zur Länge wie 3 zu 4 zu 5, und es ift 
der Reigungswintel « = 36052’ 11”. 
8) Bei einer jchiefen Ebene von der gegebenen Baſis a ift die Zeit zum Herab⸗ 


gleiten: 
Fi 28 =] / 2a =] Aa 
—Y gsin.a Y gsin.acos.a Y gsin.2a’ 


fie fällt daher am kleinſten aus, wenn sin. 2« am größten, d. i. = 1, alfo 
20° — 900 oder a? — 450 iſt. Bon Dächern mit 45% Neigung fließt "daher 
das Wafler in der fürzeften Zeit herab. 











Geht die Bewegung auf einer fchiefen Ebene mit einer gewiffen Anfangs- 
geſchwindigkeit c vor fich, fo hat man die in 8. 13 und $. 14 gefundenen 
Tormeln in Anwendung zu bringen. Hiernach iſt für einen auf ber fchiefen 
Ebene hinauffteigenden Körper die Endgefchwindigfeit : 


$. 341. 
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v=c— gsina.t 
und ber zuritdigelegte Weg: 
s—= ct — Ygsin.a.t, 
dagegen für den von ber fchiefen Ebene herabfintenden Körper: 
v=c+ gsSin. . t und s — ct + I gsin.a.t. 
Uebrigens gilt in beiden Fällen der Bewegung die Formel: 
v — c? . ve — c! v? c? 
5 gsin.e oder s sin. ⸗ =, — 29 27 

Es iſt alſo ftets die Berticalprojection (R) des auf der ſchiefen 
Ebene zurüdgelegten Weges (s) gleich der Differenz der Ge» 
ſchwindigkeitshöhen. 

Stoßen zwei ſchiefe Ebenen FG und GH, Fig. 603, in einer 
abgerundeten Kante an einander, fo findet beim Uebergange des fallenden 

Gig. 603. Körpers von der einen Ebene zur anderen fein 
7 Stoß und deshalb auch Fein Gefchwindigfeitsverluft 
A  fatt; es gilt deshalb auch für das Herabfallen 
eines Körpers von diefer Verbindung zweier Ehes 
un nen die Kegel: Fallhöhe (FR) gleich Diffe⸗ 
we ven; der Geſchwindigkeitshöhen. Uebrigens 
B ift leicht zu ermeſſen, daß diefe Hegel auch bei dem 
Sinfen und Steigen auf einer derartigen Berbindbung von beliebig vielen 
Ebenen, fowie beim Fallen und Auffteigen auf krummen Linien oder Wlächen 
ihre Richtigkeit behält (vergl. $. 87). 

Beilpiele 1) Ein Körper fteigt mit 10 Meter Anfangsgeiääwinbigleit auf 
einer ſchiefen Ebene von 220 Neigung hinauf, wie groß ift feine Geſchwindigkeit 
und fein zurüdgelegter Weg nad) 11, Secunden? 

Es ift die Geſchwindigkeit: 

e= 10 — 981 . sin. 20.15 = 10 — 981 .. 0,3746 . 1,5 — 4,49 Meter 
und der Weg: 
s — — t= —— 1,5 = 10,87 Meter. 


2) Wie hoch erhebt fi ein Körper mit 20 Meter Anfangsgeſchwindigkeit auf 
der ſchiefen Ebene von 489 Anfteigen? 
Es ift die ſenkrechte Höhe: 


2 
h= 5 — 0,051 . 400 — 20,4 Meter, 











daher der ganze Weg auf ber ſchiefen Ebene: 


h 204 _ 
8 = un“ = Sin.4g0 = 27,46 Meter. 
Die zur Zurücklegung deſſelben nöthige Zeit if: 
t= 28 _ 2.2746 _ 2,75 Secunben. 


, 20 7 
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Gleiten auf der geneigten Ebene mit Rücksicht auf Rei- 
bung. Die gleitende Reibung übt einen bedeutenden Einfluß auf das 
Ballen und Steigen eines Körpers auf einer fchiefen Ebene aus. Aus dem 
Gewichte F des Körpers und ans dem Neigungswinkel & der ſchiefen Ebene 
folgt der Normaldrud: 

N = 6c08.% 
und hieraus wieder die Reibung: 
F=9N=o9G@oos.o. 
Subtrahirt man diefe von der Kraft P= G@sin.a, mit welcher die Schwer⸗ 
kraft den Körper von der fchiefen Ebene herabtreibt, jo bleibt die bewegende 
Kraft: 
P= Gsin.a — pGcos.a, 
und e8 ergiebt fich die Befchleunigung des von der fchiefen Ebene herabfintenden 


Körpers: 
Kra Gsin.a — @G.cos.& j 
po Bull _ Gene — gone _ ia — yanıa) 9 


Bei einem auf der fchiefen Ebene hinauffteigenden Körper ift die bewe⸗ 
gende Kraft gleich — (Gsin.a + 0. 6 cos. a), baher aud) die Acceleration 
p negativ und gleich — (sin.« + @Pcos.e) g. 

Sind zwei auf verfhiedenen Ebenen FE und FH, Fig. 604, befind» 





Fig. 604. liche Körper durch eine über eine Leitrolle 

c C gelegte, vollkommen biegſame Schnur mit 

—W einander verbunden, ſo iſt es möglich, daß 

N = der eine von beiden Körpern finft und den 
En anderen mit emporzieht. Bezeichnen wir die 
PN Gewichte diefer Körper durch G und Gh 


| 4.2 in, E und die Neigungswinfel der fchiefen Ebenen, 
2* auf welchen dieſelben fortgleiten, durch « 
und a, und nehmen wir an, daß @ ſinke und G, mit emporziehe, fo erhal⸗ 
ten wir als bewegende Kraft: 
P= Gsin.a — Gısin.&ı — 0 cos. « — @ Gı 008.0 
— @ (sin. — P cos. c) — Gı (sin. + @ cos.) 
und als bewegte Mafle: 
| G+4ı 
g , 
daher die Acceleration, mit welcher @ ſinkt und G, fteigt: 
— G (Sin. — Pcos.0) — Gi (sin. + @cos.«,) ö 
1 
Da die Reibung als widerſtehende Kraft keine Bewegung erzeugen kann, 
fo iſt für das Sinken von G und Steigen von Gi nöthig, daß 


M= 
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G (sin. — 9 cos. c) > Gı (Sin. + P cos. 0), 


alſo 
G sin. + 905.0 ,., @ sin. (& -H 0) 
Gı > sin. — @ cos. ' Ex Gi * sin. (& — 0) 
iſt. Soll hingegen Gı ſinken und G@ mit emporziehen, fo muß fein: 
G sin. + @® cos. 
G sin. — P 608.0 
@ ._8in.& — ® cos. 6 i @ zu), 
Gi sſsin. 49 cos. Gi sin.(& + 0) 
So lange aber * innerhalb der Grenzen 
1 
— 400 cos. 0, Se sin. Oh — 9 c08. 04 al 
sin.& — P C0S.% sin. + 9 c008.% 


sin. (&ı + 0) und sin. (&ı — 0) 
sin. (x — 0) sin.(& + 0) 
Liegt, fo lange wird die Keibung jede Bewegung verhindern. 


Beifpiele 1) Ein Schlitten gleitet auf einer 50 Meter langen und 20 Grad 
fallenden Schneebahn herab und geht, unten angelommen, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, bis ihn die Reibung in Ruhe verjegt. Wenn nun der Eoefficient 
der Reibung zwiſchen Schnee und Schlitten = 0,03 if, welchen Weg wird der 
Sälitten, ohne Rüdfiht auf den Widerftand der Luft, auf der horizontalen Ebene 
zurüdlegen? | 

Es ift die Ncceleration des Schlitten: 

p = (sin.a — 9c08.c) 9 = (ſSin. 200 — 0,03 . cos. 200). 9,81 
— 0,3138 . 9,81 = 3,078 Meter, 
daher die Endgeihwindigfeit des Herabgleiteng: 


v = V2ps = V2.3,078.50 — 17,54 Meter. 


Auf der horizontalen Ebene ift die Acceleration: 
91 = 99 = — 0,03 . 9,81 = 0,294 Meter, daher der Weg: 
0 _ 3078 _ 
8, = 299 = 0,588 = 623,5 Meter. 
Die Zeit zum Herabgleiten ift: 





28 100 
t= — == 17.54 == 5,7 Secunden 
Big. 608. und zum Fortgleiten: 
28 1047 
_ 25 __ 1087 


daher die ganze Fahrzeit: 

t + t, = 65,3 Secunden = 1 Minute 5,3 Secunden. 
2) Ein gefüllter Kübel X, Fig. 605, mit 250 Kilo⸗ 

gramm Bruttogewicht, joll dur ein ſenkrecht nieder: - 

ziehendes Gewicht G von 260 Kilogramm auf einer fies 

fen Ebene FH von 30 Meter Länge und 50° Neigung 
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emporgezogen werben; welche Zeit wird dazu nöthig fein, wenn ber Eoefficient 
der Reibung des Kübels auf der Leitung 0,36 beträgt ? 

Es ift die bewegende Kraft: 

— (sin. a + pcos.a) K = 260 — (sin. 50° 4 0,86 . cos. 50°) . 250 

—= 260 — 0,9974.250 = 10,6 Kilogramm, 
daher die Beichleunigung: 
P = 550 7 a0 Bl = 0,0208. ‚9,81 = 0,204 Meter, 
ferner die Zeit der Bewegung: 


28 60 
i= v# = 0,204 — 17,16 Secunden 
und die Endgeſchwindigkeit: 
28 60 
0. = 7T — 17,16 — 3,5 Meter. 


Rollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Bei einem $. 343. 
von einer fchiefen Ebene herabrollenden Wagen wirkt vorzüglich, die 
Arenreibung der Beſchleunigung entgegen; ift @ das Gewicht des Wagens, 

r der Aren- und a der Radhalbmeſſer, fo beträgt die auf ben Radumfang 
rebucirte Zapfenreibung: 


FT N— E co. 
a a 
und daher die Beichleunigung: 
p = |sin.d — = 008.%) 9. 


Wälzt fih ein runder Körper AB, 5. B. ein Eylinder ober eine Kugel 
u. |. w., von einer ſchiefen Ebene FH, Sig. 606, herab, fo hat man es 
Fig. 606. mit einer progrefjiven und drehenden Bewegung 
zugleich zur thun. In der Regel ift die Accelera- 
tion 9 des Fortſchreitens gleich der Acceleration 
des Drehens, d. h. die Bewegung ift eine rein 
wälzende, ohne Gleiten, indem ber Berlihrungspunft 
auf bem rollenden Körper einen ebenfo großen 
Weg zurüdlegt, wie auf der ruhenden Unterlage 
($. 173). Segen wir daher das Trägheitsmoment 
des ſich wälzenden Körpers — Gk? und ben Halbmefjer CA des Wälzens 
— a, fo erhalten wir für die Kraft AK — K, mit welder die Walze in 
Folge des Eingreifens ihrer Theile in die Theile der fchiefen Ebene in Um⸗ 
drehung gejett wird: 





GR? 
K=p gar 


Nun wirkt aber die Kraft X der Kraft E sin. & zum Herablaufen ent» 
gegen; es folgt daher die bewegende Kraft für die progreffive Bewegung: 
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G (sin. — @ cos.) > Gı (sin. + P 008.0), 


alſo 

sin. 4 @ cos. 0, 3 @ > sin.(&, + 0) 

Gı sin. — 9c0s.0' "Gı sin. (& — 0) 
ift. Sol hingegen G, finfen und G mit emporziehen, fo muß jein: 

a Sin. 0 + 9 cos. & Ren 

G sin.&%ı — PC08.0 

@ ._sin.d, — @ cos. bi @ < sin.(ı — 0), 

Gi sin. + cos.’ Gi sin.(& + 0) 
So lange aber e innerhalb ber Grenzen 

1 

sin.&ı + @ c08. 0 ſSin. — P C08. 0 

— — —__ oder 

sin. — P C08.% sin. + ®c08.% 


sin. (&ı + 0) d sin.(&ı — 0) 
sin.(& — 0) sin.(& + 0) 
Tiegt, fo lange wird die Reibung jede Bewegung verhindern. 


Beijpiele 1) Ein Sclitten gleitet auf einer 50 Meter langen und 20 Grad 
fallenden Schneebahn herab und geht, unten angelomnten, auf einer horizontalen 
Schneebahn fort, bis ihn die Reibung in Ruhe verjegt. Wenn nun der Eoefficient 
der Reibung zwiſchen Schnee und Schlitten = 0,08 ift, welden Weg wird der 
Sälitten, ohne Rückſicht auf den Widerftand der Luft, auf der horizontalen Ebene 
zurüdlegen? 

Es ift die Acceleration des Schlitten: 

p = (sin.a — 9cos.ca) 9 = (sin. 20% — 0,08 . cos. 200). 9,81 

— 0,8138 . 9,81 — 3,078 Meter, 
daber die Endgeſchwindigkeit des Herabgleitens: 
v = V2ps = V2.3,078.50 —= 17,54 Meter. 

Auf der horizontalen Ebene ift die AUcceleration: 

91 = — 99 = — 0,03 . 9,81 = 0,294 Meter, daher der Weg: 

2 
. an — 523,5 Meter. 


Die Zeit zum Herabgleiten ift: 


28 100 
t= —— — 5,7 Secunden 
Fig. 605. und zum Forigleiten: 
28 1047 
[2 — ne 
= = = Tu” 59,6 Secunden, 


daher die ganze Fahrzeit: 

t +1, = 65,3 Secunden = 1 Minute 5,3 Secunden. 
2) Ein gefüllter Kübel X, Fig. 605, mit 260 Kilos 

gramm Bruttogewidht, ſoll durd ein ſenkrecht nieder - 

ziebendes Gewicht G von 260 Kilogramm auf einer ſchie⸗ 

fen Ebene FH von 30 Meter Länge und 50° Neigung 
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emporgezogen werden; welde Zeit wird dazu nödthig fein, wenn der &oefficient 
der Reibung des Kübels auf der Leitung 0,36 beträgt? 

Es ift die bewegende Kraft: 

— (sin.a + pcos.a) K = 260 — (sin. 50° + 0,86 . cos. 50°) . 250 

= 260 — 0,9974.250 = 10,6 Kilogramm, 
daher die Beſchleunigung. 


- ferner die Zeit der Bewegung: 


60 
t—= V: = 0.208 = 17,16 Secunden 


und die Endgeſchwindigkeit: 


28 
=== 36 Meier. 


Rollende Bewegung auf einer schiefen Ebene. Bei einem $. 343. 
von einer fchiefen Ebene Herabrollenden Wagen wirkt vorzüglich die 
Arenreibung der Beichleunigung entgegen; ift @ das Gewicht des Wagens, 

r der Aren- und a der Radhalbmeſſer, fo beträgt die auf den Radumfang 
reducirte Zapfenreibung: 


FNn—=E co. 
G a 

und daher bie Befchleunigung: 
pp —=|(sin.a — = 008.8) 9. 


Wälzt fih ein runder Körper AB, 3. B. ein Cylinder oder eine Kugel 
u. |. w., von einer fchiefen Ebene FH, Sig. 606, herab, fo Hat man es 
Fig. 606. mit einer progrefjiven und drehenden Bewegung 
zugleich zu thun. In der Kegel ift die Accelera⸗ 
tion p des Fortſchreitens gleich der Acceleration 
des Drehens, d. 5. die Bewegung ift eine rein 
wälzende, ohne Sleiten, indem ber Berührungspunkt 
auf dem rollenden Körper einen ebenſo großen 
Weg zurlidiegt, wie auf der ruhenden Unterlage 
($. 173). Seten wir baher das Trägheitsmoment 
bes ſich wälzenden Körpers — G%? und den Halbmeſſer CA des Wälzens 
— a, fo erhalten wir für die Kraft AK — K, mit welcher die Walze in 
Folge des Eingreifens ihrer Theile in die Theile der fchiefen Ebene in Um⸗ 
drehung gefegt wird: 





GR 
K=p — gar . 


Nun wirkt aber die Kraft X der Kraft G sin. & zum Herablaufen ent⸗ 
gegen; e3 folgt daher die bewegende Kraft für die progreffive Bewegung: 
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P=Gsina—K 
und die Beichleunigung derjelben: 


Gsin.e — K 
= 8 
Eliminirt man K aus beiden Gleichungen, fo erhält man: 


@Gk3 
Gp = @ygsin.a — — . 


folglich die geſuchte Acceleration: 
—— J— 
1 +5 


Bei einem fich wälzenden hor genen Cylinder iſt k? = 1/, a? ($. 813), 
daher 








__ g8in. 
=11,”7 — ?2/, gsin.o; 

bei einer Kugel aber kA? — */,a® ($. 315), daher 
9sSin. __ nn 

— 7* 5/1, 4 Sin. 0; 


es iſt alſo bei dem rollenden Cylinder die Beſchleunigung nur %/, und bei 
der rollenden Kugel nur °/, mal fo groß als bei einem ohne Reibung glei» 
tenden Körper. 

Die Kraft des Drehens iſt: 


K= gar —— ⁊ Pr 


So lange diefelbe Heiner ift als die ‚gleitende Reibung ꝙ Gcos.o, fo lange 
lauft auch der Körper vollkommen wälzend von der Ebene herab. Iſt aber 


—[ +5). 


fo reicht die Reibung nicht mehr aus, dem Körper eine der fortichreitenden 
Geſchwindigkeit gleiche Umdrehungsgefchwindigkfeit zu ertheilen; es iſt daher 
dann die Acceleration des Fortſchreitens wie bei der gleitenden Reibung: ‘ 


Gsin.a — 9 (@cos.& 
pP = I - (sin. — 908.0) g 
und die der Umdrehung: 


ven __. 02 
Paar IT 9 75 9000 
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Für einen hohlen Eylinder mit dem inneren Halbmeffer r, und dem 

3 2 
äußeren r, hat man A? = ata (1.8. 313), woflir man bei verhältniß- 


mäßig geringer Wandftärke, alfo wenn r, nahezu gleich r, ift, A? — r?—= a? 
fegen fan. Es ift demnad) für einen Cylindermantel (3. B. einen Dampf 
keſſel oder ein Rad mit geringer Kranzftärke) die Beſchleunigung 
gsin. « __ gsin.“ 
P= 11 23 
nur halb fo groß, wie beim leiten ohne Reibung und daher ohne Rollen. 
Nach dem Obigen beftimmt fich der größte Werth für die Neigung & der 
ſchiefen Ebene, bei welcher noch fein Gleiten eintritt, durch Ä 
tang. & —= 29 bei einem Cylindermantel, 
tang. & —= 3 9 bei einem maffiven Cylinder und 
tang. & — 3,5 @ bei einer Kugel. 
Bei größeren Werthen von « ftellt fi) neben der wälzenden Bewegung 
bes finfenden Körpers ein Gleiten ein, 
Bei einem Wagen vom Gewichte GE mit Rädern vom Halbmeffer a und 
dem Trägheitsmomente W, —= Gık? und Zapfen vom Halbineffer r hat man: 











G,k2 Gsina— p- G cos. — K 
K=r 5 und p— 7 9 
d. i.: 
9 (sin. — 9 _ c08. 0%) 
= — | 
Ga? 


Beiſpiele. 1) Ein belafteter Wagen von 2000 Kilogramm Gewicht mit 
Rädern von 1,2 Meter Höhe und einem Trägheitsmomente von 90 rollt von 
einer jchiefen Ebene mit 120 Neigung herab; welches ift jeine Acceleration, wenn 
der Goefficient der Axenreibung 9 = 0,15 und die Stärke der Radaxen 
2r — 0,08 Meter beträgt? 


Es if: 
G,k! 90 r 0,04 
1 — — — 
Gar = 00.05 — Bump = 015 = 00, 


daher die gejuchte Beichleunigung : 
n. i20 —_ 20 
—E 9,81. (sin. Tr - ne . cos. 12°) — 1,73 Meter. 
2) Mit welchen Xccelerationen rollt eine maffive Walze von einer ſchiefen Ebene 
herab, deren Fallwintel « = 400 beträgt ? 
Iſt der Eoefficient für die gleitende Reibung der Walze auf der Ebene 9 = 0,24, 
jo Bat man: 


o(1+ =) -04(+9 = 07; 
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nun ift aber tang. 400 = 0,839; e8 fällt daher tang.« größer als p(1 +5 
und die Xcceleration der rollenden Bewegung Heiner als die ber progreifiven Be⸗ 
wegung aus. Die lektere iſt 

p = (sin.a«a — 9 cos. a) y = (0,6428 — 0,24 . 0,7660) . 9,81 = 4,50 Meter, 
die erftere aber nur 


2 
pı = 9 57 gcos.« = 0,4 . 2 . 0,7660 . 9,81 = 3,6 Meer. 


Das Kreispendel. Ein an einer horizontalen Are hängender Körper 
it im Öleichgewichte, fo Lange fein Schwerpunft ſenkrecht unter der Are liegt; 
bringt man aber den Schwerpunkt aus der die Are enthaltenden Verticalebene, 
und überläßt man den Körper fich felbft, jo nimmt derfelbe eine [hwins 
gende Bewegung, d. i. eine bins und hergehende Bewegung im Kreiſe, an. 
Im Allgemeinen heißt ein um eine horizontale Are ſchwingender Körper ein 
Kreispendel oder Pendel ſchlechtweg. Iſt der fchwingende Körper ein 
materieller Bunkt, und befteht die Verbindung deffelben mit der Umdrehungs⸗ 
are in einer gewichtölofen Linie, fo hat man es mit einem einfachen oder 
mathematifchen Pendel zu thun; befteht aber das Pendel in einem aus⸗ 
gedehnten Körper oder aus mehreren Körpern, fo heißt dafjelbe ein zu» 
fammengefegtes, phyjifches oder materielles Pendel. Ein folches 
Pendel läßt fid) als eine fefte Verbindung von lauter einfachen, um eine 
gemeinfchaftliche Are ſchwingenden Pendeln anfehen. Das einfache Pendel 
ift nur ein eingebildetes, feine Annahme gewährt aber befondere Vortheile, 
weil e8 leicht ift, die Theorie der Bewegung des zufammengefegten Pendels 
auf die des einfachen zurückzuführen. 


Wird das in CO aufgehangene Pendel, Fig. 607, aus feiner verticalen 
Lage CM in die Tage CA gebracht und num fich felbft überlaflen, fo geht 


Fig. 607. ed vermöge feiner Schwere mit einer bejchleunig- 
ten Bewegung nah CM zurüd, und e8 kommt 
— deſſen Maſſe um tiefſten Punkte M mit einer Ge⸗ 


2 
ſchwindigkeit c an, deren Höhe 5 der Fallhöhe 


DM gleich if. In Folge dieſer Geſchwindigkeit 
durchläuft es nun auf der anderen Seite den Bogen 
MB = MA und ſteigt dabei wieder auf die 
M Höhe DM. Bon B aus füllt e8 von Neuem nad) 

M und A zurüd, und fo geht es wiederholt im 

Kreisbogen AB Hin und her. Wäre der Widerftand der Luft und die 
Arenreibung ganz befeitigt, jo würde diefe jchwingende Bewegung des Pendels 
ohne Ende fortgehen; weil aber diefe Hinderniffe nie ganz wegzubringen find, 
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jo werden die Schwingungsbögen mit der Zeit immer Heiner und Kleiner, 
und da8 Pendel geht endlich zur Ruhe über. 

Die Bewegung des Pendels von A bis B nennt man einen Schwung 
oder Pendelſchlag, den Bogen AB felbft aber den Schwingungsbogen; 
der den halben Schwingungsbogen meſſende Winkel, um welchen fid) das 
Pendel zu beiden Seiten von der Lothlinie CM entfernt, heißt der Elon⸗ 
gationswintel, Ausſchlagswinkel oder Ausſchlag ſchlechtweg. Die 
Zeit, in welcher das Pendel eine Oscillation macht, heißt endlich Schwin⸗ 
gungszeit oder Schwingungsdaner. 


Theorie des einfachen Kreispendels. Wegen ber häufigen Ans 
wendung der Pendel im praftifchen Leben, namentlich bei Uhren, ift e8 wichtig, 
Fig. 608, die Schwingungszeiten derjelben zu Tennen; 
die Beſtimmung derfelben ift daher eine 
Hauptaufgabe der Mechanik. Segen wir 
in der Abficht, diefe Aufgabe zu löſen, die 
Pendeläne AC= MC=r, fig. 608, 
und die einem ganzen Schwunge entjpre> 
chende Fall» oder Steighöfe MD = h. 
Nehmen wir nun an, daß das Pendel von 
A nad) GE gefallen fei, und fegen wir 
die diefer Bewegung entſprechende Fallhöhe 
DH=x, fo können wir die in @ er⸗ 
langte Gefchwindigfeit 





v = Y29% 
und das Zeittheilchen, innerhalb defien der Wegtheil G K durchlaufen wird, 
„_6K__G6K 
= 29% 


fegen. Befchreiben wir nun aus der Mitte O von MD = h und mit dem 


Halbmeſſer OM = OD = !/,h einen Halblreis MND, fo können wir 


von diefem einen Bogentheil NP angeben, weldyer mit @K gleiche Höhe 
PQ= KL= RH bat und in einfacher Beziehung zu dieſem Wegtheile 
GE fteht. Wegen der Achnlichfeit der Dreiede KL und C@H ift 


GK _ C@ 
KL GH 

und wegen der Aehnlichkeit der Dreiede NPQ und ONH ift 
NP _ON 


PO NH 
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Dividiren wir daher diefe beiden Proportionen durch einander und berüchſich⸗ 
tigen wir, daß KL = PQ ift, fo erhalten wir das Berhältniß der genann- 
ten Bogentheile: 
GK _ C@.NH, 
NP GH.ON 
Der Lehre vom Kreife, und insbefondere bem Theorem von ber mittleren - 
Proportionallinie zufolge ift aber 
GH? = MH(2CM— MH) NH? —= MH.DH, 
es folgt daher: 
GK_ Ca.VDvD r Vz 
NP O0N.VECM—-MH MhV2r—(k— ) 
und die Zeit zum Durdjlaufen eines Wegelementes: 
r Vz NP 2r 


= . — — —  —— — — — ———. NP 
1, hV2r —(h— 2) V29 khVY2g[2r—(h— 2] 
—V — —. 
— —J—— 
RVI — 27 
In den meiften Fällen der Anwendung geftattet man bem Pendel nur 
einen Keinen Ausſchlag, und es ift deshalb = fowie und alſo auch 











2r 
* eine ſo kleine Größe, daß wir ſie ſelbſt, ſowie ihre höheren Potenzen, 
außer Acht laſſen, und nun 


—— — 
-y:.% 


fegen fünnen. Die Dauer eines halben Schwunges, ober die Zeit, inner- 
balb welcher das Pendel den Bogen AM zurücklegt, ift gleicd) der Summe 
von allen, den Elementen GK oder NP entſprechenden Zeittheilchen, 


oder, da —F ein conſtanter Factor iſt, gleich v7 mal Summe aller ' 





ben Halbkreis DNM bildenden Elemente, d. i. = — V: mal Halbkreis 
(5) ſelbſt, alfo 
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Diefelbe Zeit braucht aber aud) da8 Pendel beim Auffteigen, weil hier 
die Gefchwindigfeiten diefelben find und nur in der Nichtung entgegengefett 
vorkommen, deshalb ift denn eine ganze Schwingungsdauer doppelt jo groß, d. i. 


t=2u, =ıa 


Schärfere Formel für die Schwingungszeit des Kreispendels. $. 346. 

Nimmt man die X⸗Axe horizontal im tiefften Puukte MU des Kreifes, Fig. 609, 
Sig. 609. und die Y-Are vertical durch den Aufhängungs- 

punkt Can, fo ift die Gleichung des Kreifes 
gegeben durd): 
"—=2?+(r— y? der a=2ry— y?. 
Hieraus folgt: 
r—y 

— 
Nun hat man allgemein für jede Curve: 


2 
08? — 09x? + 9y? = ou | 5.) + | 


alfo in unjerem Yalle: 


a er 





Or 
2202—=(2r — 2y)0Oy oder — 








05? — Oy? ( — 


r 
— > J ——— 
N gy—y 
Dividirt man beiderfeits mit Ot?, fo folgt: 
0? _ Oy? r? 
0 dr 2arıy— y 
Nun ift aber : — v, wenn v die Tangentialgefchwindigfeit bebeutet, und 


da nach dem Princip der lebendigen Kräfte (f. $. 77) 
”"=29(h — y) 
ift, jo hat man die Gleichung: 
u? 3 
55 — —290 — 9) 
oder: 
— EEHERIBERER. 1, 2)" 
 Veyh-yJ)@ry—y) am 2 9 Vhy—y? ar 
Um dies zu integriten, ſchreiben wir: 
1.3.5 
(1-2) =ı4n(& +55(&) 6 
49 
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Durch Integration folgt nunmehr: 


'=nV; —— tr) + +] 


Man kann jest jedes einzelne Glied integriren, wenn man bie befannte 
Recurfionsformel benutzt: 


_ya9___YVhw—y —— 
Vhr—y’ n Vhy—y? 
Beriidfichtigt man, daß der erſte Summand auf der rechten Seite zu Null 
wird fowohl für y = 0, wie fir y — h, fo ergiebt ſich durch wiederholte 
Anwendung obiger Recurfionsformel bis zu n = 0: 


Je voy __1.3.5.. — Sr 
Vhy— — 2.4.6.. — 
73 Rh, 

—X 2 . 

Da nın [| — — — are. sin. — arc. sin. 
hy—y? h 
2 











* 
3 


= arc. sin. (— 1) — are. sin. (+1) =! a — = —=r if, 


fo folgt für die Dauer einer halben Schwingung von A nad) M: 


Ver 
+5) (2) + ]- 


Da die Gefchwindigfeit beim Steigen auf der anderen Geite genau fo 
abnimmt, wie fie beim Durchfallen der Bogenhäffte AM wädjlt, jo ift die 
Zeit zum Durdjlanfen des ganzen Bogens oder die fogenannte Schwin⸗ 
gungsdauer: 


=24=[1+ Wr +65 6 
+) (+ VG 


Schwingt da8 Pendel im Halbkreife, jo hat man A = r und daher 
die Schwingungszeit: 


(tr) VE = ua 


In den meiften Fällen der Anwendung ift der Schwingungsbogen viel 
Heiner als der Halbkreis, und die Formel 
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h r 
h h 


Aus dem Elongationswintel « folgt cos. « = — =1—., 


hinreichend genau. 


alfo ng — 1 — cos. und daher: 


h 1 — cos. @\? 
— — 1 nen 1 — . 


es läßt fich folglich hiernach die einem gegebenen Klongationswinfel ent- 
ſprechende Correction der Schwingungszeit finden. Iſt 3.2. diefer Winkel 
& — 15°, fo bat man: 

h  150\2 

87 = 1, (sin >) — 0,00426, 
dagegen filr « — 5°: 

h_ 0,00047, 

ör 
bei dem letzten Elongationswinkel ift alfo die Schwingungsdauer 

t = 1,00047 2 Vz. 
9 


Man kann alſo bei einem Ausſchlag unter 59 ziemlich genau die Schwin⸗ 


gungsdauer 
r 7 
alt= Vr = 1,003 Yr 
9 Vg " 
feten. 
Pendellängen. Da in der Formel 8. 3147. 


(= a\: 
9 


der Ausſchlagswinkel nicht vorkommt, ſo folgt auch, daß die Dauer kleiner 
Pendelſchwingungen gar nicht von dieſem Winkel abhängt, daß alſo ver⸗ 
ſchiedene, jedoch nicht weit ausſchlagende gleich lange Pendel iſochron 
ſchwingen oder gleiche Schwingungszeiten haben. Ein Pendel mit 4 Grad 
Ausſchlag hat alſo (faſt) dieſelbe Schwingungsdauer, als ein Pendel mit 
1 Grad Ausſchlag. 

Bergleicdhen wir die Schwingungsdauer t mit der Zeit &, des freien Falles, 
jo ftoßen wir auf Folgendes. Die Zeit zum freien Fallen von der Höhe r ift 


9 _ 
= er ya. VE, \ 
9 9 
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daher folgt 

t: il — 7: v3; 
die Zeit eines Pendelſchwunges verhält ſich alfo zur Zeit, in welcher ein 
Körper von einer der Pendellänge gleichen Höhe frei herabfällt, wie bie 
Ludolph'ſche Zahl m zur Quadratwurzel aus 2. Die Zeit zum Durch⸗ 
fallen von 2r ift: 


| /2.2r Tr 
t — — Vz, 
! g g’ 


daher verhält fi auch die Schwingungsdauer zur Zeit bes Fallens 
von einer der doppelten Pendellänge gleichen Höhe wie = zu 2. 

Setzen wir die den PVendellängen r und r, entjprechenden Schwingungs⸗ 
zeiten & und tı, fo erhalten wir: 

t: ti = Vr : Vn; 

es verhalten fid) aljo bei einer und derſelben Bejchleunigung der Schwere 
die Schwingungszeiten wie bie Quadratwurzeln aus den Pen— 
dellängen. Iſt dagegen n die Zahl der Schwingungen, welche das eine 
Pendel in einer gewiſſen Zeit, 3. DB. in der Minute, macht, und n, bie 
Zahl der Schwingungen, welche in berjelben Zeit vom anderen Pendel ges 
macht werden, jo hat man: 





3 |- 


tt: ti = 


3]- 


daher umgefehrt: 
n:n = Vr : Vr, 
d. h. die Schwingungszahlen verhalten fich umgekehrt, wie bie 
Duadratwurzeln aus den Pendellängen. Das viermal fo lange 
Pendel giebt aljo die halbe Schwingungszahl. 
Ein Pendel heißt einSecundenpendel, wenn feine Schwingungsdauer eine 


Secunde beträgt. Segen wir in der Formel t—= x 2 t= 1, fo befommen 


wir die Länge des Secundenpendels r — er fur das preußifche Fußmaß: 


r —= 3,1662 Fuß — 38 Zoll, 
fir das Metermaß aber: 
r — 0,9938 Meter. 


3 
Aus der Yormel t = x v: folgt durdy Umkehrung g — (7) r;e8 


läßt fi) aljo hiernad) aus der Ränge r eines Pendels und aus der Schwin- 
gungsdauer & defielben die Beichleunigung g der Schwere finden. Dieſe 
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Methode ift einfacher und ficherer als die Anwendung der Atwood'ſchen 
Fallmaſchine. 


Anmerkung. Durch Pendelbeobachtungen hat man auch die Abnahme der 
Schwerkraft, von den Polen nach dem Aequator zu, nachgewieſen und deren Größe 
beftimmt. Dieſe Abnahme bat ihren Grund in dem Einfluffe der Gentrifugaltraft, 
welche auß der täglichen Umdrehung der Erbe um ihre eigene Axe entipringt, jowie 
in der Zunahme der Erbhalbmefler von den Polen nad) dem Aequator zu. Die 
Eentrifugaltraft vermindert 3. B. im Yequator die Schwere um Yo, Ihres Werthes 
($. 326), während fie unter den Polen jelbft Null ifl. Iſt 4 die geographiſche 
Breite des Beobadhtungsortes, fo hat man, Pendelbeobachtungen zufolge, an dieſem 
Orte die Acceleration der Schwere: 
g = 9,8056 (1 — 0,00259 cos. 2 8) in Metern, 

aljo unter dem Aequator, wo 8 = 0 alfo cos. 28 = 1 ift, 
9 = 9,8056 (1 — 0,00259) = 9,780 Meter 

und unter den Polen, wo 8 = 900 alfo cos. 28 = cos. 180° = — 1 if, 
9 = 9,8056 . 1,00259 —= 9,881 Meter. 

Uebrigeng iſt g auf Bergen Heiner ala im Niveau des Deere. 


Cycloide. Man kann auf unendlich mannigfaltige Weife einen Körper 
in Schwingimgen ober hin= und hergehende Bewegungen verjegen, nennt wohl 
auch jeden in einem ſolchen Bewegungszuftande befindlichen Körper ein 
Pendel, und unterjcheidet hiernach verfchiebene Arten von Penbeln, wie z. B. 
das Kreispendel, welches wir im Vorftehenben betrachtet haben, ferner das 
Cheloidenpendel, wo der Körper in Folge feiner Schwere in einem 
Cyeloidenbogen hin⸗ und herſchwingt, ferner da8 Torſionspendel, wo ber 
Körper in Folge der Torfion eines Fadens oder Drahtes ſchwingt, u. f. w. 
Hier möge nur noch vom Cyeloidenpendel die Rebe fein. 


Die Cycloide AP, D, Fig. 610, ift eine krumme Linie, welde 
von jedem Punkte A eines Kreiſes A PB beichrieben wird, der ſich 
Sig. 610. auf einer geraden Linie 

diefer Erzeugungskreis 
um BB, = CC fort 
gewälzt, ift er alſo in 
die Lage A, Bı gelom- 
men, fo hat er fid) aud) 
um den Bogen AP = 
4, Pı —=BB, —=PP, 
gedreht, es ift folglich die irgend einer Abfciffe AM entiprechende Ordinate 
MP, = Ordinate MP des Kreifes plus Drehungsbogen AP. Bei diefem 
Wälzen dreht ſich der Erzeugungsfreis um den jebesmaligen Berlührungspuntt 
in ber Örunblinie BD; fteht er alfo in A, Bi, fo dreht er fid um Bi 
und beichreibt dadurch das Bogenelement P, Q, der Cycloide; es ift folglich 





$. 348. 
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die Sehne DZ, Pı die Richtung der Normale und die Sehne A, Pı die 
der Tangente PT im Punkte PD, der Cycloide. Die bis zur Ordinate 
OQı reichende Verlängerung PQ der Sehne AP ift auch gleich dem 
Eycloidenelemente Pi Qı; da ferner der Weg PR des Drehens gleich iſt 
dem Wege RQ des Yortfchreitens, fo iſt PQ Grundlinie eines gleichichen- 
feligen Dreiedes PRQ und gleid) der doppelten Linie PN, welche das 
Perpendifel RN abſchneidet; endlich ift aber PN die Differenz von zwei 
benachbarten Sehnen AR und AP und folglicd) das Cycloidenelement 
PıQı = der doppelten Sehnendifferen; (AR — AP). Da bie ftetig 
auf einander folgenden Bogenelemente zuſammen einen ganzen Bogen APı 
und ebenfo die ſämmtlichen Sehnendifferenzen die ganze Sehne AP aus- 
machen, fo ift hiernach die Länge des Cycloidenbogens AP, gleich dem 
Doppelten der ihm zugehörigen Kreisfehne AP. Der halben Cycloide 
AP, D entfpricht der Durchmefler als Kreisiehne; es ift daher die Länge 
der halben Eycloide gleich dem doppelten Durchmefler (2 AB) des Erzeu⸗ 
gungskreiſes. 


Cycloidenpendel. Aus den im Vorſtehenden gefundenen Eigenſchaften 
der Cycloide läßt fich num die Theorie des Chycloidenpendels ober bie 
Formel für die Zeit der Schwingung eines Körpers in einem Cycloidenbogen 
leicht entwideln. Es ſei AKM, Fig. 611, die Hälfte des Cycloidenbogens, 

Fig. 61l. 





in welchem ein Körper fällt und fteigt oder ofeillirt, md ME ſei der Er- 
zeugungsfreis, allo CE = CM = r der Halbmefjer deffelben. Hat der 
Körper den Bogen AG durchlaufen, ift er aljo von der Höfe DA = = 
herabgefallen (vergl. $. 845), fo hat er die Gefchwindigkeit v = VY2yx 
erlangt, mit welcher er da8 Bogenelement GK in der Zeit 

— GK__GE 





— 


ev V2ge 
durchläuft. Wegen der Aehnlichleit der Dreiede GLK und FHM ift aber 
GE FM 


KL MH 
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oder, da FM! — MH.ME, 


GK VMH.ME VME 


KL MH  Ymu 
wegen der Uehnlichkeit der Droiede NPQ und ONH ift 
NP ON 
| Po NH 
oder, ta N®—= MH.DH, 
NP ___ON 
PQ  YVMH.DH 


Kun ft KL = PQ, daher folgt durch Divifion: 
GK__VME VMH.DH _VME.DI 











NP YVMH ON — 0N 
oder, da ON die halbe Fallhöühe = —, ME=2r md DH = x if, 
GE. _V2rz _ 2V2rz 
NP Ih h 
Setzt man nun GE = 2V2rz - N.P in die Formel r — CK , 
h 29% 
fo erhält man: 
‚Ver.wp-2\/r vr 
hV2gx h 9 


Die Zeit des Fallens von A bis M ift nun die Summe aller Werthe 
von T, welche man erhält, wenn man fir NP nad) und nad) alle Theile 
des Halbfreifes DNM einführt, aljo 


= 2 Halbkreis DNM (3 h) . 
Auf diefe Weife erhält man die Zeit zum Durchfallen des Bogens AA: 


7 2 - V: 


und da die Zeit des Steigens im Bogen MB ebenjo groß ift, die Schwin« 
gungszeit oder Zeit zum Durchlaufen des ganzen Bogens AM.B: 


t=2h = 2/2 = „\/&. 
9 9 


Da dieſe Größe ganz unabhängig iſt von der Bogenlänge, ſo folgt, daß 
mathematiſch genau die Schwingungszeiten für alle Bögen einer und derſel⸗ 
ben Cycloide gleich ſind, das Cycloidenpendel alſo vollkommen iſochron 
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ſchwingt. Vergleichen wir diefe Formel mit derjenigen fr die Schwin- 
gungsdauer eines Kreispenbels, jo folgt, dag die Schwingungszeiten für 
beide Pendelarten einander gleich find, wenn die Länge bes Kreispendels 
gleich ift dem vierfachen Halbmeſſer von dem Erzeugungskreiſe des Cyeloi⸗ 
denpendelß. 


Auf analytiſchem Wege beftimmt fih die Schwingungsdauer des Cycloiden⸗ 
pendels wie folgt: Nimmt man AH, Fig. 612, als X-Axe und AB als Y-Axe 
an, fo ift, unter 9 den Wälzungswinfel des ergeugenden Kreiſes verflanden, 

zs=r(o+t sng)und y=r(l — c08.9), 
daraus folgt: 

= _ Y_op 

39 7 r (1 + cos.9) und 39 7 r8in. 9. 
Hieraus ergieht fi dur Divifion: 





Man erhält aljo: | 
dx3 2r —y 2r 
2— 272 2— 27/3 87 \— 3,2 27 751 342 ZZ. 
Bar Hy —=9y (14,5% dy (1+ y ) dy y 
Man hat daher jekt wieder nad dem Princip der Iebendigen Kräfte, wie beim 
Streispendel ($. 346), 
982 dy? 2r 
zu Way 
woraus fich ergiebt: 


Hieraus folgt allgemein: . 


= VE f Lo =Vr 0 cos 2y—h 
9IJ Vry— ya 9 a Yu 


und wenn man für y die Örenzwerthe % und Null einſetzt, ergiebt fi die Dauer 
einer halben Schwingung von C bis A: 


ti 2 [arc. cos. 1 — arc. cos. (-1)] = n V:- 


wie oben. 





Anmerlung. Um einen an einem biegamen Faden hängenden Körper in 
einem: Eycloivenbogen ſchwingen laſſen zu können und dadurch ein Eycloidenpendel 
berzuftellen, hängt man benjelben zwiſchen zwei Eycloidenbögen CO und C O,, 
Sig. 612, auf, jo daß ſich der Faden bei jedem Ausſchlage von dem einen Bogen 
ab: und auf den anderen aufwideltl. Daß bei diefen Ab- und Aufwideln des 
Tadens COP der Endpuntt P deſſelben eine der gegebenen Cycloide gleiche 
Curve beichreibt, daß aljo die Evolvente der Eycloide eine gleihe Cycloide in 
umgelehrter Lage ift, läßt fih einfach fo darthun. So wie die Länge der halben 
Cycloide COA= CD = 2AB ift, ebenjo hat man den Bogen OA = ber 
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abgewidelten Geraden OP; aber Bogen OA if = zweimal Sehne AF—=2G0, 
daher ud PG = GO = AF und HN = AE. Beſchreibt man nun über 
DH = AB einen Halbfreis DKH, und zieht man die Ordinate NP, fo bat 
Fig. 612. man KH = P@G und daher auf 
PK=-GH= AH — AG = AH 

— FO —= Bog. AFB — Bug. AF 

= Bog. BF = Bug. DK, 
und endlich die Ordinate NP — Rreißs 
ordinate NK plus entipredhender Bogen 
DK; 8 iſt alfo NP die Ordinate einer 
Cycloide DPA, welche dem Erzeugungs⸗ 
kreiſe DKH entjpricht. 

Ueber die Anwendung des Eycloidenpen- 
dels bei Uhren |. „Sahrbücher des polytechn. 
Snftitutes in Wien“, Bd. 20, Art. II. Auch 
Prechtl's technologiſche Encyflopädie, 8.19. 





Die Curve der kürzesten Fallzeit. Es läßt fid) mittel® des 
höheren Calcüls nachweilen, daß die Eycloide außer diefer Eigenfchaft des 
Iſochronismus oder Tautochronismus auch noch die des Brachyſto⸗ 
chronismus beſitzt, daß ſie nämlich diejenige Linie zwiſchen zwei gegebenen 
Punkten iſt, in welcher ein Körper in der kürzeſten Zeit von dem einen 
Punkte nach dem anderen herabfällt. 

Der Beweis hierzu läßt ſich, nach Jacob Bernoulli, auf folgende 
Weiſe führen. 

Es ſei die relative Lage zweier Punkte A und B, Fig. 613, durch ben 
verticalen Abftand AC = a und den horizontalen Abftand BC= — b und 

Fig. 618. die einer horizontalen Linie DE durch) 
den verticalen Abftand AD — h ges 
geben; man fucht den Punkt K, in mel» 
chem ein von A nadı B fallender Kör- 
per die Linie DE durchichneiden muß, 
um in der Firzeften Zeit von A nad) B 
E —— —n —e— ei it o a u h Rn 

it der Gejchwindigkeit v an, 

B — — Geſchwindigkeit in K: 

= Vor + 29h; 
fegen wir nun voraus, daß die Punkte A,K und B einander unendlich) 
nahe liegen, ober daß a, b und A fehr Hein find gegen o, fo können wir auch) 
annehmen, daß AK gleichförmig mit der Geſchwindigkeit v und KB gleich⸗ 
formig mit der Gefchwindigkeit v, durchlaufen werde, daß aljo die Zeit zum 
Durchfallen des Weges AKB 


= + fi 


3 


A 


$. 330. 
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Dezeichnen wir DK durd) e, fo haben wir: 


AK—=Vh+ und KB— Via — h)? + (b — 2) 
und daher: 
Vrte, Ve oz 


i= 


Diefe Zeit wird nun ein Minimum, en wir ihr erjtes Differenzial- 
verhältnig, d. i. 


n 
m = mn” Ve — er 
eben. 

Nun ift aber 
8 nu 

Yarmn rap = 008. AKD = cos. ꝙ 

und 
b—e _ BL 


Ve_ mW +0— a = BE == 0608. KBL == cos. 9 
wofern wir die Neigungswintel der Wege AK und KB gegen den Horizont 
mit P und 9, bezeichnen; daher erhalten wir als Bedingungsgleichung : 

cos ꝑcos. ꝑ 
v 21 
Segen wir die den Geſchwindigkeiten v und v, entfprechenden Fallhöhen 
MA=ywb NK = y,, alſo 
v—= V2gy md vi = V2gy, 
fo geht unfere Gleichung in folgende 
008.9 _ 008.91 
Vy Vm 
über, und wenden wir nun unſeren Fall auf das Fallen in einer krummlini⸗ 
gen Bahn SAKB an, fo folgt hiernach, daß für jede Stelle in dieſer Curve 


der Quotient F 











08. 1 
eine conftante Zahl, etwa — i 
Vs Be Var" 


Diefe Eigenfchaft entipricht aber einer Cycloide SGM, Fig. 614, denn 
es ift flv ein Wegelement GK diefer Curve: 
Gig. 614. 
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op CL_FH_ VMH.EH -\/#4 -\Vr 
" GK FM VMHEM 2r 
und daher: 
c08.9 


WW Ver’ 
wobei r ben Halbmefir CM = CE des Erzeugungskreiſes EFM be 
zeichnet. 
Es ift alfo ein Cycloidenbogen S@ derjenige, in welddem ein 
Körper in der fürzeften Zeit von einem Punkte S nad einem 
anderen GE herabfällt. 





Das materielle Pendel. Um die Schwingungsgeit eine zufammen= $. 


gefegten Pendels oder irgend eines um eine horizontale Are C fchwin- 
genden Körpers AB, Fig. 615, zu finden, fuchen wir zunäcft den Mittel- 

Sig. 615. punkt des Schwunges oder Shwingungspuntt, 
d. i. denjenigen Punkt K des Körpers auf, welcher, wenn 
er fitr fich allein um C fchwingt oder ein mathematiſches 
Pendel ausmacht, diefelbe Schwingungsdauer hat wie ber 


Körper giebt; gewöhnlich meint man aber nur denjenigen 
von ihnen, welcher mit dem Schwerpunkte in einem und 
demfelben Perpenbifel zur Umdrehungsare liegt. 

Aus dem veränderliden Ausſchlagswinkel KCF=— 9 folgt die Be- 
ſchleunigung bes ifolirten Punktes K: 

= 9 8in.p, 
weil man ſich vorftellen kann, daß derfelbe von einer fchiefen Ebene mit der 
Neigung KHR = KOF= 9 herabgleitet. Iſt aber Mk? das Träg- 
heitsmoment des ganzen Körpers ober ber Körperverbindung AB in Hinficht 
auf die Are C, Ms deſſen ſtatiſches Moment, d. i. da8 Product aus der Maffe 
und aus dem Abftande OS = 8 ihres Schwerpunftes 8 von der Umdrehungs⸗ 
are C und r die Entfernung CK des Schwingungspunktes X von der Um⸗ 
drehungsare oder bie Länge bes einfachen Pendels, welches mit dem materiellen 
Pendel AB ifochron ſchwingt, fo Hat man die auf K reducirte Maſſe: 
__ MM 
y3 


und die dahin rebucirte Umdrehungskraft: 








— * Mgsin. p; 
folglich die Beſchleunigung: 


ganze Körper. Man ſieht leicht ein, daß es dieſer Er⸗ 
klärung zufolge mehrere Schwingimgöpunfte in einem . 
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2) Für ein Pendel mit kugelförmiger Linſe AB, Fig. 619, iſt, wenn G das 
Gewicht und J die Länge CA der Etange oder des Fadens, dagegen K da3 Ge: 
Sig. 619, wicht der Kugel und r, ihren Halbmefier MA = MB bezeichnet: 

’ YGR+K[O+n? + ri], 
| YG@l+Kiü+n) 

Wiegt nun der Draht 0,05 Kilogramm und die Kugel 2 Kilogramm, 
ift ferner die Länge des Drahtes 0,4. Meter und der Halbmefler der 
Kugel 0,04 Meter, jo hat man die Entfernung de Schwingungspunf: 
te8 diejes Pendel von der Schwingungsare: 

_ Y% 0,05.0,42 + 2(0,442 + %, 0,042) _ 
1900.04 2. 0,44 
0,3884 


Ohne Rüdfiht auf den Draht wäre r = 0,58 — 0,1414 Meter, 


und. die träge Maſſe der Kugel in ihrem Centro angenommen, wäre r — 0,44 Meter. 
Die Schwingungszeit dieſer Kugel iſt 


t=n V: — 1,003 V 0,4394 — 0,665 Secunden. 


r = 





— 0,4894 Meter. 





2 
Anmerlung 3. Aus der Jormelt = -VE erkennt man fofort, daß bie 


Schwingungsdaueret um fo größer wird, je Heiner der Abftand 8 des Schwer: 
punftes von der Schwingungsare if. Dan madt hiervon Gebrauch, wenn e8 
fih darum handelt, Pendel von geringer Länge und doc großer Schwingungs⸗ 
dauer zu conftruiren. Wollte man 3. B., daß die im obigen Beilpiele 1) be⸗ 
xechnete Pendelftange ganze Secunden fchlage, alſo mit einem mathematijchen 
Pendel von 0,9938 Meter Länge iſochron ei, jo läßt fih dies, obſchon die Stange 
nur eine Länge von 0,3 Meter hat, durch eine geeignete Aufhängung derjelben 
jederzeit erreihden. Man bat dann nämlich) die Gleichung: 
2 2 

r = 0,9938 — ur Eee oder d2 — 1,9876d — — 0,08, 
woraus d = 0,015 Meter folgt, jo daß die beiden Pendelarme 


= rs =0175 nm, = ! > d = 0,1425 Meter 





werden. 

Im Allgemeinen erkennt man hieraus, daß jede Verlängerung eines materiellen 
Pendels rüdwärts Über die Drehage hinaus die Schwingungsdauer vergrößern 
muß, indem hierdurch der Schwerpunkt des ganzen Pendels der Drehungsare 
enifprechend näher gerüdt, d. h. s verkleinert, jomit 7 vergrößert wird. 


Reciprocität des Aufhängepunktes und des Schwingungs- 
punktes. (8 fei $ der Schwerpunft eines materiellen Pendels AB, 
dig. 620, der Abftand SC der Schwingungsare C vom Schwerpunkte fei 
a, da8 Trägheitsmoment für eine Are, die im Schwerpunkte parallel der 
Drehare ift, ſei W,, fo iſt nad) $. 307 das Trägheitmoment fir die Um— 
drehungsare: 

W.=W,+ Ma? 
und alſo die Entfernung bes Schwingungspunftes von der Drefage: 


v 
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_M_WM+Ma_ W, 
Fargo na mr* 

Es möge nun das Pendel in dem Bunkte K aufgehängt werben, welcher 
den Abftand r — a vom Schwerpunkte hat, fo ift jebt die Länge rı des 
nit dem Pendel iſochronen einfachen Pendels durch diefelbe Formel gegeben, 

dig. 621. wenn man darin fiir den Schwerpunktsabftand a den 
nunmehrigen Wertd r — a einfegt; e8 wird dann: 
W, 
M(r — 4) rroa 
Sest man für r — a den Werth aus der obigen 


r, = 


Formel ein, ſo folgt: 


Ma 
W, Ww, _ a V. 
P W ' Ma Ma 

Ma 

Man erkennt hieraus, daß der Shwingungs- 
punkt mit dem Aufhängepunkte vertaufcht 
werben fann, ohne dag die Shwingungs- 
dauer eine andere wird. Es wird alfo C zum 
Schwingungspuntte, wenn K als Aufhängepunkt ge- 
wählt wird. 

Man benutzt dieſe Eigenfchaft bei dem fogenannten, zuerft von Bohnen» 
berger vorgefchlagenen und fpäter von Kater angewendeten Reverfions- 
pendel AB, Fig. 621, welches mit zwei fchneidigen Aren C und K aus- 
gerüftet ift, die fo gegen einander geftellt find, daß die Schwingungszeiten 
diefelben bleiben, da8 Pendel mag um die eine oder um die andere Are 
ſchwingen. Um nicht die Aren gegen einander verftellen zu müſſen, werden 
noch zwei Lanfgewichte P und Q angebradyt, wovon das Fleinere durch eine 
feine Schraube geftellt werden Tann. Hat man durch Verſchieben oder Eins 
ftellen diefer Laufgewichte es dahin gebracht, daß die Schwinzungsdauer dies 
felbe ift, da8 Pendel mag um C oder um K ſchwingen, jo befonımt man in 
der Entfernung OK beider Schneiden von einander die Yänge r bes einfachen 
Pendels, welches mit bem Reverfionspendel gleichzeitig ſchwingt, und es ers 
giebt fi num die Schwingungsbauer durch die Formel: 

r 


t — 7 — ˖ 
9 


. Aus der obigen Formel für die Länge r eines mit einem zuſammengeſetzten 
Pendel iſochronen einfachen Pendels 





r, = 





r=#: ta 
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ergiebt fi ohne Weiteres, daß ein in C, Fig. 620, aufgehängtes Pendel von 
beliebiger Form dieſelbe Schwingungsdauer auf dann noch haben muß, wenn 
ed in einem Punkte C, aufgehängt wird, welcher von S um diejelbe Größe a 
entfernt ift, wie C, und e& ift ebenfalls deutlich, daß der zu C, al& Aufhängungs- 
punkt gehörige Schwingungspunlt X, von S denjelben Abftand haben muß wie 
K von $. Dan ertennt daraus, daß e8 für jedes Pendel vier in gerader Linie 
liegende Buntte C, K, C, und K, giebt, für melde als Aufhängepunkte das 
Pendel diefelbe Schwingungsdauer bat. Sollen die beiden Punkte C und X, 
fih deden, in welchem Falle natürlich auch K und C, zufammenfallen, jo hat 
man 80 S, d. h. a 7 — a zu jegen. € führt dies zu der Bedingung 
a—= nd oder Ma? = W.,. 
Bezeichnet man Wı mit Mk2, fo hat man: 
Ma? = Mk? overa—=k, 
db. hd. e8 muß die Entfernung des Aufhängepunkttes von dem 
Schwerpunkte gleid fein dem Trägheitshalbmeſſer des Pendels 
(für einedurd den Shwerpuntt gehende Are). 
Diefe Beziehungen gelten übrigens nit nur für ftabförmige, fondern ganz 
allgemein für alle Körper. Iſt AB, Fig. 622, ein beliebig geformter Körper, 
Sig. 69, deſſen Schwerpunkt Ss if, fo giebt e8 für jeden 
um 8 bejriebenen Kreis CO C,, defien Radius 
a ift, einen zweiten Kreis KK, vom Halb: 
uefrr —a= 10 bon jolcher Beſchaffen⸗ 
heit, daß den vier Durchſchnitispunkten C, K, 
C,, K&, diejer beiden Kreije mit einem be- 
liebigen Durchmeſſer gleiche Schwingungs⸗ 
dauer entſpricht, vorausgeſetzt, daß die Auf⸗ 
hängungsaxen durch dieſe Punkte parallel zu 
derjenigen Schwerpunktsaxe angenommen wer: 
den, auf melde Ws bezogen ift. Je größer 
der eine Kreis CC, wird, deſto Heiner wird 
jein Gegentreis X K,, und beide fallen zu: 
fammen in den rei CK, KC,, jobald der 
Abſtand SC glei) dem Trägheitshalbmefler % angenommen wird. 
An diefem Falle wird r ein Minimum, wie man fidh leicht überzeugt, wenn 


man ur — DE + a ben Werth 27 entwidelt und gleid) Null fegt, dies 
ergiebt: 





"= -Zti=0neo=k 

8, 353, Wälzendes Pendel. Mit dem Schwingen eines Penbels läßt fich aud) 
das Schaufeln oder Wiegen eines Körpers mit walzenförmigem Fuße 
vergleichen. Diefes Wiegen ift zwar, wie jede andere wälzende Bewegung, 
aus einer progreffiven und einer Drehbewegung zufammengefegt, allein es 
läßt fich aud) annehmen, daß e8 aus einer einfachen ‘Drehung mit veränder⸗ 
ficher Drehaxe beftehe. Diefe Drehare ift aber der Stiigpunft P, womit der 
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fhaufelnde Körper ABO, Fig. 623, auf der horizontalen Baſis HR 

aufruht. Iſt der Halbmeflee CD — CP der walzenförmigen Bafis 
Sig. 628. ADB=r und ber Abftand OS des Schwer: 

punftes S des ganzen Körpers vom Mittel- 

punkte C diefer Bafis — 3, fo hat man für 

die dein Drehungswinkel SCP = 9 et 

fprechende Entfernung SP — y des Schwer⸗ 

punktes vom ‘Drehungspunfte: 

y?—=r! + 8? — 278008. 

—=(r — s)? +4rs (sin. 2): 
Bezeichnen wir noch das Trägheitsmoment des ganzen Körpers in Hinficht 


auf den Schwerpunkt S durch MR, fo erhalten wir das Trägheitsmoment 
in Hinficht auf den Stüßpunft P: 


W=u@+9=u[# +6 — 9% +4 Ars (sn), 


wofür bei Fleinen Schwingungswinkeln M [k! + (r — S? + rsgp?) 
oder gar nur M [k? + (r — 5)?] gejegt werden Tann. Da nun das 
Kraftmoment = @. SN — Mg.CSsin.p = Mgssin. p ift, fo folgt 
die Winkelacceleration für die Drehung um P: 

Kraftmoment Mossn.p Pp gssin.p 


— —, 
— — — — — ——⏑— — — — D — — 


Trughensmoment AMR+Lr—S) Mr — 
Deim einfachen Pendel ift diefelbe — nn wenn rı deffen Länge bezeich- 
1 


net; ſollen daher beide iſochron ſchwingen, ſo muß ſein: 
gsstn.p gsin. ꝓ ii _ KR +(r — 8)” 
"Her —)? 7 8 
Die Schwingungszeit ber Wiege ift hiernach: 
Big. 624. x Va _ „\/® +4 -9 
9 98 

Dieſe Theorie läßt ſich auch auf ein Pendel AB, Fig. 624, 
mit abgerumbeter Umdrehungsare CM anwenden, wenn man ftatt 
r den Krümmungshalbmeſſer CM diefer Are einführt. Wäre ftatt 
ber runden Are eine fchneidige Are D angebracht, fo würde bie 
Schwingungezeit 








x⸗ "+ DB DE _ „Veteon + ( — 2 

(8 — 2) 
betragen, wofern der ihn CD der Schneide D vom Mittels 
punkte C der runden Are durch © bezeichnet wird. Weide Pendel 
haben nun gleiche Schwingungszeiten, wenn 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 60 
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2 —_ 2)? 2 — 9)2 2 2 g3 
ka +(s — x) — * +(r— 8) oder x ——* 
s — * 8 8s — * 8 








iſt. Schreiben wir 


wir r2, fo erhalten wir: 


k? k?x . 
"7 + = annähernd, und vernachläffigen 
2rs? 
92 — ki 
Anmerlung. Bon dem coniſchen Pendel ift unter dem Artikel „Regulator“* 
in dritten Theile die Rede. 


Am Supplementbande wird von den Ihwingenden Bewegungen ausführlich 
gehandelt. 


Sünftes Capitel. 
Die Lehre vom Stoße. 


Stoss überhaupt. Bermöge der Undurchdringlichkeit der Materie fön- 
nen zwei Körper gleichzeitig nicht einen und denfelben Raum einnehmen. 
Konmen aber zwei bewegte Körper fo mit einander in Berührung, daß einer 
in den Raum des anderen einzubringen fucht, fo findet eine Wechſelwirkung 
zwifchen beiden ftatt, welche eine Veränderung in den Bewegungszuftänden 
diefer Körper zur Tolge hat. Diefe Wechjelwirfung ift es, welche man Stoß 
nennt. 

Die Verhältniſſe des Stoßes hängen zunächſt von dem Geſetze der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung ($. 67) ab; während 
des Stoßes drückt der eine Körper genau ebenjo ſtark auf den anderen, wie 
diefer im entgegengefegter Richtung auf jenen. Die im Berlihrungspunfte 
der beiden Körper auf der gemeinfchaftlichen Berührungsebene ſenkrechte Ges 
rade ift die Richtung der Stoßkraft. Befinden fid) die Schmwerpunfte 
beider Körper in dieſer Linie, fo heißt der Stoß ein centrifcher ober 
Gentralftoß, außerdem aber ein ercentrifher Stoß. Die Körper A 
und B in Fig. 625 geben einen centrifchen Stoß, weil ihre Schwerpuntte 
S, und S, in der Norniale NN zur Berührungsebene DE liegen; von ben 
Körpern A und B in Fig. 626 ſtößt A centrifch und B exrcentrifch, weil 


S; in und S, außerhalb der Normal» oder Stoßlinie NN befindlich ift. 
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In Hinſicht auf die Bewegungsrichtung unterfcheidet man den geraden 
Stoß und den fhiefen Stoß von einander. Bein geraden Stoße 


Sig. 625. Fig. 626. 
| D 


N My Ds 
f * — 1 
J 





fallen die Bewegungsrichtungen beider Körper in die Stoßlinie; wenn 
dies nicht der Yal ift, wird der Stoß ein fchiefer genannt. Bewe⸗ 
gen fi) 3. B. die Körper A und B, Fig. 627, in Richtungen S, Ch und 
S; Ca, welche von der Normalen oder 
Gig. 627. — * 
Stoßlinie NN abweichen, fo findet 
ein fchiefer Stoß ftatt, während der⸗ 
jelbe ein geraber wäre, wenn dieſe 
Bewegungsrichtungen mit NN zu- 
fammenfielen. 

Außerdem unterfcheibet man noch 
den Stoß freier Körper und bei 
Stoß ganz oder theilweife un- 
terftügter Körper von einander. 


D C C, 





Die Zeit während der Mittheilung oder Veränderung der Bewegung $. 355. 
durch den Anftoß ift zwar fehr Mein, aber keineswegs unendlich Hein; fie 
hängt, fowie die Stoßfraft felbft, von Maffe, Geſchwindigkeit und Elaſticität 
der zum Stoße gelangenden Körper ab. Dan kann diefe Zeit aus zwei 
Perioden beftehend annehmen. In der erften Periode drücken die Körper ein- 
ander zufammen, und in ber zweiten dehnen ſich diefelben ganz oder zum 
Theil wicder aus. Durch das Zufammendrüden wird die Elaſticität zur 
Wirkung gebracht, welche ſich mit der Trägheit ins Gleichgewicht fegt und 
eben dadurch den Bewegungszuftand der zufammenftoßenden Körper verändert. 
Wird bei dem Zufammendrüden die Elaſticitätsgrenze nicht überſchritten, 
geht aljo der Körper am Ende des Stoßes in feine vorige Geſtalt voll- 
fonımen wicber zurüd, fo nennen wir den Körper einen vollkommen 
elaftifchen; nimmt aber der Körper am Ende des Stoßes feine vorige 
Form nicht volftändig wieder an, fo heißt der Körper unvollfonmen 

60* 
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elaſtiſch, und behält endlich der Körper die durch das Maximum bes 
Zufammendrüdens erhaltene Form, befigt er aljo gar fein Beftreben zum 
Ausdehnen, fo wird er ein unelaftifher Körper genannt. Jedenfalls 
ift aber diefe Eintheilung nur in Beziehung auf eine gewifle Stärke des 
Stoßes als richtig anzunehmen; denn es ift möglich, daß ein und derielbe 
Körper bei einem ſchwachen Stoße ſich noch elaftifch und bei einem ſtarken 
Stoße unelaftifch zeigt. Streng genommen giebt e8 zwar weder einen voll» 
tommen elaftifchen, noch einen volltommen unelaſtiſchen Körper; doch nennen 
wir in der Folge folche Körper elaftifche, welche nad) dem Stoße ihre ur 
ſprüngliche Geftalt annähernd wieder annehmen, und diejenigen unelaftifche, 
welche durch den Stoß bedeutende bleibende Formveränderungen erleiden 
(vergl. $. 206). 

In der praftifchen Mechanik werben bie zum Stoße gelangenden Körper, 
wie 3. B. Holz, Eifen u. f. w., fehr oft al8 unelaſtiſche angefehen, weil die 
felben entweder an und für fich eine Heine Elafticität befigen, oder durch 
Wiederholung der Stöße ihre Elafticität größtentheild verlieren. Uebrigens 

iſt e8 eine wichtige Regel, Stöße bei Mafchinen und Baumerfen fo viel wie 
möglich zu vermeiden oder zu mäßigen oder in elaftifche zu verwandeln, weil 
duch diefelben Erfchütterungen und große Abnugungen, oft jogar Brüche 
herbeigeführt werben, und weil diefelben einen Theil der Leiftung der Ma⸗ 
ſchinen conjumiren. 


8. 356. Centralstoss. Entwideln wir zunächſt die Gefege des geraden Cen⸗ 
tralftoßes frei beweglicher Körper. Denken wir und die Stoßzeit aus 
lauter gleidyen Theilen z beftehend und nehmen wir an, daß die Stoßfraft 
während des erften Zeittheilchens — Pi, während des zweiten P,, während 
des dritten P, ſei u. ſ. w. Iſt nun die Maſſe des einen Körpers A, Fig. 628, 
— M,, fo hat man die entiprechenden Accelerationen: 

Gig. 028, pP P, 


D pP y PT y 


_ P, 
u 4 u ERBE ; = Zu]. w. 
F FB, de "Ts .m 
Nach S. 19 ift aber die einer Ac⸗ 
celeration p und einem Zeittheilchen 


T entiprechende Geſchwindigkeitsver⸗ 
änderung: 





x pr; 
es find daher für ben vorliegenden Fall die elementaren Geſchwindigkeits. 
veründerungen: 

P, T P, T P; T 
a, = —, x — = —— 
1 75 22 aM %z M, U. J. w. 
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und es ift die im einer gewiflen endlichen Zeit erfolgte Gefchwindigfeitd- 
zunahme reſp. Abnahme der Maſſe M:: 


+at+ste=(A+R+B+t og: 


fowie die entjprechende Gefchwindigkeitsveränderung der Maffe B von ber 
' Größe Ms: 
* 17 
=(P, +PR+PR+--) 7 

Bei dem folgenden oder ſtoßenden Körper A wirkt die Stoßkraft der Ge⸗ 
ſchwindigkeit c, entgegen, es findet folglich Hier eine Geſchwindigkeitsabnahme 
ftatt, und es ift die nad) einer gewifjen Zeit noch übrig bleibende Gejchwin- 
digkeit diefes Körpers: 


v=a—(P +tAt)g; 


bei dem vorangehenden oder geftoßenen Körper B hingegen wirkt die Stof- 
fraft in der Bewegungsrichtung, e8 erhält daher die Geſchwindigkeit cz einen 
Zuwachs und e8 geht biefelbe in 


=a+(A+PAHr+:)Z 


über. 
Eliminiren wir aus beiden Öleihungen (PL + Pa + ---) r, fo bleibt 
ung die allgemeine Formel: 
I. MM, (ci — vi) — M, (v⸗ — ce) oder 
Mi vi + M, v = Mici + Me. 


Man bezeichnet wohl das Product aus Maſſe und Geſchwindigkeit eines 
Körpers durch den Namen Bewegungsmoment und kann hiernach behaupten: 
in jedem Augenblicke der Stoßzeit iſt die Summe der Bewe— 
gungsmomente (Mvı + Myw) beider Körper eben fo groß 
wie vor dem Stoße. 

Im Augenblide des größten Zuſammendrückens haben beide Körper einer- 
lei Geſchwindigkeit u, fegen wir daher diefen Werth ftatt v, und © in bie 
gefundene Gleichung, fo bleibt: 


Mv+ Mv=Mıca + Mc 


umb es ergiebt ſich die Gefchwindigkeit beider Körper im Augenblide der 
ſtärkſten Zufammendrüdung: 


M, Cı + A, GC 


v= 
“M + 4 ” 
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Sind die Körper A und B unelaftifch, befigen fie aljo nach dem Zu⸗ 
fammendrüden fein Beftreben, ſich wieder auszudehnen, jo hört alle Mit: 
teilung oder Veränderung der Bewegung auf, wenn beide Körper bis aufs 
Marimum zufammengebrüdt find, und e8 gehen baher auch beide nad) dem 
Stoße mit der gemeinfchaftlihen Gefchwindigfeit 

— Mci + Mac 
M+M 
fort. 

Beifpiele. 1) Bewegt fi ein unelaftiiher Körper B von 30 Kilogramm 
Gewicht mit 3 Meter Geſchwindigkeit, und trifft ihn ein anderer unelaftifcher 
Körper A von 50 Kilogramm mit 7 Meter Geſchwindigkeit, jo gehen beide nad 
dem Zujammentreffen mit der Geſchwindigkeit 

',_ _50.7+3%.3 _ 350 +M 44 
= rn Tu gm Meer 
fort. 

2) Um einen Rörper von 120 Kilogramm Gewicht aus einer Geſchwindigkeit 
6 = 114 Meter in eine Geſchwindigkeit v von 2 Meter zu verjegen, läßt man 
ihn von einem 50 Kilogramm jhweren Körper ſtoßen; melde Geſchwindigkeit 
muß diejer haben? Hier ift 

Zr aM, EINE 9 + 8 = 52 Meer. 

1 


Elastischer Stoss. Sind die zum Stoße gelangenden Körper voll» 
kommen elaftifch, fo dehnen fie fid), nachdem fie ſich in der eriten Pe 
riode zufammengedrüdt haben, in der zweiten Periode ber Stoßzeit allmälig 
wieder aus, bis fie am Ende der Stoßdauer ihre urjpriingliche Geftait 
wieder angenommen haben. In Yolge hiervon wird dem geftoßenen Körper 
eine fernere Beichleunigung ertheilt, während ber ftoßende Körper eine fernere 
Berzögerung erleidet. Da aber die mechanifche Arbeit, welche aufzumenben 
ift, um einen elaftifchen Körper zufammenzubrüden, gleich ift der Arbeit, 
welche derjelbe bei feiner Ausdehnung wieder ausgiebt, jo findet beim Stoße 
zwifchen elaftifchen Körpern ein Verluſt am lebendiger Kraft nicht ftatt, und 
es gilt daher für denfelben noch folgende zweite Gleichung: 


I. Mv + Mei Me? + Me} oder 
M(—-v)=M (td - c)). 
Aus den Gfleihungen I und II. laſſen ſich nun die Geſchwindigkeiten 
dv, und vg der Körper nad) den Stoße finden. Zuerft folgt durd) Divifion: 


7 


49 2 __22 
C, t; __% 6, 
— R} 
cı — d)i U 0 

d. i.: 


.‚atı=yuy te ey -uv=a—(- 
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Segt man nun den fich hieraus ergebenden Werth 
u=atvı - 
in die Gleichnng J. fo folgt: 
Mv + Mvı + M (a — a) = Mic + Io oder 
(MM, +M)o=(M +M)c — 2M (a — 0) 
wodurch fi) nun herausftellt: 
2 M; (cı — 6)) 


=a— und 
1a M + M | 
— 2 M; (cı — co) __ 2M, (ci — & 
% = 6 + a M + M, — ca 4 — 3% 


Während bei unelaſtiſchen Körpern der Berluft an Geſchwindigkeit 
des ſtoßenden Körpers 
Mı Cı + M, Ca — — (cı — CH) 


Amema m El 
ift, fällt hiernach bei elaftifchen Körpern derſelbe doppelt fo groß, nämlich 
2 M; (cı — cs) 
Mı + AM; 
aus, und während bei unelaftiichen Körpern der Geſchwindigkeits— 
gewinn bes geftoßenen Körpers 


4 — 1 = 


= Mca+ Ma _ = M, (cı — cı) 
M + M A, + A 
beträgt, ftellt fich bei elaftifchen Körpern derfelbe zu 
a (cı — 6%) 
A + 3% 


ebenfalls doppelt fo groß heraus. 


Beiſpiel. Zwei volllommen elaftiide Kugeln, die eine von 10 Stilogramm, 
die andere von 16 Kilogramm Gewicht, ftoken mit den Geſchwindigkeiten 12 Meter 
und 6 Meter gegen einander, weldes find ihre Geichwindigfeiten nah dem 
Stoße? Es if bier M, = 10 und c, — 12 Meter, ſowie My, = 16 und 
C = — 6 Meter zu fegen, daher ergiebt fi der Geſchwindigkeitsverluſt des 
eriten Körpers: 
aoeo 2.16(12-4+6) __2.16.18 
1 1797076 0% 
und der Geſchwindigkeitsgewinn des anderen: 


8 . 
56 —= 13,846 Meter; 


es prallt hiernach der erfte Körper nad) dem Stoße mit v, = 12 — 22,154 
= — 10,154 Meter, und der andere Körper mit — 6 + 13,816 = 7,846 Meter 
Geſchwindigkeit zurüd. Uebrigens ift das Maß der lebendigen Kraft beider Körper 
nad dem Stoße 
M,v® + M,v2 = 10.10,154? + 16.7,846? = 1031 + 985 — 2016 
ebenfo groß wie vor dem Stube, nämlid: 
M,c# + M;c! = 10.122 + 16.6? = 1410 + 576 = 2016. 


— 22,154 Meter, 





% — c3 = 
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Wären dieſe Körper unelaſtiſch, jo würde der erſte nur 1 7 9 —_ 11,077 Meter 





an Geſchwindigkeit verlieren, und der andere 2 2 — 6,923 Meter gewinnen; es 
würde aljo ber erfle Körper nad) dem Stoße noch die Geſchwindigkeit 12 — 11,077 
— 0,923 Fuß behalten, und der zweite die Geſchwindigkeit — 6 -+ 6,923 — 0,928 
annehmen, übrigens aber der Arbeitsverluft 


. [2016 — (10 + 16) 0,9232] : 2 9 — (2016 — 22,2) . 0,051 — 101,7 Meterfilogramm 


entfteben. 


Besondere Fälle. Die in den vorftehenden Paragraphen entwidelten 
Formeln für die Endgefchwindigkeiten des Stoßes gelten natlirlid) aud) dann 
noch, wenn der eine Körper in Ruhe ift, oder wenn ſich beide Körper einander 
entgegen bewegen, oder wenn eine Maſſe unendlich groß ift in Hinficht auf 
die andere u. f. w. Iſt die Waffe M, in Ruhe, fo hat mar a = 0, 
daher für unelaftifche Körper: 


Mı cı 
a+2M' 
dagegen für elaftifche: 
v—a— al M | ? cc, und 
M+324 A +2 
u. — 0 + 2Ma_ — 2 M, 


M+M + M M + A 
Laufen die Körper einander entgegen, ift alſo cz negativ, fo folgt filr 
unelaftifche Körper: 


_—_ Ma — Mac; 
| M+M ' 
und fir elaſtiſche: 
— 2M (at 6) en, — 2M, (a + 0) 
vi = Cı Mm + ıM ſowie — ZI 


Sind in dieſem Falle die Bewegungsmomente einander gleich, iſt alſo 
My, ci = Mac, fo iſt beim unelaſtiſchen Stoße v = O, d. h. die 
Körper verjegen einander in Ruhe; bei elaftifchen Körpern ift aber 

2 (Mscı + Aıcı) 


neaATT nm — ci — 2a = — co und 
2(M.& + Alc 
tr = -ut2a=+tei 


dann kehren aljo die Körper nad) dem Sioße mit entgegengefegten Geſchwin⸗ 


digfeiten zurüd. Sind Hingegen die Maſſen einander gleich, ſo hat man 
für unelaſtiſche Körper: 
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— GG — (9 
v , 
dagegen für elaftifche: 
= — dw = oc, 


d. 5. dann gehen die Maſſen mit verwechjelten Geſchwindigkeiten zurück 
Laufen die Maſſen wieder in gleicher Richtung, und ift die vorausgehende 

Maſſe M, unendlich groß, fo hat man fir unelaftifche Körper: 

»— M:co 
Mm 

und fir elaſtiſche: 

vi — ci — 2 — c) — 263 — ss = 3a +0 = 0; 

es wird aljo die Gefchwindigkeit der unendlich großen Maſſe durch den An⸗ 

ftoß der endlichen Maſſe nidjt abgeändert. Iſt nun noch die unendlich große 

Maſſe in Ruhe, alfo cz — 0, fo hat man fir unelaftifche Körper: 
v=o0O 

und für elaftifche: 


u — — ci, vꝛ =0; 





dann bleibt alſo auch die unendlich große Maſſe in Ruhe, es verliert aber 
im erſteren Falle der anſtoßende Körper feine Geſchwindigkeit vollſtändig, 
und es wird dieſelbe im zweiten Falle in die entgegengeſetzte verwandelt. 

Der Stoß bringt nach dem Vorhergehenden immer gewiſſe Aenderungen 
in den Geſchwindigkeiten der einzelnen Maſſen hervor, die Bewegung des 
gemeinſchaftlichen Schwerpunktes der zuſammenſtoßenden Maſſen 
wird aber in keinem Falle durch den Stoß abgeändert. Nach dem Geſetze 
des Schwerpunktes ($. 298) geht nämlich die Bewegung eines beliebigen 
Maſſenſyſtems fo vor fich, als ob alle Maffentheilchen in dem Schwerpunfte 
bes Syſtems vereinigt wären, und in biefem Punkte auch alle äußeren Kräfte 
angriffen. In dem Falle bes Zufammenftoßens find äußere Kräfte nicht 
vorhanden, indem die Mafjen mit gleichförmiger Geſchwindigkeit fich bewe- 
gend vorausgefegt find, und die durch den Stoß rege gemachten Kräfte innere 
find, die fi) paarweife aufheben. Aus diefem Grunde kann die Bewegung 
des Schwerpunttes ber zufammenftogenden Maffen durch den Stoß nicht 
geändert werden, und e8 muß bdiefer Schwerpunft vor, während und nad 
dem Stoße mit gleicher Geſchwindigkeit und in berfelben Richtung fi) 
bewegen. 


Beifpiele 1) Mit welder Geſchwindigkeit if ein Körper von 8 Kilogramm 
an einen ruhenden Körper von 25 Kilogramm anzuftoßen, damit der legtere eine 
Geſchwindigkeit von 2 Meter annimmt? Wären die Körper unelaſtiſch, jo hätte 
man zu ſetzen: 
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—_ _Zıl _ 
MM +M' 
d. i 8 
_ a 
2* 84 25° 
daher: 


= %, = 8Y, Meter 
die geſuchte Geſchwindigkeit; wären fie aber elaftiidh, jo hätte man: 
2 M, c1 


va = 
1 2 


daher: 
c1 = 88), = aly, Meter. 

2) Trifft eine Maſſe M,, Fig. 629, die ruhende Mafie M5, = nM, mil ber 
Geſchwindigkeit c,, jo bat man bei vollfonmener Glafticität diefer Maffen die 
Geſchwindigkeiten: 

„—„-M-M, oem H_ u. ⸗ ——c 
sy rması ma ı=M+M ' 1+n" 
Trifft die Maſſe M, mit diefer dur den Stoß erlangten Geſchwindigkeit u; bie 
Mafie M;, = nM;, = n?M,, jo haben wir nad) dem Stoße die Geſchwindig⸗ 
feiten von DM, und M;: 








vl „MM, in, c, und v —_2M 5, =( 2 Je 
mM irn] Fr TE Mn, ?® \itn/t 
Fig. 629. Die legte (ste) Maſſe M. hat, 


wenn daS Berhältnik je zweier 
auf einander folgender Maflen 
gleih n ift, die Geſchwindigkeit 


1 
u = (a) .C,, und die 
vorlegte Maſſe M;—ı, welde 
gegen M, mit der Geſchwindigkeit 


2 — 
ln) 
Rick, Hat nad} dem Stoße bie Geſchwindigkeit v1, — 1® m * en 
Iſt 3. B. das Gewicht jeder Maſſe nur halb jo ob ie dag der vorber- 
J 
gehenden, alſo n = —, fo folgt 





4 
9= 56,1 ee 4, dom —— c‚=13,32c, und 


= 361 = En = +(5) Gr, = (6) c, =3,33 cı- 
Sind die Mafjen ſämmilich von gleicher Größe, ift alfo n = 1, fo folgt für 
die legte (zte) Maffe: 

ve = C 
und für alle anderen: 

Sg 0, u’ =0:.- va, 
d. h. die erſte Maſſe M, giebt ihre Geſchwindigkeit c, an die legte Maſſe My ab, 
und alle zwiſchen diefen befindlichen Maſſen verbleiben in Ruhe. 


vd 
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Arbeitsverlust. Beim Zuſammenſtoßen unelaftifcher Maſſen findet $. 359. 
ftets ein Berluft an lebendiger Kraft ftatt, weshalb die Maſſen nad) 
dem Stoße nicht jo viel Arbeit zu verrichten vermögen, wie vor dem Stoße. 
Bor dem Stoße enthalten die mit den Geſchwindigkeiten c, und cz fort« 
gehenden Maſſen M, und M, die lebendige Kraft: 
Mı, c} + M, Co, 
nach dem Stoße haben aber die mit der Geſchwindigkeit 
M,cı + M c 
M, + M; 
fortgehenden Maffen die lebendige Kraft: 
M,v? + M,v; 
e8 giebt daher die Subtraction biejer Kräfte den Verluſt an lebendiger 
Kraft durch den Anſtoß: 
AMi (cè —- ) 4 M ( — ) 
—=M a to) — v) — (a 4 0) (v — 0); da num 
Ai (ei — v) M. 1 - = 
ift, jo folgt: 


K=(ca +v—a—) 


v — 


M, M. (ci —c:;) — (ci - c)YM 3 _(eı — .c,)? , 
M +1; M+ MA, 1 + 
M 1, 
Sind die Gewichte der Maſſen G, und G,, ift alfo 
„=, 
9 9 


ſo hat man hiernach den Verluſt an mechaniſcher Arbeit oder Leiſtung: 
(ci — 6)? G, @G3 


A = ⸗ — — 
6.6 29 61 + 6 

Man nennt — — das harmoniſche Mittel aus Gi und G, und 
Gı + @ " 


kann hiernach behaupten: der Verluſt an Leiftung, welcher durch den 
Stoß zweier unelaftiichen Maſſen Herbeigeführt und auf die Formveränderung 
derjelben verwendet wird, ift gleich dem Producte aus bem harmonifchen 
Mittel beider Maffen und aus der Fallhöhe, welche der Dif- 
ferenz der Geſchwindigkeiten diefer Maffen entſpricht. 
Uebrigens läßt fich auch fegen: 
K=M, (fl — vd) + M. (c? — v) 
—Mı, (2 —2c9+v? +20,9— 2v2)+M (c7—2c,;v+9v2+20;0— 207) 
=M, (1 - v) +2 Mvla—v) + M (a —v)? +2 Anv(a— v) 
=M (a —W’+ 2 (a — vv), 
weilM (a — v) —⸗ M, w — o) il. 
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Hiernad iſt alſo die durch den unelaftifhen Stoß verlorene 
lebendige Kraft gleich der Summe von den Producten aus den 
Mafjen und den Duadraten ihrer Gefchwindigfeitsverlufte oder 
Geſchwindigkeitsgewinne. 

Iſt eine der Maſſen, z. B. M,, in Ruhe, fo hat man den Arbeitsverluſt: 
A= a_h 
29G + 6’ 
und ift die bewegte Maſſe M, ſehr groß gegen die ruhende, jo verfchwindet 
Gs gegen Gi, und es bleibt: 


_ & 
Er 


Beilpiele. 1) Wenn bei einer Mafchine in jeder Minute 16 ode zwiſchen 
den unelaſtiſchen Maßen 


M, = — 0 gilogramm und M,; = 7 Kilogramm 


mit den Geichwindigfeiten c, — 5 Meter und cyg = 2 Meter erfolgen, jo ift ihr 
Berluft an Leiftung in Bolge diefer Stöße: 

— 9)3 
A = yo ° Bar, I 10 = Ys- 9. N,051 . 6000), , = 1,836 . 40), 
= 66,77 Meterlilogramm per Secunde. 

2) Wenn auf einer Eilenbahn zwei Wagenzlige von 60000 Kilogramm und 
80000 Kilogramm Gewicht mit den Gejchwindigfeiten c, = 6 und co, = 4 Meter 
gegen einander ftoßen, fo entjteht ein auf die Zerflörung der Xocomotive und 
Wagen verwendeter Arbeitöverluft, welcher bei vollſtändigem Mangel an Elafticität 
der zum Stoße gelangenden Theile 
4 — (642° „ 60000 . 80000 





29 7000 — 100 . 0,051 . 14 — 174857 Meterkilogr. 
beträgt. 
Härte. Kennt man bie Elaſticitätsmodel der zum Stoße gelangenben 


Körrer, jo kann man auch bie Kraft des Zuſammendrückens und bie 
Größe deſſelben finden. Es feien von den Körpern A und B, Fig. 630, 
die Querfchnitte FR und Fy, die 
Längen I, und 7, und bie Elaſtici⸗ 
tätsmobdul Z, und Ey. Stoßen beide 
mit einer Kraft P gegen einander, 
fo find die bewirkten Zufamnıen- 
drüdungen nad) $. 210: 


Ph pl 
A = und Aa = ——_, 
ARE 5" = F; E, 
und e8 ift das Verhältniß berfelben : 


Gig. 630, 
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Äı _ RBEh, 
rss \ FE % 


Bezeichnen wir nun der Einfachheit wegen BRE durch A, , fowie 
li 
durch H, jo erhalten wir: 


F} BE, 
I; 








P pP 
fowie : 
ıı _H: 
, M 


Nennen wir nad) dem Beiſpiele Whewell's (f. The Mechanics of 
Engineering $. 207) die Größe = die Härte eines Körpers, fo folgt, 


daß die Tiefen der Jufammendrüdungen den Härten umgekehrt 
proportional find. 


Stößt eine Maſſe HM — - mit der Geſchwindigkeit ce auf eine unbes 


wegliche oder unendlich große Maffe, fo verwendet fie ihre ganze lebendige 
Kraft auf das Zufammendrüden, es ift baher (nad) 8. 212): 


Me? ec? 
ı _ I 
AA=7=;, 
Nun ift aber der gleich) der Summe von den Zufammenbridungen 
A, und A, md A, — z fowie 4, = * 5 es folgt daher: 
— — H, H 
r(z + = HH 
ſowie umgekehrt: 
p—_ _ HH: 
 Hh+H 
und bie * Beftinmungsgleichung 
- H, c? 
1 ICH 2 — __ 
alſo: 
H+R 6 
1 . 8, 
Van 9 


woraus fi) nun P, A, und A, berechnen lafjen. 


Beilpiel. Schlägt man einen fchmiebeeifernen Sammer von 25 Quadrat: 
centimeter Bafis und 0,150 Meter Höhe mit einer Geſchwindigkeit von 6 Meter 
auf eine Bleiplatte von 12 Quabdratcentimeter Bafis und 0,025 Meter Dide, fo 

ftellen fi$ folgende Berhältnifie heraus. Der Elafticitätsmobul des Schmiede: 


8. 361. 


798 Fünfter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [$. 361. 


eifens ift Z, — 20000 und ber des Bleies E, — 500, daher find die Härten 
diefer Körper: 
u — FıEı _ 2500 . 20000 
1 Zu 150 
H, — BB _ =D 20 = 24000. 
3 . 
Das Gewicht G des Hammer ift, wenn das ſpecifiſche Gewicht des Eiſens zu 
7,7 angenommen wird: 
G =0235.15.7,7 = 2,89 Rilogramm, 


— 333333 und 


- folglich ergiebt fi worin g in Millimetern zu nehmen ift, da E, und E, 


ER G __ 2389 _ 
fih auf diefe Einheit beziehen, zu — 7,” 0,000295. 


Sept man nun diefe Werthe in die Formel A = Varta. t — ein, fo 
Hi H. 9 


erhält man den Weg des Hammers beim Zuſammendrücken: 


— 60001 /.357333 . 0,00285 _ 69 Millimeter. 





333333. 24000 
Hieraus folgt die Stoßfraft: 
Bi H, ,„ __ 333333 . 24000 _ 
P — — H, = Ta 0,69 = 15462,2 Kilogramm, 
ferner bie Zufammendriidung des Hammer: 
P 15462,2 
4, = TA 335555 — 0,046 Millimeter 
und die der Bleiplatte: 
pP 15162,2 
Ag 7* 55 — 0,644 Millimeter. 


Elastisch - unelastischer Stoss. Bewegen fi) zwei Maſſen M 
und M, mit den Gefchwindigfeiten c, und cz hinter einander her, fo ift im 
Augenblide der größten Zufammendriidung die gemeinfchaftliche Geſchwin⸗ 
digfeit beider nad $. 356: 

— Mca+ Mc 

M, + M, 

und die auf die Zuſammendrückung verwendete Arbeit nad) $. 359: 
(ı — 0? MM, (a — 6)? GG; 
2 M+bL3Ä923 Gt 

Nun läßt fich diefe Arbeit aud) 

AS P— UP + 
Inte, es ergiebt fich folglich die Summe der Zuſammendrückungen beider 
aflen: 


1 — Bay 6: Ge u+Mm 
9(61 4 6) H, H, 


1? 
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woraus ſich num die zufammendrüdende Kraft P und die Zuſammen⸗ 
drückungen A, und A, der einzelnen Maflen finden laſſen. 

Sind die Muffen unelaſtiſch, fo bleiben diefe Zufammendrüdungen auch 
nad) dem Stoße; ift aber eine von beiden Maſſen elaftiich, fo dehnt ſich 
diefelbe in einer zweiten Periode wieder aus, und die daraus erwachſende 
Ürbeit erzeugt eine neue Gefchwindigfeitöveränderung. Iſt z. B. die Maſſe 


M, — = elaſtiſch, fo wird in diefer zweiten Periode des Stoßes bie Arbeit: 


2 2 
— hm +)” 
(ı — 4)? GG; He H; 
029 G‘+GH+H 
frei. Man hat daher in diefem Falle für die Gejchwindigfeiten ©, und ©, 
nad) dem Stoße die Formeln: 


Mvy + M:% = Mc + Ma und 


Mi M. H 
2 2 — 2 2 — 3, _ 178 . — — 
Mvy + Mı,)=Mtv+ Mv + (ca — 06) M+rM, H+H, 





=M eo +Mg—-(a— PR JRE-IE 
d. i.: 


En N HH 


7. MM, E . 
M,+M H+B; 
Sest man den Gefchwindigfeitsverluft cı, — dı = z, fo hat man den 

Geſchwindigkeitsgewinn: 





Mi v 4AM, Ie M cꝰ — (ci —& 





- L 
2 2 M, ’ 
und es nimmt die legte Gleichung die Yorm: 

M, x M; HB _ 
2a-9-2(2. +7 )-a- Var 
oder: 

M+M ._ _ on. M_._ N __ 
Mm " 2( —a)2 + (a — 0%)? IM — Oan. 
Multiplicirt man biefelbe mit * 7, und fegt man 


DA — 1 — BB 
H+H H, + 15' 
jo erhält man die quadratifche Gleichung : 
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M. 3 
=? — 2 (cı — 0) Trug 7a x + (a — 9)? a) 
— — 
aa (+ Im) 54 


oder: 


@-0 gm) u Te u) Em 


deren Auflöfung den Gej 2 inbigteitavermn x bes erften Körpers giebt: 


— — M; B ) 
»=a-n=a-grmlt H+H, 
und den Geſchwindigkeitsgewinn bed anderen Körpers: 


4 -sa=a- )y Tm lt Ve) 


Beifpiel. Wenn man annimmt, daß in dem Beilpiele des vorigen Para» 
graphen der eijerne Hammer volllommen elaftiih und die Bleiplatte ganz uns 
elaftiich ift, jo erhält man den Geichwindigkeitsverluft des mit 6 Meter Ge 
ſchwindigkeit aufjallenden 2,89 Kilogramm ſchweren Hammer, da c; = 0 und 


‚M = © zu legen ift: 





u HB, \_ 2100\_ _ 
a—-9=a(1+ V * —A —— — — 


daher die Geſchwindigkeit des Hammers nach dem Stoße: 
vi ⸗ ci — 7664 =6 — 755 — — 1554 Meter. 
Die Geſchwindigkeit der unterſtützten Bleiplatte bleibt natürlich Null. 


Unvollkommen elastischer Stoss. Sind die an einander ſtoßenden 
Körper unvolllommen elaftifch, fo dehnen fich diefelben in der zweiten 
Periode der Stoßzeit nur zum Theil wieder aus, e8 wird alfo auch die beim 
Comprimiren in ber erften Periode verbrauchte Lebendige Kraft in der 
zweiten Periode nicht vollftändig wieder ausgegeben. Sind wieder A, und 
Ag die Ziefen der Eindrücke, und ift P die Stoßkraft, jo hat mun die Ar- 
beitöverlufte beim Comprimiren —= 1, PA, und Y Pi,. Wird nun beim 
Ausdehnen hiervon dag ufache, oder allgemeiner, beim Ausbehnen. des einen 


Körpers da8 = und beim Ausdehnen bes zweiten das wusfache zurüd- 


gegeben, fo bleibt der gefammte Arbeitsverluft nach dem Stoße: 
A=YPl a) +1 —u)l 


oder Aı = — und Ag = -. gelegt: 


- 1 — u 1—u 
— PIIM Kal 
A= Pr] H, * Hs | 
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Nach dem vorigen Paragraphen ift aber 
H, H, 4 M, M, Hi + RA, 
HA, + H. M+%M HB 
daher ergiebt fich der in Trage geftellte Arbeitöverluft: 
a az). MM HB (— —*) 
2 M+M H+PR H, 3 
_la-o® MM (1 _ MB Tan). 
— 2 M, + M; H, + HB; 
Um nun die Gefchwindigfeiten v, und ©, nad dem Stoße zu finden, 
haben wir die Gleichungen: 
M vi — M. v. Mici M c, und 
MivMe Mic M, c 
MM (—-W)B;+(1—uw)Hı 
M-+M; A,+ HB 
mit einander zu verbinden und aufzulöfen. Ganz auf diefelbe Weile wie 
im vorigen Paragraphen ergiebt ſich der Gefchwindigfeitsverluft des 
erften Körpers: 


us Hı + uı H. 
a-a=a-onrm(t +) rm) 


und der Geſchwindigkeitsgewinn des vorangehenden Körpers: 


_ Mu Mı ia HBı + Wı Be\, 
aaa (1 ryarE ) 
Diefe beiden allgemeinen Formeln enthalten auch die Gejege des voll 

kommen elaftifchen und des unelaftiichen Stoßes. Setzt man in ihnen u, 
= —=1, fo erhält man bie fchon oben gefundenen Formeln für ben 
Stoß zwiſchen volllommen elaftiichen Körpern, nimmt man aber 4 = ir 
—=0am, fo erhält man die Formeln bes unelaftifchen Stoßes u. f. w. 
Sind beibe Körper von gleichem Grade der Cfafticität, iſt alſo tı = Us, 
jo hat man einfacher: 


a-n=a— (+ Ve) 


P= mbA=(a — 6) 














— (aa). 


und 
M, 
u — c: =la — cq. or + ya). 
Iſt noch die Maſſe M, in Ruhe und unendlich groß, fo folgt: 
‚a—n=all + Vu), d. i.: 


vi — — ci Vo, ſowie umgefehrt: 


u \? 
= (*). 
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Läßt man die Maffe M, von einer Höhe A auf eine feft unterftügte 
gleichartige Maſſe M, herabfallen, und fteigt diefelbe nach dem Aufichlagen 
auf eine Höhe A, zurüd, fo kann man aus beiden Höhen den Coefficienten 
der unvollfommenen Elafticität durd) die Formel 

RZ 
finden. Schon Newton fand auf diefe Weife fir Elfenbein: 
u = (ti)? = a = 0,79, 
für Glas: 
u — (18/6)? = 0,9375? — 0,879, 
für Kork, Stahl, Wolle: 
u = (5/,)? = 0,555? = 0,309. 

Hierbei wird jedoch vorausgejegt, daß ber ſtoßende oder auffallende Körper 
die Rugel- und der geftoßene Körper oder die Unterlage eine Plattenform hat. 

Der General Morin ließ Gefchügfugeln von 6 bis 20 Kilogramm 
Gewicht auf verfchiedene Maffen von Thon, Holz, Gußeiſen, welche 
an einem Yederdynamometer oder einer Federwage aufgehangen waren, 
berabfallen, und fand, daß für Thon und für Holzftüde u nahe — 0, 
dagegen für Gußeifen u nahe = 1 ift, daß alfo der Stoß mit den erfteren 
Körpern als unelaftifch, und der mit dem letzteren als volllommen elaftifch 
angefehen werden Tann (f. A. Morin, Notions fondamentales de Mé- 
canique, Art. 67—70). 


Beilpiel. Welche Gejchwindigkeiten nehmen zwei Stahlplatten nach dem 
Stoße an, wenn dieſelben vor dem Stoße die Geichwindigkeiten c, — 10 und 


Cg = — 6 Meter befigen, die eine 30 und die andere 40 Kilogramm wiegt ? 
Hier iſt 
an = (1046). 4%, 14 %)=16.%.1% = 1° = 14,22 Meter, und 
n—-6= 2 . 14,22 — 10,66 Meter, 
daher find die gejudten Geſchwindigkeiten: 
vs = 0 + 10,66 = — 6 + 10,66 = 4,66 Meter. 


8. 363. Schiefer Stoss. Weichen die Bemegungsrichtungen S, C, und 5 G; 
zweier Körper A und B, Fig. 631, von der Normale NN zur Berührungs⸗ 
ebene ab, fo ift der Stoß ein ſchiefer. Wir führen die Theorie deſſelben 
auf die des geraden Stoßes zurüd, wenn wir die Gefchwindigfeiten S, CL = cı 
und S; C. — cz nad) der Normale und nad) der Tangentialrihtung zer⸗ 
legen. Die Seitengejchwindigkeiten in der Richtung der Normale NN geben 
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einen Centralftoß und werden daher auch genau fo verändert, wie beim 
Centralftoß, die mit der Berührungsebene parallelen Gefchwindigfeiten hingegen 
Fig. 631. verurfachen gar feinen Stoß und bleiben 
| daher unverändert. Vereinigt man die 
nach den Regeln des Centralſtoßes ver- 
änderte Normalgefchwindigkeit eines jeden 
Körpers mit der unverändert gebliebenen 
Zangentialgejchwindigkeit, fo erhält man 
die reſultirenden Geſchwindigkeiten dieſer 
Körper nad) dem Stoße. Setzen wir 
bie Winkel, welche die Bewegungsrich⸗ 
tungen mit der Normale einfchliegen, 
a, und &, alfo SI N = a, und GEN — %, fo erhalten wir für 
die Normalgefchwindigkeiten S, E, und SE, die Werthe c, cos.a, und 
Ca 008. & , dagegen für die Tangentialgefchwindigfeiten S, FL und S, Fr, 
ci sin. &, und c; Sin. &s. Durch den Stoß erleiden aber die erfteren Ge⸗ 
Ichwindigfeiten Veränderungen, und e8 geht bie erfte über in: 





M 
vYı = Ci 008.0 — (cı 608.0} — (3 C08. &s) AT (1 +Vu) 
und die zweite in: 
M, 
U =(3 008.0 + (Cı 608.% — (3 008.0) Zr (1 + Yu), 


wofern, wie feither, M, und M, die Maffen beider Körper bezeichnen. 
Aus v, und cı sin. &, ergiebt fich die vefultivende Geſchwindigkeit S, Gh 
des erften Körpers: 
Yyı =Vv? + c} sin. a? 
umd aus vo, und cz sin. & die Geſchwindigkeit S, G, des zweiten Körpers: 
V, =VvR + 08 sin. 0); 
auch ergeben ſich die Abweichungen der Gejchwindigfeitsrichtungen von der 
Normale durch die Formeln: 


Cı sin. 1247 


tang.ı = und tang. ß, = am, 
1 


wenn B, den Winkel GC, Sı N fowie 4, den Winkel G, 8S, N bezeichnet. 


Beifpiel. Zwei Kugeln von 30 und 50 Kilogramm Gewicht ſtoßen fi mit 
den Geſchwindigkeiten c, = 20 und c, — 25 Meter, deren Richtungen um die 
Winkel &, —= 21035’ und a, = 65020’ von der Normale der Berührungsebene 
abweichen, in weldhen Richtungen und mit welchen Gejchwindigfeiten gehen dieſe 
Mafien nad) dem Stoße fort? Es find Die unveränderlichen Seitengeſchwindigkeiten: 

ci sin.a, = 20. sin. 21035’ — 7,367 Meter und 
Cg8in. ag = 25. sin. 66°%20’ = 22,719 Meter, 


b1* 
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dagegen die veränderlihen: 
C 608.0, = 20.c08.21035’ — 18,598 Meter und 
Cg 608.09 = 25.c08.65020’ = 10,433 Meter. 
Sind die Körper unelaftiich, jo hat man u = 0, daher die veränderten Normal⸗ 
geſchwindigkeiten: 
v, = 18,598 — (18,598 — 10,433) . 5%, = 18,598 — 5,103 — 13,495 Meter und 
vg = 10,483 + 8,165.%, = 10,433 ++ 3,062 — 13,495 Meter. 
Die refultirenden Geihwindigteiten find nun: 


V =Y 13,495? + 7,3572 — V 236,24 = 15,37 Meter und 
— YV 13,4952 + 22,719? — V 698,27 — 26,42 Meter; 
für ihre Richtungen hat man: 


tang. Bı = en log. tang. ß, = 0,73653 — 1, 8, = 280536’ und 


tang. Ba = — 73. log. tang. Ba = 0,22622, 4. = 59 17". 





Stoss gegen eine unendlich grosse Masse, Trifft die Maſſe A, 
Fig. 632, gegen eine andere unendlich große Maffe oder gegen ein un— 
bewegliches Hindernig BB, hat man alfo a = 0 und M;; — @, fo folgt: 

dı = Cı 008. 0%, — ci cos. 0 (1+ Vu) = — (1 005.0 Vu und 
20 +Ve)_, 
00 


%=0-+ cı 008.0,» 


Iſt nun noch u — 0, fo wird auch v;, —= 0, ift aber a — 1, fo folgt 





vı = — 61.008. 01, ». h. beim unelaftifden Stoße geht die Nor: 
Fig. 632. malgeſchwindigkeit ganz verloren, 
beim elaſtiſchen hingegen wird ſie 
G —2 * in die entgegengeſetzte verwandelt. 
x * Für den Winkel, um welchen die Bewe— 
\ ya gungsrichtung nach dem Stoße von der 
\A AB Normale abweicht, ift 
-N____ Ele — ci 8in.d, C sin. & 
K “ ii E tana.Dı = —— — — 
B 2 v C 608.0 Vu 
| 1 
* = — lang. co, \/ — 
& 
Fur unelaftifche Körper wird alfo: 
tang. ßı - u _ o;d1i. 61 = 90° 
und für elaftifche: 
tang. fı = — Lang. u, d.i.fı = — a. 


Nac dem Stoße eines unelaftifchen Körpers gegen ein unelaftifches Hin⸗ 
derniß geht alfo der erftere mit der Tangentialgeſchwindigkeit c, sin. &, in 
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der Richtung SF’ der Berlihrungsebene fort, nach dem Stoße eines elaftifchen 
Körpers gegen ein elaftifches Hinderniß aber geht ber Körper mit unver: 
änderter Gefchwindigfeit in einer Richtung SG fort, die mit der Normale 
N N und ber anfänglichen Richtung X S in eine Ebene fällt, und mit ber 
Normale denfelben Winkel @ SN einfchließt, wie die Bewegungsrichtung 
vor dem Stoße mit ebenderjelben auf der entgegengefegten Seite. Man 
nennt den Winkel X SN, welchen die Bewegungsrichtung vor dem Stofe 
mit der Normale oder dem Lothe einjchließt, den Einfallswintel und 
den Winkel G SN, welchen die Bewegungsrichtung nad) dem Stoße eben- 
damit bildet, den Austritts- oder Reflerionswintel, und kann hiernach 
behaupten: beim vollkommen elaftifchen Stoße fallen Reflerions- 
und Einfallswinkel mit dem Einfallslothe in einerlei Ebene, 
welche die Einfallgebene genannt wird, und es find beide Winkel 
einander gleid). 


Beim unvolllommen elaftiichen Stoße ift das Verhältnig Vu der Tan- 
genten diefer Winfel gleich dem Berhältniffe der ducch die Ausdehnung zurück— 
gegebenen Gefchwindigkeit zu der durch die Compreffion verlorenen Geſchwin⸗ 
digkeit. Mit Hülfe diefes Gefeges Täßt ſich nun Leicht die Richtung finden, 
in welcher der Körper A, Fig. 633, gegen das unbeweglicdhe Hinderniß BB 
zu ftoßen ift, damit er nad) dem Stoße eine gewiffe Richtung SY verfolge. 
Iſt der Stoß ein elaftifcher, fo fällen wir von einem Punkte Y der gegebenen 

Fig. 633. Richtung das Perpendilel YO gegen 
das Einfallsloth N N, verlängern daf- 
jelbe, bi8 die Verlängerung O Y, dem 

Rn a en PBerpendifel felbft gleich wird; SY, ift 
5 dann die in Frage ftchende Stoßrichtung, 


_N__0 le — N denn es iſt biefer Conftruction zufolge 
1 Winkel NSY, = NSY Iſt der 
F 1 Stoß unvollkommen elaſtiſch, fo made 

. | man OH, —=Vu.OY,; dann if Yı S 


ebenfalls die gefuchte Anfangsrichtung, da 


tang. 0 ” — —— zu, ausfällt 
tang.Pı 


Fällt man ein Yoth Y : gegen die Tinie SR parallel zur Berührungs⸗ 





—— 1 
ebene, und macht man deſſen Verlängerung RX = RY V+ fo bekommt 


man aus leicht einzufehenden Gründen ebenfalls in SX die gejuchte Einfalls- 
richtung. 





8. 365. 
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Anmerkung. Die Theorie des ſchiefen Stoßes findet ihre vorzüglichſte An⸗ 
wendung beim Billardſpiel. S. Théorie mathématique des effets du jeu 
de billard, par Coriolis. Nach Coriolis iſt beim Anſtoße eines Billard⸗ 
balles gegen die Bande das Verhältniß der zurückgegebenen Geſchwindigkeit zur 
Einfallsgeſchwindigkeit — 0,5 bis 0,6, alſo u = 0,5? = 0,25 bis 0,6? = 0,36. 
Mit Hilfe diefes Werthes läßt fi nun auch die Richtung angeben, in welder 
ein Ball A gegen eine Bande BB zu ftoßen ift, damit er von diefer nad) einem 
gegebenen Punkte X zurüdgeworfen werde. Man fälle von dem gegebenen Punkte 
Y daS Berpenditel YR gegen die mit der Bande parallel laufende Schwerlinie des 


Balles, verlängere daſſelbe um RX — v: — 10), bis 1%, feines Werthes und 


ziehe die Gerade Y, X; der fi) herausftellende Durchſchnitt D ift die Stelle, 
nad) welder man den Ball A zu ftoßen bat, damit er dur Bricol nah Y 
gelange. Durch die Drehbewegung des Balles wird dieſes Verhältnig allerdings 
noch etwas geändert. 


Stossreibung. Bei dem ſchiefen Stoße entſteht auch eine Reibung 
zwiſchen ben fich ftoßenden Körpern, welche die Seitengefchwindigfeiten im der 
Richtung der Berührungsebene abändert. ‚Die Reibung F' des Stoßes 
beftimmt fich wie die Reibung des Drudes; bezeichnet P die Stußfraft und 
ꝙ den Reibungscoefficienten, fo ift fie F= pP. Sie unterſcheidet fid) 
nur infofern von der Reibung des Drudes, als fie, wie der Stoß jelbit, 
nur während einer fehr Heinen Zeit wirkſam ift. Die durch fie hervor- 
gebrachten Gefchwindigfeitsveränderungen find aber deshalb nicht unmeßbar 
Hein, denn die Stoßfraft P und folglich aud) der Theil PP derfelben ift 
in der Regel jehr groß. Bezeichnet man die ſtoßende Maffe dur) M und 
die durch die Stoßkraft P erzeugte Normalacceleration durch p, jo hat man: 


P My und daher F=gpMp, 


ſowie die Verzögerung oder negative Acceleration der Reibung während des 
Stoßes: 


F— op: 
* 993; 


d. i. pmal fo groß, wie die ber Normalkraft. Nun haben aber die Wir- 
tungen beider Kräfte gleiche Zeitbauer; es ift daher auch die durch die 
Reibung erzeugte Geſchwindigkeitsveränderung Pmal fo groß, 
wie die durch den Stoß bewirkte Veränderung in der Normal: 
geſchwindigkeit. 

Die Richtigkeit dieſer Theorie hat Morin durch Verſuche dargethan 
(. deſſen Notions fondamentales de Mécaniquo). 

In dem Falle, wenn ein Körper mit der Geſchwindigkeit c gegen eine 
unbewegliche Maſſe BB unter dem Einfallswinkel @, Fig. 634, ftößt, ift 
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nad) dem vorigen Paragraphen die Veränderung in der Normalgeichwin- 
digfeit: 

w— ccos.a (1 + Ve); 
daher die durch die Reibung bewirkte 
Beränderung in der Tangentialges 
Ichwindigfeit: 

—=gpw—=gpe(1l + Vu)cos.«. 
Es geht aljo nad) dem Stoße die 
Seitengefchwindigleit ec sin. « in 
esin.a — pc(1 + Vu) C03. 0% 
—=[sin.a— pcos.0(1 + Vu) Je 
über, und fie fällt bei volllommen elaftischen Körpern 

= (sin. — 29c08.0)c, 
dagegen bei unelaftiichen Körpern 
= (sin. — ꝙ cos. 0) c 





aus. 
Durch die Reibung während des Stoßes erhalten die Körper ſehr oft 
eine Drehung um ihren Schwerpunkt, oder es wird, wenn eine Dreh⸗ 
bewegung ˖ vor dem Stoße ſchon vorhanden war, dieſelbe abgeändert. Iſt 
das Trägheitsmoment des runden Körpers A in Hinſicht auf ſeine durch 
den Schwerpunkt 8 gehende Drehaxe — Mk? und der Drehungshalbmeſſer 
SC= a, fo hat man bie auf den Berührungspunkt C reducirte Maſſe des 
Körpers 
_ uw 
= 
daher die durch die Reibung F' hervorgebrachte Drehbeſchleunigung biefes 
Punktes: 
FF _g9Mp _ a? 
MT ya Mia Pa 
und die entjprechende GejchwindigfeitSveränderung: 


a? a? — 
G — 5 (1 + Vu) c cos. a. 


2 2 
Bei einem Cylinder iſt = — 2 und bei einer Kugel - = °/a, baber 
folgt für diefe runden Körper die durch den Stoß gegen eine feite Ebene 
bervorgebrachte Veränderung in der Umbdrehungsgeichwindigkeit: 
u, —= 29 (1 + Vu) ccos. und w, = ap (1 + Va) c cos. 0, 


Die im Obigen entwickelten Formeln für die Geſchwindigkeitsveränderungen 
durch die Stoßreibung beruhen auf der Vorausſetzung, daß dieſe Reibung während 
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der ganzen Stoßdauer wirklich ſtattfindet. Diejelbe hört aber in dem Augen⸗ 
blide auf zu wirken, in weldem die Geſchwindigkeitscomponente des ftoßenden 
Körpers parallel zu der geftoßenen Fläche, d. h. die Geſchwindigkeit des Gleitens 
zu Null wird, weil von dieſem Augenblide an, wo daB leiten aufhört, von 
einer Reibung nicht mehr die Rede fein kann. 

Wenn u die Umdrehungsgejchwindigfeit des ſtoßenden Körpers M um feine 
zur Einfallgebene ſenkrechte Schwerpunktsaxe an jeinem Umfange bezeichnet, jo 
ift die Geſchwindigkeit des Gleitens bei Beginn des Stoßes gegeben durch: 

yz=cenatıy, 
je nachdem die Umdrehungsgeſchwindigkeit u im Berührungspunfte mit der fort- 
j&reitenden Bewegung c sin. « gleiche oder entgegengejegte Richtung hat. Für 
den Fall, daß dieje beiden Größen gleich und entgegengejeht find, ty = 0 un 
e8 findet überhaupt keine Reibung, jondern ein Rollen fatt. Am Allgemeinen 
find folgende Fälle zu unterfcheiden: 

1) Die fortſchreitende Geſchwindigkeit ce sin. « und die Umfangsgeſchwindigkeit u 
haben gleiche Richtung, Fig. 635. Die Reibung wirkt dann in der Richtung BF 

, und zwar verfleinernd auf c sin. a ſowohl wie 
dig. 635. auf u, jo daß nah dem Stoße die fortjchreitende 


Geſchwindigkeit ce sin. a — pc cos. (1 + Vu) und 
2 
die Umfangsgeſchwindigkeit u— gc cos. « 5 (1-+ Yu) 


‚oder beider Kugelform u —* 9.cc08.a(1-+ Vu) 
beträgt. Als Bedingung ehr die Gültigkeit dieſer 
Gleichungen hat man y, I 0, d. h. 

| esin.a+ u 2. 9.ccos.a(i+ VM. 

Man erkennt übrigens leicht, daß die fortfchreitende Bewegung zu Null 


und jogar negativ wird, fobald Pcos.« (1 + Vu) ES sin. « oder wenn 
tang.a > 9 (1 + Vu) if. Sept man pcos.a (1 + Vu) = sin. a in die 





Bedingungsgleihung ein, jo folgt uw > 3 o.ccos.a (1 + Vu) oder 
B. | 
u > e sin.a. 


Nimmt man für Vu den Mittelmertb Vu —= 0,55 und 9 = 0,20 an, jo 
folgt (1 + Vu) = 0,310 und @ — are. tang. 0,310 — 17020 ift der⸗ 
jenige Winkel ZAE, unter welchem die Kugel gegen die Ebene FB geftoßen 
werden muß, wenn die Geſchwindigkeit c sin. « vernichtet werden, d. h. wenn die 
Kugel in dem Einfallslothe zurüdpralien fol. Die Umfangsgejhwindigteit u der Kugel 


muß dann wenigftens u — 5 c sin. a betragen, wenn die Reibung während der 


ganzen Stoßdauer wirken fol. It zang.e < go (14 Yu) oder & < 17020, 
jo wird, immer unter der Borausjegung, daß die Reibung während der ganzen 
Stoßdauer ftattfindet, die fortichreitende Bewegung negativ, d. h. die in der 
Richtung ZZ A anlommende Kugel wird nad einer Richtung AJ zurüdgemorien, 
welche mit HA auf derjelben Seite des Einfallälothes liegt, indem die Seiten- 
geſchwindigkeit EJ negativ geworden if. Dan kann hierbei fogar die Kugel 
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veranlafien, in derſelben Geraden zurüdzufehren, in welder fie vor dem Stoße 
ging. Für diefen Fall Hat man den Winkel EAJ gleid « zu jehen, ober 
tang. EAJ tang. a. Run ift aber 
EJ _ esin.e — pe cos.« (1+ Vu) 

4E — cc08.«V u 


— tang. «yı +9 (1 ya): 
Setzt man alfo 


7 n 
- tang. «ey +y (1 +V 1) = tang.a, jo folgt tang.a=yp, 


daher für a = 0,2, «a = 1190. 

Denkt man fi, die Kugel bewege fih im Einfallslothe HA gegen die fefte 
Ebene, nimmt man aljo « = O an, fo gebt die allgemeine Bedingung für die 
Bültigkeit der Reibungsformeln 


tang. EAJ = 


esin.a+u>7 o(1 + Yu)ccos. « über in u>I y(1+YVu) e. 


AR diefe Bedingung erfüllt, fo wird die Kugel unter einem Winkel 8 reflectirt, 
für welchen man bat: 


C8iN. a — Pc cos. «(1 + Vu) _ „it. 
- o cos. Vu Vu 
Für 9 = 02 und Yu = 0,55 folgt: 


tang.ß = 0,2 = — 0,564; 4 = 29030 und pi + Vu) = 1,085. 


Um diefen Winkel von nahezu 30° kann ein normal gegen die Bande geftoßener 
Billarbball beim Zurückgehen von der Rormalen nad) links oder rechts abgelentt 
werden, je nahdem man ihm (dur einjeitige8 Stoßen) eine Umdrehungs⸗ 
geihwindigleit nad) der einen oder anderen Richtung im Betrage von mindeftens 
1,085 c ertheilt. Eine geringere Umfangsgeſchwindigkeit hat eine geringere Dauer 
der Reibung, daher eine geringere jeitliche Ablenfung des Balles zur Folge. 

2) Die fortfchreitende Geſchwindigkeit c sin. « und die Umfangsgeſchwindigkeit s 
haben entgegengejegte Richtung. Die Geſchwindigkeit des Gleitens ift in dieſem 
Tale y = esin.a — u und Stimmt hinfihtlih der Richtung mit der größeren 
der beiden Geſchwindigkeiten überein. 

a) Iſt daher esin.a > u, jo wirft die Reibung F' der fortichreitenden Ge⸗ 
Ichwindigfeit ce sin. « entgegengejegt (Fig. 636), daher auf dieje verzögernd, hin⸗ 
Fig. 686. gegen auf w vergrößernd ein, jo daß die Geſchwindig⸗ 

j teit des Gleitens nach dem Stoße 





tang.ß = 


y=csn.a— u — I pecos. «(1+ Yu) 


ift, vorausgejegt, daß dieſe Größe nicht negativ, d. h. 
daß 
esin.a—u> Z pccos.a(1+ Vu) 


ift. Wenn diefe Bedingung nicht erfüllt ift, wenn 
man vielmehr: 





810 Fünfter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [8. 365. 
c sin. « — u z pecos.a (1 + Yu) 

hat, worin » ein ächter Bruch ift, fo findet die Stofreibung nur während eines 

Theiles der Stoßdauer ftatt, bis y zu Null geworben ift, und man hat nad) dem 

Stoße die fortſchreitende Geſchwindigkeitscomponente gleich 
esin.a—vgpe.cos.«(1 + Vu) 

und die rotirende Geſcheindickei gleich 


u4 v2 pccos. a(1ı + Vu). 


b) Wenn dagegen esin.« < u, fo wirt die Reibung in der wichting von 
csin.a, alſo hierauf beſchleunigend und auf w verzögernd ein (Fig. 637), und 
man bat als Bebingung für die Gültigkeit der oben 
entwidelten Reibungsformeln: 


u— csin. «a _— DC cos.a(1-+ Vu) 20, 
d. h.: 


za u— csin.a Z I 90008. (+ Vu) 


dig. 637. 






Alsdann if die tangentiale Geſchwindigkeit nad 
dem Stoße: 


esin.a + pccos.a (1 -+ Va) 
und die Umfangsgeſchwindigkeit: 


u 24 peeos.a (1 + Vu). 
Iſt aber obige Bedingung nicht erfüllt, jondern bat man: 


w—cena=vt. pc cos. (1 + Vu), 
worin » Heiner als Eins ift, jo findet man wieder bie Tangentialgeſchwindigleit 
nad dem Stoße gleich 
esin.a + v»gccos.a (1 + Yu) 
und die Umfangsgeſchwindigkeit gleich 
u—r2.gecona(i+ Vo); 
in diefem Falle bat die Kugel eine rollende Bewegung angenommen. 

Es ergiebt ih aljo, daß duch die Stokreibung in dem alle a), wenn 
c sin.a > u ift, der Ball beim Zurüdprallen eine Annäherung an das Ein- 
fallsloth und in dem Falle b), wo c sin. < u ift, eine Ablenkung von dem 
Einfallsiothe erfährt. 

Beilpiel. Wenn ein Billardball mit 5 Meter Geſchwindigkeit und unter 
dem Einfallswintel « — 45° gegen die Bande ſtößt, welche Bewegungen nimmt 
derſelbe nach dem Stoße an? Setzt man für Vu den mittleren Werth 0,55, To 
bat man die normale Seitengejhwindigfeit nad) dem Stoße 


— — ccos.a Yu =— 055.5. c0s.45° = — 275 YYy, = — 1,944 Meter, 


und nimmt man mit Coriolis 9 = 0,20 an, jo erhält man die Seiten: 
geſchwindigkeit parallel zur Bande 
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—cesin.«e— po (1+ Yu)cecos.« = (1— 0,%.1,55) . 3,536 — 0,69 . 3,636 

—= 2,439 Meter, 
auch folgt für den Neflerionswintel 4: 
2,439 





tang. = 1.944 = 1,2548, 
alfo: ß = 5127", 
und die Geſchwindigkeit nach dem Stoße bleibt 
194 _ 


Außerdem nimmt der Ball auch noch die Umdrehungsgeſchwindigkeit 
6/, @ . 1,55 . 3,536 —= 2,740 Meter 
um feine verticale Schwerlinie an. Da der Ball fi nicht gleitend, fondern 
wälzend auf dem Billard fortbemwegt, jo ift anzunehmen, daß er außer der fort: 
ſchreitenden Geſchwindigkeit ce = 5 Meter auch nod eine gleihgroße Umdrehungs⸗ 
geſchwindigkeit befige, und daß fich dieſe ebenfalls in die Componenten 
ccos.a — 8,536 und csin.a« — 8,536 Meter 
zerlegen laffe. Die erfte Componente entipriht einer Drehung um eine Axe 
parallel zur Bandenage und geht in 
c cos. « — %y (+ Vu) ccos.a = 3,536 — 2,740 = 0,796 Meter 
über, die andere Gomponente c sin.a — 3,536 Meter entſpricht einer Drehung 
um eine Are normal zur Bande und bleibt unverändert. 


Stoss drehbarer Körper. Stoßen zwei um fefte Axen @ und K $. 366. 
drehbare Körper A und B, Fig. 638, gegen einander, fo ftellen fich 
Geſchwindigkeitsveränderungen her⸗ 
Fig. 638. aus, welche fid) aus den Trägheits- 
NN momenten Mı k? und M,%2 dieſer 
ae ir. J Körper hinſichtlich der feſten Axen 
Bi —* uund mit Hüffe der im Vorſtehenden 
| gefundenen Formeln beftimmen laffen. 
Sind die Perpendifel GH und KL, 
welche fi) von den Drehungsaren 
gegen die Stoßlinie fällen laflen, a, 
und as, jo hat man die auf die Loth⸗ 
punkte H und L in der Stoßlinie 

M, x 





k? ® 
reducirten trägen Maffen = A und Zr Führt man diefe Werthe 
1 





ftatt M) und M, in die Formeln für den in Gentralftoß ein, jo befommt 
man die Gefchwindigfeitsveränderungen der Punkte 7 und Z ($. 362): 
M, k} : a; 
+ a (1 +YVe) 
Mk} a’ V ) . 
= (a - ra k?a? + Hua; \! 1+ u ’ fowie 
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— — M, x⸗ a; 
V⸗ c. ⸗(ci —- c.) Mıky:ar — (1 4 Ver) 
M,k?o} 
=(a — 6) WkRa? \! (1+Vu), 
wofern c, und cz bie Geſchwindigkeiten diefer Punkte vor dem Stoße waren. 
Bezeichnen wir die Winkelgefhwindigkeiten vor dem Stoße durch &, ımd & 
und die nad) dem Stoße durch @, und @,, fo haben wir ci — ayaı, 


G = &, fowie vy = a, 0, und % = 009; zu ſetzen, und erhalten 
für den ftoßenden Körper den Berluft an Winke geſchwindigkeit: 


M;k 
4 — 09 = a (a8 — u) a ten +4 u) 
und für den geftoßenen Körper den Gewinn an Wintetgeſchwindigkeit: 
M,k 
0 — & = 0 (a & — Q 5) Er rl + Ve), 
folglich die Winkelgeſchwindigkeiten nach dem Stoße ſelbſt: 
0 —=& — A; (a, & — 4 &) (1 +Ve) 
und 
— _ Va) —— — 
op E +9 (a d 82) (1 * Vu M,k’a? + M,kia: 
Sind beide Körper vollkommen elaftifh, fo hat man u —= 1, alfo: 
ı +Va=32, 
und find fie unelaftifch, jo Hat man a —= 1, alfo: 
1 + Vu — 1. 
Im letzteren alle ift der durch den Stoß hervorgebradhte Verluft an 
lebendiger Kraft nad) $. 359: 


K= (a, &i — Ag &)? - 


M,k} 
M,k?a} + Mak}a} 


Mi hy. Mk 
M, kra + M;k}a) 


Beifpiel. Die armirte Welle AG, Fig. 639, hat in Hinficht auf ihre Um: 
drehungsaxe @ da8 Trägheits: 
Sig. 639. moment 

M,k® = 2000: g9 
und der Stirnhammer BK da}: 
jelbe in Hinſicht auf feine Axe X 

M,kE = 8000 : 9. 
Der Hebelarm FC der Welle 
ift 0,6 Meter, jowie der Hebel 
arm K U des Hammer: 2 Meter 
und die Winkelgeſchwindigkeit der Welle im Augenblide des Stoße an den 
Hammer — 1,2 Meter. Wie groß ift dieſe Gejchwinbigleit nad) dem Stoße, und 
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welche Leiftung geht durch jeden Stoß verloren, wenn gänzlicher Mangel an 

Elafticität vorausgejegt wird? Es ift die gejuchte Winkelgeigmindigfeit der Welle: 
8000 

— 12-063 _— I 0. — 

=12—00 12 70005 (1- 75) = 0,982 Meter 

und die des Hammers: 


%=2.06.1,2 —= 0,265 Meter 


— 2000 

2000..4-f 8000. 0,6% ' | | 
(Es if natürlich auch ©, = a. 27 = > 0 = 0,3 0.) 

Der Arbeitsverluft bei jedem Anſtoße it: 

4 06.1,2)2 2000. 8000 2 


000 
29 200.4 5000 0,65 0081. .0,518. 1,36 — 998 Meterlilogr. 


Stoss eines schwingenden Körpers. Ronmt ein freier, gerad= $. 367. 

Fig. 640. linigt bewegter Körper A, Fig. 640, mit einem 
um eine fefte Are X drehbaren Körper BOCK 
zum Stoße, fo findet man die Gefchwindigfeiten nad) 
dem Stoße, indem man in den Formeln des vorigen 
Paragraphen ftatt a, & und a @, die progreffiven 





Geſchwindigkeiten cı und vı, | 





träge Maffe Mı des erften Körpers ae die 
übrigen Bezeichnungen aber unverändert läßt. Es 
ift hiernach die Geſchwindigkeit der erften Maſſe nad dem Stoße: 
| M,k? 
y=a— (a — a; 8) (1 +Ve)- Mae?’+ Mk 
und die Winkelgeſchwindigkeit der zweiten : 


M, 
3=4 +» —ms)(1 +VR)- Mar un 


Iſt die Maffe M, in Ruhe, alfo & = 0, 9 hat man: 
n=a-al He) gar 


und 
Mi @ 
= ca (1 HVu) Gar me 


Hft Hingegen M, in Ruhe, ftößt alſo die ofeillivende Maſſe, jo hat man 
c — 0, daher: Ab, 33 
= an + Va) on 


und 


3, =& (1-( +) ee) 


M, a; + Mk 
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Die Geſchwindigkeit, welche einer ruhenden Maſſe von einer anderen durch 
den Anſtoß ertheift wird, hängt nicht allein von der Geſchwindigleit des 
Anſtoßes und von den Maffen der Körper, fondern auch von dem Abitande 
KL = a, zwilchen der Stoßrichtung NN und der Are K des drehbaren 


Körpers ab. Stößt die freie Maffe, jo nimmt die drehbare Mafje die 
Winkelgeſchwindigkeit 
Es HM, @ 

a4 Ve) —] 
an, und trifft die fchwingende Maffe gegen die freie, fo erhält diefe die 
Geſchwindigkeit: 

·92 

Dora 

es werben aljo beide Geſchwindigkeiten um fo größer, je größer | 
1 i 


M,k2' 


7 oder — — 
M, u I . 
10 + Fr | 


—— 

Mı, a) + M; 2 

2. 

aljo je Heiner Mıas + M; * iſt. 


Segen wir ſtatt a, a + x, wo ſehr Hein iſt, ſo bekommen wir ben 
Merth des legteren Ausdrudes: 


Ms KR __ | M, Mk; X — 
Mate alıFir@r..), 
oder, wegen ber Kleinheit der Potenzen von =, 


2 
me+ er (m LB) 


2 
Soll nun a dem Kleinften aller Werthe von Mia + * entſprechen, 





M, 











fo muß das Glied + (m — = eh en) x wegfallen, weil — entgegen⸗ 


ig. 641. geſetzte — annimmt, je nachdem x pofitiv 
oder negativ vorausgefegt wird, und daher jedenfalls 
einen negativen Werth annehmen Tann: 

Es folgt alfo: 


(a — 2) 2 = Rt, bi: 


M,k2 
—A 





= AMi, 





folglich: 
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_ m Ve 
ya -ym 


Wenn man aljo in diefem Abftande,a den einen Körper gegen den 
anderen ftößt, jo nimmt diefer die größte Geſchwindigkeit an, und zwar: 


)a=(+ VA VAd+vmD& 
2uY m 


in dem alle, wenn der drehbare Körper geftoßen wird; und 


—, 1/M 
)a= hm lı Ve) YR=(ı + Ve) ®t, 
wenn der freie Körper einen Stoß erhält. 
Man nennt den in der Stoßlinie befindlichen Endpunkt L des der größten 


Geſchwindigkeit entfprechenden Abftandes ober Hebelarmes a — k, V# 


zuweilen, jedoch unpaſſend, Mittelpunft des Stoßes, angemeflener vielleicht 
Stoßpuntt. 

Es ift derfelbe nicht mit dem oben ($. 338) gefundenen Mittelpunfte 
des Stoßes zu verwechſeln, deſſen Entfernung von der Umbrehungsare 
durch den Ausdrud 

_ Mk, k? —# 

— 7A 8 8’ 
beftimmt ift, worin s den Abftand bes Simerpuntte der Maſſe M, von 
der Umbdrehungsare bezeichnet. Wenn die Richtung NN des Zuſammen⸗ 
floßes der Maffen M, und M, durch den Mittelpuntt bes Stoßes geht, jo 
fält die Reaction auf bie Umbdrehungsare der legteren Null aus. 

Damit z. B. ein Hammer beim Auffchlagen nicht pralle, d. i. auf die 
Hand, welche ihn hält, oder auf die Hülſe, um welche er fich dreht, nicht 
reagire, ift e8 nöthig, daß der Schlag durd) den Mittelpunkt des Stoßes gehe. 

Wird der aufgehangene Körper KB im Stoßpunkte, alfo im Abftande 


[ nV von der Are K, durch eine Mafle M, mit ber Kraft P 





*) Die Differenzialrechnung giebt für dag Minimum von Ma + M;k 
fach die Gleichung: 
(Mo + % au 
da 


Hk 


=M — = (0, woraus wie oben 





a= = % \ Id zog. 
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geftoßen, jo ift die Reaction auf die Are: 
P=P+R=P— XM, s (\. $ 338). 








Da P= a 2 ift, fo folgt die Winfelacceleration x — F 5 und 
«Ms = 33 P, ſo daß nun die geſuchte Reaction: 
pP =?(1 9* r(ıi -5)= r(1-; — — Vz folgt. 


Beiſpiele. 1) Bet einer prismatiiden Stange CA, Big. 642, die ih um 
einen ihrer Endpunkte dreht, fteht der Mittelpunlt 
Gig. 642. des Stoßes um 
ER Br — Yyr=% CA 

von der Are ab. Wenn man alfo die Stange an 
einem Ende fefthält, und mit dem in der Entfer⸗ 
nung CO = %, CA befindliden Punkte auf ein 
Hinderniß O aufjdlägt, jo wirb m man fein Prallen 
fühlen. Der Stoßpuntt diefer Stange fleht dagegen um r e bon C ab; ift 
3. B. die Mafje des geftoßenen Körpers, MM, —= Ms, fo hat man dieſen Abſtand 
—— — 0,5774 r. In dieſem Abſtande muß alſo die Stange CA an die 
ruhende Maffe 34, anſchlagen, damit diefe mit der größten Geſchwindigkeit forigeht. 
2) Bei einem Barallelepipde BDE, fig. 643, weldhes fih um eine zu vier 
Seiten defjelben parallel gehende und um SA 8 vom Schwerpunkte abftehende 
Are X X dreht, ift der Abſtand AO des Stoß: 

Big. 643. mittelpunftes O von der Are: 


— E 8? + 1,2 


—  woddiehalbeDiagonaleC Der Seitenflächen bezeichnet, 
durch welche die Are X X Hindurdgeht ($. 312). 
Ginge die Stoßfraft P durch den Stoßpunkt, fo 
hätte man: 


„=hYy=-Ve+rnaz 


und daher die Reaction auf die Are: 


pP = P(1—5 — 7* =P(1 7a Ve): 


8. 368. Ballistisches Pendel. Eine Anwendung der im Vorſtehenden ent: 
widelten Lehren findet man in der Theorie des balliſtiſchen Pendels oder des 





a4 = 





Pf D 
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Pendels von Robins. Daſſelbe befteht ineiner großen, um eine horizontale Are C 
drehbaren Maſſe M, Fig. 644, welche durch gegen fie abgeichoffene Geſchütz⸗ 
Fig. 644. fugeln A in Schwingungen ver- 
jetzt wird und bazu dient, die 
Geſchwindigkeiten der erfteren zu 
ermitteln. Damit ein möglichſt 
unelaftifcher Stoß eintrete, ift in 
der vorderen Seite, wo die Kugel 
anfchlägt, eine Deffnung ange⸗ 
bracht, die man von Zeit zu Zeit 
mit frifhem Hole oder Thon 
u. ſ. w. ausfüllt. Es bleibt dann 
auch die Kugel nad) dem jedes- 
maligen Schuffe in diefen Maſſen 
, fteden und ſchwingt mit bem ganzen 
“ Körper gemeinfhaftlih. Zur Er⸗ 
mittelung der Geſchwindigkeit ber 
Kugel ift es nöthig, den Elon- 
gationswintel diefes Pendel zu 
fennen; deshalb wird noch ein 
— [u Gradbogen BD angebradht und 
ein en E unter dem Schwerpuntie des Pendels befeſtigt, der an dem 
erſteren hingleitet. 
Nach dem vorſtehenden Paragraphen iſt die Winkelgeſchwindigkeit des 
balliſtiſchen Pendels nach dem Anſtoße der Kugel: 
— AM 102 Cı 
— Ma? + M;k}' 
wenn M, die Maſſe der Kugel, M, x? das Trägheitsinoment des Pendels, 
cı die Gejchwinbigfeit der Kugel und az den Hebelarm C G des Stoßes 
oder den Abftand der Etoßlinie NN von der Drehungsare des Pendels bes 
zeichnet. Iſt die Entfernung CM des Schwingungspunktes M der ganzen 
Maſſe ſammt Kugel vom Drehpunfte C, d. i. die Länge des einfachen Pen⸗ 
dels, welches mit dem balliftifchen gleiche Schwingungsdauer hat, — r, und 
der Elongationswinkel ZCD= eo, fo hat man die Steighöhe MH des 
ifochron ſchwingenden Pendels: 


h= CM— CH=r—rcos.0=r(1— cos. =2r (sin 3) 





und daher die Gefchwindigfeit im unterften Punkte feiner Bahn: 


2yh= 2 sin. > -Vgr, 
Weisbach's Lchrbud der Mechanik. I. 52 
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oder die entſprechende Winkelgeſchwindigkeit: 

— — 2sin. . VL. 

== 2 sin. 5 j 


Durch Gleichſetzen diefer beiden Werthe für die Winkelgeſchwindigkeit folgt: 


_ „4% + Mhk?,. 6 V: 
ci — 2 75 Sin. r 


Nun ift aber der Theorie des einfachen Pendels zufolge: 
Trägheitsmoment Mia; + M}k, 
fatifhes Moment (Mı + M)s 
wenn s den Abftand CS bes Schwerpunftes S von der Drehare bezeichnet; 
es folgt daher: 
Ma?+ M;k=(M + M) sr und 
— 8 M, + M; . @ 
am? =, sm. V gr. 
Macht das Pendel in der Diinute » Schwingungen, fo ift die Schwin- 


gungsdauer: 
T n oo" 
7 Ve=-#, daher Ygr = 9 


NE 
und bie gefuchte Kugelgeſchwindigkeit: 


12095 M + M; 0% s ı, MM . & 
ci — er 7 sin „= 375 na 7 sın. 7 


Anſtatt die Kugel MM, gegen das Pendel abzuſchießen, kann man auch das Be 
ſchütz mit dem Pendel zujammen aufhängen und den Ausſchlagswinkel « meflen, 
weldyen das letztere nad dem Abfeuern durch die Reaction des Geſchützes erleidet. 
Iſt P die Explofionskraft der Ladung, jo iſt die Veichleunigung der Kugel 


pP . P 
n=% und bie des Pendels p, = Makz;ag Penn M,k2 das Xrägheilt: 


moment des Pendels ſammt Kanone, aber ohne Kugel bedeutet. Es verhalten 
fih daher die Beichleunigungen p,:pg = M,k2:M,as. Da die Explofiond: 
troft auf die Kugel genau fo lange einwirkt, wie auf das Geihäg, fo müſſen 
auch die erlangten Endgeſchwindigkeiten c, und c; fi wie die Beichleunigungen 
p, und Yg verhalten, und man hat daher: 


6: >= Mk: M, as, alſo ee = 6 M, “%, 








Mk: 
Für das Pendel ift daber die Winkelgeſchwindig8ei nach dem Schuſſe: 
a — M, Gg 
ae — G M, 7 7 


Da nun na dem Vorſtehenden auch w = 2sin. sy ift, jo folgt: 
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_oam ® Mak? 9 _kE. 
c; = 28ın. 3 Ma, * oder, dar = r iſt, 
— a Mk u 
C, = 281n. Ma, 0 = ein. 3 2 Vgs. 


Beifpiel. Wenn ein balliftiiches Pendel von 2000 Ailogramm Gewicht dur 
eine eingejchofiene Kugel von 4 Kilogramm in Schwingungen verjegt wird, deren 
Elongation 160 mißt, wenn ferner der Abftand 5 des Schwerpunftes von der 
Are 2 Meter und der Abſtand der Schußlinie von eben diejer Are 2,3 Meter 
beträgt, und wenn die Anzahl der Schwingungen in einer Minute zu n = 36 
ausfällt, jo war die Geſchwindigkeit der Kugel im Augenblide des Anftoßes: 

2 2004 


—_ 9 0 — F 
e= 975 —— 36.25 1 sin. 7980" —= 589,9 Meter 


Wäre das Geſchütz mit dem Pendel verbunden, jo hätte man bei benjelben 
Wertben von M,, Ms, Gy, 8, a und n zunädfi r = Hi — - 17, oder da t 
60 


=5 > = Secunden, fo folgt hieraus: 


-] fsgt® _ | /2.9,81.100 __ 
= zı = Yes 2,35 Meter. 


Hieraus ergiebt fi die Geſchwindigkeit der Kugel: 
2000 , 2,35 
— v381.2 = 


” ‚3 


ce = 2 in. 7930 590,9 Meter. 


Excentrischer Stoss. Unterſuchen wir endlich noch einen einfachen $. 369. 


Fall des ercentrifchen Stoßes, wenn beide Maffen volllommen 
frei find. Wenn zwei Körper A und BE, Fig. 645, fo zufammenftoßen, 
Fig. 645. daß die Richtung NN des Stoßes durch den Schwere 

punft S, des einen Körpers hindurch und vor dem 
Schwerpunft S des anderen Körpers vorbeigeht, fo tft 
der Stoß in Hinfiht auf den erften Körper centrifch 
und in Hinficht auf den anderen ercentrifch. Die Wir- 
tungen dieſes ercentriichen Stoßes laſſen ſich aber nad 
dem Lehrjage in $. 304 finden, wenn man annimmt: 
erftens, der zweite Körper fei frei und die Stoßrich⸗ 
tung gehe durch den Schwerpuntt S jelbft, und zwei⸗ 
tens, diefer Körper werde im Schwerpunkte feftgehal« 
ten, und die Stoßkraft wirke als eine Umbrehungsfraft. Iſt nun c, bie 
anfängliche Gefchwindigfeit von A, c die des Schwerpunftes von BE, und 
gehen beide Gefchwindigfeiten durch den Stoß in v; und v über, fo bleibt, 
wie in 8. 3856, Mivı, + Mv—= Mıcı + Me. Iſt ferner & die am 
fängliche Winkelgefchtoindigfeit des Körpers BE bei feiner Umdrehung um 
die im Schwerpunkte fenkrecht zur Ebene NNS ftehende Are, geht dieje 

52* 





820 Fünfter. Abſchnitt. Fünftes Capitel. [8. 369. 


Geſchwindigkeit durch den Stoß in @ über, und bezeichnet man das Träg⸗ 
heitsmoment diefes Körpers in Hinficht auf S durch MA?, jowie die Er- 
centricität oder den Abftand S.K des Schwerpunftes 8 von der Stoßrichtung 
durch s, jo hat man aud) 


Mk? Mk? 
Myvı + —— 80 — M, cı + ua 


Sind beide Körper umelaftifch, To haben die Berührungspunkte beider am 
Ende des Stoßes gleiche Geſchwindigkeit, es ift alfo noch vu, = v + sw. 
Beitimmt man aus den vorigen ©leichungen v und @ durd) v, und jest 
man die erhaltenen Werthe in die legte Gleichung, fo erhält man: 


Ai (a — vi) M: s? (ci — vı) 


und hieraus beſtimmt fich der Geſchwindigkeitsverluſt des erften Körpers: 
Mꝰ (ci —c— se) 
— (Mm, + M)k? + Ms’ 
fowie der Gewinn an progreffiver Geſchwindigkeit des zweiten: 
M,k?(ı —c— se) 
M+m)r+ Ms 
und der Gewinn an Bintelgeftindigkeit deſſelben: 
| | Ms(a —ce—se) 
M+mer+ ms 
Beim vollkommen elaftiichen Stoße find diefe Werthe doppelt und beim 
unvollkommen elaftifchen Stoße (1 -+ Yu) mal fo groß. 


Beiſpiel. Trifft eine eiſerne Kugel A von 40 Kilogramm Gewicht das an- 
fänglih in Ruhe befindliche Parallelepiped BE, Fig. 645, aus Tannenholz mit 
10 Meter Geſchwindigkeit, ift die Länge biejes Körpers 2 Meter, die Breite 1 Meter 
und die Dide 0,6 Meter, und weicht die Stoßrihtung NN um SK —s 
= 0,5 Meter von dem Schwerpuntte S ab, jo ergeben fich folgende Geſchwindig⸗ 
teitSwerthe nach dem Stoße. Das fpecifiiche Gewicht des Tannenholzes — 0,45 - 
angenommen, folgt das Gewicht des parallelepipediichen Körpers = 20.10.6.0,45 

= 540 Rilogranm. Das Quadrat der halben Diagonale B S der Seitenfläche 
BDF parallel zur Stoßrichtung ift: 


a'+@)= 1m 


daber folgt (nah 8. 812): 
k2—= Y,.125 = 0,417, 


GG — vd 
— (= 


OD — E — 


ferner 
gMk? —= 540.0,417 = 225 

und 
g9(M, + M)k? = 580.0,417 = 242, 
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daher ift die Geſchwindigkeit der Kugel nad dem Bub: 
Dk?c, 
mImeRrmE=ı u Y 7) = 1,07 Meter, 
ferner die Geſchwindigkeit des Schwerpunftes des geftogenen Körpers: 
M, kic, 10.40 .0,417 


Y, =C,— 


= m TmMeLmET gg 066 Meter, 
und endli die Winkelgeſchwindigkeit deſſelben: 
— M, sc, _ 40.05.10 _ 
MtTMetTMa 2 — 0,794 Meter. 


Benutzung der Stosskraft. Während da8 Gewicht eines Körpers $. 370. 
eine nur von der Maſſe deilelben abhängige und mit derjelben gleichmäßig 
wachſende Kraft ift, hat man e8 dagegen bei dem Stoße mit einer Kraft zu 
thun, welche nicht allein mit der Maffe, ſondern aud) mit der Geſchwindigkeit 
und mit der Härte der zufammenftoßenden Körper wächſt (ſ. S. 360 und $. 362) 
und daher auch befiebig gefteigert werden Tan. Deshalb ift aud) der Stoß 
ein vorzügliches Mittel zur Erzeugung größerer Kräfte mit Hülfe kleinerer 
Maſſen oder Gewichte, von weldyen 3. B. beim Zerfchlagen oder Zerpochen 
der Steine, beim Schneiden und Zuſammendrücken der Metalle, beim Ein- 
Ichlagen der Nägel, Einrammen der Pfähle u. f. w. vielfacher Gebrauch 
gemacht wird. Auf der anderen Seite wird aber durch den Stoß nicht 
allein mechanifches Arbeitsvermögen aufgezehrt, fondern auch ein ftärferes 
Abfiihren oder Abnugen ber MafchinentHeile Herbeigefüührt und überhaupt die 
Haltbarkeit und Dauerhaftigfeit der Mafchinen und Bauwerke beeinträchtigt, 
fo daß es daher nöthig wird, denfelben ſtärkere Dimenfionen zu geben, als 
wenn fie Züge und Drüde, Gewichte u. |. w. ohne Stöße aufzunehmen hätten. 

In den Fällen der praftifchen Verwendung von Stoßwirfungen ift die 
geftoßene Maſſe M, in der Regel in Ruhe, alſo c, — 0, und das Syſtem 
der ftoßenden Maſſen hat die lebendige Kraft Mc}, entiprechend einer 


2 
mechanifchen Arbeit A = Gı 5 — G, h, wenn h die der Geſchwindigkeit 


2 
c, entiprechende Gejchwindigkeitshöhe Fi — 5 bedeutet. Der bei unela⸗ 


ftifchen Körpern durch den Stoß erzeugte Verluſt an mechanischer Arbeit 
beträgt nad} $. 359: 


2 
a _ 6192 — Ah = 1 
i=,0 130, Hare ar 


fo daß der Reſt A” der in dem Syſteme nad) dem Stoße verbleibenden 
mechanischen Arbeit 


A"—= A—- NV =A—— 


G3 Gꝛ 


G, 
ara" 
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Der Betrag A’ wird auf Formveränderungen der ſtoßenden Körper, hin- 
gegen die mechanische Arbeit A” auf Bergung refp. Bewegungsänderung 
derfelben verwendet. Bei einer gewifjen Größe der vor dem Stoße vor= 


handenen Arbeit A ift der Verluft A’ um jo Heiner, je Heiner — 
41 + @ 


d. i. je größer Gh ift, wogegen ber Keft an mechanischer Arbeit A” um fo 
fleiner wird, je größer G, oder die geftoßene Maſſe iſt. Im der Praris 
fommen eben fo häufig folche Fälle vor, wo man von der Arbeit A’ zur 
Formänderung Gebrauch macht (zum Pochen, Prägen, Schmieden zc.), als 
andererfeitS folche Gelegenheiten, wo durch den Stoß Körper bewegt werden 
follen Rammen, Heben von Hämmern durch Daumen ꝛ⁊c.). Man wird 
daher die Anordnung fo zu treffen haben, daß in dem erfteren Falle A’ uud 
in dem letteren Yalle A” möglichft groß werde. Handelt e8 ſich z. B. um 
die Formänderung eines Eifenftabes unter einem Hammer, fo bringt der 
Stoßverluft A’ die nügliche Wirkung hervor, man wird daher durch eine 
hinreichende Größe von Ge, d. h. durch ein großes Amboßgewicht die nicht 
beabfichtigte Wirkung von A” fo viel als möglich vermindern. Anders 
verhält es fich Hinfichtlihh der Daumenwelle, welche den zum Schmieden 
benugten Schwanzhammer betreibt. Die Daumen der Welle ftoßen auf 
den Schwanz des Hammers, um legteren emporzufchnellen; es ift alfo die 
Abficht, von der Arbeit A” zur" Bewegung des Hammers Nugen zu ziehen, 
und man wird daher ben nur auf fchnelle Abnugung der angreifenden Or- 
gane wirkenden Stoßverluft A’ durch ein großes Gewicht GL der Daumen⸗ 
welle möglichft herabziehen. Aus diefem Grunde erklärt ſich der Gebrauch 
jehr jchwerer Daumenwellen, fowie der Vortheil von Schwungmaflen in 
ſolchen und ähnlichen Fällen. 

Um die ſchädlichen Abnugungen der Mafchinentheile und das Zerſtört⸗ 
werden derfelben in Folge von Stopwirkungen nad) Möglichkeit herabzuziehen, 
hat man die ftoßenden Körper durch geeignete Mittel, etwa durch Einſchal⸗ 
tung von Federn, zu möglichft vollfommen elaftifchen zu machen, um hierdurch 
den Betrag von A’ zu Null zu machen (Buffer bei Eifenbahnfahrzeugen). 

Fig. 646. Schlägt ein fefter Körper AB, Fig. 646, 
auf eine unbegrenzte weiche Maffe ODC 
auf, jo drüdt er biefelbe mit einer gewiflen 
Kraft zufammen, deren mittlerer Werth P 
fi) mittel® der Tiefe KL — 8 der Eindrins 
gung bejtimmen läßt, wenn man die Arbeit Ps 
des Eindringens gleich dem Arbeitsvermögen 
ER der trägen Maſſe des Körpers fegt. Iſt M 

D die Maſſe oder G — gM das Gewicht diejes 
Körpers (AB) und v die Geſchwindigkeit, mit 
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welcher er auf CD C aufſchlägt, fo beträgt das Arbeitsvermögen feiner 
trägen Maſſe 


Pr 
1 1— —_ 
a MV! = 37 G, 


umd e8 ift daher die gefuchte Kraft, mit welcher die weiche Maſſe zuſam⸗ 
mengedrüdt wird: 
Mv: v? 
— ] — — ——— 
— s 2gs 6. 

Wem man dieſe Größe durch den Querſchnitt F des Körpers dividirt, 
ſo erhält man die Kraft, mit welcher jede Flächeneinheit der lockeren Maſſe 
zuſammengedrückt iſt, und welche folglich auch eine ſolche Einheit, ohne nach⸗ 
zugeben, tragen kann: 


Der Sicherheit wegen belaſtet man jedoch eine ſolche Maſſe nur mit 
einem kleinen, etwa dem zehnten Theile von p. Ä 
q | 

Fuührt man die Höhe % ftatt 37 in die vorige Formel ein, jo erhält man 

den Widerftand der weichen Maffe: 
P= =, alfo für Die Flächeneinheit: p — 2. 

Die Kraft oder der Widerſtand P, welchen die lockere oder weiche Maſſe 
dem Eindringen eines ſtarren Körpers AB entgegenfegt, iſt in der Regel 
nicht conftant, fondern wächft mit der Tiefe s bes Eindringens. In vielen 
Fällen kann man annehmen, daß fie mit s gleichmäßig wächſt, und zwar 
anfangs Null und am Ende des Eindringens doppelt fo groß ift als im 
Mitte. Da nun in den gefundenen Formeln P den mittleren Kraftwerth 
angiebt, jo hat man folglich den Widerftand der weichen Maſſe oder die 
Tragkraft P, derjelben doppelt fo groß, als diefe Formeln angeben, d. i.: 


R=2P=" 


zu ſetzen. 


Beilpiel. Wenn eine Handramme AB, Fig. 646, deren Gewicht & 60 
Kilogramm ift, von einer Höhe A = 1 Meter auf eine Erdmaſſe herabfällt, und 
dieje beim legten Schlage no 5 Millimeter zufammendrüdt, jo ift die Tragkraft 
diefer Maſſe auf eine dem Querſchnitt der Ramme gleiche Fläche: 

P= er = ih == 12000 Kilogramm. 

Wäre nun no der Querſchnitt F' der Ramme 0,12 Quadratmeter, jo würde 

folgli daS Tragvermögen der Erbmafle pr. Quadratmeter 
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P__ 12000 


P=F=-7n 100090 Kilogramm 


betragen, wofür jedoch der Sicherheit wegen etwa nur pe 10000 Kilogramm 


anzunehmen ift. 


10 


8. 37l. Einrammen der Pfähle. Durd, Einrammen von Pfählen wie AB, 
Fig. 647, erhält der Erdboden C.DC oder eine andere lodere Maſſe noch 


Fig. 647. 








eine größere Tragfähigkeit als durch bloßes Zu- 
fammenftampfen. Solche Pfähle find 3 bis 
10 Meter lang, 0,2 bi8 0,5 Meter did, und 
erhalten einen zugefpigten eifernen Schub B. Der 
Körper M, der fogenannte Rammklotz, Ramm⸗ 
bär oder Hoyer, weldhen man 1 bis 10 Meter 
hoch herabfallen und auf den Kopf des Pfahles 
auffchlagen läßt, befteht in der Negel aus Guß- 
eifen, feltener aus Eichenholz und wiegt 5 bis 
20 Str. 

Fällt der Rammbär von der fentrechten Höhe 


- A herab, fo ift die Gefchwindigkeit, mit welcher er 


auf den Pfahl aufichlägt: 

e= V2gh, gh, 
und ift fein Gewicht — G, ſowie da8 des Pfahles 
— Gh, ſo hat man unter der Vorausfegung, daß 
beide Körper unelaftifch find, die Gefchwindigfeit 
derjelben am Ende des Stoßes (ſ. $. 356): 

Gc 
v= ——, 
G+Gı 


daher die entfprechende Geſchwindigkeitshöhe: 


2 
= (+ a) 29 = (gr, a) 
Sinkt nun der Pfahl beim letzten Schlage um die Tiefe s ein, jo ift der 
Widerftand des Erdreiches und aljo auch die Tragfähigkeit des Pfahles: 


De. 


(@+ Weir 


@? 
+6’ 


oder vielmehr, da auch das Gewicht G + GC des Pfahles ſammt Ramm⸗ 
bär dem Widerftande des Erdreiches entgegenwirft : 


@? 


arg er) 
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In den meiften Fällen it @ + Gı fo Hein gegen P, daß ber letzte 
Theil der Formel unbeachtet bleiben kann. 
Iſt das Gewicht GC, des Pfahles viel Heiner ald das Gewicht G des 
Rammbäres, fo kann man 


— Ge _ 
0+ 
und einfach 
P= - -@ ſetzen. 


Die vorſtehende Theorie ei in der praftifchen Anwendung nur dann 
aus, wenn der Widerftand P ein mäßiger und folglich die Tiefe s des Ein- 
bringeng nicht fehr Klein ift, jo daß die Zufammendrüdung bes Pfahles u. |. w. 
außer Adıt gelaffen werben kann. Iſt Hingegen ber Widerftand P ſehr groß, 
und folglich die Tiefe s des Eindringens bei einem Schlage fehr Hein, jo 
lägt fid) die Zuſammendrückung A des Pfahles nicht mehr als Null anjehen 
und muß daher mit in Betracht gezogen werden. ' 

Der Pfahl fängt natürlich nicht eher an zu ſinken, als bis die Kraft des 
Stoßes dem Widerftande P des Erdreiches gleich geworden if. Sind nım 


FE 3a A gie Härten bes Rammbäres und des Pfahles 


H= — und HZ, = 
(im Sinne des $. 360), M beträgt bei der Stoßkraft P die Summe der 
Zufannnendrüdungen beider Körper zufammen: 


pP pP 1 1 
ı=gtn=-(atm)? 


und e8 ift daher die auf diefe Zuſammendrückungen verwendete mechanifche 
Arbeit: 
1 1\P? 
— 1 [1 .ı\L, 
L=4A=(3+7)5 
Wird nun durd) diefen erften Zufammenftoß die Geſchwindigkeit c des 
Rammbäres in die Gefchwindigfeit v umgeändert, fo verrichtet die Maſſe 


M= — deſſelben die mechaniſche Arbeit: 





L=Y,Mea— MW — (cd — v) . ( — 6; 
wir können folglich) 


()e= w * 


ſetzen, und erhalten 
v? c? 


29 29 \H 35 
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folglich, die Gefchwindigfeit des Nammmbäres im Augenblide, wenn ber Pfahl 
einzudringen anfängt: \ 


=Yo 29 (5 + a) 


Es ift hiernach zu ermeilen, daß dieſes Eindringen des Pfahles (und 
ebenfo auch eines Bolzens oder Nageld in eine Wand) nur dann vor ſich 
gehen Tann, wenn 


52645)5 


iſt, wenn alſo m Gewicht des Rammbäres und die Geſchwindigkeit deſſelben 
dem Widerſtande des Erdreiches angemeſſene Größen haben. 

Während der Pfahl eindringt, nimmt die Stoßkraft und folglich auch die 
Zufammendrüdung des Pfahles u. |. w. fo fange zu, als die Geſchwindigkeit 
des Rammbäres nod) größer ift als die des Pfahles; nachdem aber beibe 
Körper eine gleid)e Gefchwindigkeit o, erlangt haben, und die Stoßkraft ihr 
Marimum erreicht hat, fangen die Körper ar, fi) allmälig wieder aue- 
zubehnen. Bei diefem Ausdehnen wird die Geſchwindigkeit des Pfahles 
ſowohl wie des Rammbäres vernichtet, indem die in diefen Maſſen ent 
haltene lebendige Kraft zur Ueberwindung des Widerftandes verwandt wird, 
welchen da8 Erdreich dem Eindringen des Pfahles entgegenfegt. Der Drud 
zwilchen Pfahl und Rammbär wird während der Wieberausdehnung ftetig 
Heiner, und in dem Augenblide, in welchem er bis auf den Werth P des 
Bobenwiderftandes berabgegangen ift, hört jedes weitere Eindringen des 
Pfahles auf, indem die Übrige, durch das völlige Wiederausdehnen zur Aeu⸗ 
Berung gelangende mechanische Arbeit nur noch ein Zurlidwerfen des Ramm⸗ 
bärs bewirfen kann. Es ift folglich in dem gedachten Augenblicke, wo ber 
Drud des Rammbäres auf den Pfahl gerade wieber bis zu dem Werthe P 
vermindert und “ Pfahl zu Ruhe gelommen ift, das ganze mehanife 


Arbeitsvermögen > — 6 des Rammbäres durch die Arbeit 


(#+2)3 


zum Zuſammendrüucken und durd) die Arbeit 
Ps 
zum Eintreiben des Pfahles um die Tiefe 3 verbraudit. 
Es ift aljo hiernad): 
c? 1 ı\ P2 
(gt e)5 + Ps 
und daher die der Eindringungstiefe s entjprechende Tragkraft: 
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H H, H + H+HG,,. ı 63 — 

>= (m) (V: um 2er J 

Wäre die Zuſammendrückung (z H +#)3 
Weg 3 des Pfahles, ſo könnte man einfad) 








— bedeutend Kleiner als der 


eG Gh 
P= 313", oder ſchärfer 
P=—— ER: fegen 
+ ( 1 + 48 2 
H Hi 
Bergleicht man die Arbeit 
Ps= — — 
ı+ (7 + ea 
H 28 


des eindringenden Pfahles mit der Arbeit en ‚ welche ba8 Aufheben bes 
Rammbäres erfordert, fo Net man, daß fich diefelbe der letzteren um fo mehr 


pP m: 
nähert, je kleiner (5 + H +5 25 ausfällt, je größer aljo die Härten 


H= en und H, = a AH des Rammbäres und des Pfahles, d. i. je 


größer die Querſchnitte F nd F,, fowie die Elafticitätsmobel E und E, - 


und je Feiner die Längen J und 2, diefer Körper find. 

Die Wirkungen diejer beiden Körper durch ihre Gewichte kann man ganz 
außer Acht Iafien, da die legteren in der Regel gegen den Wiberjtand P 
nur Hein find. Ebenſo läßt fid) die Arbeitsleiftung beider Körper, welche 
diefelben in Folge ihrer, wenn auch nur unvolllommenen Elafticität äußern, 
nachdem der Pfahl zur Ruhe gelommen ift, vernachläffigen, ba der durch die 
weitere Ausdehnung der Körper zurüdgeworfene Rammbär beim Zurlidfallen 
und Wiederauffchlagen auf den Pfahl nicht im Stande ift, P zu über- 
winden und den Pfahl in Bewegung zu fegen. Der Sicherheit wegen 
belaftet man die eingerammten Pfähle nur mit 1/0 des gefundenen Widers 
ftandes P, oder nach Befinden noch ſchwächer. Nach neuerlich angeftellten 
Berfuhen vom Herrn Major John Sanders im Fort Delaware (brief- 
liche Mittheilung) läßt fi) der Widerftand annähernd einfach) 


Gh 
= —— jeben. 
F ſes 
Beiſpiel. Ein Pfahl von 0,1 Quadratmeter Querſchnitt, 8 Meter Länge 
ud 600 Kilogramm Gewidt ift durch einen 2 Meter hoch herabfallenden Rammbär 
von 1000 Kilogramm Gewicht bei der legten Hige von 10 Schlägen noch 50 Millis 
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meter tiefer eingetrieben worden. Welche Größe hat der Widerſtand des Erd» 
reiches? Sieht man von der unbebeutenden Zufammendrlidung des gußeifernen 


.Rammbäres ganz ab, und jegt man (nad) $. 218) den Elaſticitätsmodul des 


Holzes E, = 1100 Rilogramm, jo erhält man: 

1/1 1\ __ I, _ 8000 — 0.00008 

2 (at) =0+5#,5,7 510000. 11009 61 
Da ferner FA = 1000 . 2000 = 2.000 000 Millimeterlilogramm und die Tiefe 
des Eindringens nad einem Schlage s — 5 Millimeter ift, jo erhält man zur 
Beſtimmung des Widerftandes P folgende Gleichung : 


1/1 1 
r (at P+-Ps=Gh, b. i.: 


0,0000364 P2-5P = 2000000 oder P?-} 137 363 P = 54945000000. 
Die Auflöfung derfelben ergiebt: 


P = — 68682 + Y59662220000 — 175577 Rilogramm. 
Nah der Sanders'ſchen Formel ift: 
Gh 2.000 000 . 
P= 3 =" > 183333 Kilogramm, 
wogegen die erft angegebene einfache Rechnung 
G?h G Gh __ 1000 2000000 
P= 7Lo)s  GLG, 3 100 5 7 250000 Rilogramm 


liefern würde. 
Aus P —= 175577 Kilogramm ergiebt fi: 


1 1\ P2 w. 
57 4 ) 7* 1122110 Millimeterkilogramm, 
1 
und daher die Höhe, von welcher der 1000 Kilogramm ſchwere Rammbär minde⸗ 


ſtens herabfallen muß, um den Pfahl bewegen zu können: 


2 
= (z + Hr z — a — 1,122 Meter. 
Absolute Stossfestigkeit. Mit Hitlfe der Arbeitsmobel der Ela⸗ 
ſticität und Feſtigkeit (ſ. $. 212) kann man nun auch berechnen, unter 
Sig. 648 welchen Bedingungen ein ftangenförmiger Körper AB, Fig. 648, 
durch einen in feiner Ürenrichtung geführten Stoß bis zur 
a Elaftieitätegrenze ausgedehnt oder nad) Befinden zerriffen wird. 
Sei @ das Gewicht des ftoßenden Körpers von der Maſſe M 
und c die durch das Herabfallen von ber Höhe % erreichte Ges 
ſchwindigkeit deffelben, und bezeichne G, das Gewicht einer an 
der Stange AB hängenden geftoßenen Malle Mı. Wenn 
man die Mafje der Stange AB vorläufig vernachläſſigt, fo 
berechnet fi) die gemeinſame Gefchwindigfeit v, mit welcher 
beide Maſſen M und M, nad) dem Stoße fich bewegen, zu: 
Mc Ge 
aM 6G+@ 
Bermöge diefer Geſchwindigkeit enthalten diefe Maſſen di: 
lebendige Kraft: 


v — 





8. 372.] Die Lehre vom Stoße. 829 


v2 I Me 
d— 
entſprechend einer mechaniſchen Arbeit: 
GG e⸗ 62h 


"grob Gr 
Diefe mechanijche Arbeit wird zu einer Ausdehnung ber Stange AB 
verwendet, an welcher der geftoßene Körper hängt. Bezeichnet F den Quer- 
fchnitt, U die Länge und A die hervorgerufene Ausdehnung der Stange, fowie 
E den Elafticitätsmobul des Materials, fo ift die zur Erzeugung ber Ver⸗ 
längerung A erforderliche Kraft P gegeben durch: 


P= i EF 
und bie zu dieſer Ausdehnung erforderliche mechanische Arbeit nad) $. 212: 
1 1? 


Man Hat daher, um A zu finden, diefe zur Ausdehnung erforderliche Arbeit 
gleich der vorhandenen L zu ſetzen und findet: 


13 G!h 
srr=z + G 


. Soll ber Stab durd) den Stop nur bis zur Elafticitätögrenze ausgedehnt | 
werden, fo hat man 2 — 6 zu feßen und findet 


G?h A? 1 
nen 7— — — — — 2 — 
* —— PB. FäAp., 


wenn P das Volumen FT des Stabes und A den Arbeitsmodul 5 0? E 


der Klafticitätögrenze für Zug bedeutet. Hieraus folgt die Fallhöhe bes 
Gewichtes G, bei welcher eine Anftrengung des Materials bis zur Elaſtici⸗ 
tätögrenze eintritt, durch die Yormel: 


G + Gı 
h=—; AV. 


Soll der Stab bis zum Bruche ausgedehnt werden, fo liefert Diefe Formel 
die erforderliche Falhöhe, fobald man anftatt A den Urbeitsmodul B für 
das Zerreißen einführt. Man erkennt aus obiger Yormel, daß bei einem 
beftunmten 7 und G die Fallhöhe A des letzteren um fo größer werden 
kann, je größer die geftoßene Maſſe oder deren Gewicht Cr ift. Sept man 
z.B. Gh einmal verſchwindend Hein gegen G (5. B. wenn der Stab AB 
nur mit einem vorftehenden Bunde zum Auffangen von G verjehen ift), ein 
andermal glei G, jo muß im legteren Falle das Gewicht doppelt jo hoch 
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6 Ci | 
G + 6ı 
fegen, wobei F den Querſchnitt und J die Länge ber Kette bezeichnet. 


AFI= h 


Beilpiele. 1) Wenn bei einer Kettenbrüde zwei gegenüber befindliche Hänge 
ſtangen zujammen ein conflantes Gewicht von 2500 Kilogramm tragen und durch 
einen darüber wegfahrenden Wagen noch mit 3000 Kilogramm belaftet werben, 
wenn ferner der Arbeitgmodul A der Klafticitätsgrenze des Schmiebeeijens 
0,0044 Millimeterfilogramm, die Länge einer Kängeftange 5 Meter und der 
Querſchnitt derjelben 0,001 Quadratıneter beträgt, jo hat man die gefährliche 


Fallhöhe: 

646 2500 4 3000 242 oe 
pr AV= SET 000 0,0044.5000.1000.2= 5” — 26,9 Millim. 
Rollt hiernach der Wagen über ein Hinderniß von 26,9 Millimeter Höhe weg, 
fo werden die Hängeſtangen ſchon Gefahr laufen, über die Elafticitätsgrenze 
hinaus ausgedehnt zu werben. 

2) Wenn das gefüllte Fördergefäß oder die fogenannte Treibetonne in einem 
Schachte nit allmälig aus der Ruhe in Bewegung gejegt wird, fondern mittels 
des vorher jchlaff herabhängenven Geiles plögli von dem umlaufenden Korbe in 
eine gewiſſe Geſchwindigkeit verjegt wird, jo dehnt fi) dadurch daB Seil oft bis 
über die lafticitätsgrenze aus, und es wird dafjelbe zuweilen auch ganz zer: 
riſſen. Iſt 3. B. die träge Mafle der armirten Korbwelle, reducirt auf den Um⸗ 
fang derjelben, M = = — ‚ das Gewicht der gefüllten Tonne G, = 
1000 Kilogramm, das Gewicht des Treibfeiles —= 200 Kilogramm, das Gewidt 
eine Gubifmillimeterd Seil = 0,000008 Kilogramm, folglih das Bolumen 
dieſes Seile: 

 y=F= 9 — re — 25000000 Gubitmillimeter 
und der Arbeitgmodul für das Zerreiken des Seile B — 0,25 Millimeter: 
filogramm, jo hat man die dem Zerreißen des Seiles entiprechende Geſchwindig⸗ 


teitshöhe: 
_ ar +h_ 50000 4 1000 _ 
h=BV-z 7, = 0,25 . 25000000 oo 100 6,875 Meter, 
und daher die Geſchwindigkeit des Seiles bei Beginn des Unfpannens: 


e=YV2gk =YV2. 981. 6,375 — 11,184 Meter. 








Relative Stossfestigkeit. Die vorftehende Theorie findet auch ihre 
Anwendung, wenn ein an beiden Enden unterftägter prismatifcher 
Balken BB, Fig. 650, in feiner Mitte C den Schlag eines von der Höße 
AC = h niederfallenden Körpers A aufnehmen muß. Iſt GC das Gewicht 
der ftoßenden Maſſe M und G, das Gewicht des Balken, deſſen Mafje A, 
iſt, ſowie ce —= V 2g% die Geſchwindigkeit, mit welcher die Maffe M auf 
den Ballen BB aufichlägt, fo läßt fich die Rechnung folgendermaßen führen: 
In Folge des Stoßes biegt fi der Ballen BB, Fig. 651, nad) unten 
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durch umd zwar beträgt die Durdjbiegung in der Mitte bei einer Kraft P 
dajelbit, und wenn die ganze Länge mit I bezeichnet wird, nad) $$. 235 und 241: 
P 


2 Pi: 
==) we 
Dig. 650. 





Sn einem beliebigen anderen Punkte N im Abftande & von der Mitte C 
beträgt die Durchbiegung (vergl. $. 235): 


——— P13 1,P 9 — 
Noms yes 3 swels * 5) 
Pl 67? x 
pw mtr 5) 
Da nun die Durchbiegung z in N in derjelben Zeit herbeigeführt wird, 
in welcher die Durchbiegung 8 in der Mitte entfteht, fo mug man annehmen, 


daß das Verhältniß der Durchbiegungen - auch gleich dem Verhältniſſe der 


Geſchwindigkeiten ift, mit welchen die Punkte D und O ſich nad) dem Stofe 
bewegen. Wenn man daher mit v die Gefchwindigkeit in der Mitte und 
mit v, diejenige im Abſtande x bezeichnet, fo hat man zur Beſtimmung von 
t, die Öfleichung: 
2 
* 1—-— + 41T 

Um nun die Sefdminbigtit. v > nad dem Stoße zu finden, ift zunächſt 
das Bewegungsmoment des Balfens zu ermitteln. Iſt wieder 9m —= yFox 
ein Element des Balfens, jo hat man da8 Bewegungdmoment einer Balken⸗ 


bälfte gleich 
/ em.t, = ve Joe (1- -7+5) 
I I\t 
7! 16) 6): 
=yIt\< =.;YFlv 


5 
2.30 T aB 16 
Beisbah’s Lehrbuch der Mechanit. L b3 
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und das Bewegungsmoment beider Hälften zuſammen gleich * v. Es er⸗ 
giebt ſich daher die Geſchwindigkeit » in der Mitte nad) 8. 356 durch: 
Mce= (a + = a1,) v, worang 
v — — — = — — — folgt. 
M+SM 636 
Die lebendige Kraft eines Balkenelementes Om, deſſen Geſchwindigkeit r, 
iſt, beſtimmt ſich nunmehr zu 
2 a\2 
Omv,’—=yFox.v: (1 — = =) D 


folglich ift diejenige in beiden Baltenhätften gefunden durch: 
I 


3 
» 2 3 
[am = arte fe-# = "dr. 


Der Bei des Integrale ift 


3 

» 12 x? 36 rt 82° u *4 16x 
Jemen see an 
ö 


1 12 36 43 16 17 
ten 
Dies eingeführt, liefert die lebendige ge des Balkens gleid): 


17 
ı _1— —_ e) 
2 yFv 79! = 


Da die ftoßende Maffe M die lebendige Kraft Mv? enthält, jo beträgt 
die in dein gatzen Syſteme nach dem ehr vorhandene lebendige Kraft 


at) * —2* 


oder die darin enthaltene mechaniſ che ei 


2 
1=-(e +, an). = (et; a) (Fr) 
+ 1 + — 1 G + —F— G, 
Bei einer Durchbiegung be Balkens BB von ber Länge Z durch bie 





D Pi 3 1] . . ® 
Kraft P um die Größe s — BSWwE ift eine Arbeit zu verrichten von 
der Größe: 
13 
1/ — 1 1 —— 
aPe—=ihP wi 


welche Arbeit gleich Z zu ſetzen ift. 
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Wern man die Bedingung ftellt, daß der Balken durch den Stoß bis zur 
Elaſticitätsgrenze angeftrengt werben joll, jo ergiebt ſich P aus der Gleichung 
q. 8. 211): 

P=AT W ; 

le 
worin 7 den Tragmodul bezeichnet. 

Seit man diefen Werth ein, fo folgt die zur Durchbiegung des Balkens 
bis zur gene erforderliche mechanifche Arbeit zu 

un. P__,PW_,W 
Laie WE” wur Ada 





unter A den Arbeitsmodul der Elafticitätögrenze 5 verſtanden. Man hat 
daher die Sr | 


74 (et) (ar) 


woraus die Höhe A fich beftimmt, von welcher das Gewicht 6 herabfalfen 
muß, um den Balfen bis zur Elafticitätögrenze anzuftrengen. Insbeſondere 
ift für einen prismatifchen Balken von der Breite b, und Höhe A, des 
Querſchnittes: 


wi bil  _ hl _V 
3e: 3.12 3) 9 9 
2 
wenn V das Volumen des Balkens bedeutet, daher hat man: 
AV 


17 G 3 
7 (+3) (er 70)* 
Für einen colindrifchen Ballen vom Halbmeſſer r hat man: 
wi ar’ ar? v 


und daher: 


AV 17 G 2 
5 =(e tr 5 G) (G 6); 5) * 


Soll der Balken durch den Stoß bis zum Bruche beanſprucht, die Span⸗ 
nung alſo bis zur Feſtigkeit K gefteigert werden, jo bat man in obigen 


Formeln B = 5 anftatt A einzuführen, ebenjo wie diefe Formeln gültig 
bleiben für irgend eine Spannung % der äußerſten Fafern, fobald man darin 
3 
für A den betreffenden Arbeitsmodul diefer Spannung * einführt. 
63* 
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836 Fünfter Abſchnitt. Fünftes Capitel. [$. 374. 


In obigen Entwidelungen ift die Arbeit vernachläffigt worden, welche die 
Gewichte G und Gi noch vermöge der Durchbiegung verrichten, ift dieſe 
Arbeit, wie 3. B. bei Brüden, wo G, bedeutend ift, nicht zu vernachläſſigen, 
fo Hat man dem Ausdrude fir Z nod) den Werth 


(6 H)s=(G + o⸗ we + — WE 


=(G+° je G1) —— 


hinzuzufügen, fo daß die allgemeine Gleichung übergeht in: 


Haze (+3) or] 1464 Ya) yo eE 


Beifpiel. Wie hoch muß ein eiferneg Gewicht FT —= 100 Kilogramm herab: 
fallen, um eine an beiden Enden aufliegende Gußeijenplatte von 1 Meter Länge, 
0,3 Meter Breite und 0,08 Meter Stärke zu zerichlagen. 

Das Volumen V der Gußeiſenplatte beträgt: 

V = 1000 . 300 . 80 = 24600000 Eubifmillimeter 
und daher ihr Gewicht bei dem fpecifiichen Gewichte 7,5 des Gußeifeng: 
G, = 180 Kilogramm. 
Der Urbeitämodul des Zerreißeng für Gußeiſen beträgt nad) $. 218: 
ı Ke_ 1 18 


DEE 


29 


2 2 2 10000 — 90084, 
daher hat man für die fraglide Höhe: 
BV 0,0084 . 24000000 100 
97 9 * (100 +; +35 ; 160) (Or 5 +%. 0) ® 
ober: 22400 = 187,4 . 0221h; h = 540 Millinkter. 


Torsionsfestigkeit gegen Stoss. Es laſſen ſich auch die Wir: 
tungen des Stoßes auf die Torfion der Wellen unterfuchen. Nach 88. 269 
und 271 ift die mecjanifche Arbeit, welche die Verdrehung einer Welle um 
den Winkel & erfordert: 


*) In der vorftehenden Unterſuchung ift die Spannung vernadläffigt, welcher 
der Ballen ſchon vor dem Stoße durch jeine Eigenlaft ausgejegt iſt. Beträgt 
diefe Epannung in der Mitte A, und darf aljo eine Steigerung derjelben nur 
um k — k, = ky eintreten, wenn x die höchſtens zuläffige Spannung bedeutet, 
jo muß man auf der linken Seite obiger Gleihung anftatt x2 den Werth 
(k) + Ag)? — kt —= 2k,k, + KR einführen. Dies ift bei Brüden von befon: 
derer Wichtigkeit, bei welchen daS bedeutende Eigengewicht von vornherein ſchon 
eine beträchtliche Faſerſpannung %, hervorruft. 
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worin S die größte Yaferfpannung und e den größten Abftand der Faſern 
von der Drehaxe, 7 die Länge der Welle und W ihr Drehungsmoment be 
deutet. Insbeſondere ift für eine cylindrifche Welle: 
2C,.[ ) 202 
(3 


und für eine Welle mit quadratifchem Querſchnitte von der Seitenlänge b: 


53 bt 82 V 
6. | 


Wird die Welle bis zur Klafticitätsgrenze ober bis zum Bruce ans 
3 
geftrengt, jo hat man filr 47 reſp. den Arbeitsmobul der Elafticitätögrenze 


A oder den des Abwürgens B zu jegen. 
Stößt nun eine umlaufende Radwelle, deren auf den Angriffspunkt des 


Stoßes rebucirte Mafle M = - ift, gegen die ruhende Maſſe M, — = 
mit der Geſchwindigkeit c, fo gehen beide nach dem Stoße mitder Geſchwindigkeit 
Mc Ge 


Tu +m 6+ 
fort ($. 358), und e8 geht hierbei die mechanische Arbeit 
L= GG, © 
G+ 0129 ' 
verloren ($. 359). Dieſe mechanifche Arbeit Z wird auf die Torſion ber 
Melle und auf die Biegung der Radarme verwendet, deshalb ift die Summe 
der hierzu erforderlichen Arbeiten gleich, dem Stoßverlufte zu jegen, was zu 
der Gleichung führt: 
L- Gh ea _S W & Wılı 
+20 20 ed T2E3e' 

Hierin bedeutet S, bie größte Biegungsipannung in den Armen, W, das 
Maß des Biegungsmomentes fänmtlicher Arme, 7, die Länge eines Armes 
und e, den größten Faſerabſtand eines ſolchen von feiner neutralen Are 
(8. 224). Fur die im Querſchnitte rechtedigen Arme ift 





Wıh_ _bhh _ bh _ Pi 
3e 19 (7) 9 9 


wenn A, die Höhe des Armquerſchnittes in der Radebene gemeſſen, b, die 
Gefammtbreite arial gemefien und Y, das Volumen aller Arme bedeutet. 
Hiernad) folgt bei Annahme vierfantiger Radarme fir eine cylindriſche Well: 
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GG 2 7, 8 Yı 
G+G29 2C2"3E9 
und fir eine Welle mit quadratiſchem Duerjchnitte: 


G+G6G, 29 203 
Die Bolumina 9 und 71 ftehen in einem gewiffen Zuſammenhange mit 
einander, welcher dadurch ausgedrückt wird, daß das Biegungsmoment ber 
Arme gleich dem Torſionsmomente der Welle iſt. Hiernach hat man: 
x u =kh— A, 


woraus 
* m b3 b, h? 


k--— —=kı ‚ re ip. k sva = k ur 
d?l 
Setzt man für 7 die Werthe — * reſp. 621 und für F, denjenigen 
b, hıl, ein, fo erhält man ſchließlich: 
6a @_Eadl, M bh 
G+G29 2038 2E 9 
für eine cylindrifche Welle und | 
64 2 _ Mm, Hbıhl 
G+G2s 203 '?2E 9 
für eine Welle mit quadratifchem Duerjchnitte. 
Aus den vier legten Gleichungen Laffen fi, wenn noch dag Verhältniß 
ber Lrmbimenfion » — 21 gegeben ift, die Stärke d oder b ber Welle, fowie 
° l 


diejenige A, der Arme beſtimmen. Hierbei find die höchſtens zuläſſigen 
Spannungen k-ınd %, aus 8$. 271 und 218 zu entnehmen. 

Beilpiel. Die auf den Angriffspunft des Daumens reducirte Maſſe eines 
Hammerad iſt M = 109000 und die auf denfelben Punkt rebucirte Mafie 
12000 





bes Hammer M, = 


franze und dem Rade beträgt 7 —= 5 Meter und die von jedem der 16 Radarme 
I, = 3 Meter. Wenn der Hammer bei jedem Anhube von den Daumen mit 
0,6 Meter Geſchwindigkeit ergriffen wird, welde Stärken find der hölzernen Welle 
und den hölzernen Armen zu geben für den Tall, daß in der Welle die höchfte 
Schubipannung & = 0,1 Kilogramm und die größte Biegungsipannung der 
Arme Ak, = 1 Filogramm betragen ſoll? 

Man hat zunächſt: 





Die Länge der Welle zwiſchen dem Daumen⸗ 


ade —X 
1; 515 
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oder, wenn db, = 16vh, = 16.%,h, = 12h, gelegt wird: 


nd® 12h? _ „5 
0,1 71,7 6 = 2h® 





Hieraus folgt: 
/16.2 
d= h, gi = N06M. 
Man erhält nunmehr durd Gegen obiger Werthe in die für die cylindrifche . 
Welle entwidelte Formel: 





10000.12000 610? _ 0,1% 3,14d25000 , 12 12%, I, 3700 
112 000 2.9519 2.400 8 2.1109 y 
oder: 


196 592 = 0,025 d2 + 1,8182 = 0,025..4,66?h2+4 1,8188 = 2,361 I}. 
Hieraus folgt 





=\ 195502 — 288,6 Millimeter, 


2,361 


daher die Breite jedes Armes %, Ah, = 0216 Meter und die Wellenftärfe 
d = 466h, = 1,345 Meter. 


Ueber Stossfestigkeit im Allgemeinen. Bei ſolchen Conftruc- $. 375. 
tionen, welche Stößen auegefegt find, geniigt e8 nicht, die Dimenfionen der 
einzelnen Organe den im vierten Abfchnitte entwidelten Bedingungen gemäß 
hinreichend ſtark zu machen, fondern es ift dafür nod) die Unterſuchung von 
bejouberer Wichtigkeit, ob die einzelnen Theile auch im Stande find, der 
dynamiſchen Anſpruchsweiſe entjprechend, genügende mechaniſche Arbeit zu 
entwideln. Wie aus den vorftchenden Ermittelungen (SS. 372 bis 374) 
ſich ergiebt, ift die von einem Conftructionstheile geleiftete Arbeit außer von 
den Materiale wejentlicd, von feinem Volumen abhängig, Während bei der 
ftatifhen Inanſpruchnahme durch ruhende Kräfte die Widerſtandsfähigkeit 
eines Körpers abhängig ift von der höchſtens zuläffigen Spannung k des 
Materiald und von ben Querſchuitsverha tuiſen ziſt die Feſtigkeit gegen 


Stoßwirkungen eine Function der Griße — = teip. und des Volumens. Es 


werden daher beim Conftruiren —* der —* des Materials und 
der Formbeſtimmung verſchiedene Kegeln gelten, je nachdem ein Conſtruc⸗ 
tionstheil gegen ruhende Kräfte oder gegen Stöße wiberftehen fol. Während 
bei ftatifcher Inanfpruchnahme dasjenige Material ein vorzügliches genannt 
werden muß, für weldyes die zuläffige Spannung % einen möglichft hohen 
Werth annimmt (Öußeifen für Drud, Schmiedeeiſen und Stahl für Zug 
und Drud), wird man bei dynamifchen Anftrengimgen ſolchen Materialien 
den Vorzug einräumen, bei welchen dev Arbeitsmodul der zuläffigen 


2 2 
Epannung > = reſp. groß iſt, d. h. bei welchen x möglichſt groß 
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im Verhältniß zu Z oder C ausfällt. Da die höchſtens zuläffige Spannung 
k in der Regel ein aliquoter Theil von der der Klafticitätsgrenze ent- 
ſprechenden Spannung 7 zu fein pflegt, fo kann man aud) die Bedingung 
bintellen, daß das Material einen möglichft großen Arbeitsmodul der 
Elafticitätsgrenze, d. h. bei einem möglicjft großen Werthe von 7’ aud) 
eine bedeutende Ausdehnung bis zur Kfafticitätsgrenze haben müſſe. ‚In 
diefer Beziehung eignen fid) namentlich gewiffe Stahljorten (nicht alle, da 
manche Stahljorten fehr ſpröde find) und Schmiebeeifen, bejonders recht 
zähes, zu Draht gezogened oder Blech gewalztes. Nimmt man außerdem 
auf die Preife Rüdficht, jo nimmt das Holz in diefer Hinfidht eine hervors 
ragende Stellung fogar vor dem Gußftahle ein. Der Arbeitsmoduldes Holzes iſt 
nad) $. 218 glei) 0,0015, ber des Gußſtahls 0,072. Nimmt man num den 
Preis einer Bolumeneinheit des Gußſtahls aud) nur 70mal fo groß an, als 
den einer Bolumeneinheit Holz, fo würde, auf gleichen. Koftenaufwand bes 
zogen, das Holz zum Stahle ſich Hinfichtlich feiner Arbeitsleiftung wie 
70 . 0,0015 zu 0,072 oder wie 105 zu 72 verhalten. Wenn auch dies 
Berhältniß wegen der fchwierigeren, bedeutende Verſchwächungen herbeiführenden 
Berbindungen des Holzes, wegen deſſen Vergänglichkeit 2c. nicht fo günſtig 
ift, fo rechtfertigt fich doc) die häufige Verwendung des Holzes flir ſolche 
Conſtructionen, welche den auf fie einwirkenden Stößen widerſtehen follen, 
ebenfo wie fiir vorübergehende Ausführungen. 


Was die Form der Körper anbetrifft, fo ift bei der abfoluten Stof- 


feftigfeit der Arbeitswiderftand lediglich, von dem Volumen abhängig($.372). _ | 


Auf die Form des Querſchnittes der gezogenen Stangen kommt e8 dabei, 
ebenfo wie bei der ftatifchen Inanſpruchnahme, gar nicht an, vorausgefegt, 
daß der Querfchnitt auf der ganzen Länge gleiche Größe behält. Mit der 
Fänge wächſt aljo der lebendige Widerftand im bdirecten Verhältniſſe, was 
bei der Anftrengung durch ruhende Kräfte keineswegs der Fall ift. 


Wenn der Duerfchnitt der betreffenden Stange nicht in allen Punkten 
der Länge diefelbe Größe hat, vielmehr an einer Stelle geringer ift, jo Tann 
der Arbeitswiderftand der Stange wefentlid) ſich vermindern, und zwar in 
viel ftärferem Berhältniffe, als unter den gleichen Umftänden der Widerftand 
gegen eine ruhende Belaftung ſich vermindert, wie die folgende Betrachtung 
zeigt. 

Sei AABB, %ig. 652, eine bei AA befeftigte Stange vom Querſchnitte 
F und der Fänge 2, welche einer Stoßwirkung etwa dadurch ausgejegt ift, 
dag ein Gewidit @ bein Herunterfallen von der Höhe A auf einen vor⸗ 
ftehenden Bund ZE der Stange fchlägt. Legtere kann dann eine mechaniſche 
Arbeit aushalten: 

L=Gh=A4Afl= AV, 





8. 735.] Die Lehre vom Stoße. 841 


ehe die Faſern bis zur Elafticität@grenze angeftrengt werden. Denkt man 
fid) num den Querſchnitt der Stange an irgend einer Stelle CC, etwa 
Fig. 652. durch Eindrehen, auf den Querſchnitt DD — uF verſchwächt, 
2 0 | wird, wenn in diefem Uuerfchnitte die der Elaſticitätsgrenze 

— entfprechende Spannung 7’ vorhanden ift, in allen übrigen 

: nicht gefchwächten Stellen die Spannung k = u ftattfinden. 
Die von der Stange geleiftete Arbeit beträgt daher, wenn der 
Einſchnitt ſehr ſchmal ift: 

1 k? 1u27 


L=557=;5 5 V=wA.V=wL 


Würde man die Stange überall auf die Stärfe DD ab- 
drehen, jo würde an allen Stellen die Spannung 7 vorhanden 
fein, der Arbeitswiderſtand beftimmt fi) daher für diefen Fall zu 


172 
LD=;z:#Fl=A.uV=ulL 





Wire z.B. u —= ?/u, ſo hätte man 
L =! L 
fur die eingefchnittene Sinne und 
=! L=%YısLl 
fiir Die durchweg ahnt Stange. 

Es ergiebt ſich hieraus das eigenthümliche Reſultat, daß der lebendige 
Widerftand einer Stange durch theilweife Verſtärkung derfelben 
verkleinert werden fann. Gleiches gilt auch für die relative Inan⸗ 
ſpruchnahme durch Stoßwirkungen. 

Wird ein prismatiſcher Körper durch eine Stoßkraft auf Zerbrechen bis 
zur Elaſticitätsgrenze beanſprucht, jo iſt (ſ. $. 373) die Arbeitsleiſtung deſ⸗ 
ſelben 


wi 
Fir einen rechtedigen Querſchnitt geht diefer Werth über in 
L=A a — A 2 


Man fieht Hieraus, daß der ebenige Biberfard eines rectangulären 
Prismas derfelbe bleibt, ob man die größere oder die Meinere Querſchnitts⸗ 
feite in die Richtung der Stoßkraft legt. Eine Blechplatte aljo Leiftet gleich 
viel Arbeitswiderſtand, ob fie flach oder hochkantig geftellt wird, was bei der 
ftatifchen Anftrengung nicht der Fall ift. Auch folgt aus dem Vorhergehenden 
die intereflante Beziehung, daß ein Träger, welcher einen beftimmten lebendigen 
Widerftand gegen Stöße äußern fol, um fo Fleinere Querjchnittsdimenfionen 
haben darf, je größer feine Länge ift, während bei der ftatifchen Beans 
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ſprnchung durch ruhende Kräfte eine beftimmte Widerftandsfähigkeit bei ver- 
größerter Trägerlänge nur durd) entiprechende Vergrößerung der Quer— 
dimenfionen erlangt werden kann. 

Legt man indeß einen Balfen von quadratifchem Duerfchnitte mit der 
Seite b fo auf, daß die Diagonale in die Richtung der Stoßkraft fällt, fo 
iit, da e? — '/,b? ift, 

wi b*l V 
Lea Ami 
alfo nur halb fo groß, wie bei der geraden Auflagerung. Bei ber Biegung 
durch ruhende Kräfte verhalten ſich die dieſen verjchiedenen Stellungen eut- 
ſprechenden Widerftände nad) $. 230 wie V2 :1 ober wie 1414 : 1. 
Hat ber Balken einen kreisförmigen Querſchnitt, fo ift 
wi a dtl ct d?] v 
Ted, 4 a A =4 12° 
64.3 (5) 


und cbenfo erhält man für einen eliptifchen Querſchnitt mit den Halbaren 
a und b: 
mi a a®bl zabl v 
A zart in 

Man erkennt hieraus, daß ein cylindrifcher Balken denjelben lebendigen 
Widerſtand gegen Bredjen zu leiften verniag, wie ein Balken mit elliptifchem 
Querſchnitte, fobald das Bolumen in beiden Fällen gleiche Größe hat, und 
daß ber dynamische Widerftand eines Balfens mit elliptifchem Ouerjchnitte 
denfelben Werth Hat, mag man die Kleine oder große Are des Querſchnittes 
in die Richtung der Stoßkraft legen. 

Auch die relative Stoßfeftigkeit eines Balkens Tann durch Verſchwächung 
beflelben an einer Stelle ſehr bedeutend vermindert werden, und zwar im 
viel ſtärkerem Verhältniſſe, als dies’ hinfichtlich der ftatifchen Feſtigkeit der 
Fall iſt. Bezeichnet man mit d den Durchmeſſer und mit 7 die Länge eines 
auf zwei Stlgen ruhenden Balfens, fo kann derjelbe nad $. 373 die 
mechanische Arbeit 








23ER ° 2 
aufnehmen, ehe die Faſern bis zur Elaſticitätsgrenze angeftrengt werden. 
Man denke jest in der Mitte des Balkens durch einen concentrifd) den 
Balken umgebenden feinen Sägenjchnitt ben Durchmeſſer d bis auf d, = ud 
verſchwächt. Wenn durch irgend eine Einwirkung die Fajern an diefer 
ſchwachen Stelle bis zu 7 angefpannt werden, fo ift die Faſerſpannung in 
dem ungeſchwächten Theile dicht neben dem Einſchnitte nur: 
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Die dynamische Widerftandsfähigkeit des Balfens beträgt daher nur noch: 

_IEP_1@M I _ TI DT. 
2E12 2 E 12 2E12 12 

Wollte man auch hier den Balken fo weit abdrehen, daß der Einſchnitt 


verſchwände, aljo der Durchmeſſer an allen Stellen nur d, = ud wäre, fo 


2 
wirde das Bolumen 9, — u? * = q2V fein, und man hätte bei 


Lı 


einer Anftrengung der Faſern bis zur Elafticitätsgrenze (7) die Widers 
ftandsfähigleit gegen Stöße: 


1 T’ VI _ u?V 
b=35n2 12 


Würde man 3. 3. dı = °/, d machen, fo wilrde, wenn der ungeſchwächte 
Balken die Leijtung L ausüben kann, diejenige des eingefchnittenen Balkens 
nur (3/,)6 Z = 0,178. L betragen, wogegen biejenige des überall auf 3/, d 
verfchwächten Balkens L, —= (2/,)? L, = 0,5625.0 iſt. 

Man erkennt hieraus, in weldyem erheblichen Maße die dynamiſche 
MWiderftandsfähigkeit eines Balkens durd) ſcheinbare Ver— 
ftärfungen vermindert werben fann, und es gilt daher als eine 
berechtigte Sonftructionsregel, bei folhen Organen, welde Stößen 
ausgeſetzt find, alle plötzlichen Sprünge in den Querſchnitts— 
abmeffungen möglichft zu vermeiden. 

In der Technik macht man von dem obigen Verhalten einen allgenteinen 
Gebrauch zum Durchhauen dider Eifenftangen, Röhren ꝛc., die, wenn fie 
an einer Stelle durch Meißelhiebe nur wenig eingeferbt werden, an dieſer 
Etelle leicht durch einen darauf geführten Hammerfchlag zerbrochen werden 
fönnen. 

Anmerkung. Der Stobfeftigfeit if erft in neuerer Zeit mehr Aufmerlfamteit 
gefchentt worden. Wir finden über fie nur Einiges mitgetheilt in Tredgold's 
Werf über die Stärke des Gußeiſens u. |. w. (Strength of castiron), in Bon: 
celet’& Introduction & la mecanique industrielle und in Rühlmann's 
Grundzüge der Mechanik und Geoftatit. Letzteres Wert bezieht ſich vorzüglich 
auf die Verſuche Hodgkinſon's über die Feſtigkeit prismatiiher Körper gegen 
den Stoß, worüber ein bejonderer Artikel in dem erften Bande der Zeitichrift 
für We gejammte Ingenieurweien (dem „Ingenieur“) von Bornemann u. ſ. w. 

andelt. 
Die Verſuche Hodgkinſon's ſtimmen im Weſentlichen mit der vorſtehenden 
Theorie über die Stoßfeſtigkeit überein; fie erſtrecken ſich vorzüglich auf die rela— 
tive Feſtigkeit, und find in der Art ausgeführt worden, daß pendelartig auf⸗ 
gebangene Gewichte horizontal gegen verticale, an den Enden unterftügte Stäbe 
ſchlugen. Hierbei hing die Leiftung Z gar nicht von der materiellen Beſchaffen⸗ 
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heit des flokenden Körpers ab. Gleich ſchwere Körper aus verſchiedenen Stoffen 
(Gußeifen, Gußftahl, Glodenmetall, Blei) brachten bei gleicher Fallhöhe an einem 
und demſelben Stabe (aus Gußeiſen oder Gußftahl) gleihe Durchbiegungen 
hervor; auch waren diefe faft genau diefelben, weldye die Theorie unter der Vor⸗ 
ausjegung findet, daß der Stab vollftändig elaftiich if. 


Shlußanmerfung Zum Studium der Medanik flarrer Körper ift außer 
den älteren Werfen von Euler, Boiffon, Poinſot, Boncelet, Ravier und 
Coriolis, fowie von Whewell, Mofely, Eytelwein und Gerſtner zu 
empfehlen: 

Duhamel, Lehrbuch der analytiihen Mechanik, in deutſcher Ueberjegung von 
Wagner, Braunſchweig 1853; fowie von Egger und Schlömild, Leipzig 
1853. Sohnte, analytiſche Theorie der Statif und Dynamik, Halle 1854; 
Broch's Lehrbuch der Mechanik, Berlin 1854; Morin, Lecons de Mecanique 
pratique, Paris 1855 etc. Delaunay, Traite de Möcanique rationelle, 
Paris 1856; Ranfine, a Manual of applied Mechanics, second edition, 
London 1861, ein werihvolles, in England viel zu wenig geſchätztes Werk. 
"Eine neue Monographie über den Stoß von Poinfot ift im 3. Jahrgang von 
Schlömilch's Zeitichrift für Mathematit und Phyſik überjegt. 








Sechster Abſchnitt. 


Statif flüffiger Körper. 


Erites Capitel. 


Vom Gleichgewichte und Drucke des Waſſers 
in Gefäßen. 


Flüssigkeit. Wir betrachten die fläffigen Körper als Verbindungen 8. 376. 
* materieller Punkte, deren Zuſammenhang unter einander fo ſchwach ift, da 
bie Heinften Kräfte hinreichen, fie durch Verfchieben von einander zu trennen 
($. 64). Manche der in der Natur vorkommenden Körper, wie z. B. die 
Luft, das Waſſer u. ſ. m., befigen diefe Eigenfchaft der lüfjigkeit in hohem 
Grade, andere Körper Hingegen, wie 3. B. Del, Schmiere, aufgeweid)te 
Erde u. ſ. w., find in minderem Grabe flüſſig. Man nennt jene voll» 
tommen, diefe aber unvollkommen flüffige Körper. Gewiſſe Körper, 
wie 3.2. die Zeige, ftehen den feiten Maſſen ebenfo nahe wie den flüffigen. 
Bolllommen flüffige Körper, von welchen in der Folge nur die Rede fein 
wird, find auch zugleich vollfommen elaftijch, d. h. fie laſſen fich durch äußere 
Kräfte zufammendrüden und nehmen nad) Wegnahme diefer Kräfte das erfte 
Bolumen vollfommen wieder an. Nur ift die Größe der einem gewiſſen 
Drude entſprechenden Bolumenveränderung bei verfchiedenen Flüſſigkeiten 
fehr verſchieden; während ſich diefelbe bei den tropfbar=flüffigen Kör— 
pern höchft unbedeutend zeigt, fällt fie bei den luftförmigen Körpern, 
die man deshalb auch elaftifche Flüſſigkeiten nennt, jehr groß aus. 
Diefer geringe Grad von Zuſammendrückbarkeit der tropfbarsflüffigen Körper 


8.8 


7. 
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ift der Grund, weswegen man bei den meiften Unterfuchungen der Hydro— 
ftatif (8. 68) diefelben als incompreffibele oder unelaftifche Flüſſigkeiten 
anfieht und behandelt. Da das Wafler unter allen tropfbar-flüfjigen Kör— 
pern am meiften verbreitet ift und im Leben am häufigften angewendet 
wird, jo fieht man es al&sden Repräjentanten aller diejer Flüſſigkeiten au 
und fpricht bei den Unterfuchungen in der Mechanik des Flüſſigen immer 
nur vom Waſſer, indem man ftilfchweigend vorausfegt, daß die mechaniſchen 
Berhältniffe anderer tropfbaren Slüffigkeiten diefelben find wie die des Waſſers. 

Aus denfelben Gründen ift in der Mechanik der elaftifch-flüfjigen Körper 
meift nur von ber atmofphärifchen Luft die Rede. 


Anmertung. Eine Wafferfäule von 1 Quadratmeter Querſchnitt wird durch 
ein Gewicht von 10336 Kilogramm, welches dem Drude der Atmofphäre entipridt, 
um ungefähr 0,00005 oder 50 Milliontel ihres Volumens zufammengedrüdt, 
wogegen eine Luftſäule unter dem Drude diejer Kraft nur die Hälfte ihres an- 
fängliden Volumens einnimmt. Siehe Aimé: „Ueber die Zujammendrüdung 
der Zlüffigleiten”, in Poggendorff's Annalen, Ergänzungsband (zu Band 72), 


1848. Nah der Formel P= FE ($. 210) folgt, wenn nıan F = 10ua 


dratmillimeter, P = 0,010336 Kilogramm und : = 0,00005 ſetzt, der Elafli- 


citätsmodul des Waflers für Drud 


x — Pl _ 0010336 
— F% 7 0,00005 





— 207 Kilogramm. 


Princip des gleichen Druckes. Die charafteriftifche Eigenfchait 
der Slüffigfeiten, wodurch ſich diefelben weſentlich von den feften Körpern 
unterfcheiden, und welche der Lehre vom Gleichgewichte flüffiger Körper zur 
Bafis dient, ift die Fähigkeit, den Drud, welcher auf einen Theil 
der Oberfläde der Slüffigkeit ausgelibt wird, nad allen Rich— 
tungen bin unverändert fortzupflanzen. Bei den feften Körpern 

Sig. 653. pflanzt fi der Drud nur in feiner 
eigenen Richtung fort ($. 88); wird da 
gegen das Waller von einer Seite 
ber gedrückt, fo entfteht in der ganzen 
Maſſe derfelben eine Spannung, bie fid) 
nad) allen Seiten hin äußert und daher 
an allen Stellen der Oberfläche defjelben 
wahrzunehmen if. Um fich von der 
Nichtigkeit dieſes Geſetzes zu liberzeugen, 
fann man einen mit Waffer gefüllten 
Apparat anwenden, wie ihn "ig. 653 
im horizontalen Turchfchnitte vepräfentirt. 
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Die gleich weiten und in gleicher Höhe unter dem horizontalen Wafferfpiegel 
befindlichen Röhren AE, BF u. ſ. w. find durd) vollfommen bewegliche 
und genau abſchließende Kolben verfchloffen; das Waſſer drückt hierbei durd) 
fein Gewicht auf den einen Kolben genau fo ſtark wie auf den anderen. 
Sehen wir aber von diefem Drude ab, oder nehmen wir das Walfer ge- 
wichtslos an. Drücken wir nun den einen Kolben A mit einer gewiffen 
Kraft P gegen das Waſſer, fo pflanzt ſich die Druckkraft durch das Waffer 
hindurch bis zu den übrigen Kolben 2, C, D fort, und es ift zur Herftellung 
des Sleichgewichtes oder um das Zurückgehen diefer Kolten zu verhindern, 
nöthig, auf jeden derfelben eine gleich große Gegenkraft P (Sig. 653) wirken 
zu laſſen. Wir find daher berechtigt, anzunehmen, daß die auf einen Theil 
A der Oberfläche der Waſſermaſſe wir: 
fende Kraft P eine Spannung in biefer 
erzeugt, und fi) dadurd) nicht nur in 
der geraden Linie AC, fondern aud) in 
jeder anderen Richtung BF, DH u. ſ. w. 
auf andere gleich große Oberflächentheile 
B, C, D fortpflanzt. Die Richtung 
des Drudes ift dabei in jedem Ober⸗ 
flächenelemente normal zu demſelben. 

Sind die Aren ber Röhren BF, CE 
u. |. w., Fig. 654, unter fid) parallel, 
fo -laffen fi) die Kräfte, welche auf ihre Kolben wirken, durch Addi⸗ 
tion zu einer einzigen Kraft vereinigen; ift n bie Anzahl diefer gleich großen 
Kolben, fo beträgt daher der Geſammtdruck auf diejelben: 


P,=nP 


Big. 654. 





und in dem von der Figur repräfentirten Falle: 
pP ı = 3 P . 


Bezeichnet Fi die Summe der gedrüdten Kolbenflächen B, C, D, jo daß 
F, = nF ift, fo hat man: 
_P _F, 7 
n = 7 = z und A = zF 

Rüden wir nun nod) die Röhren B, C, D u. |. w. fo zufammen, daß fie, 
wie in Fig. 655 (a. f. S), eine einzige ausmachen, und verfchliegen wir fiedurd) 
einen einzigen Kolben, fo geht Fy in eine einzige Fläche Über, und es iſt Pi 
die auf fie wirkende Kraft; es folgt daher das allgemeinere Geſetz: die 
Drüde, welde ein flüſſiger Körper aufverfhiedene ebene Theile 
der Gefäßwand ausübt, find den Inhalten biefer Theile pro» 
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portional. Bei krummen Flächen gilt dieſes Geſetz nur in Bezug auf 
unendlich Heine als eben anzuſehende Theile. 

Dieſes Geſetz entſpricht auch dem Principe der virtuellen Ge— 
ſchwindigkeiten. Bewegt ſich der Kolben AD = F, Fig. 656, um den 
Weg AA — s an 
warts, jo drüdt er das 
Waflerprisma Fs aus 
feiner Röhre, und geht 
der Kolben BE=F, 
unden®egB Bı = 5ı 
auswärts, jo läßt er 
den prismatifchen Raum 
Fi 81 zurück. Da wir 
aber voraueeſetzt haben, daß ſich die Waſſermaſſe weder ausdehnen noch 
zufammendrüden läßt, fo muß das Volumen derſelben bei dieſen Kolben⸗ 
bewegungen unverändert bleiben, alſo das verdrängte Quantum F’s den frei- 
gewordenen Raum Fi, sı gerade ausfüllen. Die Gleichung Fısı = Fs 
giebt aber: 


Fig. 656. 





Pı 


F\ 8 — 

7*3 und da = 2; jo folgt: 
PM 38. 

pP gg 


es ift daher auch Arbeit Ps; Arbeit Ps (f. 8. 88). 


Beijpiel. Wenn der Kolben AD einen Durchmeſſer von 0,05 Meter, das 
gegen der Kolben BE einen jolden von 0,3 Meter hat, und jener mit einer 
Kraft P von 20 Kilogramm auf das Wafler gedrüdt wird, jo libt diefer Kolben 
eine Kraft 


P, = - Bp- — T 20 = 720 Kilogramm 


aus. Wird der erjte Kolben um 0,18 Meter fortgefhoben, jo geht der zweite 
nur um 


, = = 8 = 70,18 = 0,008 Meter 


fort. 


Anmerkung. Vielfache Anwendungen diejes Gelege kommen in ber Folge 
vor: bei der hydrauliſchen Preſſe, der Waſſerſäulenmaſchine, bei den Pumpen u. j. w- 


Druck im Wasser. Der Drud, welchen die Waffertheile gegen ein- 
ander ausüben, ijt genau jo zu beurtheilen wie der Drud des Waſſers gegen 
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die Gefüßwände. Kine beliebige Fläche ECG, welche das Waffer in einem 
Gefäße BGH, Big. 657, in zwei Theile theilt, wird im Gleichgewichts⸗ 
Sig. 657. zuftande von der einen Seite her eben fo ftarf 
gedrückt als von der anderen. Da nun ein ftarrer 
Körper alle gegen feine Oberfläche rechtwintelig 
gerichteten Kräfte aufnimmt, fo wird aud) das 
Gleichgewicht des Waſſers im Gefäße nicht geftört, 
wenn die eine Flüffigkeitspälfte EG H erftarrt, 
und daher ihre Begrenzungsflädie ECG gleichſam 
— zu einer Gefäßwand wird. Druückt die flüſſige 
Hälfte EB@ in einem Theile CD = Fr der imaginären Trennungsfläche 
ECG mit einer Normaltraft P, auf die erftarrte Hälfte ZGH, fo ninmt 
legtere diefe Kraft vollftändig auf und übt dabei eine gleiche Gegenkraft 
(— P) uf 2D= F, aus. Da nun aber das Gleichgewichtsverhältnif 
durch das Flüffigwerden von diefer Waſſermaſſe ZG H nicht yeftört wird, 
fo drüdt diefelbe mit einer gleichen Kraft (— Pı) auf die Waffermaffe 
EBG zurüd, und ee ift folglich) der Drud des Waſſers auf jede Seite 
eines ebenen Flächentheiles UD — Fi, durch 





>= Ap 
beftimmt, wofern die Fläche AB — F dem Drude P unterworfen ift. Da 
diefe Betrachtung für jede Richtung und Lage des Tlächenelementee CD 
gilt, fo folgt, daß ein an irgend einer Stelle auf bie Ober- 
fiähe ausgeübter Trud in allen Punkten der Flüſſigkeit 
und nad allen Richtungen pro Flächeneinheit von derjelben 
Größe ift. 

Hierbei ift das Waſſer als eine gewichtloſe Maſſe vorausgejett worden, 
obiges Gefeg bedarf daher noch einer Ergänzung, wenn es ſich darum han- 
delt, aud) den aus dem Gewichte des Waſſers hervorgehenden Drud zu 

Fig. 658. ermitteln. Denkt man ſich von dem 
z Waſſer in einem Gefäße C.D E, Fig. 658, 
————— 5 einen Theil erftarrt, welcher die Form 
Im | Un 4 #* eines unendlid) binnen horizontalen 
ee / Prismas AB hat, fo fieht man leicht 
| — el h ein, daß fich die Kräfte, welche das 

— —— 1. 





u flüffig bleibende Waſſer rund herum auf 
— die Seitenflächen des erftarrten Theiles 


— 








ausübt, mit dem Gewichte GC diejes 

Theiles ins Gleichgewicht jegen, und daß 

fich die Horizontaldrüde, mit welchen e8 gegen die verticalen Grundflächen 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. L 54 
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A und B diefes Theiles wirkt, gegenfeitig aufheben. Es milſſen alſo aud) 
diefe Drüde (P, und — P,) einander gleid) und entgegengefegt fein. Da 
nun das Gleichgewicht ficy nicht ändert, wenn AB wieder in den Flüffig- 
keitszuſtand zurüdfehrt, jo folgt, daß die Preflungen des Waſſers gegen 
gleiche verticale Flächenelemente A und B in einer und derjelben Horizontal: 
ebene einander gleich fein müſſen, und da fich ferner der Drud auf ein 
Vlächenelement nicht ändert, wenn dafjelbe eine andere Neigung oder Rich— 
tung annimmt,.fo folgt, daß überhaupt das Waffer in einer horizontalen 
Schidt, wie 3. 8. JH, KL u. |. w. an allen Stellen und nad) allen 
Richtungen hin ein und denjelben Drud ausübt. 


Denken wir uns hingegen in der Waſſermaſſe CHK, Fig. 659, ein 
verticales Prisma AB von unendlich Heinem Querſchnitt erftarrt, jo können 
Fig. 659. wir aus dem Gleichgewichtszuftande defjelben mit der 
übrigen Ylüffigfeit folgern, daß fic die Drücke, mit 
welchen die Iegtere auf die verticalen Seitenflädjen 
diefes Prismas wirfen, gegenfeitig aufheben, und bag 
fi das Gewicht @ des letzteren Körpers mit dem 
Ueberfchuffe PR — P de8 Drudes P, auf die untere 
— Grundfläche B über den Druck P auf die obere 
1/8. N Grundfläche A im Gleichgewichte befindet. Es ift 
te)  alfo hiernach AP —P=G,d. i. der Drud Pı 
— : | des Waſſers auf irgend ein Flächenelement B glei 
| 





| dem Drude P defjelben auf ein höher Tiegendes Ylächen- 
= —* ftüd A von gleicher Größe, vermehrt um das Gewicht 

| @ einer Waflerfäule A B, welche das eine oder andere 
— Flächenelement zur Baſis, und den Verticalabſtand 
— — zwiſchen beiden Elementen zur Höhe hat. Dieſer 
Satz gilt, dem Obigen zufolge, nicht nur für zwei 
ſenkrecht Über einander befindliche Elemente, fondern für zwei gleiche Flächen 
elenıente überhaupt, und findet auch feine Anwendung bei der Beltimmung 
des Drudes auf die Gefäßwand, da fic) die Drüde P und P, in den Hori⸗ 
zontalebenen JH und KL unverändert fortpflanzen. Der Drud P, auf 
ein Flächenelement B, K oder L der Horizontalebene KL ift hiernach gleich 
dem Drude P auf ein gleich großes Element A, J oder H in einer höheren 
Horizontalebene plus dem Gewichte dev Waſſerſäule, welche diefes Element F 
zur Bafis und den Abftand AB — h der beiden Horizontafjchichten JH 
und KL von. einander zur Höhe hat. Iſt 9 das fpecifiiche Gewicht bes 
Waffers (1 Cubikmeter — 1000 Kilogramm), fo beträgt das Gewicht jener 
Waſſerſäule: 


6 hy und daher PPGMPA Fhy. 
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Sind die Inhalte der Flächenelemente nicht gleich, hat z. B. das obere 
(in JH) den Inhalt F und das untere (in KL) den Inhalt Fi, fo iſt 
der Drud auf letteres: 


F F 
AP=7P+Fy)=7P+ Fhr. 


Durch diefelbe Formel läßt ficd) aud) der Drud P auf ein Flächenelement 
F in einer Horigontaljicht JA beftinmen, wenn der äußere Diud Po 
eines Tylächenelementes C.D — Fy befannt ift, welches fich um die Höhe A 
fiber oder unter JH befindet. Es ift 


F 
P=7 Pot Fhr. 


Da die Drudkräfte gegen gleiche Tslächentheile in einer Horizontalebene 
einander gleich find, fo folgt, daß vorftehende Formel aud) auf horizontale 
Flächen (F, Fo und Fı) von endliher Ausdehnung, 3. B. auf den Fall 
anwendbar ift, wo das Waſſer dazu dient, 
die Kraft P einer horizontalen Kolben- 
fläche F, ig. 660, auf eine andere 
horizontale Kolbenfläche Fi zu übers 
tragen. Die Formel 


F, 
A=5P+RAhy 


Gig. 660. 


=n(p+h) 


giebt den Drud P, auf diefe Fläche 
unmittelbar an, wenn Ah den fenkrechten 
Abftand CD zwijchen beiden Kolben⸗ 
flächen bedeutet. 





R Bezeichnet man die Drüde 5 und 
= auf die Flächeneinheiten durch p und pr, fo hat man nod) einfacher 
1 
n=r+ hr. 


Beilpiel. Wenn die beiden Kolbenflähen F und F, einer bybroftatifchen 
Brefie ACB, Fig. 660, die Durdmefier d = 0,06 und d, = 0,30 Meter 
haben und um bie ſenkrechte Höhe OD — h = 2 Meter von einander abftehen, 
und e8 fol durd den großen Kolben derfelben eine Kraft PR = 1200 Kilogramm 
ausgeübt werden, jo folgt die erforderliche Kraft des Heinen Kolbend aus 


pP, _P 
ee 3 u 
F 0,06 _7.0,062 AR_ERE 400 
P= 7 Pı—Fhy= 5120-7 2.1000 =48 5,65 — 42,35 Algt. 


64* 
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Die dem Wafler innewohnende Schwerkraft macht, 


daß ſich alle Elemente deſſelben abwärts zu bewegen ſuchen und ſich auch 
wirklich jo bewegen, wenn fie nicht daran verhindert werden. Um eine zu- 
fammenhängende Waflermaffe zu erhalten, ift es deshalb nöthig, da8 Waſſer 
in Gefäßen einzufcjließen. Das in einem Gefäße ABC, Fig. 661, befind- 


Sig. 661. 





liche Waſſer ift aber nur dann im Gleichgewichte, 
wen die noch freie Oberfläche AR deilelben recht⸗ 
winfelig auf der Richtung der Schwerkraft, alfo hori⸗ 

-r zontal ift; denn jo lange diefe Oberfläche noch krumm 
oder gegen den Horizont geneigt ift, fo lange giebt 
e3 auch noch höher liegende Wafferelemente, wie 3. B. 
E, weldje wegen ihrer großen Beweglichkeit und in 
Folge ihrer Schwere über den darunter befindlichen, 


wie auf einer fchiefen Ebene FG, herabgleiten. 

Da bei größeren Entfernungen die Schwerrichtungen nicht mehr al8 pa- 
rallele Linien augefehen werden können, fo hat man die freie Oberfläche oder 
den Spiegel des Waflers in einem großen Gefäße, wie 3. DB. in einem 
größeren See, nicht mehr als eine Ebene, fondern al8 einen Kugeloberflächen⸗ 


theil zu betrachten. 


Wenn außer der Schwere noch andere Kräfte auf die Waflerelemente 
wirfen, fo muß im Gfleichgewichtszuftande die refultirende Kraft irgend 
eined Elementes der freien Oberfläche auf diefer ſenkrecht ftehen. 

Um diefen Fall au unterfuchen, bezeichne p den Drud pro Flächeneinheit 
in bein Punkte A im Innern der Flüffigfeit, Sig. 662, deſſen Coordinaten 


Tig. 662. 





x, Y, 2 find, und es feien unter X, Y,Z de- 
Componenten der rejultirenden befdjleunigenden 
Kraft in diefein Punkte verftanden. Wenn man 
fi) nun ein unendlich Kleines Parallelepipedum 
vorstellt, deilen einer Edpunft in A liegt, und 
deffen den Coordinatenaren parallele Kanten reſp. 
durch Oz, Oy und Oz ausgedrüdt find, jo ıft das 


Gericht dieſes Parallefepipedums gleich y. dæ 9y Os 


und die . deſſelben: 
m—!? we Oyde. 


Die auf diejes — nach den Axenrichtungen wirkenden Com⸗ 
pouenten der beſchleunigenden Kraft ſind dann: 


7 Onöyds.X, FOnDyde. Y und da0yds.Z. 


Die duch den Punkt A Hindurchgehende, mit der X’ Z-Ebene pavallele Be- 
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grenzungsebene des Parallelepipeds hat die Größe Oydz und ift alfo dem 
Drude Oyds.p auögefegt. Die damit parallele, im Abftande Ox durch 
den Punkt B gehende Begrenzungsebene ift einem fpecififchen Drucke 


»+ * 0% unterworfen, weshalb der Totaldruck dieſer Fläche zu 


0y 05 (? + “2 d=) fich berechnet. Die Reſultirende diefer beiden, auf 
die parallelen Flächen AC und BD wirkenden Drudfräfte ift daher: 


au ds. Oyds(p+ 5202) =—OnyörzE. 


Ebenfo findet man die refultirenden Druckkräfte parallel der Y- und ber ZAre 
reſp. zu: 
— 020y0s op und — 020y0r °P, 
oy 03 


Für den Zuftand des Gleichgewichtes müſſen nun dieſe von außen auf das 
Barallelepipedum einwirkenden Drudkräfte den nach den Aren genommenen 
Componenten der refultirenden bejchleunigenden Kraft gleid, und entgegen- 
geſetzt fein, jo daß man für das Gleichgewicht hat: 


Y — 2 tx 2 
„oroya. = 0z0y0s 2 oder ‚i=; 
und ebenjo: Ä 
Y op. — op, 
. g = oy’g 2= 05 
Multiplieirt man diefe Gleichungen beiberfeit8 vefp. mit Ox, Oy, Os und 
addirt diefelben, jo erhält man: 


y _0p op p.,__ 
(Xös+ Yoyı+ Zör)=gP0u+ Bay + Rds=0p, 
woraus durd, Integration 
»—! [(x% + Yöy+ 23) 


folgt. 

Wenn-die Größe XOx + Y9y + Z9e das vollftändige Differenzial 
einer Function f(x, y. 2) ift, fo findet man den Druck in einem beliebigen 
Punkte: 


— 


als Function feiner Coordinaten. Die Conſtante C beftimmt ſich, wenn der 
Druck p in einem Punkte befannt iſt. 
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8. 380. An ber freien Oberfläche muß nach dem Vorhergehenden bie reſultirende 
befchleunigende Kraft in jedem Punkte jenfrecht zur Oberfläche gerichtet fein, 
b. h. es muß 

X0x + Yöy + Z0e —=0 
fein (f. $. 297). Nach dem Borftehenden ift bies aber gleichbedeutend mit 
op —=0oderp—=f (x, y, 8) —= Const. 

Diefer Bedingung genügen alfo alle diejenigen Flächen, welche man erhält, 
wenn maninf(z,y,2)— CO für C irgend welche beftimmten Werthe einjegt. 
Man erhält alsdann eine Schaar von Flächen, welche dadurch gekennzeichnet 
find, daß in jedem ihrer Punkte die vefultirende befchleunigende 
Kraft in die Normale Hineinfällt, und daß ber ſpecifiſche Drud 
p in allen Punkten einer und berjelben Fläche conftant ift, weil 
Op daflir Null if. Man nennt diefe Flächen, zu denen megen ber erften 

- Eigenschaft aud) die freie Oberfläche der Flüffigfeit gehört, Nivean- 
flächen (ſ. $. 297). 

Iſt eine Flüffigkeit in einem ruhenden Gefäße Lediglich der Schwerkraft 
unterworfen, fo. ift, wenn man die 2⸗Axe vertical abwärts annimmt und dev 
Coordinatenanfang in die freie Oberfläche verlegt: 

x=-0, Y’=-0(!mZ=g, 
daher: 
= (X0z + Yoy+ Zi) =yöe. 


Fir die Niveaufläcden hat man folglich: 

op =ylbe=0orys=(, 
d. h. diefelben find Horizontale Ebenen. Der Drud p in einer Nivenufläde 
ift gegeben durch: 

»=Yye+C, 


worin C fih, wenn man # — 0 fett, als der befannte Druck ergiebt, 
welcher auf die freie Oberfläche wirkt. Der Drud nimmt aljo proportional 
mit der Tiefe e zu, wie jchon im $. 378 gezeigt worden ift. 

Wenn das Gefäß mit der Flüffigfeit nicht, wie bisher angenommen 
wurde, in Ruhe ift, jondern fich in Bewegung befindet, jo ift nad) dem 
d’Alembert’fchen Principe zum relativen Gleichgewichte erforderlich, daß 
die auf die einzelnen Maſſentheilchen wirkenden äußeren Kräfte mit foldyen 
Kräften im Gleichgewichte ftehen, welche denjenigen gleich und entgegengejegt 
find, weldye den frei gedachten Maflentheilhen ihre Bewegung ertheilen 
würden. 

Wird z. B. ein Gefäß ABC, Fig. 663, mit ber unveränderlichen 
Acceleration ng in der Richtung EK unter dem Winkel P gegen die hori⸗ 
zontale X⸗-Axe fortbewegt, jo wirkt auf jedes Element Z außer der Schwere 
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EG die der Beſchleunigung EK entgegengefetste Trägheitsfraft EF—=— ng. 
Nimmt man die pofitive ZAre von A vertical aufwärts gerichtet .an, jo hat 
man fir die Niveauflächen : 

X0z2 +Yoy+ Zde = — n9c08.9.02 — (g-+ngsin.9)9s—=0 
oder: — 108.9.2— (l+n.sn.g)s=(C. 

Diefe Gleichung entfpricht einem Syſteme von Ebenen, welche zur Y-Xrxe 
parallel find und mit der X-Are den Winkel EAX — « bilden, welcher 
durd) ' 

n cos. ꝙ 


tang. a = Ifnsno 
beſtimmt ıft. 

Fig. 668. Denfelben Winkel & bildet aud) die auf ber 
Niveaufläche AZ ſenkrechte Mittelfraft ER au 
der Schwere EG und der Trägheitskraft EF 
nut der verticalen Z-Are. Der Drud p in einer 


ſolchen Niveaufläche beftimmt ſich aus: 
op =; (—29c008.9)02—(g + ngsin.p) Ce 


zu: 

»=— y[ncos.9,2+(1+nsin.p)e] + 0. 
Legt man den Coorbinatenanfang A in die freie 

Oberfläche, und ift der Druck dafelbft zu po ge 

geben (etiva gleich dem Drucke der Atmofphäre), jo folgt fir A, wo 2 — 0, 

z — 0O und p —=pm if: 





mp — 0. 
In irgend einem Punlte D der Z-Are, deſſen verticale Tiefe unter dem 
Waflerjpiegl AD —= — oı ift, erhält mau den Drud: 


pn =y(l+nsin.gp) ze + 2. 
Derſelbe Druck findet in allen Punkten der durd) D parallel mit der freien 
Oberfläche AE gelegten Ebene DL ftatt. Man erkennt daraus, daß ber 
Trud im Innern aud) hier proportional mit der vertical gemeflenen Tiefe 
unter dem Waflerfpiegel zunimmt. 
Fürp—0,Fig. 664 (a. f. S.), iſt kang. = Er 


ng und 


n.l _ 
1+0 
r=— Yet) + m 
Setzt man ꝙ — 90°, d. h. wird das Gefäß vertical aufwärts bewegt, 
fo findet man: 
tang.e—= 0; =0ımdp=—y(ln)s + 2. 
Bei einer Bewegung des Gefäßes vertical abwärts hat man ꝙ — 270° 
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zu fegen, und es ift für diefen Sal tang. ou = 0; «a — 0 mw 
p — — (1 — mM)e+pm. Wäre z. d.nr—1; d. h. würde das 

Fig. 664. Gefäß mit der Beichleunigung der Schwere 
fallen, fo würde der Druck p zu po werben, 
und der Winkel & — unbeftunmt, da dang. & 


unter der Form 2 erfcheint. 


Wenn l-nsin.g—= 0 ift, fo wird 
tang.a —= ©, d. h. die Niveauflächen find 
in diefem Falle verticale Ebenen. 





8.381. Wenn die Waſſermaſſe gleichförmig um eine feite Are gedreht wirb, fo 
find die Befchleunigungen der einzelnen Elemente deren Centripetalkräfte, 
und es müſſen daher nad) dem d’Alembert’jchen Principe die Centri- 
fugalfräfte mit den Schwerfräften zufammen im Gleichgewichte fein. 

Sig. 666, Nimmt man, Fig. 665, die Umdrehungs- 

are des Gefüßes ABB ald Z-Are an, 

eg pofitiv nad) oben, fo wirft auf ein Ele 
ment ZE nad) unten die Schwerkraft 

— 9. Die Centrifugalfräfte nad) der 

X-Ure und Y-Are find $. 330 zufolge 

durh @2r und @?y ausgedrlict, wenn 

© die Winkelgefchwindigfeit bedeutet. 
Man Hat daher für die Niveau 
"flächen: 
X0c + Y2y + Z0s = o!rdz + a?ydy — 902 —=0 
und hieraus: 


Ai = 





2 
* (x? + yD) — ge + Const.=0 
oder: 


e+y=-I6- 0. 


Diefe Gleichung ftellt ein Syftem von Umdrehungsparaboloiden vor; denn 
jegt man y = 0, ſo erhält man al8 den Durdjfchnitt jener Flächen mit 
der X ZEbene ein Syſtem von Curven, deren Gleichung: 


= 6-0 


iſt. Diefe Curven find Parabeln, deren gemeinfame Hauptare mit der Um⸗ 
drehungsare zufammenfällt. Der Scheitel einer folchen Parabel liegt um C 
über dem Coordinatenanfang A, wie fi) ergiebt, wenn man = — 0 jest. 
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Um die Größe O—= AD für die freie Oberfläche zu beſtimmen, hat man 
zu berüdfichtigen, daß das Wafferquantum, welches vor Beginn der Drehung 
den cplindrijchen Kaum A KK von der Höhe A und dem Halbmeffer r ausfitllte, 
aljo zr?h, nachher den Raum AHDHA einnimmt. Diefer legtere Raum 
berechnet fich als Differenz zwifchen dem Cylinder AHH A von der Höhe #, 
und dem Paraboloid ZDH nad) der Guldini’fchen Regel zu: 


ar, — ra — C).!yr 22 = .r Ei + 0). 
Durch Sleichfegung diefer beiden Rauminhalte folgt: 
zrıh = Sr (+ Over: + C=2h 


Terner hat man für den Querjchnitt durch ZH 

r?0? 

37° 

Durch Addition reſp. Subtraction ber beiden Ausdrüde für er + C und 
% — C erhält man nun: 


2 a3 
a=h+Tz, u C=h-— 


r=a+y= ln — 0C) oder e — O — 


r20? 
49 
Nach Einfegung des Werihes fir C wird num die Öleihung der Niveau- 
flächen: Ä 
2 
a+y= (1470). 

Aus den Werthen von C und s, erkennt mau, baß ber urjpringliche 
Waflerfpiegel KK genau in der Mitte liegt zwijchen dem Scheitel D und 
dem Rande HH der paraboloidifchen Höhlung, indem 
r? 0? 

49 
ift. Die Höhe CO des Scheiteld D über dem Gefüßboden A wird Null, 


7? 
wenn h= 77 ift, oder, unter v — rw die Umfangsgeſchwindigkeit des 











sa h=h—-(C= 


3 
cylindriſchen Gefäßes verftanden, wenn A — 5 iſt. Sobald alſo die zur 


Umfangsgeſchwindigkeit des Gefäßes gehörige Geſchwindigkeitshöhe doppelt 
ſo groß iſt, wie die urſprüngliche Waſſertiefe, berührt die paraboloidiſche 
Waſſeroberfläche den Boden. Bei größerer Umfangsgeſchwindigkeit wird C 
negativ, d. h. die Waſſermaſſe nimmt eine röhrenförmige Geſtalt an, indem 
ſie den Boden nicht mehr in der Mitte, ſondern nur nach außen in einer 
Ringfläche berührt, ſo etwa, als wenn man ſich den Boden während der 
Drehung plötzlich in die Lage LL gebracht denkt. Wollte man ebenfalls 
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in NN einen Boden anbringen, fo wirde die rotirende Flüſſigkeit einen 
Ring von dem Querſchnitte NL L, N, bilden. Hierauf beruhet die Her- 
ftellung von Röhren und anderen hohlen Notationskörpern durch den ſo— 
genannten Centrifugalguß. 

Der Drud p im Innern der Flüffigkeit beſtimmt ſich aus: 


op = z (92202 + w?ydy — 902) 
durch Integration zu: 
= + 42) — ys + Const. 

Die Conſtante Gent ſich mit Rüdjicht darauf, daß an der Oberfläche 
der Druck gleich dem Atmofphärendrude 9, if. Setzt man daher für den 
Sceitel 

s=0I,y=0I,s = C und p — pm. 
ſo erhält man: 

m=—YC+ Const. — -r(R-— ” 2) + Const 
Hieraus folgt: 


Im? 
Const.—pı + Y (R-7-)=n 450 





Daher wird 
Pam rs +» +0. 


Für 2? + y? Tann man g? fegen, wenn go den Abftand des betreffenden 
Punftes von der Umdrehungsare bezeichnet, und man erhält daher: 
— -r6-0+m 
Hieraus erfennt man, daß filr alle Punkte in einer horizontalen Ebene, 
für welche alfo & biefelbe Größe hat, der Drud zunimmt wie die Größe 


2 
— 2 ‚d. h. wie bie Geſchwindigkeitshöhen dieſer Punkte oder wie die Qua⸗ 


* ihrer Abſtände von der Umdrehungsaxe. Setzt man andererſeits E 
conftant, d. h. betrachtet man die in einem zur Drehare concentriſchen Cy⸗ 
(indermantel gelegenen Punkte, jo nehmen die Drücke proportional mit C— 2, 
d. 5. wie die vertical gemeflenen Tiefen unter der Oberfläche zu. Der 
größte Drud findet in der Ede Q hatt, wo er ringsum 

y?0? 


ag 0 O+m=r,, la Q+yC+p=ratn 





pr—Y 
beträgt. 
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Wenn ein Gefäß ABH, Fig. 666, um eine horizontale Are C gleich⸗ 
förmig bewegt wird, fo wirkt auf ein Element E die Schwere EG und bie 
Fig. 666. Gentrifugaltraft radial in der Richtung ZF. 
Betrachtet man C als Coorbinatenanfang und 
nimmt die X-Are horizontal und die Z»Are vers 
tical aufwärts an, fo find, unter @ die conftante 
Winkelgeſchwindigkeit verftanden, die Componenten 
der Centrifugaffraft nad) den Aren bezüglid): 
o?z und @?g (f. $. 330). 
Dean bat daher für die Niveauflächen bie Dif- 


ferenzialgleichung: 

X0z + Yoy+ Zds w2eds 
— 90: 0, 

oder: 





aa + 22 — * e=(. 

Diefe Gleichung entfpricht einer Schaar von Cylinderflächen, deren horis 
zontale Are O um die Größe: 

0c0 — 


602 


vertieal über dem Drehungsmittelpunkte gelegen if. Wenn « die Anzahl 
der Umdrehungen per Minute bedeutet, jo ift auch: 
4,6 5 
=) * — Dieter = 2850 Fuß. 

Die gefundene Eigenſchaft iſt auch aus der Figur zu erkennen, denn wenn 
man die Richtung der Mittelkraft ER aus der Schwerkraft EG — g und ber 
Centrifugalkraft ZEF = ©? EC rüdwärts verlängert, jo erhält man den 
Schnittpunkt O in der Berticalen, welche durch C geht. Es ift dann wegen 
der Aehnlichkeit der Dreiede ECO ud EFR: 








daher co—. 3 für alle Elemente Z. 


Bodendruck. Der Drud des Waflers in einem Gefäße ABCD, 
Fig. 667 (a. f. S.), ft unmittelbar unter dem Wafferfpiegel am Heinften, wird mit 
der Tiefe immer größer und größer und ift dicht Über dem Boden am 
größten. Dies ift zwar ſchon aus $. 378 zu folgern, läßt fid) aber aud) 
auf folgendem Wege beweifen. Nehmen wir an, daß der Waſſerſpiegel 
H,R, , deilen Inhalt Fo fein möge, von einer Kraft Po, 3. B. durd) die 
darüber ftehende Atmofphäre ober durch einen Kolben gleichförmig gedrückt 
werbe, und denken uns die ganze Waffermafle durch viele Horigontalebenen 
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wie 7, Rı, HR: u. |. w. in lauter gleich dicke Waſſerſchichten zerlegt. 
St F, der Inhalt des erften Querſchnittes M Ri, A die Dide einer 
Waflerihicht und Y das fpecifiiche Gewicht des Waſſers, jo Hat man das 
Gewicht der erften Waſſerſchicht Gi — FıAy und denjenigen Theil des 
Sig 667. Drudes in H,R,, weldjer aus dem 
Drude Po des Waſſerſpiegels Ho Ro 
entſpringt, nach dem Principe in 3. 377: 
— P N 1 
= m“ 
Addirt man nun beide Kräfte, jo erhält 
man den Drud um Horizontalfchnitte 
H 1 Rı . 





PDF 
Pr = + Air 


Dividirt man durch Fi}, fo erhält man die Gleichung: 


_# 
Ten 





oder, da A: und = die auf die Flächeneinheit bezogenen Drüde 9, und 
0 1 


9, in Hy, Ro und ZI, R, bezeichnen: 
2 =m + X. 

Der Drud in dem folgenden Horizontalfchnitte 77, R, beitimmt ſich 
genau fo wie der Trud in der Schicht I, Rı, wenn man beriidjichtigt, daß 
hier der anfängliche Drud auf die Einheit ſchon pı = m + Ay ill, wäh: 
end er dort nur 2, war. Es folgt der Drud in der Horizontalſchicht I, Rz: 

pP = tiıy=mn+tAyt+tiy=p + 249; 

ebenfo der Drud in der dritten Schidjt 77, R;: 

B=p+3iy, 
in der vierten: 

n=m + 445 
und in ber nten: 

n„»=m + niy. 
Nun ift aber nA die Tiefe OK — h diefer nten Schicht unter dem Waſſer⸗ 
fpiegel, e8 läßt fid) daher der Drud auf jede Flächeneinheit in der aten Ho⸗ 
rizontalſchicht ſetzen: 

p — po + hy (vergl. $. 378). 

Man nennt die Tiefe A eines Tlächenelementes unter dem Waſſerſpiegel 
die Drudhöhe deffelben und findet hiernach den Drud des Waflers auf 





8. 382.] Statik flüffiger Körper. 861 


irgend eine Tylächeneinheit, wenn man den von außen wirkenden ‘Drud um 
das Gewicht einer Waflerfäule vermehrt, deren Bafis diefe Einheit und deren 
Höhe die Drudhöhe ift. 

Dei einer horizontalen Wläche, wie 3. ®. am Boden CD (fig. 667), 
ift die Drudhöhe A an allen Stellen eine und diefelbe, ift daher der Inhalt 
derjelben = F, fo folgt der Drud des Waſſers gegen diejelbe: 

P=pm+thyF=Fpm + Fhy, 
oder, wenn man vom äußeren Drude abftrahirt: P = Fhy. 

Der Drud des Waffers gegen eine horizontale Fläche ift 
alfo gleich dem Gewichte der über ihrftehenden Wafferfäule Fr. 

Diefer Druck des Waſſers gegen eine horizontale Fläche, 3. B. gegen ben 
Boden oder gegen einen horizontalen Theil der Seitenwand ift von der 
Form des Gefäßes ımabhängig; ob alfo das Gefäß AC, Fig. 668, prie- 
matiſch wie a, oder oben weiter als unten wie b, oder unten weiter als oben 
wie c, oder fchief wie d, oder ob es bauchig wie e ift u. |. w., immer bleibt 
der Drud gegen den Boden gleich dem Gewichte einer Waflerfäule, deren 
Bafis der Boden und deren Höhe die Tiefe des Bodens unter dem Waller: 
fpiegel if. Da fid) der Drud des Waſſers nad) allen Seiten fortpflanzt, 
fo findet diefes Geſetz auch dann noch feine Anwendung, wenn die Fläche 
wie 3. B. BC in fig. 669, von unten nad) oben gedrückt wird. Jede 
Vlächeneinheit in der an BC anliegenden Waſſerſchicht BK wird durch 
eine Wafferfäule von der Höhe HB —= RK — h gebrüdt, es ift folglid) 
aud) der Drud gegen die Fläche CB durch Fhy ausgedrüdt, wenn F den 
Inhalt diefer Fläche bezeichnet. 

Tig. 669. 


N 


A s 
= 

— K 

— 


b E 


Tig. 670. 





Es folgt auch) hieraus noch, daß das Wafler in communicirenden Röhren 
ABC und DEF, $ig. 670, im Zuſtande des Gleichgewichtes gleich hoch 


$. 38. 
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fteht, oder daß die Spiegel AB und EF beflelben in eine und biejelbe 
Horizontalebene fallen. Zur Erhaltung des Gfleichgewichtes ift es nöthig, 
daß die Waſſerſchicht HR durch die über ihr ftehende Waflerfäule E R 
ebenfo ftarf nach unten gedrüdt wird, als durch die unter ihr befindliche 
Waflermaffe von unten nad) oben. Da aber in beiden Fällen die gedrüdte 
Fläche eine und diefelbe ift, fo muß auch die Drudhöhe in beiden fällen eine 
and diefelbe fein, e8 muß aljo der Wafferfpiegel A.B ebenfo hoch über HR 
jtehen als der Wafferjpiegel E F. 


Seitendruck. Das fveben gefundene Gefeg von dem Waflerbrude 
gegen eine Horizontalfläche läßt ſich nicht unmittelbar auf eine gegen den 
Horizont geneigte ebene Fläche anwenden, da bei diefer die Drudhöhen 
an verjchiedenen Stellen verfchieden find. Der Drud p — hy auf jede 
Flächeneinheit innerhalb der horizontalen Wafferfchicht, welche um die Tiefe A 
unter dem Wafferfpiegel fteht, wirkt nad, allen Richtungen ($. 377) und 
folglich auch rechtwinfelig gegen die feiten Seitenwände des Gefäßes, die 
(nad) 8. 142) denfelben vollfommen aufnehmen. Iſt nun F, der Inhalt 
eines Elementes von einer Seitenflähe ABO, Fig. 671, und Ahı dejien 
Drudhöhe FH, , welche bei der Kleinheit des Elementes für alle Punkte 
defjelben die nämlidye Größe hat, fo Hat man den Normaldrud des Wajlers 
gegen daflelbe: 

Fig. 671. P=Hhpr; 
ift ebenfo F, ein zweites Flächenelement, 
-Y und Az deffen Drudhöhe, fo Hat man 
| — den Normaldruck auf daſſelbe: 
—** — 0% PR =Fky; 
Sa IN 4 ebenfo für ein dritte Element: 
wa | | r= Fy hy u. ſ. w. 
Dieſe Normaldrücke bilden ein Syſtem 
we von Parallelfräften, deren Mittelkraft P 
* — ⸗ die Summe dieſer Drücke, alſo 
H 2 x P=(FHh+FBm+)r 
iſt. Nun ift aber nod) 
FRh+Frbk+t- 
die Summe der ftatiichen Momente von Fi, Fa u. f. mw. hinſichtlich der 
Oberfläche AOB des Waſſers und — Fr, wenn F ben Inhalt der ganzen 
Fläche und A die Tiefe SO ihres Schwerpunftes S unter dem Wafferfpiegel 
bezeichnet, e8 folgt daher der gefammte Nornaldrud gegen die ebene Flädıe: 
P= Fhy. 
Verſteht man hier unter Druckhöhe einer Fläche. die Tiefe SO ihres 
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Schwerpunktes 8 unter dem Wafferfpiegel, fo gilt alfo allgemein die Regel: 
der Drud des Waffers normal gegen eine ebene Fläche ift gleich 
dem Gewichte einer Wafferfänle, deren Bafis die Fläche und 
deren Höhe die Drudhöhe der Fläche ift. ⸗ 

Uebrigens iſt noch hervorzuheben, daß dieſer Waſſerdruck nicht von der 
Waſſermenge, welche über oder vor der gedrückten Fläche ſteht, abhängt, daß 
alſo z. B. unter Übrigens gleichen Umſtänden eine Spundwand ABCD, 
Fig. 672, denſelben Druck aus⸗ 
zuhalten hat, ſie mag das Waſſer 
einer ſchmalen Schleuſe ACEF, 
oder das eines größeren Teiches 
ACG H, oder das eines großen 
Sees abdämmen. Aus ber 
Breite AB= 0CDZ b und 
ber Höhe AD= BC=a 
einerrectangulären Spundiwand 

folgt die Fläche derfelben: 
a 


F = ab und die Druckhöhe: SO = 7 daher der Waſſerdruck: 


P=ab>y=!hatby. 


Es wächſt alſo diefer Drud wie die Breite und wie das Quadrat der Höhe 
ber gedrückten Fläche. 


Beilpiel. Wenn vor einem 1,2 Meter breiten, 1 Meter hohen, 0,08 Meter 
diden Schugbrete von Eichenholz das Wafler 0,8 Meter hoch fteht, wie groß if 
die Kraft zum Aufziehen defjelben ? 

Das Bolumen des Bretes ift: 

12.1. 0,08 = 0,09% Eubitmeter. 
Nimmt man nun die Dichtigfeit des mit Waſſer geſchwängerten Eichenholzes nad 
8. 68 zu 1,11 an, jo folgt das Gewicht dieſes Bretes: 
@G = 0,09% . 1,11 . 1000 = 106,6 Kilogramm. 

Der Drud des Waflers. gegen das Schugbret und auch der Drud defielben 

gegen jeine Führung ift: 

P = Y, 0,8%. 12.1000 = 884 Kilogramm ; 
jegt man nun den Eoefficienten der Reibung für nafjes Holz nad 8.178 9 — 0,68, 
fo folgt die Reibung dieſes Bretes in feiner Leitung: 

F!=gP= 063.383 = 261,1 Kilogramm. 
Abdirt man hierzu das Gewicht des Bretes, jo erhält man die Kraft zum Auf: 
ziehen deſſelben, vorausgeſetzt, daß der Einfluß des Wuftriebes (ſ. 8. 891) ver- 
nachläffigt wird, gleid 261,1 + 106,6 = 867,7 Kilogramm. 


Gig. 672, 





Mittelpunkt des Wasserdruckes. Die Mittelfrft P—= Fhy $. 384. 
aus fänmtlichen Elementarprefiungen Fi Ah, Y, Fyhsy u. f. w. hat, wie 
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jede andere Mittelfraft eines Eyftemes von Parallelfräften, einen beftimniten 
Augriffspunkt, den man den Mittelpunft des Drudes nennt. Durch 
gig. 673, Unterftügung diefes PBunftes kann 
a dem ganzen Wafferdrude einer Fläche 
nf das Gleichgewicht gehalten werden. 
/ Die ftatifchen Momente der Elemen⸗ 
- P_ tarprefiungen Fy hı 9%, Faha y u. |. w. 
— To 4 hinſichtlich der Ebene des Waſſer⸗ 
SS > ſpiegels 4 B Oyöig- 673, find: 
an Fhy.ı=Fhry, 
NN APhyk=Rhlyuf.w; 
4 es iſt alſo das ſtatiſche Moment des 
m EN: $_ ganzen Waflerdrudes in Hinficht auf 
— dieſe Ebene: 
(Frhr + Rh} +). 
Dezeihnet man nun den Abftand KM des Mittelpunftes M dieſes 
Drudes vom Wafferfpiegel durd) 2, fo hat man das Moment des Wailer- 
druckes auch: 
Pe=(Fh+PFRh+::)eY, 
und e8 folgt num durch Gfeichfegen beiber Momente die in Frage —— 
Tiefe des Mittelpunktes M unter dem Waſſerſpiegel: 
1) „— Fıh + F,h’+- _Fık + Fh?-+.-. 
Fıhı Tan a Seeger Fh i 
wenn, wie oben, F' den Inhalt der ganzen Fläche und A die Tiefe ihres 
Schwerpunktes unter dem Wafferfpiegel bezeichnet. 

Um diefen Drudpunft vollftändig zu beftimmen, hat man noch deſſen 
Abftand von einer anderen Ebene oder Linie anzugeben. Sekt man die 
Abftände Fi Gi, Fr G@, .. . der Tlächenelemente F,, Fa . . . von der den 
Neigungswinfel der Ebene beftinmenden Fallinie AC — Yyı, Yı . . ., jo 
find die Momente der Elementardrüde. in Hinfiht auf diefe Yalllinie: 
Fi hi Vn Y, Fels ya Y..., alſo iſt das Moment der ganzen Fläche: 
(Fıhyı + Fehr yı 4. y. 

Bezeichnet man den Abſtand MN des Mittelpunktes M von eben dieſer 
Linie durch v, fo hat man dieſes Moment auch gleich: (Fıkı Fah, + -- -)vyY. 
Setzt man endlich beide Momente einander gleich, fo erhält man die zweite 
Ordinate: 
2) vo = Fhytfhkypt- — Fhy-+Fhky + Sn 

Fh+fkt-- Fh 

Iſt © der Neigungswinkel der Ebene ABC gegen den Horizont, find 
ferner zı, 23... die Entfernungen Ei F}, Es Fy ... der Elemente Fi, Fr... 


— 
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und ift u der Abftand LM des Druckmittelpunktes A von der Durch⸗ 
ſchnittslinie A B der Ebene mit dem Wafferfpiegel, jo hat man h, —=x, sin. «, 
Rh, = 2 8in.&..., jowie 2 — u sin. ©. Führt man diefe Werthe in 
den Ausdrücken für 3 und v ein, fo ergiebt fi): 

Fi +FR2x +::-- __ Trägheitsmoment 
 ARat+PRrz +:-: flatifches Doment 


— Fıxyı Feca y2 + - - - __ Centrifugalfraftmoment 
— PAatrx +: ° ftetiiches Moment 

Man findet alfo die Abftände u und v des Drucmittelpunftes von der 
horizontalen Are AY und von ber durch die Falllinie gebildeten Are A X, 
wenn man das ftatifche Moment der Fläche in Hinſicht auf die erfte Are 
einmal in das Trägheitsmoment berjelben in Hinficht auf diefelbe Are und 
ein zweites Mal in das Sentrifugalfraftmoment derfelben in Hinficht auf 
beide Aren bividirt. Auch ift der erfte Abftand zugleich die Entfernung des 
Schwingungspunftes von der Durchſchnittslinie mit dem Wafferfpiegel 
($. 851). Uebrigens ift leicht zu ermeflen, daß der Mittelpunkt des 
MWafferdrudes mit dem in $. 338 beftimmten Mittelpunfte des 
Stoßes vollfommen zufammenfällt, wern die Durchſchnittslinie AY der 
Fläche mit dem Waflerfpiegel als Drehare angefehen wird. 


u und 


Wasserdruck gegen Rechtecke und Dreiecke. Iſt die gedrüdte $. 385. 
Fläche ein Rechteck AC, Fig. 674, mit horizontaler Örundlinie CD, fo 
befindet fich der Mittelpunkt M des Drudes in ber die Orundlinien halbis 
renden Salllinie KL und fteht um ?/, diefer Linie von der im Wafferfpiegel 
liegenden Seite A B ab. Reicht diefes Rechte nicht bis zum Wafjerjpiegel, 
wie in Fig. 675, ift vielmehr der Abftand KL ber unteren Bafis CD vom 


Sig. 674. Fig. 675. Tig. 676. 


ER N 2 
— 


N N F 


wir 
* | 





Mafferfpiegel — 1, und ber Abftand KO der oberen Bafis AB —1,, fo 
bat man den Abftand KM des Drudmittelpunftes vom Wafferfpiegel HR: 
1 — 1? 

Für ein rechtwinkeliges Dreied, ABC, Fig. 676, deſſen eine Kathete 
Weisebach's Lehrbuh Ter Mechauik. L 55 


u! 
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AB im Waſſerſpiegel liegt, iſt der Abſtand KM des Druckmittelpunktes A 
von AB Geiſpiel 8. 338): 
1, F.12 
— Fr. al, 
wenn 2 die Höhe BC des Dreiecks bezeichnet. 

Der Abftand dieſes Punktes M von der anderen Kathete BC ift, da biefer 
Punkt jedenfalls in der das Dreied halbirenden Linie CO liegt, welche von 
der Spitze C nad) bem Mittelpunkte der Grundlinie geht, NM —=v—1/,b, 
wenn d die Grundlinie A B bezeichnet. 

Liegt die Spitze C im Waſſerſpiegel, wie Fig. 677 angiebt, befindet ſich 
aljo die Kathete A B unter ber Spike, fo hat man: 


1/, Fl? 
EU=- 7 = /T und 


NY=o=Y.2=y. 


Befindet fi) da8 ganze Dreied ABC, Fig. 678, unter Waſſer, fteht bie 

Fig. 677. Sig. 678. Grundlinie AB m 
AH==1, unddie Spige 
Cm CH=N vom 
Waſſerſpiegel AR ab, 
fo Hat man ben Abftand 
MK des Drudmittel- 
punktes M vom Wafler- 
jpiegel AR: 





[2 
s 


YUsF(ı - 1) +F (% + =) 


vz= 





F (1% + 1) 


_ Yelı —-—b”’ +2, +4) _2BH2IE + 37 
u 1; 2% +) 2 + 25) 
Auf ähnliche Weile laſſen fid) die Druckmittelpunkte von anderen ebenen 
Biguren beitimmen 


Beijpiel. Welche Kraft P ift aufzumenden, um die um eine horizontale Axe D 
brehbare freißrunde Klappe AB, Fig. 679, aufzuziehen? Es fei die Ränge DA 
diefer Klappe glei) 0,4 Meter, ihr Durchmeſſer AB — 0,35 Meter, der Abftand 
ihres Schwerpunftes 8 von der Are D, DS — 0,2 Meter und ihr Gewicht 
@ = 25 Rilogramm. Ferner jei der Abftand DH der Drebare D von dem 
Waſſerſpiegel AR, in der Ebene der Klappe gemeflen, gleih 0,8 Meter und 
der Neigungswinkel diefer Ebene gegen den Horizont & = 60°. 

Die gedrüdte Fläche ift: 


2 
F= * = 0,7854 . 0,86? 0,096 Quadratmeter 
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und die Drucdhöhe oder Tiefe ihres Ritielpuntiea C unter dem Waſſerſpiegel: 


OC=h=HC sina= (08 + 005 +5 5°) 0,866 = 0,455 Meter, 


Sig. 679. daher der Wafferdrud auf die Fläche AB—= F': 
Q = Fhy = 0,086 . 0,455 . 1000 
— 43,68 Rilogramm. 

Der Hebelarm 5 diefer Kraft in Hinficht 
auf die Drehaxe D ift der Abftand DM des 
Drudmittelpunttes M von derjelben, alſo: 

b= HM— HD. 





Nun ift aber: 
Er. Ha a⸗ 
HM= Ro en 
+HC0= Di 40,525 — 0,54 Meter, 
daher folgt: 


b = 0,54 — 0,90 = 0,24 Meter 
und das gejuchte ſtatiſche Moment des Waflerbrudes: 
Qb = 43,68 . 0,24 = 10,48 Metertilogramm. 
Das ſtatiſche Moment des Klappengewichts ift gleich 
G.DK=G.DS.co.«a=23.0,2.05 —= 25 Reterlilogramm. 


Qurh Addition beider Momente erhält man das ganze Moment zum Aufziehen 
der Klappe: 

Pa = 10,48 + 2,5 = 12,98 Reterlilogramm 
und, wenn die Kraft zum Aufziehen an dem Hebelarm DN = a = 02 Rede 
wirkt, jo folgt die Größe derjelben: 


P= 22 — 64,9 Kilogramm. 


Druck auf beiden Seiten einer Fläche. Wird eine ebene Fläche 

AB, Fig. 680, zu beiden Seiten vom Waſſer gedrückt, fo erhält man 

Sig. 680. die Mittellraft durch die Differenz der den 

beiden Seiten entjprechenden und einander 
entgegenwirkenden Waſſerdrücke. 

Iſt F der Inhalt des. gedrlicten Theiles 
auf der einen Seite der Fläche AB umd 
h die Tiefe AS feines Schwerpunftes unter 
dem Wafferfpiegel, ferner Fi der Inhalt 
des Theiles A, Bi auf der anderen Seite 
der Fläche und A, die Tiefe A, S, feines 
Schwerpunftes unter dem entfprechenden Waſſerſpiegel, jo füllt die geſuchte 
Mittelkraft: P= Fhy — Fıhıy = (Fh — Fıhı) y aus. 

b5* 
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Iſt das Trägheitsmoment des erſten Flächentheiles in Hinficht auf die 
Linie, in welcher die Ebene der Fläche den erſten Waſſerſpiegel ſchneidet, 
gleich F’R?, fo hat man das ſtatiſche Moment des Waſſerdruckes von der 
einen Seite in Hinficht auf die Are A gleich 

Fk? y, 
und ift das Trägheitsmoment des zweiten Tylächentheiles in Hinficht auf die 
Durchſchnittslinie mit dem zweiten Waflerfpiegel gleich F}%?, jo bat man 
ebenjo das ftatifche Moment des Waflerdrudes von der anderen Seite m 
Hinfiht auf die Are im zweiten Wafjerfpiegel A, gleich 

Fık?y. 

Segen wir num den Abftand A A, der Waflerfpiegel von einander gleich 
a, fo erhalten wir die Bergrößerung des legten Momentes beim Uebergange 
von der Are A, auf die Are A gleich 

Fıhay, 
und daher ift das ſtatiſche Moment des Waflerdrudes Fi hy in Hinfict 
auf die Are A im erften Wafjerjpiegel 
Fly + Fhay= (Fk? + Fah)y. 
Hiernad) folgt dann das ftatifche Moment der Differenz beider Mitteldrüde: 
(Fk? — Fık) — aFıh,) Y 
und der Hebelarm dieſer Kraftdifferenz, oder der Abftand des Druckmittel⸗ 
punftes von der Are im erften Wafferfpiegel: 
Fk? — Fk} — aFık, 
TP-an 
Sind die gedrüdten Flächentheile einander gleich, welcher Fall eintritt, 
wenn, wie Fig. 681 repräfentirt, die ganze Fläche AB — F unter Wafler 
Fig. 681. ift, fo bat man einfacher: 
| P=F(kh-—h)y, 
und da Ak? + 2ahı + a? ([.$.225) 
wdh—h=a if, 
_RB—k— ah _ah + 
h—h a 


u = 





In dem legten Falle ift alfo der Trud 

| gleich, dem Gewichte einer Wafjerfäule, deren 
Grimdfläche die gebrüdte Fläche und deren Höhe der Höhenabſtand RZ, 
zwilchen beiden Wafferfpiegeln ift, und es fällt ber Mittelpunkt des Drudes 
mit dem Schwerpunkte S der Fläche zufammen. Diefes Gefeg ift auch noch 
dann richtig, wenn beide Waflerfpiegel außerdem noch durch gleiche Kräfte, 
3. B. durch Kolben, oder durch die Atmofphäre gedrückt werden. Denn ift 
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diefer Drud auf jede Wlächeneinheit gleih p und aljo bie entſprechende 
Waſſerſäulenhöhe 7 — Pr ($. 382), fo dat man ftatt A, A + I und ftatt 


A, hı + zu fegen, und es läßt die Subtraction die Kraft 

P=h +! — h +) Fy=(kh—h)Fy 
übrig. Aus dem Grunde läßt man denn auch in der Regel bei hydrofta- 
tischen Unterfuchungen ben Atmofphärendrud außer Acht. 


Beifpiel. Die Höhe AB des Oberwaflers bei einer Schifffahrisſchleuſe, 

Fig. 682, beträgt 2 Meter, das Wafler in der Kammer fieht am Scleufenthore 

fig. 682. 1,2 Meter body und die Breite des Kanals wie 

der Kammer beträgt 2,5 Meter, welchen Mittel- 
drud hat das Schleufenthor auszuhalten ? 

es ift 
F=2.25 = 5 Quadratmeter und 

F, = 12. 2,5 = 3 Quadratmeter, 
kh —= 1 Meer und h, = 0,6 Meter, ferner 
= 2 — 12 = 08 Meder. 
| Dean Hat jodann: 
M—=NY.2%—= 1383 und kt—= 1412 = 0,48, 
daher folgt der geſuchte Waſſerdruck: 

P=(Fh—-Fh)y=(0.1-— 8. 0,6) 1000 = 3200 Rilogramm 
und die Tiefe feines Angriffspunftes unter dem Oberwaſſerſpiegel: 
Fr— Fıks—aF,h, _ 5.133 — 3 .0,48 — 0,8.3..0,6 

YFh—Fıh, — 5.1 — 3.06 





u — = 118RM. 


Druck nach einer bestimmten Richtung. In vielen Fällen ift $. 387. 
es wichtig, nur einen, nad) einer beftimmten Richtung wirkenden Theil des 
Waſſerdruckes auf eine Fläche zu fernen. Um eine ne ſolche Komponente zu 
finden, zerlegen wir den normalen Wafferdrud MP — P ber Fläde 
AB=F, öig. 683, nad) der gegebenen Richtung MX und nad) ber 

Fig. 683. Richtung MY winkelvecht gegen dies 
jelbe in zwei Seitenkräfte: 

MP, = P, und MP; = Ps. 

Iſt mm & der Winfel PMX, 
um welchen bie Normaffraft von der 
gegebenen Richtung MX der Seiten» 
fraft abweicht, fo erhält man für die 
Somponenten: 

P, = Pcos.o und P, = Psin.u. 

Entwirft man von der Fläche AB 
in einer winfelrecht auf der gegebenen Richtung MX ftehenden Ebene die 
Brojection BC, fo hat man für deren Inhalt F} die Formel: 

Fı=[f.cos. ABC, 
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oder, da der Neigungswinkel ABC der Fläche zu ihrer Projection gleich 
ift den Winfel PMX — @ zwiſchen ber Normalfraft P und ihrer Com- 
ponente Pi, fo hat man: 

F, = F cos. «&, oder umgefehrt: 


Fi 
cos. & == — 9 


F 
und daher die geſuchte Seitenkraft: 


— pH 
P = F | 
Da noch der Normaldrud bie Größe P—= Fry hat, fo folgt endlich: 
Pı == Fıhy, 


d. 5. der Drud, womit das Waffer auf eine ebene Fläche nad 
irgend einer Richtung drüdt, ift gleich dem Gewichte einer Waſſer— 
ſäule, welche zur Basis die Projection der Fläche winkelrecht zur 
gegebenen Richtung und zur Höhe die Tiefe des Schwerpunftes 
der Fläche unter dem Wafferjpiegel hat. 

In den meiften Fällen der Anwendung ift e8 wichtig, nur die verticale 
oder eine horizontale Komponente vom Drude des Waflers gegen eine Fläche 
zu fennen. Da die Projection winkelrecht zur Berticalrichtung die Hori- 
zontal⸗ und die Projection winkelrecht zu einer Horizontalrichtung eine Ver⸗ 
ticalprojection ift, jo findet man den Berticaldrud des Waflers gegen 
eine Fläche, wenn man die Horizontalprojection oder den Grundriß 
derſelben al8 gedrückte Fläche, und dagegen den Horizontaldrud des 
Waſſers nach irgend einer Richtung, wenn man die Verticalprojection 
oder den Aufriß der Fläche winkelrecht gegen die gegebene Richtung als 
gedrückte Fläche behandelt, in beiden Fällen aber die Tiefe OS des Schwer⸗ 
punktes S der Fläche unter dem Wafferfpiegel als Druckhöhe anfieht. 

| Dei einem prismas 

Gig. 684. tifhen Teichdamme 

ABDE, $ig. 684, hat 
man hiernady für den 

Horizontaldrud des 
Waſſers das  verticale 
Längenprofil AC und 
für die Verticalkraft 
die Horizontalprojection 
BC der Waſſerfläche 
AB als gedrückte Fläche 
anzufehen. Setzt man 
daher die Länge des 





j 
G 








8. 387.] Statik flüffiger Körper. 871 


Dammes gleich 7, die Höhe ACT — Ah und die vordere Böihung BC = a, 
jo folgt die Horizontalkraft des Waflers: 


H=lh - y= Urh’ly 
und der Berticalbrud defielben : 
V=al r y=MWalhy. 


Iſt nun noch bie obere oder Dammkappenbreite A E — d, die hintere 
Böſchung DF— a, und das fpecifiiche Gewicht der Dammmafle — 71, 
fo hat man das Gewicht des Dammes: 


G= ( + — hiyı 
und den ganzen Berticaldrud des Dammes gegen den horizontalen Boden : 
V+a=ınalny+ (04) amı=|nar + (or) rar. 


Setzt man den Reibungscoefficienten gleich ꝙ, fo folgt nun die Reibung 
oder Kraft zum Fortſchieben des Dammes: 


Fr=90+9=[inar + + *)n| on. 


In dem Falle, wenn der Horizontaldrud des Waſſers diefes Fortſchieben 
bewirken ſoll, ift daher zu ſetzen: 


yaıy=[inar+ (+ ®)n ] 9ui. 
ober einfacher: 
h—=9p(a +@b+a+ta)] 
Damit alfo der Damm vom Wafler nicht fortgefchoben werde, muß jein: 
h<op a+(2d +0 + 0) 2) oder 


b>'h = -.)2 - (+ a)| 


Der Sicherheit wegen nimmt man wohl an, baß der Grund des Damme 
größtentheild durchwaſchen fei, weshalb äußerftenfalls noch ein Gegendrud 
von unten nach oben gleih (b + a + n hy in Abzug zu bringen und 


n<ples+o+m (2 -1)-a] 
zu jegen ift. 
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Beifpiel. Die Dichtigkeit der Lehmdammmaſſe ift nahe doppelt jo groß, als 
die des Waflers, aljo: 


=2mäü-ı=1, 


es läßt fich daher für einen Lehmdamm einfach 

h<o(@2b-+a) 
jegen. Erfahrungen zufolge widerfteht ein Damm binlänglid, wenn die Höhe, 
Vöſchung und Kappenbreite deſſelben einander gleich find; jegt man hiernad in 
der legten Formel: 

h=b=a, fo ergiebt fid: 

9 — Y,, weshalb man in anderen Fällen: 


h=y[er+at+m (2 -1)-a] 
und in&bejondere bei Lehmdämmen: 
h= Y (25 + a), daher umgekehrt: 
Ssh-—-a 
b= 5 





zu jeten hat. 
Beträgt die Dammböhe 5 Meter, und ift der Boſchungswinkel «a — 36°, fo 
hat man die Bölchung: 
a=hcog.a=b. cotg. 36° = 5 . 1,8764 = 6,882 Meter 
und daher die obere Damm- oder Kappenbreite: 


b= a — 4,059 Meter 
zu maden. 

8. 388. Druck auf krumme Flächen. Das im vorigen Paragraphen 
gefundene Gefeg liber den Drud des Waſſers nad) einer beftimmten Ric: 
tung gilt nur für ebene Flächen und für die einzelnen wegen ihrer Kleinheit 
als eben anzufehenden Elemente krummer Flächen, nicht aber fir krumme 
Flächen überhaupt. Die Normaldrude auf die einzelnen Elemente einer 
krummen Fläche laſſen ſich in Seitenkräfte parallel zu einer gegebenen Rich— 
tung und in andere, gegen exftere winfelrecht, zerlegen. Jene Seitendrüde 
bilden ein Syſtem von Parallelkräften, deren Mittelfraft den Drud in der 
gegebenen Richtung darftellt, und die darauf ſenkrechten Seitenfräfte laſſen 
fid) ebenfalls auf eine Mittelkraft zurückführen. Beide Mittelfräfte geftatten 
aber nur dann eine weitere Vereinigung, wenn fie zum Durchſchnitte 
gelangen ($. 99). Im Allgemeinen ift e8 daher nicht möglich, die ſäämmt⸗ 
lichen Waflerdrüde gegen die Elemente einer krummen Fläche auf eine einzige 
Kraft zurüczuführen, dod) fommen einzelne Fälle vor, wo die gedachte Ver⸗ 
einigung möglich) ift. 

Sind Fi, Fa, F3 ... Elemente einer frummen Fläche, und h,, hy, hs... 
ihre Druckhöhen, ſo hat man den Drud auf die krumme Fläche nach einer 
beftimmten Ridytung, wern G,, @, Gz . . . die Projectionen der Elemente 
auf eine zur Drudrichtung ſenkrechte Ebene bedeuten: 


P=(Gh+ekh + ah +.) 
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In dem Falle, wenn bie "einzelnen Elemente der krummen Fläche F' zu 
ihren Projectionen G ein conftantes Verhältniß, d. 5. wenn fie überall dies 
felbe Neigung gegen bie Projectionsebene haben, wenn alfo: 


a = & — 6  .'’ zn u 
F, FR FR 

ift, Hat man: 
G=nrFf,@%=nFr..., 

folglich : 


P=(hh+Rhk + Fl +. )y=nFhy, 
wenn F' den Inhalt der gedrückten Fläche und % die Tiefe ihres Schwer- 
punkte unter den Wafferfpiegel bedeutet. Nun ift ferner, unter @ die 
Projection der gedrüdten Fläche verjtanden: 
F=Rh+R+R+-- = tn tn + —=nG, 
daher: 
P=nFhy=Ghyr. 

In diefem Falle, wo alle Tlächenelemente diejelbe Neigung gegen bie 
Projectionsebene oder gegen die Drudrichtung Haben, gilt daher ebenfalls 
wie bei ebenen Flächen das Geſetz, daß der Wafferbrud nad) der 
betreffenden Richtung gleich dem Gewichte einer Wafjer- 
fäule ift, deren Bafis der Projection der frummen Fläche 
wintelrecht gegen die gegebene Richtung und deren Höhe der 
Tiefe des Schwerpunkttes der krummen Fläche unter dem 
Waſſerſpiegel gleihfommt. 

So ift z. B. der Berticaldrud des Waflers gegen den Mantel eines mit 
Waſſer geflillten, geraden, fegelförmigen Gefäßes ABC, Fig. 685, gleid) 

Fig. 686. dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche bie 
Bodenflähe zur Baſis und zwei Drittel der 
Arenlänge CM zur Höhe hat, weil ſämmtliche 
Eiemente der Mantelfläche gleiche Neigung 
gegen bie horizontale Bodenfläche haben, und 
weil der Schwerpuntt S des Kegelmantels um 
zwei Drittel der Höhe des Kegels von der 
Spige abjteht ($. 118). Iſt r der Halbmefier 
ber Bafis und A die Höhe des Kegels, jo hat 
man ben‘Drud gegen den Boden glei zr?hy 
und den Verticaldrud gegen den Mantel gleich 
2/,zr’hy; da aber der Boden mit der Seitenwand feſt verbunden ift, und 
beide Drücke einander entgegen wirken, jo folgt die Kraft, mit welcher das 
Gefäß durch das Wafler abwärts gedrüdt wird, zu 

(1 — ?!/,)artıy = Yar!hy 
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gleich dem Gewichte der ganzen Waflermaffe. ° Hätte man den Boden durch 
einen feinen Schnitt von Mantel getrennt, fo wiirde derſelbe mit feiner 
vollen Kraft mr?hy nad) unten, oder auf feine Unterlage drüden, Dagegen 
wäre aber aud) nod) der Mantel mit einer Kraft 2/;mr? hy niederzuhalten, 
um das Abheben defjelben durch das Waſſer zu verhindern. 


Horizontal- und Verticaldruck. Wie aud) eine krumme Fläche 
AB, Sig. 686, geformt fein möge, immer ift der Horizgontaldrud des 
Waſſers gegen diefelbe gleich dem Gewichte einer Wafferfäule, welde 

Fig. 686, zur Bafis die Verticalprojection 

A, B, der Fläche winfelredt zur 

gegebenen Drudridhtung und zur 

DrudhöhedieTiefe OSdes Schwer- 

punktes S diefer Projection unter 

dent Wafferfpiegel hat. Die Rich— 
tigkeit biefer Behauptung folgt aus der 
P, Formel 
B P=(Gh+ Gh +:-)Yr 
— fogleich, wenn man berüdfichtigt, daß die 

Drudhöben Aı, ha ... der Tlächenelemente 

auch zugleich die Druckhöhen ihrer Pro- 






jectionen find, daß alfo 
Gh+tGhk+'-- 
das ftatifche Moment der ganzen Projection in Hinficht auf den Wafler- 
fpiegel, d. i. das Product @h aus der Verticalprojection @ und ber Tiefe A 
ihres Schwerpunftes unter dem Waflerfpiegel ift. Man bat aljo bier wieder 
P=Ghy 

zu fegen, aber nicht außer Acht zu laffen, daß A die Drudhöhe der Ver⸗ 
ticalprojection ift. 

Irgend zwei Theile A B und A, Bi der Oberfläche eines Gefäßes, welche 
diefelbe Berticalprojection A, Bo haben, wie fie 3. B. durch einen durch das 
Gefäß gelegten horizontalen Cylindermantel aus der Gefäßwand heraus: 
geichnitten werden wilrden, haben gleiche und entgegengefette Horizontaldrüde. 
Der Berticalfchnitt O C, wodurd man irgend ein Gefäß mit dem darin 
befindlichen Waſſer in zwei gleiche oder ungleiche Theile theilt, ift zugleich 
die Berticalprojection von beiden Oberflächentheilen RABC und HA, Bi C. 
Nach dem obigen Gefege find daher die Horigontaldriide auf die beiden 
Oberflädjentheile gleich groß, und da fie entgegengeſetzt wirken, heben fie fi 
auf. Es folgt Hieraus, dag der Horizontaldrud auf die Oberfläche eines 
mit Waffer gefüllten Gefäßes niemals eine Bewegung des Ießteren hervor 
bringen kann. Wollte man das Gefäß z. B. an einem Faden aufhängen, 
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fo würde zum Gleichgewichte nur erforderlich fein, daß .ber Schwerpunkt 
vertical unter dem Aufhängepunkte Liegt, wie auch die Oberflächen befchaffen 
fein mögen. Der Horigontaldrud äußert ſich in diefem Falle nur als innere 
Kraft, welche durch die in den Gefäßwandungen hervorgerufenen elaftijchen 
Spanmmgen aufgenommen wird. 

Der Berticaldrud PR = Gi des Waſſers gegen ein Element 
Fi, Fig. 687, der Gefäßwand ift, da die Horigontalprojection G, des 
Elementes als Querſchnitt und die Druckhöhe A, als Höhe und alfo Gi hu 

Fig. 697. als das Bolumen eines Prismas angefehen werben 
kann, glei) dem Gewichte einer über dem Elemente 
ftehenden und bi8 zur Ebene AR des Wafferfpiegels 
reichenden Waflerfäule ZF). Die einen endlichen 
Theil AB des Bodens oder der Gefäßwand aus⸗ 
2. X machenden Flächenelemente erleiden daher aud) einen 
Tee 22:4 BVerticaldrud, welder dem Gewichte ſämmtlicher dar- 

2: 25 überftehenden Wafferfäulen, d. i. dem Gewichte der 
- über dem ganzen Stücke ftehenden Waſſerſäule gleich) 
if. Segen wir biefes Volumen V,, fo erhalten wir 
hiernach für den verticalen Waſſerdruck: | 


P= V\ Y. 
Fuür einen anderen Theil A, Bi der Gefäßwand, 


welcher ſenkrecht über dem vorigen liegt und das Do- 
Kamen A, Bı H= Vs begrenzt, hat man den entgegengefegten Berticaldrud: 


= = V; Y; 
find aber beide Theile feſt mit einander verbunden, fo refultirt aus beiden 
Kräften die vertical abwärts wirkende Kraft: 
rR=P—- = - V 

gleich dem Gewichte der zwiſchen beiden Flächentheilen enthal— 
tenen Waſſerſäule. Wendet man endlich dieſes Geſetz auf das ganze 
Gefäß an, ſo folgt, daß der geſammte Verticaldruck des Waſſers 
gegen das Gefäß gleich iſt dem Gewichte der eingeſchloſſenen 
Waſſermaſſe. 

Bringt man in der Seitenwand eines Gefäßes ZB.R, Fig. 688 I. u. II. 
(a. f. ©.), eine Deffnung O an, fo fällt der Theil des Drudes, welcher 
dem uerjchnitte dieſer Deffnung entjpricht, weg, und es bleibt daher der 
Drud auf das gegenüber Tiegende Flächenftüd F übrig, Wird nun bie 
Deffnung wie in I., durch einen Kolben K verjchloffen, deſſen Zurücgehen 
ein Widerftand Z von außen verhindert, fo findet eine gleichmäßige Ver⸗ 
teilung des Horizontaldrudes auf die Gefüßwand nicht mehr ftatt, fondern 
es wird das Gefäß mit einer Kraft P = Fhy fortgefchoben, welche der 
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Kolben in entgegengejegter Richtung aufnimmt. Gelangt nad) der Ent- 
fernung des Kolbens das Waſſer O zum Ausfluffe, wie IL. darftellt, jo 


Fig. 688. 





fteigert fi in Folge der Reaction des ausfließenden Waſſers biefer Drud 
P von Fhy auf PL = 2Fhy, wie in der Yolge gezeigt werden wird. 


Anmerlung. Aus dem Borftehenden ergiebt fi), daß die Kraft, welche der 
Dampf oder das Waſſer bei Dampf: oder Waflerfäulenmafdpinen auf den Kolben 
ausübt, unabhängig von der Form des letzteren if. Wie aud die Drudfläcde 

Tig. 689. durch Aushöhlung oder Abrundung vergrößert fein möge, 
„ immer bleibt der Drud nad der Richtung der Kolben: 
ftange gleih dem Producte aus dem Querſchnitte des 
Eylinder und dem Drude p auf die Flächeneinheit 
(ſpecifiſcher Drud). Bei dem trichterförmigen Kolben AB, 
Fig. 689, deflen größerer Halbmefir CA= CB=r 
und deſſen Heinerer Halbnıefir  D= GE = r, ill, 
beträgt der Drud auf die Brundflähe AB die Größe 
ar?p und der verticale Drud auf den Kegelmantel 
zz (r? — r?) p; ſo daß der rejtirende, nad oben wirt: 
ſame Drud 
P=znırp— a (12 — rY)p=nrtp 
beträgt, d. 5. glei) dem Querſchnitte des Eylinder mal 
dem ſpecifiſchen Drude if. Hierbei ift ſtillſchweigend 
voraußgejegt, daß der ſpecifiſche Drud p für alle Ober: 
fläcdentheile des Kolbens gleich groß fei, wie dies bei Dampfmaſchinen immer 
genau und bei Waſſerſäulenmaſchinen ſehr annähernd der Fall ift, infofern die 
verticale Abmefjung GC de8 Kolbens gegen die Drudhöhe CH verſchwindend 
ift, ſonach alle Kolbentheile nahezu in derjelben Tiefe unter dem Waſſerſpiegel 
fi befinden. 





Beifpiel. Der Berticaldrud P, des Waſſers auf die untere Halbfugelffähe ADB, 
Fig. 690, ift dem Gewichte einer Wafjerfäule glei, melde oben von der 
Ebene des Waſſerſpiegels ZR und unten von diefer Halbkugelfläche begrenzt 
wird. Iſt 7 der Halbmefier CA = CD vieler Flähe und A die Höhe CO 
des Waflerjpiegel® UA über der horizontalen Begrenzungsebene A B derjelben, 
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fo Hat man das Volumen einer über ADB ftehenden, bis zum Waſſerſpiegel 
reichenden Waſſermaſſe: 
vs =%nr+nrh, 
daher den Xerticaldrud auf die Halbfugel- 
fläche ADB: 
Pk =(h+3MMr) nry. 
Der nad) oben gerichtete Berticaldrud auf die 
obere Halbkugelfläche AEB ift dagegen 
PR=kh— ’ır)ary; 
« daher folgt der gefammte Berticaldrud: 
P=P,—-P=%ntrty, 
alſo gleich dem Gewichte des Waſſers in der 
Kugel. 

Der horizontale Drud auf eine der Halb- 
fugeln DAE und DBE, welde in der Ber: 
ticalebene DO E zufammenftoßen, wird dagegen 

dur das Gewicht des Prismas von der Grundfläche DUOE= nr? und ber 
Höhe CO — h gemeflen, ift folglig: 
R= nrihy. 





Röhrenstärke. Bon befonderer Wichtigkeit ift die Anwendung ber 
Lehre vom Waflerdrude auf Röhren, Keffel u. f. w. Damit diefe Gefäße 
dem Waſſerdrucke hinreichend widerftehen und durch denjelben nicht zerfprengt 
werden, hat man ihnen eine gewiſſe, der Drudhöhe und der inneren Weite 
entiprechende Wandftärke zu geben. Das Zerjprengen einer Röhre kann 
entweder in Quer⸗ oder in Längenriſſen vor fich gehen. Die leteren ent 
ftehen jeboch leichter als die exfteren, wie aus Folgendem erhellen wird. 

Iſt die Drucdhöhe des Waſſers in einer Röhre gleich A, aljo der Drud 
veffelben auf die Flächeneinheit p — hy, ferner die Weite diefer Röhre 
MN—=2CM = 2r, Fig. 691, alfo ver Querſchnitt des Waſſerkörpers 

Sig. 691. in berfelben P xr?, fo beträgt der 
auf die Endflähen der Röhre aus- 
gelibte und von dem Duerjchnitte der 
Köhrenmaffe aufzunehmende Waller 
drud: 

P=Fp=arhy=ar’p. 

Hat nun die Röhrenwand eine Dide 
AD=BE=Ö, fo iſt der Quer⸗ 
ſchnitt derjelben: 


z(r Hi ard=20rd + nd? 
Ö 
— 2zrö (1 4 37) 
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Bezeichnet man nun bie zuläffige Spannung bes Röhrenmaterials 
durch %, fo läßt fich die Tragkraft der ganzen Röhre in der Arenrichtung 


ö 
= (1 + 5) 2zrök 
ſetzen, fo daß nun die Gleichung 
ö — 2 
(1 + 25) Onrök— ar!p 
oder 
(1 + >) 2ök—rp((.$. 211) 
aufgeftellt werben kann, deren Auflöfung die gefuchte Röhrenftärte 
d — 2 


— 5 , 
2 (1 +, ) k 
oder meift genau genug, 
do = = a giebt. 

Der mittlere Drud, welchen das Se auf ein Wandſtück AMB aus 
übt, deſſen Länge gleich 2 und Centriwinkel ACB —= 2° ift, beträgt, da 
die Projection dieſes Stüdes rechtwinkelig gegen die Mittellinie CM ein 
Rechte vom Inhalte AB. 1 = 2rl sin. o ift: 

P=2rlsin.a.p=2rlhsin.a.y. 

Dieſer Kraft wird durch die Cohäfionskräfte A, R in den Querſchnitten 
AID. und BE.1= Öl der Rohrenwand das Gleichgewicht gehalten; fie 
ift daher der Summe 2 Q derjenigen Komponenten DO = Q ud EQ=Q 
ber Ietteren Kräfte gleich zu feen, welche bei rechtwinkeliger Zerlegung mit 
der Mittellinie CM parallel gerichtet find. Segen wir nun R=Ölk, 
fo erhalten wir: 

Q=Rsn ARQ= Rsin. ACH = Ölksin«a 
und daher: 

2ölksin.a = 2rlpsin.u,db.i.ök=rp. 
Es ift hiernach die gefuchte Röhrenftärke: 


alſo ganz unabhängig von der Tage und Länge der Riffe. 
Da die erſte Entwidelung ö nur — = giebt, fo folgt, daß zur Verhin- 


derung der Entftehung von Längenriffen die Wandſtärke noch einmal fo groß 
zu machen ift, als zur Verhinderung der Bildung eines Querriſſes. 
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Aus der gefundenen Formel 
rv rhy 
Ö = 7 
folgt, daß ſich die Wandſtärken gleichartiger Röhren wie die 
Weiten und wie die Druckhöhen oder Drücke auf die Flächen— 
einheit verhalten müſſen. Eine Röhre, welche dreimal fo weit iſt, 
als eine andere, und einen fünfmal fo großen fpecififchen Drud auszuhalten 
bat, als diefe, muß eine fünfzehnmal fo ftarfe Wand erhalten. 
Hohlen Kugeln, welche von innen einen Drud p auf jede Flächen⸗ 
einheit aushalten müſſen, hat man die Stärke 


s—!? 


2k 
zu geben, weil hier die Projection der Drudkfläche der größte Kreis mr? 


und die Trennungsfläche der Ring 2 urö (1 + >) oder annähernd bei 


Hleinerer Dide = 2rrd ift. 

Die gefimbenen Formeln geben für p = 0 aud) d — 0, deshalb müßten 
alſo Röhren, welche keinen inneren Druck auszuhalten haben, unendlich dünn 
gemacht werden; da aber jede Röhre fchon in Folge ihres eigenen Gewichtes 
einen gewiffen Drud aushalten und aud) eine gewiſſe Dide erhalten muß, 
damit fie wafferdicht Hergeftellt werden kann, fo hat man zu der gefundenen 
Größe noch eine gewiſſe Dice c hinzuzufügen, um die Stärke einer unter 
allen Umftänden wiberftehenden Röhre zu erhalten. Es ift ſolchem nad) 
fiir cylindrifche Höhren oder Keſſel zu fegen: 


=. 


ober einfacher, wenn d die ganze innere Röhrenweite, n den Druck in 
Atmofphären, jede einer 10,336 Meter gleich 32,84 Fuß hohen Waſſerſäule 
entfprechend, und m eine Erfahrungszahl bedeutet: 
ö—=c+ und. 
Die folgende Tabelle giebt die Werte der Erfahrungscoefficienten c und 
u fir Metermaß und Fußmaß: 


Material u für jedes Maß |c (Millimeter) | c (Zoll) 





Künftligde Steine . - -» 0,0638 1,58 
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Beiipiel. Wenn eine Waflerfäulenmajchine ſenkrecht flehende, im Innern 
0,25 Meter weite Einfallröhren aus Gußeiſen hat, welde Wandſtärken haben 
diejelben bei 100 Meter Tiefe zu erhalten? 

Nach der angegebenen Formel ift diefe Wandftärke: 

8 — 0,0038 . 0. 250 + 9 = 5,76 +9 = 14,76 Millimeker. 

10,336 

Anmerltung 1. Die obigen Formeln für die Wanditärten der Röhren be 
. ruhen auf der Annahme, daß das Material in allen Punkten des Querjchnittes 
gleich ſtark in Anſpruch genommen wird. Wenn dies auch bei verhältnißmäßig 
geringen Preſſungen und Wandſtärken zuläſſig erſcheint, jo reihen dieſe Formeln 
doch in denjenigen Fällen nicht mehr aus, wo es fi, wie z. B. bei hydrauliſchen 
Preßeylindern, um bedeutende Drudkträfte handelt. Die Spannungen des Ma- 
terials find dann in verſchiedenen concentrifhen Schichten je nach deren Abftande 
vom Mittelpunlte des Querſchnittes verjhieden, jo zwar, daß die innerfle Faſer⸗ 
ſchicht am meiften gejpannt wird. Zur Beſtimmung diejer verjhiedenen Faſer⸗ 
ſpannungen hat Brig die Vorausfegung gemacht, daß die Dide d der Wand 
während der Preſſung unverändert groß bleibe und findet hiernach, der An- 
nahme entiprehend, daß die maximale Spannung den zuläffigen Werth & 
nicht überfteige : 


p 
= d 
d=r (e — ı) oder pp —= k Log.nat. (4 + ı)- 

Eine andere Hypotheſe legt Barlow der Rechnung zu Grunde, die nämlid, 
daß die Größe der Querſchnittsfläche der Röhre während der Preflung 
einer Aenderung nicht unterworfen jei, und darnach ergiebt ſich: 

e=r FH ober p * ra 
2 14 5 
Im zweiten Theile werden die Wandſtärken der Röhren auch für den Fall 


ermittelt, wo die Röhren nicht bloß hydroſtatiſchen Druck, ſondern auch hydrau⸗ 
liſche Stöße auszuhalten haben. (S. „Ingenieur“ ©. 422.) 





Anmertung 2. Bon den Stärken der Dampftefielmände wird im zweiten 
Theile gehandelt. Ueber die Theorie der Nöhrenftärke ift eine Abhandlung von 
Herrn Geh. Regierungsrath Brix in den Verhandlungen des Bereins zur Be 
förderung des Gewerbefleikes in Preußen, Jahrgang 1884, ſowie Wiebe's 
Lehre von den einfaden Mafchinentheilen, Band I., nachzuleſen. Ebenſo Nan⸗ 
fine’8 Manuel of applied Mechanics, ©. 289, und Scheffler's Mono 
graphien über die Gitter: und Bogenträger und über die Feſtigkeit der Gefähr 
wände, fowie Grashof's Feſtigkeitslehre. Bon den techniſchen Berhältnifien 
und von den Prüfungen der Röhren wird gehandelt in Hagen’s Handbuch der 
Waſſerbaukunſi, Theil I., ferner in Geniey's Essai sur les moyens de con- 
duire etc. les eaux, und im Trait& theoretique et pratique de la con- 
duite et de la distribution des eaux, par Dupuit, Paris 1854. 
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Zweites Capitel 


Vom Gleichgewiqht⸗ des Waſſers mit anderen 
Körpern. 


Auftrieb. Ein unter das Waffer getaudhter Körper wird durd) 8. 391. 


das Wafler von allen Seiten her gedrüdt und es entfteht num die Frage. 


nad) der Größe, Richtung und dem Angriffspunkte der Mittelkraft aus allen 
diefen Preffungen. Denken wir uns dieſe Mittelkraft aus einer verticalen 
und zwei horizontalen Componenten beftehend, und beftimmen wir biefe 
Kräfte nad) den Regeln des $. 389. Der Horizontaldrud des Waflers 
gegen eine Fläche ift gleich dem Horigontaldrude gegen ihre Berticalprojection; 
nun ift aber jede Projection eines Körpers 40, Fig. 692, Projection vom 
Hintertheil ADC und Bordertheil ABC feiner Oberfltiche zugleich, es 
fällt daher auch der horizontale Wafferdrud P gegen den Vordertheil der 
Oberfläche eines Körpers eben fo groß aus als ber Druck — P gegen den 
Hintertheil, und es ift in Folge der entgegengejetten Richtungen dieſer 
gleichen, im Schwerpunkte der Berticalprojection AO angreifenden Drilde 
die Mittelfraft derfelben gleich Null. Da diefes Verhältniß bei jeber belies 
bigen Horizontalrichtung und diefer entfprechenden Berticalprojection ftatts 
findet, fo folgt, daß die Refultivende aus allen Horizontalpreffungen Null ift, 
daß aljo der unter dem Waſſer befindliche Körper AC nad allen hori- 
zontalen Richtungen gleich ftarf gedrückt wird und deshalb fein Be 
ftreben bat, ſich in einer Horizontalrichtung fortzubewegen. 


Sig. 698. 
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Um den Berticaldrud des Waſſers gegen den eingetauchten Körper 
ABD, Fig. 693 (a. v. ©.), zu finden, denfen wir und denfelben im ver- 
ticale Efementarprismet AB, CDu. f. w. zerlegt, und beſtimmen die 
Berticaldrüde auf die Endflähen A und ZB, C und D derfelben u. ſ. w. 
Sind die Längen diefer Säulen U, Is ..., die Tiefen HB, KD ihrer 
oberen Enden B, D... unter dem Waflerfpiegel OR gleid) A, hr... 
und ihre horizontalen Duerfchnitte Fi, 3 .. ., jo hat man die von oben 
nad unten wirkenden Berticaldride gegen die Enden B,D...: 


Q, %...= Fıhr, Frhr... 
und dagegen die von unten nad) oben und gegen die Enden A, C u. ſ. w. 
‚wirkenden Drücke: 
P,PR...=Rk+l)y Fa . I) V. .. 
Es folgt nun durch Vereinigung dieſer Parallelkräfte die Mittelkraft: 


P=P, 4 Pe — (aA+9 +) 

— Fi i PIVYVA F Gia PI) V-FEVFEA 

=(FRhı — F˖hh — Vy, 
wenn 7 das Volumen des eingetauchten Körpers oder des verdrängten 
Waſſers bezeichnet. 

Hiernach iſt alſo der Auftrieb, oder die Kraft, mit welcher das 
Waſſer einen darin eingetauchten Körper von unten nach oben 
emporzutreiben ſucht, gleich dem Gewichte des verdrängten 
Waſſers oder einer Waſſermenge, welche mit dem untergetauch— 
ten Körper einerlei Volumen hat. 

Um noch den Angriffspunkt dieſer Mittelkraft zu finden, ſetzen wir die 
Abſtände Ei, EF,... der Elementarfäulen AB, CD... von einer 
Berticalebene OX glei) a; a, . . . und beſtimmen die Momente der Kräfte 
in Hinficht auf diefe Ebene. Iſt nun S der Angriffspuntt des Auftriebes 
und ES = x der Abftand deffelben von jener Grundebene, fo hat man: 

Vy.s=Fhy.a + FRby.a-+--- 


und daher: 
—_ Flıarhbat+t'. _Nhatrya rt 
Fı+Bhb+--- Vi +Y,+°-- ’ 


wenn Fı, Pa ... die Inhalte der fäulenfürmigen Elemente bezeichnen. 
Da fi) (nad) $. 107) der Schwerpunkt des verdrängten Waſſers genau 
nach derjelben Formel beſtimmt, fo folgt, daß der Angriffspunft S de? 
Auftriebes mit dem Schwerpunkte des verdrängten Wafjerd 
zujammenfällt. 

Ein in das Waffer ganz ober theilweife eingetauchter Körper, auf welchen 
das Waffer den’ zuvor ermittelten Auftrieb ausübt, reagirt natürlich mit 
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einer gleich großen entgegengeſetzt gerichteten Kraft (vertical abwärts) auf 
das Waſſer und das Gefäß. Denkt man ſich z. B. ein Gefäß mit Waſſer 
auf einer Wagfchale ftehend und durch auf die andere Wagfchale gelegte 
Gewichte abbalancirt, jo wird das Gleichgewicht geftört werden, fobald man 
einen feften Körper ganz oder theilweife in das Waſſer eintaucht, ohne ihn 
zu Boden fallen zu laflen, alfo etwa durd) Einhängen. Beträgt das ein- 
getauchte Volumen V, fo ift das Waflergefäß um Py ſchwerer geworben. 
Um ebenfoviel ift die Schnur, an welcher der Körper hängt, und deren Span- 
nung vor dem Eintauchen gleich dem Gewichte des angehängten Körpers 
war, dur) das Eintauchen entlaftet worden. Man kann fic) ftets vorftellen, 
daß der von dem Körper innerhalb des Waſſers eingenommene Raum von 
Waffer erflillt wäre, beffen Gewicht dann von der umgebenden Flüſſigkeit 
getragen würde, denn die umgebende Wallermaffe trägt von dem Gewichte 
des eingetauchten Körpers einen genau eben fo großen Theil. 


Auftrieb bei theilweiser Umgebung mit Wasser. Wenn 
ein Körper, wie ABD, Fig. 694, nicht vollftandig vom Wafler A IR 
umgeben ift, fondern mit der Gefäßwand in einer ebenen Fläche AB vom 
Inhalte F zufammenhängt, oder die Gefäßwand mit dem uerfchnitte 
AB — F durchdringt, fo fällt von der Wirkung des Waffers auf den 

Fig. 694, Körper die Kraft weg, welche das Waſſer 
auf die Fläche AB ausüben würde, wenn 
fegtere frei, alfo ebenfalls mit dent Wafler 
in Berührung wäre, Bezeichnet nun Ah bie 
Drudhöhe auf AB, d. i. die Tiefe des 
Schwerpunktes diefer Fläche unter dem 
Waſſerſpiegel AR, fo wäre der Wafler- 
drud auf AB, P = Fhy, und giebt Vi 
das Volumen des von AB .D verbrängten 
Waſſers an, fo ift der Auftrieb des Waffers, 
welcher den Körper fenkrecht aufwärts zu 
bewegen fuchen würde, wenn er ganz frei 
wäre, Pı = VıY. 

Da nun aber der Drud auf A.B weg⸗ 
fällt, fo ift die Gefammtwirfung des Wafferd auf den Körper nur bie 
Mitteltraft R aus Pꝛ = Vıy und — P—= — Fhy. Um biefe Mittel: 
kraft zu beftimmen, hat man bie verticale Schwerlinie des verdrängten 
Waſſerkörpers und die in dem Mittelpunfte MM des Drudes auf AB winkel⸗ 
recht ftehende Gerade bis zum Durchſchnitte C zu verlängern, die Kräfte P, 
und — P in diefem Punkte augreifend anzunehmen, und diefelben mittels 
des Barallelogrammes der Kräfte zu einer Mitteltraft UR— R zu vereinigen, 

b6* 





8. 392. 


8 393. 
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Iſt die Neigung der Fläche A.B gegen den Horizont, ſowie die Abweichung 
der Kraft P von der Berticalen gleich &, fo hat man folglich ben Winkel, 
welchen die Richtungen der Kräfte P, und — P zwifchen fich einjchließen, 
MCP, = 180° — « und daher die Größe der den gefanımten Waſſer⸗ 
drud auf den Körper A BD mefjenden Mittelfraft: 


R=YVP? + pP —_2PP, cos. 
=yVVi + (Fh)? — 2V, Fhcos.o. 

Nach dem Principe von der Gleichheit der Wirkung und Gegenwirfung 
findet eine gleiche Reaction — R des Körpers gegen das Waffer ftatt. Will 
man alfo die Wirkung, die da8 Waſſer und der eingetauchte Körper auf das 
Gefäß ausliben, ermitteln, fo hat man nur die Mitteltraft zu bilden aus 
dem vertical abwärts wirkenden Gewichte G des in dem Gefäße enthaltenen 
Waſſers und der der obigen Mittelfraft 3 entgegengefetten Reaction — R. 
Sept man für R ihre beiden Komponenten P, und — P, fo ergiebt fi 
die Kraft R,, welche das Gefäß aufzunehmen hat, als Mittelfraft aus den 
beiden vertical abwärts gerichteten G@ und — P,, fowie der ſchräg aufwärts 
in der Richtung MC wirkenden Kraft P. Bezeichnet daher Po das Vo⸗ 
Iumen des in dem Gefäße enthaltenen Waffers, fo daß GE — Poy ift, fo 
findet man R, als Refultivende aus P— Fhy und der vertical abwärts 
wirkenden Componentenfunme = G + Pı = VıY + Vır = 77, 
wenn V = 9, + Vı das vom Waller und vom Körper AB.D zufammen 
eingenommene Bolumen bezeichnet. Man bat daher die auf das Gefäß 
wirkende Kraft: 


Rı = VgQ° + PP — 20 Pcos.a 
—=yV v2 + (Fh)? — 2VFhcos.e. 
Wäre die Fläche AB horizontal, alfo & — Null, fo hätte man 
R=(N, — Fhywm RL =(V — Fh)y. 
Wäre auch noch Yı — 0, jo würde R = — Fhy ausfallen (f.$. 382). 


Gleichgewicht der schwimmenden Körper, Zu dem Auf⸗ 
triebe P eines in oder unter Waller getauchten Körpers gejellt ſich nod) 
das im entgegengefegter Richtung wirkende Gewicht G des Körpers, und 
es ergiebt ſich nun aus beiden eine Mittelkraft: | 

R=G—-P=(e—1)PVy, 
wenn & die Dichte des Körpers bezeichnet. 

Iſt die Körpermaffe homogen, fo fällt der Schwerpunkt des verbrängten 
Waſſers mit beim des Körpers zufammen, und es ift daher diefer Punkt 
zugleich der Angriffepunft von der Mittelfraft R—= G — P; findet aber 
eine Homogenität nicht ftatt, fo fallen diefe Schwerpunkte nicht zuſammen. 
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und e8 weicht deshalb auch der Angriffspunft der Mittelkraft R von beiden 
Schwerpunkten ab. Segen wir den SHorizontalabftand SH, Fig. 695, 

Sig. 695. beider Schwerpunfte von einander gleich b und 
den Horizontalabftand SA des gefuchten Angriffs⸗ 
punftes A von bem Schwerpunkte S des ver- 
drängten Waflers gleid) a, fo Haben wir die Gleis 


Hung: 





Gb=Ra, 

woraus fich 
„h__@b 
OR G-—-P 





ergiebt. Wird der eingetauchte homogene Körper 
feiner eigenen Schwere überlafien, jo find drei 
Fälle von einander zu unterfcheiden, je nachdem die Dichte des Körpers 
gleich, größer oder Heiner als die des Waflers if. Während im erften 
Valle Gleichgewicht zwiſchen dem Gewichte und dem Auftriebe eintritt, muß 
der Körper im zweiten Falle mit ber Kraft 

G— Vy=(e— 1)Vy 
finfen und im dritten Falle mit der Kraft 

VYy—6=(1—9)Vy 


fteigen. Da die Maffe des Körpers gleich) — ift, fo findet fi die Be⸗ 
ſchleunigung des Sinkens zu: 








e—1 
P= ——9 
und die Beſchleunigung des Steigen zu: 
1 — 5 
P = I 


Das Steigen geht aber nur fo lange vor ſich, bis die von der Ebene des 
Waſſerſpiegels abgejchnittene und von dem Körper verdrängte Waffermaffe 
V, mit dem ganzen Körper einerlei Gewicht hat. 
Big. 696. Das Gewidt EG —= Vey des Körpers AB, 
Big. 696, und der Auftrieb P = V,y bilden 
nun ein Kräftepaar, durch welches der Körper 
noch fo weit umgedreht wird, bis die Richtungen 
beider Kräfte zufanımenfallen, oder bis der Schwer: 
punft des Körpers mit dem Schwerpunkte des 
verbrängten Waflers in eine und diefelbe Bertical- 
linie fällt. Aus der Gleichheit der Kräfte P und 
G folgt der. Ausdrud: 
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— J 
V, = *P, oder — 


Man nennt die Linie durch den Schwerpunkt des ſchwimmenden Körpers 
und durch den des verdrängten Waflers die Schwimmare, und dagegen 
den durd) die Ebene des Waſſerſpiegels gebildeten Schnitt des ſchwimmenden 
Körpers die Schwimmebene. Dem Borftehenden zufolge Tann jede Ebene, 
welche einen Körper fo theilt, daß die Schwerpunkte beider Theile in einer 
Normallinie zu diefer Ebene liegen, und daß ſich der eine Theil zum Ganzen 
wie die Dichte des Körpers zu der der Flüffigfeit verhält, Schwimmebene des 
Körpers fein. 


$. 394. Schwimmtiefe, Kennt man die Geftalt und das Gewicht eines ſchwim⸗ 


menden Körpers, jo läßt ſich mit Hülfe der vorftehenden Regel die Tiefe 
des Eintauchens im Boraus beredjnen. Iſt G das Gewicht des Körpers, 
fo fee man das Volumen des verdrängten Waflers: 


Sig. 697. nee: 
y 
—* 5 verbindet man hiermit die flereometrifche Formel 
vo | 1% p für diefes Volumen Pi, jo erhält man die gejuchte 
=: Beitimmungsgleichung. 
E = Fir ein Prisma ABO, Fig. 697, mit ver- 
— ticaler Axe iſt z. B. Yı = Fy, wenn F den 


Querſchnitt und y die Tiefe CD des Eintauchens 
C bezeichnet, es folgt daher: 


| 
| 
| 


Fy= my=7—=jt=eh, 


wenn 7 das Bolumen, % die Länge und 5 die Dichte des ſchwimmenden 
(homogenen) Prismas bezeichnet. 

Für eine mit der Spige unter Waffer ſchwimmende Pyramide 
ABC, ig. 698, ft, da fic die Inhalte ähnlicher Pyramiden wie die 
Cuben ihrer Höhen zu 

Vi 


7= . und folglich die Tiefe der Eintauchung: 


re u 
ey Mn VE. ar 
cD=y-hYAh=n Zu 


wo V das Volumen und A die Höhe der Pyramide bezeichnet. 

Für eine mit der Bafıis unter Waffer ſchwimmende Pyramide 
ABC, Fig. 699, ergiebt fid) Hingegen der Abftand CD = yı der 
Epige von Waflerfpiegel, aus der Höhe A der ganzen Pyramide, indem 
man fegt: 
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| 8 / — F 

Vr. —-y — VPV- V — iss t 

ya ‚wonahyı—hl 1 v —ıVı1 Zi efolgt. 
Gig. 698. Fig. 699. 











Fur eine Kugel AB, Fig. 700, mit dem Halbmeſſer CA = r iſt: 






Fig. 700. Vi — xy* — 9. 
> Man erhält daher durch Auflöfung 
mM cH der eubifchen Gleichung 
K7 in — — 30 
—m—m—Z— vr mt,yte 


= y’ — 3ry? -Arde—=0 
die Tiefe der Eintaudjung DE —=y 
der Kugel. 

Für einen mit horizontaler Are 
ſchwimmenden Eylinder AK, Fig. 701, vom Halbmeſſe AC= BCl=r 
ift, wenn « den Gentriwinfel ACB des eingetauchten Bogens bezeichnet, 
die Tiefe DE der Eintauchung: 

y=r(l — coe./ a). 
Zur Beſtimmung von « hat man Segment 
AEB = Sector AEBC — A ACB 


2 20 
R_ oder AEB= — = ——, folglich 


Sig. 7OL. 








das verdrängte Waſſerquantum: 


\ — 260 rlsin. 
— — — — I — — — — 
% 2 2 ) 


Ir? 
— (8 — sin. a). 
Durch Auflöfung der Gleichung 
_2@ 2nrilye — 
Sn 


auf dem Wege der Näherung findet man nun a. 
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Beilpiele. 1) Wenn eine ſchwimmende Holzkugel von 0,3 Meter Durchmeſſer 
0,18 Meter tief eintaucht, jo ift das Volumen des von ihr verbrängten Waſſers: 
V. =. 0,18% (0,15 — 0,06) = 0,002916” . Gubifmeter, 
während die Kugel jelbft ein Bolumen von 


zart _ sn . 0,15% = 0,0045 m Gubifmeter 


bat. Da fonah 0,0045 = Gubilmeter Kugelmaſſe ebenjobiel wiegen wie 
0,002916  Eubiftmeter Wafler, fo ift die Dichte der Kugel 
2916 


.= 7 068. 


2) Wie tief ſchwimmt ein Holzcylinder von 0,5 Meter Durchmeſſer bei einer 
Diäte a = 0,4253 Es iſt 
«— sina  nrl.ey 78 = 0405.» — 1,3389: 
2 Any 7 mn 
nun giebt die Segmententafel im „Ingenieur, ©. 154, für den Inhalt 
— = 1,82766 eines Rreißjegmentes den Gentriwintel «® = 166°, und für 


=— sin. 


= 1,84487 denielben = 1679, es läßt fi daher einfach der dem 


Abſchnitte 1,8362 entſprechende Centriwinkel: 
1,33620 — 1,32766 
0 — 1660 ZUDeN — 1,9209 
1669} a7 — 132706 ° 
und die Tiefe der Eintauchung: 
y=r(l—cos. Ya) = 0,25 (1— cos. 830 18") = 0,25 . 0,8819 = 0,220 Mess 
jegen. . 


. 10 = 1680 + = — 166026’ 


8. 395. Die Beftimmung der Eintauchungstiefe kommt vorzüglich bei Kähnen 
und Schiffen vor. Haben dieſe Fahrzeuge eine gejegmäßige Form, fo läßt 
ſich biefe "Tiefe mittels geometrifcher Formeln berechnen; fehlt aber die geſeh⸗ 
mäßige Form, ober ift das Gefeg ber Geſtaltung nicht bekannt, ober ift bie 
Form fehr zufammengefegt, fo muß man die Tiefe des Eintauchens durch 
Erperimentiven ober durch Probiren beftimmen. 

Ein Beifpiel fir den erſten Fall gewährt der in Fig. 702 abgebildete, 
Sig. 702. 





von ebenen Tlächen begrenzte Kahn ACEGH. Derfelbe befteht aus 
einem Parallelepipede ACF und aus zwei, den Vorder⸗ und Hintertheil 
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bildenben vierfeitigen Pyramiden CFE und BGH, und feine Schwimm⸗ 
ebene. ift aus einem Parallelogramme KLOP und aus zwei Trapezen 
LONM ud KPOQOR zuſammengeſetzt, welche einen Waſſerraum ab» 
fhneiben, der fi in ein Porallelepipeb KCOT, in zwei dreifeitige Prismen 
UVMN mb WXRQ und in zwei vierfeitige Pyramiden CYM und 
BXR zerlegen läßt. Segen wir bie Länge AD = BC bes Mittelftüdes 
gleich 7, die Breite AG = b und bie Höhe AB — h, ferner die Länge 
von jebem ber beiden Schnäbel = c und die Tiefe der Einfenkung unter 
Waſſer, di. BK= CL=y. Es folgt zunächſt der eingetauchte Theil 
KCOT bes Mittelftüdes: 
BC.CS.CL= Iby. 

Seen wir bie Breite der Baſis der Pyramide COVM, CU=x und 

bie Höhe bdiefer Pyramide = z, " haden wir: 


c 
s=zymWse—=.y; 
es folgt daher der Juhalt der beiden Pyramiden (CVM und BXR) zus 
| 
Azys = hr un. 
Der Querſchnitt bes dreifeitigen Griemas UVN if: 


ey? Br 
Yye=z, und bie Seite MN = VO: 
by 
em Yerli-h) 
daher folgt der Inhalt der beiden Prismen FUN und X WQ zufammen: 


BD -P) 
an b (1 n 1 

Nunmehr ergiebt fich durch Addition der gefundenen brei Räume das 
Bolumen des verbrängten Waſſers: 


ltr) 
Iſt num das Beige des ef gleih G, o bat man gu fegen: 
(? + * — /. =) byy= 6 oder: 


sin BG 
— 2 — — 
y’— hy o 91% 





=(, 
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Durch die Auflöfung der letzten cubifchen Gleichung beſtimmt ſich aus dem 
Bruttogewichte & des Schiffes die Tiefe y der Einfentung deſſelben. 


Beiſpiele. 1) Wenn bei einem Schiffe die Länge des Mittelſtückes = 16 Meter, 
die Länge eines jeden Schnabel c — 5 Meter, die Breite d — 4 Meter und 
die Tiefe A — 1,5 Meter ift, fo kann bei einer Einfenkungstiefe y = 08 Meter 
die ganze „anna oeitagen: 


s=[1+5.75 —y5. 1) ]*- 0,8 . 1000 = 61250 Kilogramm. 


2) Wenn bei dem — Schiffe das Bruttogewicht 30000 Kilogramm beträgt, 
fo hat man für die Senfungstiefe: 
3.16.15 8. 1,52 30000 
:_ s_3.16. 15° 2 
ye—3.1Löy B y+7-.5.100 
y? — 45y? — 21,6% + 10,125 = 0. 
Hieraus folgt: 
s— 
= REINE 0,469 4 0,0463? — 0,2083 y} 
oder annähernd: & 
y = 0,469 + 0,0463 . 0,469 — 0,2088 . 0,4692 
= 0,469 + 0,0048 — 0,0458 = 0,428, und nun genauer: 
y = 0,469 + 0,0463 . 0,4283 — 0,2083 . 0,4282 — 0,434 Meter. 


Anmerlung. Um das Gewicht der Ladung eines Schiffes anzugeben, vers 
fieht man dieſes zu beiden Seiten mit einer Scala, der fogenannten Schiffs⸗ 
aiche. Die Eintheilung einer ſolchen Aiche wird in der Regel empiriſch gefunden, 
indem man unterſucht, welche Einſenkungen beftimmten Belaflungen entipreden. 
Ausführlicheres dariiber im dritten Bande. 


—= 0 oder 


8.396. Stabilität schwimmender Körper. Das Schwinmen der Körper 
erfolgt entweder in aufrechter oder in fchiefer Stellung, ferner mit 
oder ohne Stabilität. Aufreht ſchwimmt ein Körper, 3. B. ein Schiff, 
wenn wenigftens eine durch die Schwimmare gehende Ebene Symmetrieebene 
bes Körpers ift, fchief ſchwimmt derfelbe, wenn er durch feine der Ebenen, 
welche ſich durch die Schwimmare legen laſſen, in zwei fymmetrifche Theile 
getheilt wird. Ein Körper ſchwimmt mit Stabilität, wenn er feinen Gleich 
gewichtözuftend zu behaupten fucht (vergl. $. 145), wenn aljo mechaniſche 
Arbeit aufzumwenden ift, um ihn aus diefer Lage zu bringen, oder wenn ex 
von ſelbſt in die Gleichgewichtslage zurückkehrt, nachdem man ihn daran 
gebradyt Hat. Ohne Stabilität ſchwimmt dagegen ber Körper, wem er in 
eine neue Öleichgewichtslage übergeht, nachdem er, etiwa durch Erfchütterung 
oder durch einen Stoß u. f. w., aus der erften gebracht worden ift. 

Wird ein vorher aufrecht fchwimmender Körper ABO, Fig. 703, _ 
in eine fchiefe Tage gebracht, fo tritt ber Schwerpunkt 8 des verdrängten 
Waſſers aus der Symmetrieebene EF heraus und nimmt eine Stelle S, 
auf der mehr eingetauchten Hälfte des Schiffsraumes ein. Der in S, 
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angreifende Auftrieb P = Vy und das im Schwerpunkte C des Schiffes 
angreifende Gewiht G = — P des Schiffes bilden nun ein Kräftepaar, 
durch welches (f. $. 95) ftets eine Drehung hervorgebracht wird. Um 
welchen Punkt auch biefe Dredung vor fic) gehe, immer wird doch C, dem 
Gewichte @ nacjgebend, niedergehen, und S, oder ein anderer Punkt M der 
Berticalen S, P, der Kraft P folgend, auffteigen, e8 wird alfo die Sym- 
metrie⸗ oder Arenebene EF' des Schiffes in C nad) unten und in M nad) 
oben gezogen, und daher biefelbe ſich aufrecht ftellen, wenn M, wie in 
ig. 703, über C liegt, und ſich dagegen noch mehr neigen, wie in Fig. 704, 
Fig. 708. Fin. 704. 





wenn ſich A unter C befindet. Hiernach hängt denn die Stabilität eines 
ſchwimmenden Körpers oder Schiffes von dem Punkte BZ ab, in weldem 
die Berticale durd) den Schwerpunkt Sı des verbrängten Waj- 
fers die Symmetrieebene fihneidet. Man nennt diefen Punkt das 
Metacentrum. Ein Schiff oder ein anderer Körper ſchwimmt alſo hier- 
nad) mit Stabilität, wenn fein Metacentrum liber dem Schwerpunkte des 
Schiffes Liegt, und ohne folde, wenn es darunter liegt; er ift endlich im 
indifferenten Gleichgewichte, wenn beide Punkte zuſammenfallen. 

Der Horizontalabftand CD des Metacentrums M von dem Schwerpunfte C 
des Schiffes ift der Hebeların des von P und @ = — P gebildeten Kräfte 
paares, und daher das Moment des legteren oder das Maß der Stabilität 
gleich P. CD. Bezeichnen wir die Entfernung COM durch c und den Dre- 
hungswinfel SMS, des Schiffes oder feiner Arenebene durch 9, jo erhalten 
wir fir das Maß der Stabilität des Schiffes: 

S = Pcsin.9; 
es ift alfo hiernach dieſes um fo größer, je größer das Gewicht, je 
größer die Entfernung des Metacentrums von dem Schwerpuntte des Schiffes 
und je größer der Neigungswinfel des letzteren ift. 


Bestimmung des Stabilitätsmomentes. Nach der legten Formel 8. 397. 
= Pesin.p 
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hängt die Stabilität des Schiffes vorzüglich von der Entfernung des Meta⸗ 
centrums vom Schwerpunkte des Schiffes ab, es ift daher von Wichtigkeit, 
fi) eine Formel zur Beſtimmung diefer Entfernung zu verſchaffen. Durch 
den Uebergang des Schiffes ABE, ig. 705, aus der aufrechten in bie 

Fig. 708. ſchiefe Tage rückt ber Schwerpunkt 
S nad) $,, es geht der keilförmige 
Raum HOH, aus ben Waſſer 
hervor und zieht fich der Feilfürmige 
Raum ROR, unter das Waſſer 
hinab. Dadurch wird der -Auftrieb 
auf der einen Seite um eine im 
Schwerpunkte FdesRaumes H OH, 
angreifende Kraft Q vermindert und 
auf der anderen Seite um eine im 
Schwerpunkte G des Raumes ROR, 
angreifende gleiche Kraft Q vergrö 
Bert. Hiernach erjegt aljo der in 81 
angreifende Auftrieb P den anfänglich) 
in S angreifenden Auftrieb fammt dem Kräftepaare (Q, — Q), oder, was 
auf Eins hinauskommt, eine in S, angreifende Gegenkraft — P Hält der in 
5 angreifenden Kraft P ſammt SKräftepaar (Q, — Q) das Gleichgewidtt, 
oder einfacher, ein Kräftepaar (P, — P) mit den Angriffspunften S und 
5, ift mit dem Kräftepaare (Q, — Q) im Öfeichgewichte. Iſt men das 
Querprofil HER —= H,ER,. des im Waffer befindlichen Schiffstheiles 
glei F und das Querprofil ZOH, = ROR, des Raumes, um welden 
fih) das Schiff auf der einen Seite herausgezogen und auf der anderen 
tiefer eingetaucht hat, gleich FL, ift ferner der Horizontalabftand XL der 
Schwerpunkte diefer Räume gleich a und der Horizontalabftand MT der 
Scwerpunfte S und 5, ober die Horizontalprojection des Weges SS, 
welchen 8 beim Kippen burdjläuft, gleich s, fo hat man in Folge bes Gleich⸗ 
gewichtszuftandes beider Kräftepaare: 





Fs = Fja, daher s = a und: 


s5 — Me. 
sin.p sin. p F sin. p 

Die ald Bactor in das Maß der Stabilität eintretende Linie CM = c 
it = 08 + SM; bezeichnen wir daher nod) den Abftand CS des Schwer: 
punftes C des Schiffes von dem Schwerpunkte S des verdrängten Waſſers 
durch e, fo erhalten wir das Stabilitätsmaß: 


8 Pe sin. p = (22 + esin. p). 
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Iſt der Drehungswintel Hein, fo laſſen ic, die Querſchnitte ZZ O HZ, und 
ROR, als gleichſchenkelige Dreiede anjehen; bezeichnet man bie Breite 
HR= HR, des Schiffes an der Eintaucdhungsftelle durch d, fo fann man 
F=/Yb1dbyg—=1,btp und KL=a=2.%7 — Yb, 


fowie sin.p — @ een, weshalb die Stabilität 
s-=P(y te)=(r te) Po bi 
123 F 9, = 12 F 8 . 


Fällt der Schwerpunkt C des Schiffes mit dem Schwerpunkte S des ver 
drängten Waſſers zufammen, fo hat man e = 0, daher: 


und liegt der Schwerpunkt des Schiffes über dem des verdrängten Waflers, 
fo ift e negativ, daher: 


= (> - e) Pp. 


Auch folgt, daß die Stabilität eines Schiffes in Null übergeht, wenn e 
8 
negativ und zugleih e = —— iſt. 

Man ſieht aus dem gewonnenen Ergebniſſe, daß die Stabilität um ſo 
größer ausfällt, je breiter das Schiff iſt und je tiefer der Schwerpunkt deſ⸗ 
felben Liegt. 

Beilpiel. Bei einem Parallelepipede AD, %ig.706, von der Breite AB=b, 
Höhe AE —= h und Einjentungstiefe EH—=y if F=by und it, 
daher das Maß der Stabilität: 

_ b3 h y 
8* W ya rt 3) 
oder, wenn die Dichtigkeit der Maſſe des Parallelepipedes — s gejekt wird: 
Gig. 706. — 2 _Bı_9). 
ß 8*79 (Der a \l 9) 
Hiernach hört die Stabilität auf, wenn 
dB —=6Ähde (1 — 6), d. i. wenn 
- — V6s (l — e) wir. 
— — Für ae = NY, folgt: 
— — — — 
wenn alfo die Breite noch nicht 1,225 der Höbe iſt, fo ſchwimmi das Barallels 
epiped ohne Stabilität. 





8. 398. 


894 Sechster Abfchnitt. Zweites Capitel. [8. 398. 
Schiefes Schwimmen. Die Formel 


s=r(} * besin.p) 


für die Stabilität eines ſchwimmenden Körpers läßt ſich auch dazu an⸗ 
wenden, um die verſchiedenen Lagen ſchwimmender Körper zu finden; 
denn ſetzen wir S — Null, fo erhalten wir die der Gleichgewichtslage ent⸗ 
Iprechende Gleichung, deren Auflöfung auf die Beftimmung des beziiglichen 
Neigungswinfels führt. Es iſt alfo die Gleichung 


MM tesing=o 


in Hinficht auf @ aufzulöfen. 

Für ein Parallelepipdp ABDE, Fig. 707, ift der Querſchnitt 
F=HRDE=HRDE= by, wenn b die Breite AB—= HR 
und y die Senktiefe ZH = DR bezeichnet, ſowie der Ouerfchnitt 

Gig. 707. F =HOH = ROR 
als rechtwinkeliges Dreied mit der Kathete 
und der Kathete 

HH = RR = Ybtung.p: 

F, = 1, b? tang.oQ. 
Werer == Nun fteht ferner der Schwerpunft F von 
TE ze der Baſis 7R um 
— FU=1 HH = Ysbtang.p 

= und von der Mitte O um 
OU=2),0OH= 1b 

ab, e8 folgt daher der Horizontalabftand des Schwerpunkte F von der 
Mitte 0: 

OK=ON+NK=0Ucos9 + FUsin.p 

—= !/bcos.p + '/sbtang. ꝙ sin. p 

umd der Arm: 





«= KL=2.0K—=®%,bcos.p + Ar 


Dieſemnach ift die Gleichung für die ſchiefe Gleichgewichtslage: 


1/, b?tang.@ (2/3 bcos. p? +! . 
reger Hi) _ ge, 
ycos.@ 


sin. ꝙ 
oder, — = tang. p eingeführt: 


sin.p [('/ız + Yartang. P9) b — ey] = 0; 
welcher Gleichung durch 
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sin. pP — 0 und burd) 


tang.p = var _ı 


Genüge geleiftet wird. Dem durd die erfte Gleichung beftimmten Winkel 
p = entſpricht da8 aufrechte, dem zweiten aber das ſchiefe Schwim⸗ 


men. Die Möglichkeit des letzteren bedingt, dag er > Yı, ausfällt. Iſt 
nun I die Höhe des Parallelepipebes und & deſſen Dichtigfeit, fo hat man: 








q — mer I — 


V — 2 
tang.p — V2 euzat-ı, 
«4 


und es iſt die Bebingungsgleichung fir das fchiefe Schwimmen : 
h 1 


57 sel 


Beifpiele 1) Wenn das ſchwimmende Parallelepiped eben fo hoch als breit 
ift und die Dichte 8 —= 4, bat, jo if: 


daher folgt: 


tang.p = v2YV3. a—-1=Y3—2= |, daher 9 = 45%. 
2) Wenn die Höhe A = 0,9 der Breite b, die Dichte aber wieder iſt, fo 
bat man 
29.9 = V8s.081 — 2 = V0,43 = 0,6557, daher 9 —= 38° 15°. 


9) * der Dichte des Parallelepipedss e — iſt ein ſchiefes Schwimmen 
überhaupt nur möglich, jo lange > V 5.7, oder A > 0,816 . d iſt. Sett 


man h= 0816. 5, jo wird tang.p = v3 .0 = 0; d.h. daS Parallelepiped 
fann nur aufrecht ſchwimmen. Wenn man Pur eine Vierteldrehung d zu A 


und A zu db madt, jo hat man nun A = O5iE db — 1,22, und die Möglich 
keit des ſchiefen Schwimmens ift für diefe Lage gegeben. 





Specifisches Gewicht. ‘Das Geſetz vom Auftriebe des Waſſers läßt $. 399, 
fi zur Beſtimmung der Dichtigkeit und des ſpecifiſchen Gewichtes von 
Körpern benugen. Nach $. 391 ift der Auftrieb des Waſſers gleich bem 
Gewichte der verdrängten Flüſſigkeit; bezeichnet daher V da8 Bolumen bes 
ganz eingetauchten Körpers und Y, das jpecifiiche Gewicht der Flüſſigkeit, 
fo hat man den Auftrieb P = Yyı. Iſt ferner 93 das fpecifilche 
Gewicht der Körpermaffe, fo hat man das Gewicht des Körpers G — Vy,, 
es folgt daher das Verhältniß der fpecifilchen Gewichte: 

fı __4@ 


yı — 
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d. 5. das fpecififche Gewicht bes eingetauchten Körpers verhält ſich 
zum fpecififhen Gewichte des Fluidums, wie das abjolute Gewicht 
des Körpers zum Auftriebe oder Gewichtsverluſte beim Unter: 
tauchen. 


Hiernach iſt aljo % — Er undyı = an Ebenſo hat man, wenn 
y das fpecifiiche Gewicht des Waffers, &ı die Dichte der Flüffigfeit und z; 
diejenige bes Körpers bezeichnet, alſo %, — &ı Y, fowie Y — &Y geſetzt 
wird: 


G pP 
8 =z8 und mu 


Wenn man alfo das Gewicht eines Körpers und den Gewichtsverkuft 
defielben beim Untertauchen Tennt, jo läßt fi aus ber Dichtigfeit ober dem 
fpecififchen Gewichte der Flüſſigkeit die Dichtigkeit oder das fpecififche Gewicht 
der Körpermaſſe, und umgelehrt, aus der Dichtigfeit ober dem fpecifiichen 
Gewichte der letzteren die Dichtigkeit oder das fpecifiiche Gewicht der erfteren 
finden. 

Hft die Flüffigfeit, worin man den feften Körper abwiegt, Waffer, fo hat 
man 5 — 1 um yı = Y = 1000 Kilogramm oder 61,74 Pfund, je 
nachdem man das Eubilmeter oder ben Eubiffuß zur Volumeneinheit ans 
nimmt, daher ift für diefen Fall das fpecifiiche Gewicht des Körpers: 

_@_ __ abfolutes Gewicht 

55 mal ſpecifiſches Gewicht des Waſſers 
und die Dichte des Körpers: 

__ @ abſolutes Gewicht 
amp Gewichtsverluſt 


Um den Auftrieb oder Gewichtsverluſt zu ermitteln, bedient man ſich, wie 
zur Beſtimmung bes Gewichtes G, einer gewöhnlichen Wage, nur beftudet 
fih unten an der einen Schale dieſer Wage noch ein Hälchen, um den 
Körper mittels eines Hanres, Drahtes oder anderen feinen Yadens daran zu 
hängen, bevor er in das Waffer, welches in einem untergefegten Gefäße 
enthalten ift, eingetaudht wird. Gewöhnlich nennt man eine zu biefem 
Abwägen unter Waſſer eingerichtete Wage eine hydroſtatiſche Wage. 

Iſt der Körper, deſſen fpecifiiches Gericht man ermitteln will, weniger 
dicht ale Wafler, fo fanı man ihn mit einem anderen ſchweren Körper 
mechaniſch verbinden, damit die Verbindung im Waſſer noch ein Beftreben 
zum Sinfen behält. Berliert diefer ſchwere Körper im Waſſer das Gewicht 
Ps und die Verbindung P,, fo ift ber Gewichteverluft des leichteren Körpers: 

P=P, — P. 
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Bezeichnet nım wieder GC das abfolute Gewicht des leichteren Körpers, 
jo hat man deſſen Dichtigkeit: 


ne. 
’TPp aMı-—PB 
Kennt man bie Dichtigkeit & einer mechanischen Verbindung oder Zu⸗ 
fammenjegung zweier Körper, und find auch die Didjtigfeiten &, und &, der 
Beitandtheile derfelben bekannt, fo Laffen fich nad) dem fogenannten Archi⸗ 
medifchen Principe aud) aus dem Gewichte G des Ganzen bie Gewichte 
G, und Gy der Beitandtheile berechnen. 


Jedenfalls it G, + & = @ und aud 
Bolumen Bu + Bolunen Kt — Volumen @ 
&Y &Y 65% 


alfo: 
G G. G 
_ı + 22 — — — 


€ Eg € 
Durch Bereinigung beider Gleichungen ergiebt fid) nun: 


nen” 
a.) 


Beilpiele. 1) Wenn ein 310 Gramm ſchweres Stüd Kalkflein unter dem 
Wafler um 121,5 Gramm leiter wird, jo ift die Dichtigkeit dieſes Körpers: 
810 
e— 1215 = 2,05. 
2) Um das ſpecifiſche Gewicht eines Stüdes Eichenholz zu finden, bat man e8 
mit einem Bleidrathe, weldher beim Abwägen im Wafler 10,5 Gramm an Gewicht 
verlor, umbunden. Wenn nun das Holzftüd jelbft 426,5 Gramm wog, und die 
Berbindung unter Waſſer 484,5 Gramm leiter war als in der Luft, jo ergiebt 
fi die Dichtigkeit der Holzmaffe: 
u — 1285 08. 
484,5 — 10,5 474 
8) Ein volllommen mit Quedjilber angefülltes und dicht verfchloffenes eifernes 
Gefäß Hatte ein Bruttogewiht von 50 Kilogramm und verlor beim Abwägen 
unter Wafler 4 Kilogramm an Gewidt; wenn nun die Dichtigfeit des Gußeiſens 
7,2 und diejenige de8 Queckſilbers 18,6 iſt, jo ergiebt fi das Gewicht des 
leeren Gefäßes: 


G,=50 (5 — 53) i (73 _ 15) = 50 (0,08 — 0,07358): (0,1888 — 0,0736). 


—=50.0,0991 = 4,95 Silogramm 
und das Gewicht des eingeſchloſſenen Duedfilbers: 
G, = 50 (0,08 — 0,1388) : (0,07358 — 0,1888) = 500,0 ==45,05 filogr. 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 57 
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Anmerkung 1. Zur Ausmittelung der ſpecifiſchen Gewichte von Flüſſigkeiten, 
lockeren Maſſen u. ſ. w. reicht auch das bloße Abwägen in freier Luft aus, weil 
man dieſen Körpern durch Einfüllen in Gefäße jedes beliebige Volumen ertheilen 
kann. Wiegt eine leere Flaſche G, wiegt ferner dieſelbe mit Waſſer angefüllt 
G, und bat dieſelbe das Gewicht G@,, wenn fie eine andere Maſſe enthält, jo 
bat man die Dichtigkeit diefer Mafle: 

G— AG 

Gh — 6 

Um 3. ®. dag fpecifiihe Gewicht von Roggen (in Maſſe) zu finden, wurde ein 
Fläſchchen mit Roggenkörnern angefült und nad ſtarkem Schütteln gewogen. 
Nach Abzug des Gewichtes der’ leeren Flaſche ergab fich das Gewicht diefer Roggen- 
mafle zu 120,75 und da8 Gewicht einer gleihen Wafjermenge zu 155,65 Gramm; 
e3 folgt demnach die Dichtigkeit der Roggenmaſſe: 


„— 120,75 
— 155,65 


Es wiegt ſonach ein Eubitmeter dieſes Getreides: 
= 0,776.1000 = 776 Kilogramm. 


Anmerkung 2. Das fon von Archimedes aufgelöfte Problem, aus dem 
ſpecifiſchen Gewichte einer Zufammenjegung und aus den ſpecifiſchen Gewichten der 
Beitandtheile daS Verhältniß der Beftandtheile zu finden, geftattet nur eine 
beigränfte Anwendung auf chemiſche Verbindungen, Metalllegirungen u. |. w., weil 
bei jolden meift eine Contraction, zuweilen aber auch eine Ausdehnung der 
Mafien ftattfindet, jo daß daB Bolumen der Verbindung nicht mehr gleih if 
der Summe der Volumina der Beitandtheile. 


.= 





= 0,776. 





$. 400. Aräometer. Zur Beftimmung der Dichtigkeit von Flüffigkeiten werben 
vorziiglich aud die Aräometer oder Senkwagen gebraucht. Diefe Im 
firumente find hohle, in Beziehung auf eine Are ſymmetriſch geformte Körper 
mit ſehr tief Liegendem Schwerpunkte, und geben, indem fie in einer Flüſſig⸗ 
keit aufrecht ſchwimmen, die Dichtigkeit diefer Flüſſigkeit an. Man fertigt 
fie aus Glas, Meſſingblech u. f. w. an und nennt fie nad) ihrem verſchie⸗ 
denen Gebrauche: bydroftatifche Senkwagen, Soolwagen, Bierwagen, Brannt⸗ 
weinwagen, Altoholometer u. |. w. Es giebt zwei Arten von Senkwagen, 
nämlih Gewichtsaräometer und Scalenaräometer. Die erfteren 
werben auch oft zur Beftimmung der Gewichte und namentlich der ſpecifiſchen 
Gewichte von feſten Körpern in Anwendung gebradit. 

1) Mt 9 das Volumen des unter Waſſer befindlichen Theiles einer bis 
zu einer gewiſſen Marke O eingetauchten, übrigens fchwimmenden Senl- 
wage ABC, Fig. 708, GE das Gewicht der ganzen Wage, P das auf ben 
Zeller A aufgelegte Gewicht beim Schwimmen im Waſſer, deſſen ſpecifiſches 
Gewicht — y fein möge, und P, das eben dafelbft aufzulegende Gewicht 
beim Schwimmen in einer anderen Flüffigfeit von dem fpecififchen Gewichte 
Yı, jo bat man: | 
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Vy=P+4Gw 
vn =Pı +4 

daher das Verhältniß der Dichtigfeiten oder fpecifiichen Gewichte diefer 


Hlüffigkeiten: 


Fig. 708, Sig. 710, 





ER an 
» P+4 

2) Iſt P das Gewicht, welches auf 
den Teller gelegt werden muß, um bie 
im Wafler ſchwimmende Sentwage ABC, 
dig. 709, bis zu einer Marke O einzus 
fenten, und ift P, das Gewicht, welches 
man mit bem abzumwägenden Körper 
gleichzeitig auf A zu legen hat, um dies 
jelbe Einfenfung zu erhalten, fo hat man 
das abjolute Gewicht dieſes Körpers 
einfach: 

G, — P — P 1» 
Iſt aber die Auflage P, um Pz zu vers 
größern, wenn der abzumwägende Körper 
in das unter Waſſer befindliche Schäls 
hen C gelegt wird, um die Senkungs⸗ 
tiefe unverändert zu behalten, fo ift der 
Auftrieb — Pz und daher die Dichtig- 
feit des Körpers: 

‚h_P-A 

D, P, 

Die Senkwagen mit unten angehäng- 
ten Schälchen zur Beſtimmung fpecifis 
her Gewichte von feiten Körpern, wie 
3. B. von Mineralien, heißen Nichols» 
fon’jche Senkwagen. 

3) Setzen wir das Gewicht einer 
Senkwage BC mit Scala AB, Fig. 
710, = @ und das eingetauchte Vo» 
lumen, wenn diefe Wage im Wafler 
ſchwimmt, = V, pit@ = VPy. 





Steigt biefe Wage um die Tiefe O X — x empor, wenn diefelbe in eine 
ſchwerere Flüſſigkeit eingetaucht wird, fo ift bei dem Querſchnitte F des 
Stäbchens das noch eingetauchte Volumen: 

V - FE und daher: = (V — Fo)yı 


b7* 
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Beide Formeln durch einander dividirt, geben nun das fpecifilche Gewicht 
der Ylüffigfeit: 


— v _ — ( -7 — — 
7— v)/tı-—ur 


wenn ber conftante Quotient = durd) a bezeichnet wird. 


Iſt die Flüffigleit, worin man das Aräometer eintaucht, leichter als 
Waſſer, fo finkt daffelbe in ihr um die Tiefe x, weshalb dann 


G=(V > Fx)y und daher 
ya ſehen if 


Um den Coefficienten u — z zu finden, wird die Wage durch ein 


Gewicht P, etwa durch oben (bei A) eingegoffenes und den tiefften Punkt 
(bei C) einnehmendes Duedfilber jo weit befchwert, daß fie, um Waſſer 
Ihwimmend, um eine bedeutende Länge des zum Anbringen einer Scala 
dienenden Halſes tiefer einfintt. Set man nun P = Fly, wobei 2 die 
durch P bewirkte Senkung bebeutet, fo erhält man: 


Beifpiele. 1) Wenn bei einem 65 Gramm ſchweren Gewichtsaräometer vom 
Teller 13,5 Gramm wegzunehmen find, damit e8 beim Schwimmen in Alkohol 
ebenjo tief einfinkt als beim Schwimmen im Wafler, jo iſt die Dichtigteit diejes 
Altohols 

6s — 135 
— 85 


2) Bei einer Nicholſon'ſchen Wage iſt das Normalgewicht 100 Gramm, 
d. h. man bat 100 Gramm aufzulegen, um das Inſtrument bis O einzuſenken; 
hiervon mußten aber 66,5 Gramm weggenommen werden, als man ein abzu⸗ 
wägendes Stüd Meſſing mit auf den oberen Teller gelegt hatte, und es waren 
wieder 7,85 Gramm zuzulegen, als diejer Körper in dem unteren Teller lag. 
Deshalb ift das abjolute Gewicht dieſes Meffingflüdes GC, = 66,5 Gramm und 
die Dichte defielben 


— 1 — 0,208 = 0,792. 


66,5 
8 = 787 8, 47. 

8) Ein 75 Gramm ſchweres Scalenaräometer feigt, nachdem man jeine Füllung 
um 31 Gramm vermindert hat, um 3 = 150 Millimeter und hat daher den 
Eoefficienten ; 

81 
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Nach Ergänzung der Füllung und Wieberberftellung des Gewichtes von 75 Gramm 
flieg e8, in einer Salzjoole ſchwimmend, um 60 Millimeter, daher iſt die Dichte 
dieſer Flüſſigkeit 

1: (1 — 0,002756 . 60) = 1:0,835 = 12. 


Anmerkung. Die weitere Ausführung diejes Gegenftandes gehört in die 
Phyſik, Chemie und Technologie. 


Flüssigkeiten von verschiedenen Dichtigkeiten. Befinden fid) $. 401. 
mehrere Flüſſigkeiten von verfhiedenen Dichtigkeiten in einem 
Gefäße zugleich, ohne daß fie eine chemische Einwirkung auf einander austiben, 
fo legen ſich diefelben in Folge der leichten Verſchiebbarkeit ihrer Theile 
nad) ihren fpecifiichen Gewichten über einander, nämlich die dichtefte unten, 

Fig. 711. die weniger dichte dariiber und die leichtefte oben. 

Auch find im Gleichgewichtszuſtande die Begrenzungs⸗ 
flächen, fowie die freie Oberfläche horizontal; denn fo 
lange die Begrenzungsflädhe ZF zwifchen den Maſſen 
M und N, Fig. 711, geneigt ift, fo lange ftehen 
auch Über einer Horizontalſchicht ZIR verjchieden 
ſchwere Flüffigkeitsfäulen wie @K, Gh Kı u. ſ. w.; 
es tann daher auch der Drud in diefer Schicht nicht 
überall derfelbe fein und folglich auch kein Gleichgewichtszuftand eintreten. 

In communicirenden Röhren AB und CD, Fig. 712, ordnen fid) 
die Flüffigkeiten zwar ebenfalls nad} ihren Dichtigkeiten über einander, allein 
ihre Oberflächen A O und DG liegen nicht in einem und demjelben Niveau. 

fig. 712. Fig. 713. 








Iſt F’ der Inhalt des Querfchnittes ZZR eines Kolbens, Fig. 713, in dem 
einen Schentel AB von zwei communicirenden Röhren und Ah die Druck⸗ 
höhe oder die Höhe ZH des Waſſerſpiegels in der zweiten Röhre OD über 
HR, fo hat man den Drud gegen die Kolbenflädhe: 
P= Fhy. 
Erfegt man dagegen die Kolbenkraft durch eine Flüffigfeitsfäule HAOR, 
Gig. 712, von der Höhe AH == h, und ber Dichtigkeit Y,, fo hat man: 
P=Fhyı; 


8. 402. 
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und es giebt nun das Gleichſetzen beider Ausdrücke die Gleichung: 


hı Yyı = hy, 
oder die Proportion: 

hı _Y, 

h Yı 


Es verhalten fih alfo in communicirenden Röhren, im Zus 
ftande des Gleichgewichtes unterzwei verfchiedenen Flüffigleiten, 
bie Drudhöhen oder die Höhen ber Flüſſigkeitsſäulen, von 
dberrgemeinfhaftligden Berührungsebene aus gemejfen, um- 
getehrt wie die Dichtigkeiten oder fpecififhen Gewichte biefer 
Fluſſigkeiten. 

Da das Queckſilber ungefähr 13,6 mal ſo ſchwer iſt als Waſſer, ſo hält 
hiernach in communicirenden Röhren eine Queckſilberſäule einer 18,6 mal 
ſo hohen Waſſerſäule das Gleichgewicht. 


Drittes Capitel. 


Von den Molekularwirkungen des Waſſers. 


Molekularkräfte. Die Cohäſion des Waſſers iſt, obgleich ſehr Hein, 
doch nicht Null. Die Theile oder Moleküle hängen aber nicht allein 
unter einander, fondern aud) mit anderen Körpern, 3. B. mit den Gefäß- 
wänbden, zufammen, jo daß ebenfalls eine Kraft nöthig ift, um diefen Zu⸗ 
fammenhang, den man Adhäfion des Waſſers nennt, aufzuheben. Ein an 
einem feften Körper hängender Wafjertropfen weift die Eriftenz der Cohäfion 
und Adhäſion des Waſſers zugleich nad. Ohne die Cohäſion könnte das 
Waſſer feinen Tropfen bilden, und ohne die Abhäfion könnte e8 an dem 
feften Körper nicht hängen bleiben; es wirb hier die Schwerfraft nicht allein 
von der Cohäſion, fondern aud) von der Adhäſion des Waſſers überwunden. 
Die Wirkungen, welche aus der Bereinigung der Cohäfions- und Adhäſions⸗ 
fräfte hervorgehen, bezeichnet man zur Unterſcheidung von den Wirkungen 
der Trägheit, der Schwerkraft u. f. w. mit den Namen: die Molekular⸗ 
wirfungen. Die Capillarität, db. h. das Heben ober Senken des 
Waſſer- oder Duedjilberfpiegels in engen Röhren oder zwiſchen fehr nahe 
ftehenden Wänden, ift ein vorzüglicher Fall der Molekularwirkung. 
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Adhäsionsplatten. Man hat die Eohäfion und Adhäſion des Waflers 8. 403. 
dich, fogenannte Adhäfionsplatten zu beftimmen gefuht. Man hängt 
zu biefem Zwecke eine ebene Platte ftatt einer Wagfchale an das Ende eines 
Wagballens, bringt die Wage durch ein Tarirgewicht zum Einfpielen und 
nähert da8 Gefäß mit der zu unterfuchenden Flüſſigkeit der Platte, bis ihre 
ebene Grundfläche mit der Oberfläche der Flüſſigkeit in Berührung kommt. 
Nun vergrößert man durch allmäliges Zulegen das Gewicht der Wagichale 
am anderen Ende des Wagbalkens, bis die Platte vom Waflerfpiegel ab⸗ 
geriffen wird. Die Ergebniffe folcher Verſuche find beſonders davon ab⸗ 
hängig, ob die Berührungsfläche der Platte von dem Waller benetzt wird 
oder nicht. Im erfteren Falle bleibt ſtets nad) der Berührung eine dünne 
Waſſerſchicht an der Platte Hängen, man bat daher beim Abreißen derjelben 
vom Wafler nicht die Adhäſion des Waſſers an der Platte, fondern die 
Cohciſion des Waflers überwunden. Deshalb hängt aud) die Kraft zum 
Abreißen verjchiedener Platten vom Waflerjpiegel gar nicht von der ma⸗ 
teriellen Beichaffenheit der Platten ab. Andere Flüſſigkeiten als Wafler 
erfordern dagegen aud) andere Kräfte an den Adhäfionsplatten. Du Buat 
fand, daß die Adhäfion zwifchen dem Waſſer und einem überzinnten Eifen» 
bleche auf einen Quadratzoll 65 bis 70 Gran beträgt. Dies giebt auf 
1 Quadratmeter ungefähr eine Kraft von 5 Kilogramm, und auf 1 Qua» 
dratfuß eine Kraft von 1,05 Pfund... Hiervon nur wenig ‚abweichende 
Werthe fand Achard für Scheiben aus Blei, Eiſen, Kupfer, Meffing, Zinn 
und Zink, ferner Gay⸗Luſſac an einer Glasfcheibe und Huth an ver» 
ſchiedenen Holztafeln. 

Wenn dagegen die Fläche der Scheibe von der Oberfläche des Waſſers 
nicht benetzt wird, ſo ſtellen ſich ganz andere Ergebniſſe heraus, weil dann 
nicht die Cohäſion des Waſſers an ſich, ſondern die Adhäſion deſſelben an 
ber Platte überwunden wird. Es ſcheint, als wenn in dieſem Falle die 
Zeit der Berührung einen großen Einfluß auf die Kraft zum Losreißen ber 
Scheibe ausübe. Gay⸗Luſſac fand z.B. für eine Glasplatte von 120 
Millimeter Durchmeſſer, um fie von der Oberfläche des Queckſilbers los⸗ 
zureißen, 150 bis 300 Gramm Kraft nöthig, je nachdem die Zeit der Bes 
rührung eine kurze oder eine längere war. 

Anmerfung In Srantenheim’s Lehre ber Eohäfion werben bie Eohis 
fionserfcheinungen, wie fie 3. B. das Abziehen benekter Platten von der Oberjlaͤche 
des Waſſers darbietet, Synaphie, und dagegen die Anhäfionzerfcheinungen, wie 
fie 3. ®. bei ver Trennung unbenepter Platten von ber Oberfläche einer Flüffigleit 
vorkommen, Proſaphie genannt, 


Adhäsion an Seitenwänden. Wenn ein Waſſertropfen auf. der $. 404. 
Oberfläche eines anderen Körpers zerfließt, und daher diefe benegt, jo ift die 
Adhäſion Überwiegend, bleibt dagegen ber Waflertropfen in feiner Fugeligen 
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Form auf der Fläche eines feſten oder flüffigen Körpers Liegen, ohne dieſelbe 
zu benegen, jo herrjcht die Cohäſion des Waſſers vor. 

Ein Zufammenwirfen beider Kräfte macht fich befonders an der Ober: 
fläche einer Slüffigkeit in der Nähe dev Gefüßwand bemerklich; es fteigt da= 
ſelbſt das Wafler in die Höhe umb bildet eine concave Oberfläche, wenn die 
Sohäfion des Waſſers von der Adhäſion übertroffen und daher die Gefäß- 
wand benegt wird; es krümmt fich hingegen der Waflerfpiegel in der Nähe 
ber Gefäßwand abwärts und bildet dafelbft eine convere Fläche, wenn feine 
Benegung eintritt und daher die Cohäſion überwiegend ift. 

Diefe Erfcheinungen laſſen ſich fehr leicht auf folgende Weiſe erklären. 

Ein Element E in der Oberfläche HR des Waſſers (Fig. 714) wird von 
feiner Umgebung nah allen Richtungen abwärts gezogen, und es refultirt 
aus allen diefen Anziehungen eine einzige, vertical abwärts wirkende Kraft A. 
Hingegen ein Element E au der verticalen Gefäßwand BE, Fig. 715, 

Fig. 714. Fig. 715. 





wird von diefer mit einer Horizontalfraft P und von dem den Quadranten 
EBO einnehmenden Waffer mit einer ſchräg abwärts wirkenden Mittel⸗ 
kraft A angezogen, jo daß eine Mittelfraft R refultirt, gegen deren Richtung 
fi (ſ. $. 379) der Wafferfpiegel in E reditwinfelig ftellt. Je nachdem 
nun die Anziehungskraft P der Gefäßwand größer oder Heiner ift als bie 
horizontale Componente A, der mittleren Cohäflonsfraft A des Waflers, 
nimmt die Mitteltraft R entweber eine Richtung von innen nad) außen, 
Sig. 716. oder eine folche von außen nad) innen an. Im 
erfteren Falle (Fig. 715) zieht ſich der Waſſer⸗ 
jpiegel bei E an der Wand in die Höhe, im 
zweiten {alle hingegen ſenkt fich, wie Fig. 716 
vor Augen führt, ber Waflerfpiegel an der Ge⸗ 
- — fäßwand BE herab. 
Diele Berbättnife geftalten ſich od) anders, wenn das Waſſer bis an den 
Hand des Gefäßes reicht, weil hier die Anziehungskraft der Gefäßwand eine 
andere Richtung annimmt. 

Es fei 3.8. das Gefäß BCD, Fig. 717, fo weit mit Waſſer gefüllt, daß ber 
MWafferfpiegel CEO gerade deu Rand C des Gefäßes erreicht. Füllt man 
den Raum CEOD durd) langfamıen Zufluß mit einer neuen Waſſermenge 
an, fo tritt deren Anziehung auf bie an C hafteuden Theilchen zu der vor⸗ 
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berigen Cohäſionskraft A der Waſſermaſſe BCEO Hinzu, und e8 wird 
bierdurch insbefondere die horizontale Componente A, vergrößert, fo daß fie 

dig. 717. die Adhäſionskraft P erreicht und übertrifft. 

In Folge deſſen ändert ſich natürlich auch bie 
Geftalt des Wafferfpiegeld bei Z unaufhörlid), 
wobei die Concavität deſſelben allmälig in 
Converität, und die Depreifion defjelben unter 
dem Gefäßrande in eine Elevation übergeht, 
welche letztere eine gewille Größe erreichen muß, 
bevor der Abflug des Waflers über dem Gefäßrande erfolgt. 





Spannung des Wasserspiegels. Da jedes Theilchen in ber Ober- $. 405. 
flähe HR, Fig. 714, einer Flüffigkeit von der darunter befindlichen Maſſe 
mit einer Kraft A abwärts gezogen wird, fo läßt fid) annehmen, daß da= 

Fig. 718. durch an der ganzen Oberfläche eine 
Ss Berdihtung und ein Zufammenhang 
ber Tlüffigfeitstheile unter einander 
entfteht, und daß daher eine gewiſſe 
Kraft nöthig ift, um dieſen Zus 
fanımenhang aufzuheben oder die 
Oberfläche der Flüffigfeit zu zerreigen. 
Diefes Zufammenhängen der Ober: 
flächentheile einer Flüſſigkeit macht 
fich nicht allein beim Eintauchen eines 
fremden Körpers in die Ylüffigfeit 
bemerklich, fondern tritt überhaupt 
dann hervor, wenn die Oberfläche der 
Tlüffigleit eine Krlimmung annimmt, 
wie 3. B. in ber Nähe der Gefäß. 
wand. Wenn man mit oung ans 
nimmt, daß die Spannung oder Co» 
häſion der Oberfläche einer Flüſſigkeit 
an allen Stellen eine und diejelbe ift, 
fo laflen fi) daraus, wie der Herr 
Geheime Oberbaurath Hagen nad)« 
gewieſen hat, ſämmtliche mit der Ers 
fahrung im Einklange ftehenden Ge⸗ 
fege der Capillarität ableiten. 

In ber Nühe einer ebenen Wand DG, Big. 718 und 719, bildet bie 
Oberfläche einer Flüffigkeit eine entweder nad) unten oder nach oben gebogene 
cylindriſche Fläche DAH. Iſt P die Normalkraft auf ein Element A EB 











$. 406. 





n, 
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dieſer Fläche, von der Länge AB — 6 und ber Breite gleich Eins, 5 die 
Spannung in diefem Elemente, bezogen auf einen Streifen von der Breite 
Eins, und r der Kriimmungshalbmefler CA = CB deſſelben, fo hat man 
wegen der Aehnlichkeit der Dreiede EPS und ABC: 
Fig. 720. P_ AB_o 

s” cA r | 
und daher die Normal= oder Die 
gungsfraft : 


Det 8. 
r 


Steht nundasFlädyenelement AEB 
um die jentrechte Tiefe OR — y 
unter ober über dem freien, von der 
Seitenwand D@ nicht afficirten 
Woflerfpiegel, und bebeutet y das 
fpecifiiche Gewicht der Flüffigfeit, fo 
ift nad) dem (aus $. 382) befannten 
hydroſtatiſchen Geſetze der Drud des 
Waflerd auf da8 Element AB = 6: 

P=oyy, 
und daher zu fegen: 


M il 
— 
— * 


oyY — und 
8 


ry 
Es ift alfo hiernach fowohl die Depreffion, als auch die Elevation 
eines Clementes der Oberfläche einer Flüſſigkeit in Rückſicht auf den freien 
oder unafficirten Theil diefer Fläche dem Krümmungshalbmeffer ders 
felben umgekehrt proportional. 


y 


In der Nähe einer gefrümmten Seitenwand, 3. B. in einem cylindrifchen 
Giaſe, bildet der Waflerfpiegel eine doppelt gefrlimmte Fläche. Es ſei 
FGHK, Fig. 722, ein fehr Kleines, rectanguläres Clement der doppelt 
gekrümmten Fläche von der Länge FG — 6, und der Breite GH —= G6,. 
OE ſei die Normale zur Fläche im Punkte O und man denke durd) O die 
beiden zu einander fenkrechten Schnittebenen EBA und ECD gelegt, 
welche den größten, reſp. Heinften Krimmungshalbmeffer der Fläche in ſich 
enthalten. Sei rı der größte in EBA liegende und r, ber Heinfte in 
ECD enthaltene Krummungshalbmeſſer. Bezeichnet wieder S die überall 
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gleiche Spannung für die Breite gleich Eins, fo erhält man in ber Ebene 
EBA die Spannungen: 

Fig. 722. ss =G4H.8=6&S, 
deren Mittelfraft nach dem 
vorigen Paragraphen ſich zu 
PERL 

r] 51 
beſtimmt. Ebenſo berechnen 
ſich die Spannungen 8, in 
der Ebene ECD au: 

Sg = FG .S= 6 8, 

und deren Mittelfraft: 
9. __ 6 

PR= * 8 = — 8. 

| Dieſe beiden in die Nor⸗ 

male O E fallenden Mittelträfte haben eine Reſultirende: 


1 1 
P=P, +P, = 80,05 (- + —): 


welche der unter dem Tslächenelemente FG HK hängenden, refp. bagegen 
drüdenden Wafjerfäule das Gleichgewicht hält. Bezeichnet wieder y die Höhe 
des betrachteten Elementes Über oder unter dem allgemeinen Wafferfpiegel, 
fo ift der auf das Element FGHK = 0,0, ausgelbte Normaldrud: 





Dan bat daher: 
P=800(- + —) = 06,63 yY, woraus 
1] 13 
8/1 1 
‚=,\n +, folgt. 


Es ift aljo bei der cylindriichen Wand die Erhebung (Senkung) der Obers 
fläche des Waflers über (unter) dem allgemeinen Waflerfpiegel an jeder 
Stelle der Summe von den umgelehrten Maximal⸗ und Minimalkrümmungs⸗ 
halbmeſſern *) proportional. Diefe Formel enthält auch die bes vorigen 


*, Man würde zu demfelben Rejultate gelangen, wenn die beiden durch bie 
Normale OE gelegten Schnittebenen EBA und ECD aud nidt nah dem 
größten und kleinſten Krümmungshalbmeffer, jondern beliebig, wenn nur zu 
einander rehtwinfelig angenommen würden. Denn wenn bie biejen Normal 
fchnitten zugehörigen Krlümmungshalbmefjer allgemein mit g, und go, bezeichnet 


werben, jo lehrt die analytijche Geometrie, daß: 1 + 4 = ı + - = Const.; 
' 1 2 


d. h. daß die Summe der reciproten Werthe der Rrümmungshalbmeſſer von jeden zwei 
zu einander winkelrechten Normalſchnitten für venjelben Bunt einer Fläche conftant iſt. 
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Paragraphen in fid), denn wenn der Normalfchnitt Z CD gerade ift, jo 


hat man: 


Ya = 


‚Ayn 


oo , daher — 0 und: 
13 


8. 407. Krumme Fläche des Wasserspiegels. ‘Die Curve, welde ber 
verticale Durchſchnitt des Waflerfpiegeld in der Nähe einer ebenen Wand 
bildet, Täßt fih, nad) Hagen wie folgt, finden. Es ſei AR, Fig. 723, 
die Oberfläche des von der verticalen Wand B K angezogenen Waſſers, ZR 


Big. 723, 





der allgemeine Wafferjpiegel, ferner 
der Dufthichnitt ZI diefer Fläche mit 
ber Gefäßwand der Coordinatenans 
fangspunft. Man fege die Coordis 
naten eines Punktes O in der Ober- 
fähe AOR, HM = x und MO 
— y, ferner den Bogen AO = 8 
und den Zangentenwinfel O TM= a, 
fowie die Elemente OQ, QP und 
OP reſp. 
0x, Oy und 08. 


8 
— und nach 8. 33 der 
analytiſchen Hulfslehren 


r—=— 2 jowie dy = — E©ssin.« ift, fo hat man: 
___$0@ _ Ssin.a.0« — 

ya r0y " 

ydoy= - sin.a.00. 


Hieraus giebt die Integration: 


Y/,y? —> [ sin. 00 = (m. — > C03.0. 


Da für den Punkt R, & und y zugleih Null find, ift 


0 = Con. — - cos. 0, daher: Con. — = und: 


28 


2* — (1 — cos. ) = 


2 = 7 (sin. Y )?, 


45 (1 — co.) 48 
7 
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fo daß: 
y=2 v® « sin. 1a a folgt. 


Für «® — 900 hat man sin. 1/; & — sin. 45° — V!/, ; daher ift die 
größte Erhebung der Oberfläche des Waſſers unmittelbar an der Seitenwand, 


h= 2 v: . V!l = V* alfo umgekehrt: 


8 
7 = Us h? und: 


1) y=hV2. sin.’/, a 
Durch Differenziven diefes Austrudes befommt man: 


oy=Yh V2 ws.!ıe.da—=h V!/g 608.1/@.90, 


und da aud) Oy = — 9x . tang. a ift, jo folgt: 
— 7. 608. a. __ , 608. 1/, @ C0S.& 
9: =— V tang. & da=— hV%h sin. & 00, 


_ cos. 1/, & [(cos. 1, &)? — (sin. 1/2 &)?] 
=—ıV%n 2 sin. 1/,@. cos. 1/g & 0. 


— Ver 





2 sin.!/, & 
1/g 
—— — 1 .  — } 1 
= —ıhV', (u sin. 1/, ou) O0. 
Nun ift aber: 
[sin 10.900 = — 2c08.1/; a md: 
0@ 
— — . . . 1 
sin. Yo 2 Log. nal.tang. \/, «& 


(j. analyt. Hülfslehren $. 26); 
daher hat man: 
2 = — h Vs (Log.nat.tang.\/ya& + 2 cos. Ya a) + Con. 
Da fir z = 0, & = 90°, tang. I) @ = tang. 221/,° = v2 -ı 
und cos.1,& — V!/; ift, fo folgt: 
Con. =h V!l [ Log. nat. (V2 — 1) 4 2 Vs] und: 


2) æ =h Vmo. nat. —— +2 (Vi), — (008.15 o)| 


— h[ı —V2 cos. , — V}y, Log.nat.(V2 + 1) tang.'/,o). 
Für & = 0 hat man: 
c08.13& —= 1 und Log.nalt.tang.!,a = — ©, 





910 Sechster Abſchnitt. Drittes Capitel. [$. 408. 
daher: 

e=+ oo; 
es iſt alfo HR die Afymptote, welcher fi der Durchſchnitt AOR der 
Oberfläche des Waſſers ohne Ende nähert. 


Anmerlung. Wenn man die Formel (1) umkehrt, aljo 
sin. a 4 VY% 
fest, fo fann man für jeden beliebigen Werth von y erfi « und hierauß wieder 
mittelft (2) den entfprehenden Werth von x berechnen. 
Die Meflungen, melde Hagen hierüber angeitellt hat, weiſen eine jehr gute 
Mebereinftimmung dieſer Theorie mit der Erfahrung nad. Dicjelben find mittelft 


einer matt geſchliffenen Meifingtafel an Brunnenwaſſer angeitellt worden und 
haben auf folgende Ergebnifje geführt: 








Lin Lin. gemeſſen 1,37 | 0,70 | 0,49 [0,34 |o,24 |o,ıs 10,12 |0,07 [0,04| 0,016 
© „ _gemeffen! 0,00 | 0,31 |0,63 | 0,94 | 1,26 | 1,57 | 1,88 |2,50 | 3,13] 3,74 
& „berechnet! 0,00 | 0,83 |0,64 [0,96 |ı,28 [1,6 [1,95 [2,47 | 3,01| 3,90 


Diefe Zahlenwerthe beziehen fi auf Parifer Linien. Aus A = 1,87 Linien 
berechnet fi 7 = 0,94, aljo, da eine Eubiflinie Wafjer 0,01148 Gramm wiegt: 


S = 0,94 . 0,01148 = 0,0108 Gramm. 
Da ferner 1 Par. Linie glei 2,255 Millimeter ift, jo hat man für Millimeter: 
2 = 3 2,2552 . 1,872 — 4,7823 und S —= 0,0048 Gramm 
als die Spannung eines Streifens Oberfläche von 1 Millimeter Breite, Der 
Heinfte KrümmungShalbmeffer folgt zu 
r = 0,68 Linien = 1,53 Millimeter. 


Tafeln von Buchsbaum, Thonjchiefer und Glas gaben diejelben Nefultate. 


8.408. Paralleltafeln. Zwiſchen zwei jehr nahe geftellten Tafeln DE, 
DE, Sig. 724, erhebt fid) da8 Waller nicht allein an den Rändern, fondern 
Sig. 724. aud) in der Mitte, und es bildet die Oberfläche 
deffelben nahe den halben Mantel eines elliptifchen 
Cylinders. Die eine Halbare des elliptifchen Durch⸗ 
ſchnittes ift der halben Weite CA = a und bie 
andere Halbare EB= bder Differenz AF— BG 
— hs — Ih, zwilchen ber größten und Fleinften 
Erhebung (hs und h,) der elliptifchen Oberfläche 
ABA über dem allgemeinen Wafferjpiegel gleich. 
Nach dem Ingenieur ©. 171 ift.der Krümmungs- 
halbmeſſer der Ellipfe in A: 


D:D 
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— 2 

„te: MM nd der in B: 
a a 
a? a? 

7 TR | 

daher bat man nad) $. 405 die Erhebung der Oberfläche des Waflers in A: 
8 as 
h= Pr 7 — my und in B: 
h _— (Ra — h,) 8 . 
1 2 
13 r ar 
Durch Subtraction dieſer Gleichungen von einander erhält man: 


8 n- FI 
M-h=, G Im a? 


=, 2); 


ymh=a ln 
3 n=1VElı eo) +), 


18 
3) h = u J + 425 
und endlich das Verhältniß: 


oder: 


daher folgt: 


— ha — hı _ day — 1.8 
h, 8 Y 
Iſt a fehr Hein, fo fann man 
1 8 
»=h 77 


fegen, dann wächſt alfo die Erhebung der Oberfläche des Waffers 
umgekehrt wie der Abftand der Tafeln von einander. 
Genauer ift aber 


tr =2:2 + Ya m 


—_1,8 ’ M)=2.,-' 
a y — 15 Ss — 0 Y /s 0. 
Umgelehrt folgt hiernach: 
8— ahı + . 


u 


EB a 
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Diefe Formeln ftimmen, wenn der Abftand der Tafeln ſehr Hein, nament⸗ 
lich * noch nicht 2/, iſt, ſehr gut mit den Beobachtungen überein. 
1 


Hagen fand bei Berfuchen mit zwei parallelen Plantafeln in Brunnen- 
waſſer im Mittel durd, Beobadytungen : 
hı = 1,55, hg — 2,09 uud h = 1,38 Parifer Linien 
und durch Rechnung: 


= 1,04, Aa = 2,12 und h = 1,44 Pariſer Linien. 
Neuere Berfuche (ſ. Poggendorff's Annalen, Bd. 77) ee für 


a — 0,360; 0,5875; 0,7575 Linien, 
hı= 2,562; 1,429; 1,068 „ und 


8 000; 0,907; 0917 , 


aljo im Mittel 


— 0,9243 und S — 0,0106 Gramm, 


für Barifer Maß: r 
8 


fr Metermaß: — 4,702 und S = 0,0047 Gramm. 


(Vergl. den vorigen Paragraphen.) 


$.409. Haarröhrchen, Die Erhebung der Oberfläche des Waſſers in ſenk⸗ 
rechten engen Röhren, oder ſogenannten Haarröhrchen läßt ſich bei Zu 
grundelegung der Yormel 


Ss/1ı 1 
— — — — 


Y Xri 72 


des 8. 406 leicht finden, wenn man annimmt, daß die Oberfläche (der 
Gig. 725. Meniscus) ein halbes Sphäroid ABA, Fig. 





Mg 


_8(! 
ıy 

8 
h= =, 


725, bilde, deſſen freisförmige Bafis A A mit dem 
Querſchnitte der Röhre zufammenfällt. Behalten 
wir die Bezeichnung des vorigen Paragraphen bei, 
fegen wir aljo wieder die halbe Köhrenweite CA 
— a und die Minimal- und Marimalerhebung 
BG und AF des Waſſers in der Röhre über 
dem allgemeinen Waflerfpiegel ZR gleich Ak, und 
ha, jo haben wir in 


1 + —); n=aımdr; nn und in 


3 
+), —— no: zu jegen, weshalb num 
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n=,(t ng) 
MEBELIRCTLN 


7 folgt. 
Durch Subtraction der sten eihunge von einander erhält man: 
msi ı __ _2;h) 
htm —) 
oder: _ 
=; 1 a 2 
ih mn z) 
aud): 


G+5)m- Mm hit=a. 
Iſt a Mein, jo kann man aud) 


m — Ah)? — (hs — h?=a 
fegen, woraus dann 
a — hi — a4 
folgen würde. Nimmt man aber rg — — a + Ö an, und ſetzt 
(a — hı)? = a? + 2 ad, fowie (hd — hı)? = a! + 3a, 
jo erhält man: 


(% + n (0° + 3028) — — (a + 208) =a 


y Y 2 
et lgta) ai 20=0, 
und es folgt: 


io __ te _ 
— 7 3ya? + 48 


Hiernad) ift num 
— En — y 
hr h, =ua , 


_ ?. 
oder annähernd, d —= 13 


daher: 

_ 28,1 ye\ _2,.8_.« 
hal ıS) ay 2 und 
Weisbach's Lehrbud der Mechanik. I, 58 


8. 410. 
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_8/1 a 25871 a ya? 
et) »(1+5)1 
48 
srı 1 yaılı _2 8 —— 

+, —43. 

Es wächſt alſo bei den Haarrohrchen die mittlere Erhebung um—⸗ 
gelehrt wie die Röhrenweite. 

Auch hat man zur Beftimmung von 8: 


5 __ a? 
» sah + vr 


Beobachtungen, welhe Hagen mit Brummenwaffer an Haarröhrchen ans 
geftellt hat, gaben Folgendes: . 








Röhrenweite a, Linien . . » | 0,295 |0,336 | 0,418 | 0,546 | 0,647 | 0,751 | 0,765 


. 10,08 |8,50 |6,87 16,17 |428 |372 |8,59 






Erhebung A,, Linien . - 






Spannungsmaß r ‚ Gramme | 1,508 1,455 1,458 | 1,478 | 1,478 | 1,512 | 1,494 


Nach diefen Verſuchen ift alfo im Mittel 
für Parifer Linien: = 1,482 und S = 0,017 Gramm, 


fiir Millimeter: m — 7,54 und S= 0,0075 Granm. 


Es ift aljo anzunehmen, daß die Spannung des Waffers an der Ober- 
fläche in jedem Streifen von 1 Millimeter Breite S zwiſchen 0,0047 und 
0,0075 Gramm beträgt. Die Abweichungen diefer Werthe follen ihren 
Grund darin haben, daß die Spannung 8 ber Oberfläche des Waflers mit 
der Zeit abnimmt, und bei dem gelochten Waſſer viel Kleiner ausfällt als 
bei dem frifchen Wafler. 


Die vorftehende Theorie findet auch in dem Falle ihre Anwendung, wenn 
die Wand nicht von der Fläffigkeit benegt wird; es findet hier keine 
Erhöhung, fondern eine Senkung der Oberfläde ftatt, und es ift die 
letztere auch nicht concan, fondern conver. Die aus dem Niveauabftande B G, 
Fig. 726, entftehende und von unten nad) oben wirkende Berticalfraft P 
wird auch hier durch die Spannungen 8 und S ber Oberflähe ABA 
der Flüffigkeit in der Höhre aufgehoben. Die Adhäſionskraft des feften 
Körpers kommt hierbei, der vorftehenden Theorie zu Yolge, nicht weiter im 
Betradit. 
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Setzt man die Kraft, mit welcher die Röhrenwand die Flüſſigkeitsſäule 
B @, Sig. 727, an fid) zieht, dem Nöhrenumfange proportional, fegt alfo 
Sig. 726. | Fig. 727. 





für eine eylindriſche Röhre diefe Kraft P = u.2a, wo u einen 
Coefficienten ausdrüdt, jo hat man: 

zarhy = una, 
und daher die mittlere Erhebung bes Waſſers in der Röhre: 


LER 
ay 
Für zwei parallele Tafeln ift dagegen P=2gul und P = 2ahly, 
wo 3 die unbeftimmte Ränge der Waſſerſäule bezeichnet, und daher: 


h= 14 ; 
ay 
d. i. halb fo groß wie bei der Röhre, wenn der Abitand 2a der Tafeln der 
Röhrenweite gleich ift. Dieſes ſtimmt auch mit den Nefultaten der legten 
Paragraphen volllommen. 

Nach den Hagen’fchen. Verfuchen hängt die Teftiglfeit oder Spannung 
der Oberfläche einer Flüſſigkeit nicht von dem Grade ihrer Flüffigfeit ab, 
ift aber um fo größer, je ſchwerer die Flüffigfeit an anderen Körpern haftet. 
Nach Anderen, namentlid; nad) Brunner und Frankenheim (f. Boggen» 
dorff’s Annalen, Bd. 70 und 72), nimmt aber die Steighöhe A in ben 
Haarröhren und folglich auch S ab, wenn die Temperatur der Flüſſigkeit 
eine größere wird. 

Für Altohol ift S ungefähr die Hälfte und für Duedfilber das Achtfache 
von der Feftigkeit der Oberfläche des Waſſers. 


Anmerlung 1. Hagen findet durch Mefiung und Wägung von Flüffigfeits- 
tropfen, welche fid von den Grunpflädden Heiner Eylinver losreißen, ziemlid) dies 
jelben Werthe wie durch die Beobachtungen an Gapillartafeln. Ebenjo haben die 
Verſuche mit Adhäfionsplatten eine gute Webereinftimmung geliefert, unter ber 
Vorausſetzung, daß der Kraft zum Losreißen einer Platte durch das Gewicht des 
gehobenen Flüffigkeitscylinder8 und durd die Spannung in dem Mantel diefes 
Eylinders das Gleichgewicht gehalten wird. 


58% 
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Anmerkung 2. Die Anzahl der Schriften über die Capillarität iſt zu groß, 
als daß Hier eine vollſtändige Mittheilung derſelben erfolgen könnte. Es haben 
th mit diefem Gegenftande die größten Mathematiker, wie Laplace, Poiſſon, 
Bauß.u. |. mw. beſchäftigt. Eine vollftändige Mittheilung der älteren Literatur 
findet man in Frankenheim's Lehre von der Cohäfion. Die Schrift, welche 
bei Bearbeitung diefes Capitels vorzüglich benutzt wurde, ift folgende: Ueber bie 
Oberfläche der Wlüffigkeiten von Hagen, eine in der Königl. Akademie der 
Wiſſenſchaften gelejene Abhandlung, Berlin 1842. Eine neue phyfikalifche Theorie 
der Gapillarität von 3. Mile enthält Bd. 45 von Boggendorff’3 Annalen 
(1838). Es gehören hierher auch Boutigny’s Studien über die Körper im 
iphäroidalen Zuftande, deutſch von Arendt. Leipzig 1858. 


| Viertes Capitel. 
Vom Gleichgewichte und Drude der Luft. 


Spannkraft der Gase. Die uns umgebende atmofphärifche Luft, 
Fig. 728. jowie auch alle übrigen Ruftarten oder Gafe befigen, 

| in Folge der Repulfinkraft ihrer Theile ober Moleküle, 

ein Beftreben, einen größeren und größeren Raum ein- 
zunehmen. Man erhält daher eine begrenzte Luftmaſſe 
nur durch Abfperren derjelben in vollkommen verjchloffenen 
Gefäßen. Die Kraft, mit welcher fi) die Gafe aus⸗ 
zubehnen fuchen, heißt ihre Elafticität, Spann- 
fraft oder Erpanfivfraft. Sie äußert fi durch 
einen Drud, welchen da8 Gas gegen die Wände des 
dafjelbe einjchließenden Gefäßes ausübt, und ift infofern 
von der Klafticität der feften oder tropfbar flüffigen 
Körper verjchieden, als fie in jedem Zuftande der Did 
tigfeit fi wirffam zeigt, wogegen die Exrpanfivfraft der 
legtgenannten Körper bei einem gewiffen Yuftande der 
Ausdehnung Null if. Man mißt den ‘Drud oder die 
Spannkraft der Luft und anderer Gafe durch Baro- 
meter, Manometer und Ventile. Das. Baro- 
meter wird vorzüglich angewendet, um ben SDrud der 
Atmofphäre zu beftimmen. Das gewöhnliche oder ſo⸗ 
genannte Gefäßbarometer, Fig. 728, befteht in einer, 
an einem Ende A verjchloffenen und am anderen Enbe 
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B offenen Glasröhre, welche, nachdem fie mit Quedfilber gefüllt ift, ums 
geftürzt und mit ihrem offenen Ende in ein ebenfalls Duedfilber enthaltenbes 
Gefäß CD eingetaucht wird. Nach dem Umkehren diejes Inftrumentes 
bleibt in der Röhre eine Duedfilberfäule 3 $ zurüd‘, welcher (|. 8. 401) 
durch den Drud der Luft gegen die Oberfläche ZZR des Duedfilbers das 
Gleichgewicht gehalten wird. Der über der Duedfilberfäule befindliche 
Raum AS ift luftleer; e8 erleidet daher diefe Säule von oben keinen Drud, 
weshalb denn auch die Höhe diefer Säule, oder vielmehr die Höhe des 
Uuedfilbers in berfelben über dem Duedfilberjpiegel IR im Gefäße als 
Maß des Luftbrudes dienen kann. Um diefe Höhe bequem und fcharf meffen 
zu lönnen, ift eine genau eingetheilte Scala angebracht, welche längs der 
Röhre Hinläuft und nad) Befinden nod) mit einem verfchiebbaren Zeiger 8 
verjehen ift. 

Anmerlung. Die ausführliche Beſchreibung der verfchiedenen Barometer, die 


Anleitung zum Gebrauche derfelben u. |. w. gehört in die Phyſik. Siehe Lehr⸗ 
buch der Phufit und Meteorologie von Müller, Bd. IL, u. a. a. O. 


Atmosphärendruck. Durch Barometer hat man gefunden, daß bei $. 412. 
einem mittleren Zuftande der Atmofphäre und an wenig über dem Deere 
- gelegenen Orten dem Luftdrucke durch eine ungefähr 0,760 Meter ober 
nahe 28 Parifer Zoll = 29 preuß. Zoll hohe Duedfilberfäule von Null 
Grad Wärme das Gleichgewicht gehalten wird. Da das fpecifilche Gewicht 
des Duedfilbers bei Null Grab 13,6 ift, fo folgt, daß der Luftbrud auch 
gleich ift dem Gewichte einer 0,76 . 13,6 — 10,336 Meter = 31,73 Par. 
Fuß — 32,84 preuß. Fuß hohen Waſſerſäule. 

Man mißt die Spannung ber Luft aud) oft durch den Drud, welchen 
diefelbe auf die Flächeneinheit ausübt, und es ift alfo der Atmofphärens 
drud oder das Gewicht einer 0,76 Meter Hohen Duedjilberfäule bei 1 Duas 
dratmeter Bafis: 


2 = 0,76 . 13,6 . 1000 = 10336 Kilogramm. 


Da nun 1 Duabratzoll gleid) 0,000684 Qudratmeter ift, fo beträgt der 
mittlere Drud der Atmofphäre auf 1 Ouadratzoll (preuß.): 


0,000684 . 10336 — 7,071 Kilogramm — 14,142 Pfund. 


Den mittleren Barometerftand genau zu 28 Par. Zoll angenommen, 
erhält man den Atinofphärendrud pro 1 Duadratzoll (preuß.) zu 14,103 Pfund. 

Es ift ſehr gewöhnlic, in der Mechanik, den mittleren Atmofphärendrud 
als Einheit anzunehmen und andere Erpanfivfräfte auf diefen zu beziehen, 
alfo in Atmofphärendrliden oder Atmofphären, wie man ſchlechtweg fagt, 
anzugeben. Hiernach entfpricht dem ‘Drude von n Atmojphären eine Queck⸗ 
filberfäule von 0,76 .n Meter Höhe, oder ein Gewicht von 10336 .n Kilo⸗ 
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gramm auf jeden Quadratmeter gedrückter Fläche. Zur Vergleichung der 
verfchiedenen Angaben kann die folgende Tabelle dienen. 
















Quedfilber- 
ſäule 
in 
Metern. 





Queckſilber⸗ 
ſaͤule 
in 


Atmo⸗ 
ſphären. 






















10336 












1,816 1 36,84 43,21 13600 18,947 
0,0357 00272 | 1 1,173 369,14 0,505 
0,0304 0,0231 0,853 1 814,74 0,481 
0,000097 | 0,000074 0,0027 0,00818 1 0,00139 
0,0707 730,97 1 


1,98 


Beifpiele: 1) Wenn bei einer Wafjerfäulenmafchine das Waſſer 250 Fuß hoch 
über der Kolbenfläche fteht, jo ift der Drud gegen dieſe Fläche: 
250 . 0,0304 = 7,6 Atmojphären. 


2) Wenn der Wind eines Eylindergebläfes 1,2 Atmoſphären Spannung bat, 
fo ift der Druck defielben auf einen Kolben von 1,5 Meter Durchmefler: 


PR=15.7.12. 10836 = 21916 Rilogremm. 
Da die Atmofphäre auf die Rüdfläche des Kolbens den- Gegenvrud 
pP, = 1,2 z . 10836 = 18263 Kilogramm 


ausübt, jo Folgt die Kolbenkraft: 
P=P, — P, = 21916 — 18263 = 8653 Kilogramm. 
8) Wenn in dem Gondenjator einer Dampfmaſchine eine Spannung ftattfinbet 
von 3 Bar. Zoll Duedfilberjäule, fo entſpricht diejelbe einem inneren Drude von 
8 .„ 3869,14 = 1107,42 Kilogramm 


auf jeden Quadratmeter. Da die atmoſphäriſche Luft auf diefelbe Fläche einen 
Drud von 10336 Kilogramm ausübt, jo haben die Wandungen des Eondenjators 
einem auf Zerdrüden (von außen nad innen) wirkenden Drude zu widerſtehen, 
welcher pro Quadratmeter 10836 — 11074 = 9228,6 ſtilogramm beträgt. 


Manometer. Um die Spannung ber in Gefäßen eingefchloffenen Gafe 
oder Dämpfe zu finden, werden barometerähnfiche Inſtrumente, welche man 
Manometer nennt, angewendet. Diefe Inftrumente werden mit Queck⸗ 
füber oder mit Wafler angefüllt, und find oben entweder offen oder ver 
ichloffen, im Iegteren Falle aber wieder im oberen Theile entweder Iuftleer ober 
mit Luft erfüllt. Das Manometer mitdemluftleeren Raume, Fig. 729, 
ift von dem gewöhnlichen Barometer nicht verfchieden. Um mit Hülfe deffelben 
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die Spannung ber Luft in einem Behälter meffen zu können, wird eine 
Röhre CE angebradit, die mit einem Ende C in dem Behälter und mil 
dem anderen Ende Z über dem Quedfilberfpiegel HR im Gehäufe ZDR 





des Inftrumentes ausmlindet.e Der Raum MER über 
dem Duedfilber wird dadurd mit dem Luftbehälter in Com 
munication gefegt; es nimmt daher die in ihm befindliche 
Luft die Spannung der Luft im Behälter an und brildt eine 
Duedjilberfäule BS in die Röhre, welche fich mit dem zu 
meſſenden Luftdrude ins Gleichgewicht fegt. 

Derartige Inftrumente, die fich befonders zur Meſſung 
von Spannungen eignen, welche Kleiner find, als der äußere 
Atmoſphärendruck, werben dfter bei den Condenfatoren der 
Dampfmafchinen sc. angewandt und führen dann wohl den 
Namen Bacuummeter. Man kann die legteren auch jo 
einrichten, daß das Gefäß ZR wie in Fig. 728 der äußeren 
Luft zugänglich ift, während man die Röhre BA bei A 
mit dem Condenfor in Verbindung fest. Erhebt ſich in 
diefem Falle die Flüſſigkei um BS — h über HR, und 
bezeichnet b den Barometerftand, fo findet man ink, —=b—h 
die Höhe derjenigen Flüffigfeitsfäule, welche dem Drude im 
Sondenfator entipriht. Man müßte daher die Scala von 
oben nad) unten antragen und den Nullpunft in eine Höhe 
gleich über ZR verlegen, was fir die Praxis wegen der 
barometrifchen Schwankungen aber unbequem ift (b vartirt 
etwa zwilchen 27 und 29 Bar. Zoll). 


Das oben offene Hebermanometer ABO, Fig. 730, giebt den Leber 
ſchuß der Spannung in einem Gefäße MN über den Atmofphärendrud, den 
fogenannten Weberdrud, an, weil diefer Spannung durch die Bereinigung 


Gig. 730. 





des Luftdrudes über S mit der Duedfilberfäule RS das 
Gleichgewicht gehalten wird. Iſt d ber Barometerftand und 
h der Manometerftand oder der Höhenabftand RS der Dueds 
filberfpiegel 7 und 8 in den beiden Schenfeln des Mano⸗ 
meters, fo hat man die durch die Höhe einer Quedfilberfäule 
gemeffene Spanmmg ber mit dem Heinen Schenkel com» 
municirenden Luft: 
—b+h, 
alfo den Drud auf 1 Quadratmeter: 
» = 369,14 (b + h) Kilogramm, 


oder den Ueberdrud: 


9, = 369,14 h Kilogramm. 
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Gewöhnlicher als die Hebermanometer find die Gefäßmanometer, 
wie ABCD, Fig. 731. Da hier die Luft durch eine größere Ducdjülber- 
Sig. 751. oder nad) Befinden Waſſermaſſe auf die Tlitffigfeitejänle 
wirkt, jo werden die Schwankungen der Spannung nicht jo 
ſchnell auf die Flüffigfeitsfänle Übertragen, und e8 wird das 
Meilen diefer mehr in Ruhe befindlichen Säule leichter und 
fiherer. Der Bequemlichkeit des Meſſens oder Ablefens an 
der Scala wegen bringt man oft noch in der Röhre einen 
von dem Duedfilber getragenen Schwimmer an, welcher 
duch eine liber eine Rolle geführte Schnur mit einem über 
der abwärts aufgetragenen Scala weggleitenden Zeiger 
verbunden ift. 

Die Manometer laſſen fi) natürlich, aud) zum Meflen des Drudes von 
Waller und anderen tropfbaren Tlüffigkeiten anwenden; man nennt fie aber 
dann Piezometer. 

Mit Hitlfe eines Ventil DE, Fig. 732, beftimmt fich ebenfalls, jeboch 
weniger ſcharf, die Erpanfivkraft des in MN abgeicjloffenen Cafes oder 

Sig. 732. Dampfes, wenn man das Lauf⸗ 
gewicht G fo ftellt, daß e8 eben 
dem Luft⸗ oder Dampfdrude das 
Gleichgewicht hält. 

St 08 = 8 die Entfer- 
nung des Schwerpunftes des 
 Hebeld von der Drehare C, 
CA = a ber Hebeların bes 
Laufgewichtes, CB —= b ber 
Abftand des Ventils von C, ferner Q das Gewicht des Hebels und V das 
Gewicht des Ventils, fo hat man, wenn noch P den Gas⸗ oder Dampfdrud 
gegen die untere Fläche des Ventils und P, den Atmofphärendrud auf die 
obere Bentilfläche bedeuten, fir den Zuftand des Gleichgewichtes: 

(P—- P)b=Vb+0s+ Ga; 








folglich: 
P-P V - 
Bezeichnet r ben Halbmeſſer des Ventils DE (d. h. derjenigen Kreis⸗ 


finte, in welcher das Ventil dichtſchließend den Ventilfig berührt), p bie 
innere und 9, die äußere Spannung, fo hat man: 


P=zarpw P, = zrtp,, daher: 
Vvb+Q0s+ Ga 


ır?:b 


Os + Ga 
b 


p=p + 
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Die Beitimmung von p durch Ventile ift deswegen unſicher, weil die 
Reibungswiberftände der Are C und des Ventil ſich einer genauen Bes 
ſtimmung entziehen, und weil, beſonders bei einer breiten Auflagerfläche des 
Bentils, der in Rechnung zu ftellende Halbmefler r ſich nicht mit Beſtimmt⸗ 
heit angeben läßt. Aus Ietterem Grunde ift e8 gerathen, das Ventil auf 
einer möglichft ſchmalen Fläche aufruhen zu laſſen. 


Beifpiele: 1) Wenn der Duedfilberftand eines oben offenen Manometer: 3,5 
Par. Zoll und der Barometerftand 27 Zoll beträgt, fo ift die entſprechende Ex⸗ 
panfiofraft : 

= 369,14 (b +4 A) = 869,14 . 30,5 = 11258,8 Rilogr. pro 1 Quadratmeter. 

2) Der Waflermanometerftand eines Windregulators in einem Huttenwerke 
beträgt 3,5 Zub. Wenn man den Wind unter einen unten. in Wafler tauchenden, 
oben gejchlofienen Eylinder (Glocke) leitet, um eine auf der Glocke ruhende 
Belaftung von 600 Kilogramm zu erheben (pneumatiſcher Gichtaufzug), wie groß 
muß der Durchmeſſer dieſes Eylinders mwenigftens fein, wenn dag Eigengewicht 
defielben 200 Kilogramm beträgt ? 

Der Ueberdruck der Gebläfeluft über die äußere Atmoſphäre beträgt pro 
Quadratmeter: 

p = 314,74.3,5 = 1101,6 Kilogramm. 


Damit die Laft von 800 Kilogramm dur die Spannkraft der Luft getragen 
werde, muß der Eylinderguerjänitt mindeſtens org = 0726 Quadratmeter oder 
der Durchmeffer 0,961 Meter betragen. Rimmt man dafür 1 Meter Durchmeſſer, 
jo beträgt der Meberdrud der Luft über das Gewicht der Laſt: 

0,785 .1101,6 — 800 = 64,8 Kilogramm, 
welcher Ueberdruck, abgeſehen von ſchädlichen Widerfländen, eine Beichleunigung 


der zu hebenden Laft von — 9,81 = 0,78 Meter erzeugen würde. 

8) Der obere abgeſchliffene Rand eineß gußeifernen unten geſchloſſenen Cylinders 
von 0,3 Meter lichter Weite ift mit einer aufgejchliffenen Platte bevedt. Wenn 
nun die Luft aus dem Gylinder jo weit ausgepumpt wird, daß ein Bacuummeter 
eine Spannung der Luft im Innern von 10 Zoll (Par.) Quedjilber zeigt, wie 
groß ift die Kraft zum Abreißen des Dedels bei einem Barometerftande von 
27 Bar. Zoll? Der äußere und der innere Drud betragen pro Quadratmeter 
teip. : 

p = 369,14.27 = 9966,8 und 2, = 369,14.10 = 3691,4 Kilogramm. 


Der Dedel wird daher von der atmoſphäriſchen Quft mit einem Ueberbrude von 
0,82 J. (9966,8 — 8691,4) = 0,07.6275,4 — 439,3 Kilogramm 





auf den Cylinder gepreßt. Wenn der Eylinder nit auf dem Fundamente bes 
feftigt wäre und ein Eigengewidt von 300 Kilogramm hätte, jo würde jchon 
ein Heberdrud von oe — 4285,7 Rilogramm per Quadratmeter genügen, um 
den Eylinder durch eine am Dedel angreifende Kraft emporzubeben. Diejem 
Meberdrude entſpricht eine Quedfilberfäule von 0,0027.4285,7 = 11,57 Bar. 
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Zoll, fo daß der gedachte Zuftand eintreten muß, ſobald im Innern des Gylinders 
die Spannung der Luft 

27 — 11,57 = 15,43 Bar. Zoll Quedfilberjäule 
beträgt. 


4) Ein Sicherheitsventil von 0,05 Meter Durchmeſſer und 1,2 Kilogramm 
Eigengewicht ſoll durch ein Laufgewicht von 10 Kilogramm fo belaftet werden, 
daß e3 bei einem Ueberbrude des Dampfes über den äußeren Luftdruck von 
3 Atmofphären fi öffnet. In welcher Entfernung vom Drehpuntte des Hebels ift 
der Schwerpuntt des Belaftungsgewichtes anzubringen, wenn der Hebel ein Eigen- 
gewicht von 1,5 Kilogramm und fein Schwerpunkt einen Abftand von 0,3 Meter 
vom Drehpuntte, daB Ventil aber einen ſolchen von 80 Millimeter davon hat? 

Iſt 3 die gejuchte Länge, jo hat man: 

10336 .3. 3,14. 0,0252. 0,080 = 1,2.0,080 + 1,5.0,8 + 10.3; 


woraus 1 ⸗ ae — oe — 0,431 Meter folgt. 


Mariotte’sches Gesetz. Die Spannung ‚der Safe wächſt mit der 
Derdichtung derfelben; je mehr man ein gewifjes Luftguantum zuſammen⸗ 
drückt oder verdichtet, defto größer wird auch defien Spannkraft, und je mehr 
man dafjelbe fid) ausdehnen oder verdünnen läßt, defto Kleiner zeigt ſich aud) 
feine Erpanſivkraft. Das Verhältniß, in welchem die Spannfraft und bie 
Dichtigkeit oder da8 Volumen der Safe zu einander ftehen, wird durch das 
von Mariotte (oder Boyle) entdedte und nad) ihm benannte Geſetz aus- 
gedrüdt. Es behauptet, daß die Dichtigkeit einer und derſelben 
Luftmenge der Spannkraft derjelben proportional, oder, da die 
Räume, weldje von einer und derfelben Maſſe eingenommen werden, den 
Dichtigkeiten umgefehrt proportional find, daß ſich die Bolumina einer 
und derfelben Gasmaffe umgekehrt wie deren Erpanfivfräfte 
verhalten. Wird demnach eine gewiſſe Luftmenge bis auf die Hälfte ihres 
anfänglichen Volumens zufammengedrüct, ihre Dichtigkeit alſo verdoppelt, fo 
ftellt fich auch) ihre Spannung doppelt jo groß heraus als anfänglich, und 
wird ein gewifjes Luftquantum bis auf das Dreifache feines anfänglichen 
Raumes ausgedehnt, alfo feine Dichtigfeit bis auf den dritten Theil herab- 
gezogen, ſo bleibt aud) die Erpanfivfraft deflelben nur ein SDrittel von der 

Sig. 738. anfänglichen Spannkraft. Iſt z. B. unter dem Kolben 
EF eines Cylinders AC, Fig. 733, gewöhnliche 
atmofphärifche Luft, welche anfänglich auf jeden Qua⸗ 
dratzoll mit 14 Pfd. drüdt, jo wird diefelbe mit 
28 Bd. drüden, wenn man den Kolben nah E, Fi 
geſchoben und dadurch die eingefchloffene Luft bis auf 
die Hälfte ihres anfänglichen Volumens zufanmen- 
gedrückt hat, und es wird biefe Kraft 3. 14 = 42 Pfund 
betragen, wenn ber Kolben nad) Fꝛ F3 gelommen ift 
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und zwei Drittel der ganzen Höhe zurldgelegt hat. Iſt der Inhalt ber 
Kolbenfläche 1 Quadrameter, fo beträgt der Atmofphärendrud gegen diefelbe 
10336 Kilogramm; um daher den Kolben um die halbe Eylinderhöhe nieder- 
zudrücken, find nad) und nad) 10336 Kilogramm, und um ihn um zwei 
Drittel diefer Höhe niederzufchieben, 20672 Kilogramm auf denfelben aufs 
zujegen u. ſ. w. 

Ebenſo läßt ſich durch Zugießen von Duedfilber in die mit dem Lufts 

cylinder A C, Fig. 734, communicirende Röhre G, H das Mariotte’fche 

Sig. 734. Sefe prüfen. Hat man anfänglic) durch die Queck⸗ 
@, ſilbermaſſe DEF H eine Luftjäule A C abgefperrt, welche 
mit der äußeren Luft gleiche Spannkraft befigt, und 
fpäter durch zugegofienes Duedfilber den Lufteylinder bis 
auf die Hälfte, auf das Viertel u. |. w. des anfänglichen 
Bolumens zufammengedrüdt, fo wird man finden, daß 
die Niveauabftände Gh Hi, Ge H, u. |. w. der Ober⸗ 
H, flächen des Duedfilbers der einfachen, dreifachen Baro- 
H, meterhöhe db u. ſ. w. gleich find, daß aljo, wenn man 
hierzu die dem äußeren Luftdrude entfprechende einfache 
Höhe addirt, die Spanntraft zweimal, viermal u. |. w. 
fo groß ift als beim anfänglichen Volumen. 

Sehr leicht läßt ſich auch die Richtigkeit ded Mariotte’fchen Gefeges bei 
der Ausdehnung der Luft nachweifen, wenn man eine cylindrifche (gut calis 
brirte) Röhre AB, Fig. 735, ſenkrecht in das Queckſilber (Waffer) taudıt 

und, nad) gehörigen Berfchluffe des 
Big. 788. | oberen Endes A, das abgefchlofiene 
Luftvolumen AE (1) durch behuts 
fames Aufziehen diefer Röhre aus- 
dehnt, jo dag es nun ein Volumen 
4A, Eı (II.) annimmt. Die Dichtig⸗ 
feiter der Luft in diefen Räumen AE 
und A, Eı find jedenfalls den Höhen 
AC und A, Ci derjelben umgekehrt, 
und ihre Spannungen den Diffe⸗ 
— —— renzen zwiſchen dem Barometerſtande 
MOB 07 db und den Höhen OD und C,D, 
1 j der über der Oberflähe ZR des 
Duedjilbers ftehenden Queckſilber⸗ 
fäulen DE und D, E, direct proportional. Es ift folglich nad) dem Ma» 
riotte’schen Gefege: 





» 


— 





40 — 060D 
AG —d-cD 
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was auch durch die Beobachtung bei jeder beliebigen Eintauchung der Röhre 
AB bejtätigt wird. 

Sind k und h, oder p und pı die Spannfräfte, y und Y, die entipre 
chenden fpecifiichen Gewichte und 9 und P, die zugehörigen Volumina einer 
und derjelben Luftmenge, jo hat man nach dem angegebenen Geſetze: 


Y Pie: h p ; 
— ———-; oder V — Py, ſowie Y,p9ı = Vp; daher 
» 


h 
y= = y- 7, ſowie 9 = „ve — 


Hiernach läßt FR die Dichtigfeit und auch das Volumen der Cuft v bon einer 
Spannung auf die andere reduciren. 


Anmerkung. Nur bei jehr großen Preflungen der Luft fommen bemerfbare 
Abweichungen von dem Mariotte’fchen Gejege vor. Nah Regnault iſt z. B. 
für atmofphärifche Luft, wenn das Luftvolumen V, von 1 Meter Prefiung in V 
übergeht, die Prefijung a 


= z RE — 0,0011054 (7 = 1) 4 0,000019381 F en 1) ] Meter, 


jo daß für 2 = 5 10 15 20 


» = 4,97944 | 9,91622 | 14,82484 | 19,71988 Met. ausfällt. 

Beijpiele. 1) Wenn bei einer Gebläjemajchine der Manometerftand 80 Millimeter 

Duedfilber beträgt, fo iſt die Dichtigkeit des Windes 7 FIN — 1,106 mal 

jo groß, als diejenige der atmoſphäriſchen Luft bei 0,760 Meter Barometerfland, 

und da ein Eubifmeter der legteren ein Gewicht von 55 1000 1,299 Kilogr. 

bat, fo wiegt ein Cubikmeter Gebläſeluft hier 1,299 . 1,105 — 1,435 Kilogramm. 

Dig. 736. 2) Ein cylindriiches Geſaß ABCD, Fig. 736, 

— 777 befien äußerer Halbmefjer R, innerer Halbmefier r 

und deflen Höhen außen und innen rejp. Z und I 

find, wird in verticaler Richtung mit dem unteren 

Rande um die Größe A ins Wafler getaucht, wie 

hoch fteht das Wafler im Innern des Gefäßes 
über dem Rande? 


= Die bei beginnendem Eintauden in dem Gefäße 

— abgeiperrte Luft von atmofphärifher Spannung b 

"= (in Waflerfäule gemefien), hat ein Volumen zr?l. 

— Iſt das Waſſer nad) geichehener Eintauchung bis zur 

Tiefe A im Innern um die Größe EF—=R er⸗ 

hoben, jo beträgt das Luftvolumen nunmehr ar?(? — A). Da der Drud, unter 

welchem die Luft im Innern des Gefäßes fteht, durch eine Waflerfäule d + HE 

—=b+h— ı ausgevrüdt ift, fo hat man nad dem Mariotte'ſchen Geſetze: 
arl:nt—-A)=b+h—ıA:b 





oder: 
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2-2 RD +Al= 0, woraus 
— — u —— Al folgt. 


Der Auftrieb A, welchen der eingetauchte Eylinder durch das Waſſer erfährt, 
und welder nad $. 391 gleich dem Gewichte der verbrängten Wafjermenge ift, 
berechnet fi zu: 

nRihy — nrdıy=n(R?h — rl) y. 
Iſt z. B. R 1 Mee, r = 0,98 Meter, L = 15 Meter, I = 1,47 Meter 
und A = 1,2 Meter, jo hat man bei einem Barometerftande db = 10,336 Meter 
(Wafferjäule): 


= SHE — 1,2.1,47 — 0,134 Met. 


Der Auftrieb beträgt bei diejer Eintauchung: 

A = 8,14 (1?. 1,2 — 0,982 . 0,134) 1000 = 8364,2 Rilogramm. 

Wenn aljo der gußeijerne Eylinder ein Gewicht von 

G=(n.1215 — rn. 0,98. 1,47) 7,5..1000 = 2091,2 Rilogramm 
hat, fo würde die voraußgejegte Eintauchuug noch eine Belaflung des Eylinders von 
A — G = 33642 — 2091,2 = 1273 Kilogramm 
erfordern, wenn von dem geringen Gewichte der eingefchloffenen Luft abgejehen wird. 

Wenn der Eylinder volftändig unter Waſſer getaucht wird, ſo iſt der Auftrieb 
ausgedrückt durch: 

A, =nR!Ly— ar GRLArTM y. 

Dieſe Kraft wird um jo Heiner, je größer A ift, d. h. je tiefer der Cylinder 
eingetaucht wird, und es giebt eine beftimmte Tiefe der Eintauchung, für welche 
der Auftrieb A, gerade glei dem Eigengewichte GE fein muß. Um dieje Lage, 
in welder der Eylinder ſchwimmen würde, zu ermitteln, jege man G = A, oder 

G = 0912 = r (121,5 — 0,9824) 1000; hieraus folgt: 
1,5 — 0,666 _ 
Sig. 737. Die Tiefe A, , bei welder das Wafler im In⸗ 
| nern des Eylinders um dieſe Größe A erhoben ift, 
0 R findet fih nun nad dem Mariotte’ichen Geſetze 


| 

| dur: 

= | ==: ee ee d zu: 
|| 5 10,336 . 0,889 
| =, — on 


+ 0,869 = 15,813 Meter. 


An diefer Tiefe würde die Blode im labilen 
Gleichgewichtszuſtande ſchwimmen, denn jede Vers 
größerung der Tiefe ſowohl wie des Barometers 
ftandes würde A vergrößern, aljo den Wuftrieb 
vermindern, jo daß die Glode nunmehr zu Boden 
finten würde, während jede Verminderung der Tiefe 
oder des Barometerftandes eine Vergrößerung des 
Auftriebes erzeugt, in Folge deren das Gefäß 
big zur Oberfläche emporfteigt. 
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Bei Taucherglocken, Fig. 787 (a. v. S.), pflegt das Eigengewicht der Glocke 
den Auftrieb zu übertreffen, und wird daß Steigen des Waſſers im Innern der 
Glocke dur Einpumpen atmoſphäriſcher Luft durch den Schlau S verhindert. 


Die Dichtigkeit der Luft in der Glocke ift mal fo groß, als diejenige der 
äußeren Luft. 





b 


Arbeit der comprimirten Luft. Die Arbeit, welche aufzuwenden 
ift, um ein gewiſſes Tuftquantum bis zu einem gewiſſen Grade zu verdichten, 
fowie die Arbeit, welche die Luft bei ihrem Ausdehnen zu verrichten vermag, 

Sig. 738. beftimmt fich in folgender Art. Es fei in einem Cy⸗ 
linder AC, Sig. 738, durch einen dichtichließenden 
Kolben EG ein Duantum Luft AEG B abgefperrt, 
deren Spannung gleich 9 fei, und e8 bezeichne 9, die 
Spannung, welche biefelbe Luft angenommen hat, 
nachdem ber Kolben aus der Tage EG in diejenige 
Eı, Gı gebradht worden if. Sept man AE — | 
und AE, =, fo ift nad) dem Mariott e'ſchen 
Gefege, wenn man die Temperatur als unveränderlich 
vorausſetzt: 





? 
9%:p=l:l ben =T 


- Während ber Bewegung des Kolbens durch das fehr Heine Wegtheilchen 
E, E, = A darf die Spannung der Luft conftant gleich 9, angenonmen 
werden, und e8 berechnet fich die dieſem Wegtheilchen entjprechende Elementar- 
arbeit, wenn F' den Kolbenquerjchnitt bedeutet, zu: 


lı 
Da A und ulfo aud) = immer als eine fehr eine Größe anzunehmen 
1 


ift, fo darf man 2 = Log.nat. (1 + 2) jegen *), folglich ift die obige 
1 1 
Elementararbeit: 


Fpl F. Log.nat. (1 +2) = FI. Log. na. tt 
1 


1; 
— Fpl [Log. nat. (li + A) — Log. nat. 1]. 


*) Nach $. 19, analyt. Hülfsichren, te—=1+x + 8 4 * 4... 


daher für ein kleines x gefegt werden Tann: 
ee =1-+ x, oder z= Log. nat. (1 + x). 
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Denkt man fid) den ganzen Weg E Er aus n fehr Heinen Theilen A 
zufammengefegt, fo daß alfo EEL = — ı = nA geſetzt werden kann, 
fo findet man die zum Verdichten erforderliche Gejfammtarbeit als bie 
Summe aller derjenigen Clementararbeiten, welche man erhält, wenn man 
in dem Ießterhaltenen Ausdrude nad) und nad 
u, A+4ı 4 +24, u +34,...ı + R—1)4 anſtatt 2, und 
A + 1, ı + 2A, l, + 34, I, + 4A, ... I, +ni anftatt A, + 1 
einſetzt. 

Durch Ausführung der angedeuteten Summation erhält man die Ges 
fammtarbeit: 


Log.nat.(, +4) — Log. nat. li + 

Log.nat.(l; + 2A) — Log.nat.(lı +4) + 

Log.nat.(lı + 3A) — Log.nat.(h +24) + 
A=fFlp . . 


Log. nat, (ı +nA) — Log. nat, [1 +(%—1)4] 
— Fip[Log.nat. (h + #2) — Log.nat.4,] = Fip Log.nat. 
1 


da ſich immer das vorſtehende Glied einer Reihe mit dem nachſtehenden 
Gliede der folgenden Reihe aufhebt. 
Bezeichnet man mit 9 das urſprüngliche Volumen 46 und mit Vi das 
nachherige Volumen A Gi, jo hat man, da V= Pl und 9, = Fi, if: 
A=Vp Log.nat. —— Vp Log.nat. — Vp. Log. nat. A, 
1 Vi pP 
Um aljo eine Luftmaſſe von dem Volumen 9 und der Spannung p durch 


Verdichtung auf das Volumen V, und auf die Spannung pꝛ = zu 


1A 
n? 
bringen, it eine mechaniſche Arbeit 4 S 79 Log. nat. 7 aufzuienben 
1 

nöthig, und wenn dieſe Luftmenge aus dem Volumen Y, wieder auf das 
Bolumen V ſich ausbehnt, ift fie im Stande, den gleichen Betrag an mecha⸗ 
nifcher Arbeit zu verrichten. Wenn die Rückfläche des Kolbens EG hierbei 
ber atmofphärifchen Luft ausgefegt ift, fo hat man natürlich die Arbeit des 
äußeren Luftdrudes entfprechend zu beriidfichtigen, welche im vorliegenden 
Valle ſowohl beim Zuſammendrücken, wie bei der Ausdehnung fich zu 


A=Fnl-W=Fn(1-7)=F/n(1-2) 


beftimmt, unter po die Größe des äußeren Luftdrudes verftanden. 





928 Sechster Abſchnitt. Viertes Capitel. [8. 415. 


Mit Hülfe der Integralcechnung beftimmt fich die zur Compreffion der 
Luft erforderliche Arbeit folgendermaßen. Wenn x den Abftand des Kolbens 
EG von AB in irgend einer Kolbenftellung JK bedeutet, fir welche die 


Spannung des Gaſes 2, — P— beträgt, fo ift die elementare Arbeit 


während bes unendlich Heinen Kolbenweges dx durch F.9.Oz—=Fp 4 0x 


gegeben. Die Gefammtarbeit zwifchen den Grenzen = Jund æ — 1 
beträgt daher: | 


I 
A= rn [ E= Fpl. Log. nat. * wie oben. 
1 


Anmerkung. Bei mäßigen Spannungsdifferenzen (p, — p) oder kleinen 
Bolumenveränderungen (9, — 7) tann man annähernd bie erforderliche Arbeit 


—_ PtMmı_n— _P\ptp _ _2\P+tp 
4=rtThu )=Fi(1 Fr kr un — r(i 5) e In 
jegen, ober genauer, mit Hülfe der Simpfon'ſchen Regel, wenn 5 den Drud 


bei mittlerer Kolbenftellung ! rt I bezeichnet: 


A=V ı 2)etetm, 
Nun ift aber: ' 
e__ı __2 __2 __2p 








daher folgt: 


L 2 Spp 1,,(Mı3m —-p)_Pp 
A=- Vlı_ 2 PP — _ v,(ı L 2 pP _P\, 
6 ( ne +,FatR) 6 »(5+ p+P 2) 
Beifpiele. 1) Der Kolben AB einer Gebläjemajggine, Sig. 739 I., Hat 
1 Meter Durchmeſſer, der ganze Kolbenhub AD beträgt 7 = 1,5 Meter. Wie 
fig. 739. groß ift die zu einem Kolbenhube erforder: 
lide mechaniſche Arbeit, wenn der Barometer: 
fland 0,750 Meter beträgt, und wenn im 
Windregulator eine Danometerfpannung von 
0,800 Meter (Quedfilberfäule) ftattfindet ? 
2 
Es iſt hier f — 1 zus = 0,785 Qua⸗ 
dratmeter, 1 = 1,5 Meter, » —= 13600.0,750 
= 10200 Kilogramm, p, = 13600 . 0,800 


— 12. 1,5950 
==10880 Kilogramm und }, == 1,5 0,500 
— 1,406 Dieter. Wenn ber Rolben au der 
Lage AB in diejenige EF gelommen if, 
alſo den Weg AF=I— 1 = 0,09 Meter 


zurüdgelegt bat, jo if von ihm die Arbeit 
verrichtet: 
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== Vp Log. nat. p _ 0,785 .1,5.10200.2,3026 Log. ** 


— 12010,5 . 2,8026. 0,0280287 = 775,14 Meterlilogramm. 

Während hierauf der Kolben die Strede FD = I, = 1,406 Meter zurüd- 
legt, hat er den conftanten Drud p, = 10880 Kilogramm zu überwinden, und 
verrichtet daher während diefes Weges die mechaniſche Arbeit: 

4 = Ft = 0,7% . 10880 . 1,406 = 12010,5 Meterfilogramm. 
Da die Nüdflähe des Kolbens während der gangen Bewegung der atıno= 
Iphäriichen Luft ausgejegt ift, jo hat der Luftdruck eine Arbeit verrichtet: 

A, = Fpi = 0,785 . 10200 . 1,5 = 120105 Meterlilogramm — A,. 

Es ift daher die von dem Motor außzuübende mechaniſche Arbeit für jeden 
Kolbenſchub, abgejehen von den Nebenhinderniſſen, gegeben durch: 

A= A, + A, —A = 4, = 775,14 Meterlilogramnmt. 

Das in ig. 729 II. gezeichnete Diagramm giebt eine Vorſtellung von den 
einzelnen medhanifhen Arbeiten. Macht mon GL=1,JL=1,GH=p 
und JK = p,, fo ftelt die Fläche GHKJ die zur Compreſſion erforderliche 
Arbeit A, vor, die Fläche JEML repräfentirt die Arbeit A,, welche der 
Kolben unter dem eonftanten Drude p, zu verriäten hat, und? GH NL ſtellt 
die Arbeit A, des äußeren LQuftbrudes dar. Die beiden Flächenräume JKML 
und @ HNL müſſen übrigens wegen A, — 4A, gleihe Größe haben, fo daß 
hieraus au KMNO = GHOJ folgt. Die von dem Motor aufzumwendende 
mechanische Arbeit ift alfo durch die Fläche ZH MN H ausgevrüdt, welche nad 
Borftehendem mit HKJ GH übereinftimmt. Die rumme Linie ZXQK ift jo 
zu beftimmen, daß für irgend melde Abſciſſe EG P= x die zugehörige Ordinate 
PQ = y gegeben ift durd: 

pi 
I<-x 

2) Wenn bei einer Dampfmaſchine unter dem Kolben von 0,3 Meter Durchs 
mefjer ein Quantum Dampf von 0,15 Meter Höhe und 3 Atmofphären Spannung 
fteht, weldder den Kolben bei feiner Ausdehnung um 0,385 Meter fortichiebt, fo 
würde die hierbei von dem Dampfe auf den Kolben übertragene mechaniſche 
Arbeit, unter der Borausjegung, daß die Temperatur diefelbe bliebe und der 
Dampf dem Mariotte'ſchen Geſetze folgte, ſich berechnen zu: 


= 0m. 3 .10336 . 0,15 Log. na = 


Die mittlere Kolbenkraft beträgt, ohne Nüdfiht auf die Kolbenreibung und 
den Gegendrud: 





y:p=!il:l— zıdiy= 


5, 
P= 5 = — 1130,5 Kilogramm oder pro Quadratmeter: 
1130,5 1130,5 


7089. 314 0.0707 0707 = 159% Kilogramm. 

Druck in den verschiedenen Luftschichten. Die in einem 
Gefäße eingefchloffene Luft ift in verfchiedenen Tiefen von verſchiedener 
Dichtigkeit und Spannung, denn die oberen Luftſchichten drücken die unteren, 


auf welchen fie ruhen, zuſammen; es ift deshalb nur in einer und derjelben 
Weitvach'ts Lehrbuch der Mechauit. L 59 


—= 895,6 Meterkilogr. 


8. 416. 
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Horizontalfchicht einerlei Dichtigfeit und einerlei Spannung, und es nehmen 
beide mit der Tiefe zu. Um das Gefeg diefer Zunahme der Dichtigkeit yon 
oben nad} unten oder der Abnahme derjelben von unten nad) oben zu finden, 
ſchlagen wir einen Weg ein, der dem des vorigen Paragraphen fehr ähnlich ift. 

Denken wir un eine verticale Tuftfäule AZ, Fig 740, vom Querſchnitte 
AB = 1 und von ber Höhe AF—= h. Setzen wir für die untere Luft⸗ 
ſchicht das fpecififche Gewicht —= y und die Spannung =p, 
und fir die obere Luftſchicht EF da8 fpecififche Gewicht 
— yı und die Spannfraft = pi, fo haben wir zunächſt 


= rn Bezeichnet A die Höhe ZE, der Schicht 
E, F, fo ift da8 Gewicht derfelben, fowie auch die diefer 
Höhe A entſprechende Abnahme der Spanntraft: 

Aypı 


v — 1.4. == 
Yyı fr 





und umgefehrt: 
v 


se 
y» 


- 


oder, wie im vorigen Paragraphen: 
A =, Log.nat. (1 + =) — A [Log.nat.(p, + v) — Log.nat.pı). 
] 


Seen wir hierin ftatt 9), nad) und nad) 91, 9, + v,pı + 2v,pı + 3v 
u. ſ. w. bi8 9, + (rn — 1) v, und addiren wir die entjprechenden Yuft- 
ihichthöhen oder Werthe von A, fo bekommen wir die Höhe der ganzen 
Yuftfäule, ganz wie im vorigen Paragraphen: 
h — 109. nat. p — Log. nat. pı) = ⸗ Log. nat. £ 

Y Y Pi 
oder auch: 

p b v b 

— Log. nat. — — 2,3026 5 Log. —, 
Y ü bı Y i bı 


wenn d und db, die den Spannfräften p und pi entfprechenden Barometer⸗ 
ftände in A und in .F bezeichnen. 
Iſt umgekehrt die Höhe % gegeben, fo läßt ſich die ihr entjprechende Ex⸗ 
panjivfraft und Dichtigfeit der Luft berechnen. Es tft nämlich: 
nY aY 
» (SER — 
mama 2 
wobei e = 2,71828 die Grundzahl des natikrlichen Logarithmenſyſtemes 
bezeichnet. 
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Mit Hilfe der Integralrechnung findet man diefe Formel folgendermaßen: 
Wenn Ö und x refp. das fpecifiiche Gewicht und die Spannung einer Luft: 
Ihicht in der Höhe von x über A B bezeichnen, fo hat man: 

| IE lm 
>» 2 
Die Zımahme der Spannung 2 in einer um x tiefer gelegenen Schicht 
beträgt ferner: 
— p dx, 
=,7 

Durch Integration zwilchen den Grenzen z — I und z — 0, für welde ' 

Werthe 7 rejpective glei) pı und p ift, erhält man wie oben: | 


on = 8.02 =, ©. d2, woraus de 


—E —J Log.nat. 2 — 2,3026 2 Toq. . 
r 12 Y Pi y bi 


Anmerkung. Dieſe Formel findet ihre Anwendung beim barometriſchen 
Hoͤhenmeſſen, welches im „Ingenieur“, Seite 278, abgehandelt wird. De 1 Cubik⸗ 
meter atmoſphäriſche Luft bei Null Grad Temperatur und 0,760 Meter Baro- 
meterftand 1,2935 Kilogramm wiegt, jo bat man, ohne Berüdfichtigung der 
Temperatur: 

10336 b 


_ _ D — 


Beiſpiele. 1) Wenn man den Barometerſtand am Fuße eines Berges zu 
0,770 und am Gipfel defjelben zu 0,715 Meter gefunden hat, fo ergiebt ſich die 
Höhe des Berges zu: 

770 


h = 18399 Log. ms 692 Meter. 
2) Für die Dichtigleit der Luft auf einem 3000 Meter hohen Berge hat man: 


Log. z = 18399 — 0,163048, daher: 


z = 1,456 und) = 0,687. Es ift aljo die Dichte in der genannten Höhe 
. 
nur 68,7 Procent von der Dichtigkeit am Fuße des Berges. 


Stereometer und Volumenometer. Das Mariotte’fche Geſetz $. 417. 
findet eine praftifche Anwendung bei der Beftimmung der Volumina gewifjer, 
namentlich pulverförmiger, faferiger Körper u. |. w. mittels der fogenannten 
Stereometer oder Bolumenometer. 

1) Das Stereometer von Say. Wird die mit dem verfchloffenen Ge⸗ 
fäße AB, Fig. 741 1. (a.f.©.), in Verbindung ftehende und ins Quedfilber HR 
eingetauchte Glasröhre C.D emporgezogen, ohne ganz aus dem Duedjilber 
zu fommen (II.), jo tritt in Folge der Ausdehnung der ahgefperrten Luft, 

59* 
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von oben eine gewiſſe Luftfäule CH in die Röhre, und es bleibt unten eine 
gewiffe Duedfilberfäule DE in derfelben zurid, wobei ſich die num ver- 


Fig. 741. 





minderte Spannfraft der eingefcjloffenen 
Luft mit dem um den Drud der Queck⸗ 
- filberfäule DE verminderten Atmo— 
Iphärendrude ins Gleichgewicht fegt. Iſt 
nun Po da8 Bolumen des Raumes 
ABC, V, das zu beftimmende Volumen 
des in denjelben gebrachten Körpers X 
und P das Volumen der Luftſäule CE, 
fowie b der Barometerftand und % die 
Höhe der eingedrungenen Duediilber- 
füule DE, jo hat man, da eine und 
diefelbe Luftmenge erft das Volumen 
Vo — Vı bei der Prefiung db, und 
dann das Bolumen u — n + V 


bei der Prefiung db — Ah, annimmt, 
nad) dem Mariotte’fchen Geſetze: 
n—V _b—h 
n—-Nhı+rr 0" 


wonach dann das gefuchte Körpervolumen 


b—h ’ 
Y = — —— folgt. 


Wenn man das Volumen Po kennt und die Röhre bei der Beſtimmung 
fo weit herauszieht, daß die Länge und folglid) aud) das Volumen V 


Big. 742. 





ber Luftfäule in der Röhre CD ein beftimmtes ift, 
und man beobadhtet außer dem Barometerftande d 
noch die Höhe % der Flüffigkeitsfänle DE, fo Tann 
man mittels diefer Formel das Volumen V, des 
Körpers K berechnen. | 

2) Das Bolumenmeter von Regnault. Der 
Apparat, Fig. 742, wird durd) das Füllrohr G bei 
geöfinetem Hahne C fo weit mit Quedjilber gefüllt, 
daß dafjelbe in den beiden Röhren HG und ED in 
der Höhe der Marke N fteht. Der Körper K, deſſen 
Volumen Y, man mefjen will, ift in die Kugel A 
gebracht. Wird hierauf der Hahn O geichloffen, und 
duch G fo viel Queckſilber nachgefüllt, bis daſſelbe 
in ED die Marke M erreicht hat, jo kann man aus 
der Höhe M Jh}, um welche das Duedjilber in Z@ 
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höher fteht, als in ED, das Bolumen V, bejtimmen. Bezeichnet nänılid) 
Y, das Bolumen des Raumes ABCDM und 7 das Bolumen MN, jo 
hat man nad) den Mariotte’fchen Gefege: 
»„+V—V _b+h 
„N bb ° 


woraus 9, —= V, — = V folgt. 
1 


Man kann die Meſſung auch fo vornehmen, daß man bei geöffnetem 
Hahne C fo viel Queckſilber einfüllt, bis daffelbe in beiden Röhren bis zur 
Marke M reiht, und dann nach Verfchliegen von C durch den Hahn E 
fo viel Queckſilber ausfließen läßt, daß baflelbe in ED bie zur Marfe N 
fintt. Steht dann da8 Quedfilber in UG um die Öröße NL = h, unter 
N, fo hat man: 








al: =D 75 r. 

Wenn man die beiden hier angegebenen Meſſungen anſtellt, ſo iſt eine 
gleichzeitige Beobachtung des Barometerſtandes nicht nöthig, denn aus der 
erſten Formel für Pi folgt: 


„— 


n 


und aus der zweiten Formel: 


nn, 
r— ——— In 
Durch Gleichſetzung der beiden Werthe von b ergiebt fich ſodann: 
·— — ha . 
= — 7 n—_% 
Gig. 743. 3) Das Bolumenometer von Kopp. Die im 


Raume ABCD, Fig. 743, eingefchloffene Luft Hat 
die äußere Preilung, wenn das Quedjilder in DG 
die untere Mündung D der Manometerröhre DE 
berührt. Drückt man aber durch einen Kolben P 
das Quedjilber in DG bis zu einer gewiflen Höhe 
empor, wobei feine Oberfläche die Spite S berithrt, 
jo wird die abgefperrte Luft zuſammengedrückt, und 
es fteigt auch da8 Quedjilber in der Manometerröhre 
auf eine an einer Ecala abzulefenden Höhe r. Iſt 
nun wieder 9, das Volumen des Luftraumes ABCD, 
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Yı das geſuchte Volumen des in denſelben gebrachten Körpers und V das 
Volumen des zugefloſſenen Queckſilbers, ſo hat man dies Mal 








—— 

vo — — V 5b 
und daher das geſuchte Körpervolumen: 

V = V, — + 2 V. 


Die conftanten Bolumina Y, und V find durch Einfüllung von Queck⸗ 
filber und Abwägen der eingenommenen Quedjilbermenge für jedes Inftru- 
ment befonders zu beftimmen. 


8.415. Die Luftpumpe. Wenn man den Kolben K', Fig. 744, einer Luft 
punipe bei der Hahnftellung (I) aufzieht und bei ber Hafnftellung (I) 
Sig. 744. niederdrlict, jo wirkt diefelbe ald Verdün⸗ 
nungspumpe; wenn man dagegen den⸗ 
felben bei Hahnftellung (II) aufzieht und 
bei der Hahnftellung (I) zurüdichiebt, fo 
wirkt fie als Berdidhtungspumpe. Bei 
wiederholten Auf» und Niederziehen des 
Kolbens K im Cylinder CD wird dadurch 
die Luft im Recipienten A, im erften Falle 
immer mehr und mehr verbiinnt, im zweiten 
dagegen immer dichter und dichter. 

1) Die Berdünnungspumpe Iſt 9 
ber Recipientenraum, bis zum Hahne A 
gemefjen, ferner Y, der ſchädliche Kaum, 
von H bi8 zum tiefften Kolbenftande ges 
rechnet, und bezeichnet CO den vom Kolben K 
durdjlaufenen Raum, welcher auch durch 
das Product Fs von Kolbenfläche Fund 
Kolbenweg s gemeflen wird, fo geht nad) dem Mariotte'ſchen Gefege die 
Preffung d der anfangs im Necipienten eingefchloffenen Luft am Ende des 
Kolbenfchubes in.die Preilung : — 

1 
b, == ’ETn+C - b über. 

Da beim Rüdgange des Kolbens der fchädliche Raum mit Luft von der 
äußeren Preſſung db geflillt bleibt, fo ift ferner für die Prefjung d, der Luft 
im Recipienten am Ende des zweiten Zuges: 

V+-N+ Ob=PVb +Vıb 

vr, _ Fb 
— +, +c Y+VYV, +C 





+ V,b,baher: 
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— — — — ——. 
——— 
Ebenſo ift für die Spannung b; am Ende des dritten Zuges: 
( 4 V +0, =Vb + Vıb, und daher: 
IE Aa AU, OPER 3.71 ERSTE 21 BE 
u=(Frr y, + ) "owr 1, +60” (1+Vı+0)% 
+ y,b — 
P+NnN+C \vH3 F +6 


v y,b 
+ (vr) tan ret van HR 
und e8 läßt fich hiernach leicht ermeffen, daß bie Peflung b, am Ende des 
nten Zuges: 


.=(yr 7) b 
n-2 
+ (a Fr) +(77 — o) rt | FH Fo 
zu jegen iſt. 


Bezeichnet man 


durch p und durch g, fo 


— _ — — 
 v+h+C V+Vı +C 
fo hat man Hiernadh: 

=prbtitertpt + V)ab, 
oder, da die Summe ber in der Parentheje eingefchlofjenen geometrischen 


Reihe -£ — I =: ift (. „Ingenieur“ Seite 82), ſo folgt 








1 1 
einfach die gefuchte Endpreſſung: 
— 12— 
= (m + 1—p a) d. 
Für n i o fällt pr = 0 umd folglich die möglich Heinfte Spannung 
b 1 _ Mb aus 
" 1 — p C + V, 


2) Die Berditungspumpe. Gelten biefelben Bezeichnungen wie für 
bie Berdlinnungspumpe, jo hat man hier für die Luftpreflung db, am Ende 
des eriten Schub: 8: 

v+V, +C 
F+HMWb=(IFH+rN +0, baher = TE Fi b; 
ferner für die Preffung db, am Ende des zweiten Schubes : 
V+Y)b = Pb +(Vı + Ob, daher: 
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— 
OHM? +9 
y +0 


(GH) 
. Ehbenfo folgt für die Prefjung am Ende des dritten Schubes: 


V+Y)b=P/%b +ı + Bi und daher: 
— — 140 
(rn) trat a ® 

oder, wenn man 

v y, +6 — 

rn yın ums: 
ee ti+m+odaulb. 

Allgemein hat man die Preflung am Ende des nten Kolbenfpieles : 


»=[pr? +1 +91 +2? + +pR7})gı]bd, oder ba 


2 un. „.ı_ MM -1_ 1—p : 
Ii+tn+tp+ +p m—1l 1—pı iſt, 


= ( n + a) b. 
rn = w, wobei 2* — 0 ift, ſtellt fich 
b. Il qb — +0, 
1—-p mn. 


heraus. Dies ift natlirlich auch die größte Spannung, welche durch diefe 
Sompreffionspumpe erzeugt werden kann. 

Wäre der fchädliche Kaum 9, = Null, 10 hätte man bei der Ber- 
dumnungspumpe q — 0, daher: 


== (yro)® 
dagegen bei der Verdichtungspumpe p9ı —= 1 und — —=n, folglich: 
Pl 


=p un ——— 





b. = (1 Hra)b=(14n7)b 


Beifpiel. Wenn bei einer Luftpumpe der Recipient da8 Volumen V 
= 0,02 Cubikmeter und der ſchädliche Raum die Größe von 0,0002 Eubihneter 
einnimmt, während der Cylinderraum 0,006 Eubilmeter beträgt, wie groß ift bie 
Spannung der eingejhlofienen- Luft nad 20 Spielen? 

1) Beim Verdünnen ift: 


0,02 _ 0,0002 
P= one 6 ung = no 





== 0,00763, 
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daher folgt: 1 _ 0,70900 
bu = bio = (0,763%° + um 
— (0,0045 -+ 0,0321) b = 0,0366 b. 
2) Beim Berdichten ift: 


0,00763) b 


0,0062 





002 _ __ 0,0062 _ 
9 = IR ug = > 08, 
folglih bat man: 
1 — 0,9920 
d. = by = (0, 3 gg . 0,807) b 


= (0,818 + 55048 — 6,412 b. 


Gay-Lussac’sches Gesetz. Einen wefentlichen Einfluß auf die $. 419. 
Dichtigkeit und Erpanfivkraft der Gafe hat die Temperatur derjelben. 
Be mehr die in einem Gefäße eingeichloffene Luft erwärmt wird, defto größer 
zeigt fich auch die Erpanfivfraft derfelben, und je mehr die Temperatur der 
in einem Gefäße durch einen Kolben abgefchlofienen Luft erhöht wird, defto 
mehr dehnt fich auch die Luft aus und fchiebt den Kolben auswärts. Ver⸗ 
ſuche von Gay-Luſſac, welche in neueren Zeiten von Rudberg, Mag» 
nus und Regnault wiederholt worden find, haben ergeben, daß bei gleicher 
Dichtigkeit die Erpanfivfraft, und bei gleicher Erpanfivfraft da8 Volumen 
einer und berfelben Luftmenge wie die Temperatur wählt. Dan Tann diejeg 
Geſetz dem Mariotte’fchen an die Seite fegen, und es zur Unterfcheidung 
das Gay⸗Luſſac'ſche Gejet nennen. Nach den neueften Berfuchen nimmt 
die Erpanfiofraft eines gewiſſen Tuftvolumens bei Erwärmung vom Froft- 
6i8 Siedepunkte um 0,367 ihres anfänglichen Werthes zu, oder e8 wächſt 
bei dieſer QTemperaturerhöhung das Volumen einer gewiſſen Luftmaſſe bei 
unveränbderlicher Spannung um 86,7 Procent. Giebt man die Temperatur 
nad) Centefimalgraden an, fo folgt die Ausdehnung für jeben Grab zu 
0,00367 und für to Temperatur zu 0,00367 . t; bedient man fich dagegen 
der Réaumur'ſchen (8Otheiligen) Scala, fo Hat man die Ausdehnung für 
jeven Grab 0,00459, alſo fitr £0 gleich 0,00459 . t. 

Diefe Berhältnißzahl ober der fogenannte Ausdehnungscoefficient 
dö = 0,00367, gilt eigentlich nur fiir die atmofphärifche Luft; den übrigen 
Gaſen entjprechen im Allgemeinen etwas größere Werthe, auch nimmt jelbft 
bei der atmosphärischen Luft diefer Coeffictent mit der Temperatur wenig zu. 

Wird eine Luftmaffe vom anfänglichen Volumen P, und von der Tem⸗ 
peratur Null um t Grad erwärmt, ohne eine andere Spannung anzunehmen, 
fo ift da8 neue Bolumen: 

7=(1 + 0,00367 t) W,, 
und erhält e8 die Temperatur ti, fo entfteht das Volumen : 
Yy, = (1 + 0,00367 t,) Po. 





8. 420. 
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Es folgt durch Divifion daher das Volumen», refp. Dichtigfeitsverhältniß: 
v”’_y _1+ 000867 _1 +6 
nn rTıHr 0008074 1+6, 
Geht außerdem noch eine Veränderung in der Spannung vor, ift po die 
Spannung bei Null, p bie bei & und p, die bei 4, Wärme, fo hat man: 


V=(1 + 0,0867 d) > v,, 





ferner: 
Y=(1 + 0,00367 t,) Fr vr. 
1 
Hieraus folgt: 


Beifpiel. Wenn atmoſphäriſche Luft von 100 Wärme und einem Baromeier⸗ 
flande von 0,760 Meter durch das Gebläſe und den LufterhigungSapparat eines 
Hohofens in 200% heißen Wind von 0,96 Meter Duedfilberjäule verwandelt 
wird, jo nimmt jeder Eubilmeter Luft nachher das Volumen an: ° 


1 + 0,00367 .200 0,760 | _ _ 
V, = I + 0,00867.. 10° . 0,960 ‚il= 1,673 . 0,792 = 1,325 Eubitmeter. 


Anmerlung Die Formel: 


Tr Tits 
Laßt fi auf fefte und einige liquide Körper anwenden, nur ift hierin für jeden 
feften Stoff ein bejonderes Ausdehnnngsverhältniß einzuführen; 3. B. 
für Oußeifen: d = 0,00003836, 
für Glas: d = 0,0000258, 
für Quedfilber: d = 0,0001802. 


Dichtigkeit der Luft. Mit Hilfe der Formel am Ende des vorigen 
Paragraphen läßt ſich nun auch die einer gegebenen Temperatur und Epans 
nung der Luft entjprechende Dichtigleit y berechnen. Durch neuere Wä⸗ 
gungen und Meflungen von Seiten Regnault’8 hat man das Gewicht 
von einem Cubitmeter atmofphärifche Luft bei Null Grad Wärme und 
0,76 Meter Barometerftaad zu 1,2935 Kilogramm gefunden. Da ein 
Eubiffuß (preuß.) = 0,030916 Cubikmeter ift, fo wiegt bei den angegebenen 
Berhältniffen ein Cubikfuß Luft: 

2.0,030916..1,2935 — 0,07998 Pfund. 
IR nun die Temperatur gleich to C., fo folgt das fpecififche Gewicht der> 
felben bei derfelben Spannung (0,760 Meter) für Metermaß: 
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1,2935 
7 IT 0.008671 


für da8 preußische Maß: 


Kilogramm, 


0,07998 
Y= Tr 0009074 Find. 
Weicht auch die Erpanftofraft von der mittleren ab, fo erhält man, unter d 
ben Barometerftand (Meter Queckſilber) verftanden : 
1,2935 b 1,702 b 
? = 7 7 0,003807 0,760 1 + 0,00867 


Für preußifches Maß hat man, wenn b in Parifer Zollen gegeben ift 
(0,760 Meter — 28,075 Parifer Zoll): 
_ 0,07998 b — 0,002849 b 
?= TI 000867128075 — Tr o00307t® 
Wird die Erpanfivfraft durch den Drud p per Quadratmeter ober per 
Duadratzoll ausgedrückt, fo hat man zu fegen: 
1,2935 p__ __ 0,00012514 p 
FT 000367110336 1 + 0,00367 1 


oder: 


Kilogramm. 


fund, 


Kilogramm, 


0,07998 p 00 p gifund. 


— — — — — 


1 + 0,00367 t 14,14 1 + 0,0067 


Bei gleicher Temperatur und Erpanfivkraft ift die Dichtigfeit des Waſſer⸗ 
dampfes nahe °/, von der Dichtigkeit der atmofphärifchen Luft, weshalb man . 
für Wafjerdampf 

0,00012514 p __ 0,00007821 p 


—5 __ lo h —____ 1. 
Y=%TLT 0008078 I F 0008674 Kilogramm, 


oder: 
7 0,008656 p_ __ 0,003535 p 
r=MayL o0030Ti IH 0008671 „und 
erhält. 


Beijpiele. 1) Weldes Gewicht hat der in einem cylindrifchen Regulator von 
12 Meter Länge und 2 Meter Durchmeſſer enthaltene Wind bei 109 Wärme 
und 13000 Siilogramm Prefjung ? 

Das ſpecifiſche Gewicht dieſes Windes ift: 

- ...__ 0,00012514 . 13000 
Y == 7 7 0,00867 . 10 
folglich beträgt daB Gewicht der gedachten Windmafle: 


G =n7 12 . 1,569 = 59,16 Kilogramm. 


—= 1,569 Rilogramm, 
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2) Eine Dampfmaſchine gebraucht in der Minute 10 Cubikmeter. Dampf von 
1450 Wärme und 4 Atmoſphären Spannung; wie viel Pfund Waſſer bedarf fe 
‚zur Erzeugung diefer Dampfmenge? 

Das ſpecifiſche Gewicht dieſes Dampfes ift: 


__.0,00007821 . 4 . 10336 
I + 0,00867 . 145 


— 211 Rilogramm, 


daher dad Gewicht der entſprechenden Waflermenge: 
G = 21,1 Kilogramm. 


8. 42]. Luftmanometer. 


Mit Hilfe der in den legten Paragraphen gewon⸗ 


nenen Ergebniffe läßt fih nun auch die Theorie des Luftmanometers 
Tig. 745. 





entwideln. Daſſelbe befteht aus einer gut calibririen, 
oben mit Luft und unten mit Duedjilber angefüllten 
DBarometerröhre AB, Fig. 745, und aus einem eben 
falls Queckſilber enthaltenden Gefäße CER, weldes 
mit dem Safe oder Dampfe, deſſen Spannkraft man 
meſſen will, durd) ein Rohr CE in Communication 
gejegt wird. Aus den Höhen der Luft» und Qued—⸗ 
filberfäufen in AB läßt fich diefe Spanntraft wie 
folgt berechnen. Gewöhnlich ift das Inftrument fo 
eingerichtet, daß das Duedfilber in der Röhre mit 
dem Ouedfilber im Gefäße auf gleicher Höhe ſtekht. 
wenn die Temperatur der eingejchloffenen Luft t 
— 10 Grad und die Spannung im Raume ER 
dem mittleren Atmofphärendrude b = 0,76 Mean 
oder 28 Zoll gleid) ift. 

Iſt aber bei der Spannung im Raume ER 
eine Quedjilberfäule A, in die Röhre geftiegen un 
die Länge AS der übrig bleibenden Luftfäule gleich M. 
jo dat man die Spannung berjelben: 


h + hf 


aeg, 


und daher den Manometerftand der Luft in ER: 


b=htre:=h+ 


ht 
* b. 


Findet noch ein Temperaturwechſel ſtatt, iſt die Temperatur bei der Beob 
achtung von A, und A, nicht, wie anfänglich, t, jondern t,, jo hat man ti 
Spannung der Luftfäule AS: 

14 0,0086” ı kh+ls 

TH 0086 6 Mm 
und daher den in Trage ftehenden Manometerſtand: 
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np + 1+ 0,00867 tı  hı + ha 
— 4171 4 0,00867 t Rz 


Für db — 0,760 Meter — 28 Zoll (Parifer) und € = 10° €. folgt: 
b,=h, + 0,733 (1 + 54) Meier—h, + 270 +34) Bol (Bar.), 


worin A— Ah + Az die ganze Nöhrenlänge, vom oberen Ende A bis 
zum Quedfilberfpiegel ZZ R gemefjen, bezeichnet. 
Aus dem Manometerftande di folgt die Preſſung pro Quadratmeter: 


.b 


—— b,=13600%, + 9969 (1 + 0,00367 Ay - Kilogramm, 
oder: 
14,14 
mn= rw b, =0,505 hı + 13,635 (1 + 0,00367 Ay — - Pfund, 


Segt man - + ni — — u, fo hat man auch: 


bı -Ah)(k— Ah)=uhb, 
und es ergiebt ſich durch Auflöfung diefer Gleichung: 


Matt, Vest +@d —b) 
Nach diefer Formel läßt fic eine Scala berechnen, welche die Preſſung bi 
durch die Queckſilberhöhe A, angiebt. 


Beifpiel. Wenn ein. Quftmanometer von 0,600 Meter Röhrenlänge bei 
21° &. eine Luftjäule von 0,250 Meter zeigt, jo ift der entipredhende Barometer: 
ftand: 


di = 0,600 — 0,250 + 0,738 (1 + 0,00387 . 21) on — 2,244 Meter, 
! 





entiprechend einem Drucke von: 
224 _ 
0,70” 2,95 Atmoſphären. 

Auftrieb der Luft. Das aus $. 391 befannte Gefeg vom Anftriebe 8. 429. 

des Waflers gegen bie in daſſelbe eingetauchten feften Körper läßt ſich natür⸗ 

lich auch auf die im ber Luft befindlichen Körper anwenden. Iſt 9 das 

Bolumen eines Körpers und 9 das Gewicht einer Cubikeinheit Luft, fo 

beträgt, dieſem Gefege zufolge, der Auftrieb P= Vy; hat folglich der 

Körper das ſcheinbare Gewicht E (in der Luft), fo ift fein wahres 

Gewicht (im Iuftleeren Raume): 


“h4=G+ Vy. 
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Iſt ferner Yı das fpecififche Gewicht diefes Körpers, jo hat man auch: 
Gı = VYı, daher: 


Gı 
— —, fo da 
7 jo daß num: 
6 *6 + r X ober 44H — )) — 6y alle: 


f1 ⸗ ge @ folgt. 


Wird der Körper an der Wage durch ein Gewichteftiid Gz gewogen, 
deſſen fpecififches Gewicht Y5 ift, jo gilt für dafjelbe die Gleichung: 
Ga = pa @. 
Yı 7 
Es folgt daher mittels Divifion der legten Gleichungen durd) einander das 
Gewichtöverhältnig: 





—t 
A_N. RI _ Y3 
Ha mn hr ,_r 
Yı 
ober annähernd und min er ſcharf: 
Gı — — Y — 6 1 | 
5, ı+2 zn + y — 
oder auch: 
1 


Zelte _ — — 


& 
wenn &, &, und &, die Dictigfiten der Tuft, des abgetwogenen Körpers und 
der Gewichismaſſe bezeichnen. 


Sn vielen Fällen der Anwendung find Fr und 7 jo Heine Brüche, daß 


man fie ganz außer Acht und das wahre Gewicht 6, bem ſcheinbaren Ge⸗ 
wichte @ gleichſetzen Tann. 


Anmerkung. Das Geſetz vom Auftriebe der Luft findet auch feine An- 
wendung bei der Beftimmung der Steigfraft und Steighöhe eines Quftballons 
AB, Fig. 746. Iſt 9 daS Bolunen des Ballons, G das ganze jcheinbare 
Gewicht defjelben ſammt Schiff u. |. w., Yı das fpecifiihe Gewicht der äußeren 
und Y, das der eingejchlofienen Luft, jo hat man den Auftrieb: 

P = Yy; 
und es muß, damit der Ballon noch durch den Auftrieb getragen wird: 
Yı=V’/yn+ 04 
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jein, oder: 
j rm Y)= 4. 
Der nöthige Faffungsraum des Ballons befliimmt filh daher zu: 
Fig. 746. —- G 
Yı "Ya 
und das ſpecifiſche Gewicht der Außeren 
Luft beim höchſten Stande des Ballons: 





@G 
n=ntYy' 


Hieraus läßt fi noch mittelft der in 
8. 416 gefundenen Formel: 


b 
h=®2 Lo ‚nat. ——2Lo ‚nat. 
Y 9 b; Y 9 Yı 


die größte Steighöhe A des Ballon bes 
fimmen, wenn hierin für y da8 nad 
8. 420 zu ermittelnde ſpecifiſche Gewicht 
der Luft am Aufgangspunkte eingeſetzt wird. 


Beilpiele 1) Wie verhält fi das 
wahre Gewicht des trodenen Nadelholzes 
zum ſcheinbaren Gewichte defjelben, wenn 
das letztere mittelft meifingner Gewichte bei 0% E. und 0,740 Meter Barometers 
ftand beftimmt worden tft? 

Das ſpecifiſche Gewicht der Luft ift nach 8. 420: 

y = 1,702 db = 1,702 - 0,740 = 1,259 Rilogramm, 
das des Holzes: 
y, = 0,453 . 1000 = 453 Kilogramm 
und das des Meifings: 
ya — 8,55 . 1000 = 8550 Kilogramm (f. $. 63). 
es if nun das geſuchte Gewichtsverhältniß: 


Ze + 1,259 (465 — 507) = 100201. 


Es dele alſo hiernach 1000 Kilogramm Holz durch den Auftrieb der Luft 
ungefähr 2,6 Kilogramm an Gewicht. 

2) Wenn ein Luftballon eine Kugel von 10 Meter Durchmeſſer bildet, die 
Füllung deſſelben ein ſpecifiſches Gewicht 9, — 0,28 Kilogramm hat und das 
Gewicht des ganzen Ballon ſammt Schiff und Laſt GE = 250 Kilogramm beträgt, 
fo ift das fpecifiiche Gewicht der äußeren Luft an der Stelle, wo das Lufiſchiff 


zu fleigen — 
1500 

vi — 3 * S — 34 — 25 = 023 4 SIT. 317 1000 = 9758 Kilogramm, 

Iſt nun das ſpecifiſche Gewicht der äußeren Luft am Fußpunkte y = 1,30 Rilo- 
gramm, jo hat man: in 

Vz 
Log. nat. — 2,3026 Log. 0,7108 7 0,5394. 
Beträgt nun die Spannung der äußeren Luft am Fußpunkte p = 10500 Kilo⸗ 


gramm, fo erhält man die größte Steighöhe des Ballon: 


— Log. nat. = — 1000 5394 — 4367 Meter. 








1,3 
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Siebenter Abſchnitt. 
Dynamit flüffiger Körper. 


— — — 


Erſtes Capitel. 


Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß des Waſſers 
aus Gefäßen, 


Ausfluss. Die Lehre vom Ausfluſſe der Ylüffigfeiten aus Gefäßen 
macht den erften Haupttheil der Hydrodynamik aus. Wir unterfcheiden den 
Ausflug des Waſſers von dem der Luft und ben Ausfluß bei unver» 
änderlihem von bem bei veränderlihem Drude Zunächſt betrachten 
wir den Ausflug des Waſſers unter conftantem Drude. Conftant ift der 
Drud des Wafjers anzunehmen, wenn einerfeit® dem Gefäße eben foviel 
Waſſer zufließt, als andererfeitS daraus abfließt, oder wenn die im der 
betrachteten Zeit außfließende Waffermenge gegen den Faſſungsraum des Gefäßes 
fo Hein ift, daß eine Veränderung des Wafferfpiegeld während dieſer Zeit 
außer Acht gelafjen werden darf. Es handelt fich hierbei zunädft um die 
Beſtimmung ber Waffermenge, welche unter gegebenem Drude in einer 
beftimmten Zeit dur eine Deffnung von befannten Abmefjungen zum 
Ausfluffe gelangt. 

Iſt die in einer Secunde ausfliegende Waflermenge gleich Q, fo hat man 
das im Laufe von * Secunden unter unveränderten Drude zum Ausfluſſe 
kommende Wafferguantum: 

v= dt 

Die Ausflugmenge pro Secunde it abhängig von der Größe der Ausfluß⸗ 
Öffnung und von der Geſchwindigkeit der durch Ießtere fließenden Wafler: 
elemente. Der Einfachheit der Unterfucdhung wegen jei zunächft angenommıen, 








8.424] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 945 
daß die einzelnen Wafferelemente in geraden und parallelen Linien aus⸗ 
ſtrömen und deshalb einen prismatiichen Wafferftrahl bilden. Iſt nun 
F der Querdurchſchnitt des Wafferftrahles und v die Gefchwindigkeit 
eines jeden Wafjerelementes, fo bildet die Ausflugmenge pro Secunde ein 
Prisma von der Bafis F md Höhe v, es ift aljo: 
| Q = Fv Raumeinheiten 
und 
G = Fvy Gewichtseinheiten, 


wofern 9 das fpecifijche Swicht des Waſſers oder der augſtehmenden Staff. 
feit bezeichnet. 


Beilpiele. 1) Wenn durd eine Schügendffnung von 0,6 Quadratmeter das 
Wafler mit 4 Meter Geſchwindigkeit ausfließt, ſo beträgt die ſtündliche Ausfluß⸗ 
menge: 

Q=60.60.065 .4 — 8640 Cubilkmeter. 


2) Wenn dur eine Mündung von 0,005 Quadratmeter in 24, Minute 
6 Cubikmeter Wafler ausgeflofien find, jo betrug die durchſchnittliche Ausfluß- 
geichwindigfeit : 

14 6 


= 3 = 005 0 = Meter 


Ausflussgeschwindigkeit. Denken wir uns ein mit Waller ange $. 424. 


fülltes Gefäß AC, ig. 747, mit einer innen abgerundeten Borizontalen 
Ausmündung F, welche nur einen fehr Heinen 
Theil von ber Oberfläche AB des Waflers ein- 
nimmt. Segen wir bie während bes Ausflufies 
als unveränderlic) anzwjehende Drudhöhe FA 
— h, die Ausflußgeſchwindigkeit — v und bie 
in jeder Secunde ausfließende Waſſermenge = Q, 
alfo ihr Gewicht — QyY. Die mechanische Arbeit, 
welche diefe Waffermaffe "beim Herabfinten von der 
‘ Höhe A zu verrichten vermag, ft = Cky, und 
die mechanifche Arbeit, welche die ausfließende 
Maſſe Qy in fih aufnimmt, indem fie pri ber 


Ruhe in die Geſchwindigkeit v übergeht, it > 07 
($. 76). Fudet nun ein Arbeitsverluſt beim Durchgange durch ae — 
nicht ſtatt, jo ſind beide Arbeiten einander gleich, es iftalfo y * Qy,d.i: 


Sig. 747. 





. R en 
h= 37 — 0,0510? Meter = 0,016 v? Fuß 


BWeisbach's Lehrbuch der Mechanik. L 60 


. 








— 
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und nn 
29h = 4429 VR Meter — 7,906 V7 h Fuß. 

Es ift “ die Geſchwindigkeit des. ausfliegenden Waffers 
gleich der Endgeſchwindigkeit eines von der Drudhöhe frei 
berabfallenden Körpers. 

Die Richtigkeit dieſes Gefeges läßt ſich auch durch folgenden Verſuch er⸗ 
weiſen. Wenn man im Gefäße ACF, Fig. 748, eine nad) oben gerichtete 

gig. 78, Oeffnung anbringt, fo fteigt der Waflerftrahl 

j F K vertical in bie Höhe und erreicht beinahe 

dag Niveau IR des Waflers im Gefäße, und 
es läßt fich annehmen, daß er e8 volllommen 
erreichen würde, wenn alle Hinderniſſe, wie 

3. B. Wiberftand ber Luft, Reibung an den 

Gefäßwänden, Störung durch das zurückfallende 

Waſſer u. ſ. w. beſeitigt wären. Da aber ein 

auf eine ſenkrechte Höhe A aufſteigender Körper 

die Anfangsgejchwindigkeit 

2gh 
bat ($. 15), fo folgt hiernach auch, daß bie 
Ausflußgejchwindigfeit 


v—=V2gh 
fein muß. 


Für eine andere Drudhöhe AR, ift die Aus: 
flußgefchwindigfeit : 





v — N 29h, 
man hat daher: 
v: 7 =Vh: Vh; 


es verhalten ſich alſo die Ausflußgeſchwindigkeiten einer und der— 
ſelben Fluſſigkeit wie die Quadratwurzeln aus den Drudhöhen. 


Beiſpiele. 1) Die Waſſermenge, welche in jeder Secunde durch eine 
0,003 Quadratmeter große Oeffnung unter dem Drucke von 2 Meter aus: 
ſtromt, ift: 

Q = Fv = 0,008..4,429 V2 — 0,0188 Gubitmeter = 18,8 Liter. 

2) Damit dur eine Deffnung von 0,002 Quadratmeter in der Secunde 

0,005 Eubitmeter Waſſer außfließen, ift die Drudhöhe erforderlich: 


va 0,005\2 _ 
185* 0,051 ( 0.003) — 0,319 Meter. 





Zu- und Ausflussgeschwindigkeit. Wenn das Waller mit einer 
gewiffen Gefchmwindigfeit e zufließt, fo kommt zur Arbeit %Qy nod) 








8. 425.] Die allgemeinen “rn über den Ausfluß ꝛc. 947 
die der Geſchwindigkeitshohe * *5 amnprehende und dem zufließenden 


Waſſer innewohnende Arbeit? 37 9 nn, weshalb num zu fegen ift: 


armer onmntn= 


und daher die Ausflußgefchwindigkeit: 
—=V29(h+h)=V2gh + ce 
Da bei einem beftändig voll erhaltenen Gefäße die zufließende Waſſermaſſe 
ebenfo groß ift, wie die ausfließende Maſſe Q, fo läßt ſich Fe = Fr feten, 
wofern G den Inhalt des Duerfchnittes ZR (Fig. 747) vom zuftrömenben 


Waſſer bezeichnet. Seten wir hiernach = z v, jo erhalten wir: 


5-51) 


le 


Diefer Formel zufolge nimmt die Öefchwindigkeit um fo mehr zu, je größer 
das Duerfittsverhähtwig Zt, nach ihr fällt ferner die Geſchwinditkeit 
am kleinſten, nämlich = V 29% aus, wenn der Querſchnitt F der Ausfluß⸗ 


öffnung fehr Fein gegen den Querdurchſchnitt E der Zuflußöffnung ift und 
e8 nähert fi) diefelbe immer mehr und mehr dem Unendlichen, je Heiner der 


Unterfchied zwifchen diefen Mündungen if. Wenn F= G, alfo z —=1 


und daher: 


ift, jo fällt = Yask — © ımd alfo auh ce = wo aus. Dieſes Refultat 


ig. 749. 
dig m iſt ſo zu verftehen, daß bei einem bobenlofen Gefüge A C, 


Fig. 749, das Wafler mit einer unmeßbar großen-Gefchmwindigfeit 
zus und abfließen muß, damit der Waflerftrahl & F die Aus- 


milndung CD ausfüllt. Segt man 9 — = * ſo erhält man: 
EN? 
ii — 6 jr ‚ Daher F= 2 2 h 
DIE C Vır 14 
welcher Ausdrud anzeigt, daß der Querſchnitt 7° des auöfiehenbe Strahles 


bei einer endlichen Zuflußgeſchwindigkeit ftetS Heiner iſt als der Querfchnitt 
60 * 
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G des zufließenden Strahles, und daß er es die Ausmindung gar nicht 
ausfüllt, wenn dieſelbe größer # ala — ⸗ 


Vı +20 WEL. EL 


Anmertung. Die Richtigkeit der ſchon von — Bernoulli aufgeſtellten 


Formel 
v — v5 3 
Vı-G) 


it ſpäter von Vielen in Zweifel gezogen worden; wie unbegründet aber die 
gemachten Augftellungen find, babe ich in der allgemeinen Majcinenencyklopäbie 
von Hülse, Artilel „Ausfluß“, zu beweiſen geſucht. 

Beifpiel. Wenn aus einem prismatiihen Gefäße von 0,05 Quadratmeter 
Querſchnitt daB Wafler dur eine freisrunde Bodenöffnung von 0,2 Meter 
Durchmefler unter einer Drudhöhe ausfließt, welche dur Zufluß conftant auf 
1 Meter erhalten wird, fo ift die Ausflußgeſchwindigkeit: 

2.981 .1 19,62 
70,022 8,14\3 0,606 
4, 4.005 

Wäre der an der Ausflußöffnung verſchwindend klein gegen den 

des Gefähes, jo würde die Ausflußgeſchwindigkeit nur 


v= 22. 981 . 1 = 4,429 Meter betragen. 


v= — 5,690 Meter. 


8.426. Ausflussgeschwindigkeit, Druck und Dichtigkeit. Die gefun- 
denen Formeln gelten nur dann, wenn ber Luftdrud auf den Waflerjpiegel 
ebenfo groß ift, wie der Drud der Luft gegen die Ausmündung; find aber 
diefe Drüde verfchieden von einander, fo bedilrfen diefe Formeln noch einer 

dig. 750. Ergänzung. Wird die Oberfläche ZR, Fig. 750, durch 

. einen Kolben X mit einer Kraft ‘P, gedrückt, welcher 

Fall z. B. bei Feuerfprigen vorkommt, fo denke man fich 

diefe Kraft durch den Drud einer Wafferfäule erfegt. Iſt 

h, die Höhe LK diefer Säule und 9 das ſpecifiſche 

Gewicht der Tlüffigkeit, jo fee man alfo: 

P ı = Gh y. 


Führt man num ftatt A die um A, — a vergrößerte 
— — Gy 
Drudhöhe 





h+h=h + 
ein, fo belommt man fur die Bf: 


„= ac + * 
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wobei wir überdies 7 ſehr klein vorausſetzen. Bezeichnen wir noch den Druck 


auf jede Flacheneinheit der Oberfläche G dur pi, fo daß alſo pı = z 


ift, fo haben wir einfacher: 
o=V 20(a +2). 
Bezeichnen wir endlich den Waflerdrud im Niveau der Ausmlindung 
durch p, jo können wir auch jegen: 


p=hy +n=(+ y, 


— 247 
* 9 = folat. 


Hiernähft wächſt aljo die Ausflußgefhwindigkeit wie die Qua- 
dratwurzel aus der Prefjung aufdie Flächeneinheitder Mündung, 
und umgelehrt wie die Duadratwurzel aus der Dichtigfeit der 
Tlüffigkeit. Bei gleichem Drude fließt alfo z. B. die 4mal fo fchwere 
Fluſſigkeit Y/;mal jo ſchnell aus, als die einfach ſchwere Flüffigfeit. Da die 
Luft 770mal leichter als Waſſer ift, fo würde fie, wenn fie unelaftifch wäre, 
unter gleichem Drude Y 770 — 27 3/,mal fo ſchnell ausfließen, als Waſſer. 

Dbige Rechnung findet auch ihre Anwendung in den Fällen, wo das 
anöfliegende Waller nod) durch eine andere Flüffigfeitsfäule gedrückt wird. 
Steht über der Oberfläche HR des Waſſers HEF in einem Gefäße ACD, 
dig. 751, nod eine Flüſſigkeitsſäule ZR,, 
deren Höhe @ Gı = hı und fpecififches Ge: 
wicht Y, ift, jo kann man diefelbe, unter 7 das 
ſpecifiſche Gewicht des Waflers verftanden, durch 
eine Waflerfäule von der Höhe 3 Rh, erſetzen, 
ohne dadurch den Druck auf IR und die 
Gefchwindigfeit v des durch die Mündung F 
fließenden Waſſers zu ändern. Iſt % bie Druck⸗ 
höhe des Waflers, d. 5. die Höhe der Tren- 
nungsflähe H R über der Mündung F, fo 
hat man die Gefchwindigfeitshöhe: 

2? 


Yı 
— — hB — h 
29 rym 


v= \ 29 (R + Hm). 


weshalb 


Sig. 751. 





und daher: 
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Steht die Trennungsfläche AR, Big. 752, nicht über, ſondern um eine 
gewille Höhe EF = Ah unter ber Mündung F des Ausflußgefäßes 


Sig. 752. 


— er K 





ADC, während die Oberfläche Hi Ri der 
Slüffigfeit I, DR um die Höhe @ GL =hı 
über ee HRfiegt,fohatman: 


ER 4 
hı — h 
Ti y 
und daher die Ausflußgefchwindigfeit: 


-Vren-n) 
Diefer Fall fetst voraus, bap hD>h, 


ober daß Aı Yı > hy ſei. 

Die Höhe, um welche fi) der ſenkrecht 
auffteigende Wafferftrafl FR über bie 
Trennungsfläche ZR der beiden Ylüffig- 
feitenerhebt, beträgt imerften Falle (Fig. 751): 


3 
® _ Yı hı 


und im zweiten Falle (Fig. 752): 
—rn—ln 
29 — 

Man erkennt hieraus, daß der Strahl das Niveau ZA, Ri nicht erreicht, 
jobald y1 <y ift, und daß er das Niveau A, R, Überfteigt, wenn yn >77 
ft. Iſt * h, die auf Waller reducirte Höhe der Flüſſigkeit, fo 


giebt M das Niveau an, welches der Strahl erreichen müßte, wenn bem 
Auffteigen kein Widerftand entgegen wirkte. 

Fließt das Waffer nicht frei, fondern unter Waſſer aus, fo tritt wegen 
de8 Gegendrudes eine Verminderung der Ausflußgefchwindigkeit ein, Liegt 
die Mündung F des Gefäßes AC, Big. 753, 


Tig. 753. 





um bie Höhe FG — Äh, unter dem Wafferfpiegel 
HR des Oberwaſſers und um die Höhe FG, 
— h unter dem Wafferfpiegel A, Rı des Unter: 
waſſers, fo Hat man von oben nad) unten bie 
Preflung: 


9 = hr 


und von unten nad) oben die Gegenpreffung : 


p=hy, 


daher die Kraft des Ausfluffes: 


p -»r=(h—h)y 


8. 426] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 951 
und die Ausflußgeichwindigfeit: 


= \ 2y = V2g9(hı —h). 


Beim Ausfluffe unter Waſſer iſt alfo der Niveanabftand kı — A 
zwifchen den Wafferfpiegeln als Druckhöhe anzufehen. 

Fig. 754. Wird das Waſſer auf der Seite der Ausmün⸗ 
dung durch die Kraft 9 und auf der Seite ber 
Einmündung oder des Waſſerſpiegels durch bie 
Kraft pı gepreßt, jo hat man nun allgemein: 


— 


Dieſer Fall kommt z. B. vor, wenn das Waſſer 
ans einem verſchloſſenen Gefüße ABC in ein 
anderes verfchlofienes Gefäß DE, Fig. 754, 
fließt. Es ift Hier A die Tiefe FG der Mün- 
dung F unter dem Wafferfpiegl ZB, p, bie 
Preſſung der Luft in AHR und p bie Preſſung 
der Luft, ober, nad, Befinden, des Dampfes 
in DE. 


Beiipiele. Wenn der Kolben im 0,3 Meter weiten Cylinder oder Stiefel 
einer Teueriprige mit 2000 Kilogramm Kraft niedergebrüdt wird, und Hinder⸗ 
niffe in den Möhren und Schläuden nicht vorfämen, jo würde dag Wafler mit 
der Geſchwindigkeit 


— J 
o— V 29 V 29 7 10 Vo SER SIE 1000 > 23,66 Meter 


durch das Man ſtud am Stande ausfirömen und, verticalgerichtet, auf bie Höhe 
h = 0,0510? = 28,30 Meter Feigen. 


2) Wenn das Wafler in einen Iuftverbännten Raum einftrömt, 3. ®. in den 
Condenſator einer Dampfmaſchine, während es von oben oder an jeiner freien 
Oberfläche von der Atmofphäre gedrüdt wird, jo ift die legte Formel 


für die Ausflußgefchwindigkeit in Anwendung zu bringen. IR die Drudhöhe 
des Waflers A —= 0,8 Meter, der äußere Barometerftand 0,750 und der innere 
0,10 Meter, jo hat man, wenn die uedfilberjäulen auf Wafterfäulen reducirt 
werden: 





ae — 186 (0,790 — 0,10) = 8,84 Meter: 


daher folgt die Geſchwindigkeit des in den inneren oder Iuftoerbiinnten Raum 
einftrömenden Waflers: 


v= 449 V 08 + 884 — 13,75 Meter. 





8. 427. 
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3) Steht das Waller in der Speijeröhre eines Dampfkeſſels 5 Meter über 
dem Wafferjpiegel im SKefjel, und beträgt der Dampfprud 14000 Kilogramm, 
der Luftdrud aber 10380 Kilogramm auf einen Quadratmeter, jo fließt das 
Waſſer mit einer Geſchwindigkeit in den Keſſel von: 


v— 4,429 17 5, 10 aan 4 loso ν— — 4,429 V5 _ 37 506 Meer. 

Hydraulischer Druck. Wenn das in einem Gefäße befindliche Waſſer 

in Bewegung ift, fo druckt dafjelbe, wie aus dem Folgenden ſich ergiebt, auf 

die Gefäßwände weniger ftark, als wenn e8 in Ruhe if. Man nennt 

den Druck des bewegten Waflers den hydrodynamiſchen oder Hydran- 

liſchen Drud, zur Unterfcheidung von. dem bydroftatifhen Drude, 

d. 5. demjenigen, weldjen das Waller im Zuftande der Ruhe gegen die Gefäf- 
wände ausübt. J 

Fig. 755. Es ſei, Fig. 755, der Waflerfpiegel ZR — @ dem 

| fpecififchen Drude po (etwa dem Atmoiphärendrude) 


ausgefegt, entjprechend einer Waſſerſäule von der Höhe 3 


Ebenfo ſei mit p der Drud auf die Mündung F 
bezeichnet, welche um A% unter dem Waſſerſpiegel Liegt, fo 
ift nach $. 425 die Ausflußgefchwindigfeit : 


Vorl): Yı- 
+2 #=[1 (7), 


wenn — wird, daß der ER G burd 
Zufluß auf conftanter Höhe erhalten wird, d. h. daß das 
Waffer in AR mit einer Geſchwindigkeit c zufließt, welche fich aus 


"@.c=F.v beitimmt. 


Bezeichnet man ferner mit v| die Geſchwindigkeit und 2, den Drud in 
einem anderen Duerjchnitte ZZ, Rı , deflen Größe Gi und deſſen verticaler 
Abitand vom Oberwaſſerſpiegel Ah, iſt, jo Hat man ebenfo: 


BERN 


Durch Subtraction des — Ausdruckes vom zweiten folgt nunmehr: 


Pi Po FV F\?7] v2 
—— — 
Y ı 77 Gi @F 29 


Da nun Fv—= Gc = Gyvi ift, fo hat man: 


F 
er v=dv, 





"&.427.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 953 
folglich aud): | | 


pı __ Do (i =) 
1 —H _(ı__-_)N. 
u CT Eur, 
Es ift alfo hiernach die hydrauliſche Drudhöhe Pan irgend einer 


Y 

Stelle A R, gleich der hydroſtatiſchen Drudhöhe daſelbſt A, +2. 
vermindert um die Differenz der Geſchwindigkeitshöhen des Waf- 
fers andiefer und an der Eintrittöftelle. 

Iſt die freie Oberfläche G des Waflers groß, fo kann man die Zufluß- 
gefchtwindigfeit c außer Acht laſſen, und daher: 
pı _ m» _ 9 
Tue 7" 
fegen, d. h. die hydrauliſche Drudhöhe ift um die Geſchwindigkeits— 
höhe Kleiner als die hydroſtatiſche Druckhöhe. Je ſchneller alfo 
das Wafler in einer Röhrenleitung fließt, deſto ſchwächer ift der Drud 
gegen die Röhrenwand. Aus diefem Grunde zerjpringen die Röhren oft 
erſt dann, oder lafjen erft dann Waſſer durch, werm die Bewegung deſſelben 
in ihnen gehemmt wird, wenn ſich die Röhren verftopfen u. f. w. 

Fig. 756. Duch den in Fig. 756 abgebilbeten Ausfluß- 
apparat kann man die Abhängigkeit des hydrauliſchen 

an Drudes von ber Gefchwindigfeit anfchaulich machen, 
| indem man an verfchiedenen Stellen mit dem Gefäße 
ABF die damit communicirenden Röhrchen E, E,, Es 
verbindet. 

Iſt an einer Stelle CD der Querfchnitt G, > G, 
jo hat man v, <Z c, daher: 


pı m,’ 
>m+® 


Wenn aljo ber Wafferfpiegel R in dem Röhrchen 
E demfelben Drucke 2, ausgeſetzt ift, welcher auf die 
freie Oberfläche & wirkt, fo wird ber Waflerjpiegel R in E über dem 
MWaflerjpiegel @ liegen. Ebenſo bleibt da8 Wafler in dem bei KL ab» 
geführten Röhrchen Z, unter dem Waflerfpiegel G, fobald der Ouerfchnitt C, 


bei KL Heiner als @, baher vo, > e ift, denn alsdann er <h+t 2 
Fur einen Querſchnitt 7, welcher gleich G ift, hat man: 


Pı 20 
— —h —_, 
hr, 
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d. h. in einem bafelbft angefegten Röhrchen wiirde das Waſſer ſich gerade 
bis zum freien Wafferjpiegel @ bes Gefäßes erheben. 

Iſt an einer Stelle, z. B. MN, der Querſchnitt Gh fo Hein, und alſo 
vd, fo groß, daß 


Er Air Baal 
ist, fo hat man, wenn 
h -(#-5 — — a4 
29 29/7 
geſetzt wird: 
| A_D_o. 
7 


Dieſe Gleichung beſagt, daß ber hydrauliſche Druck p, an dieſer Stelle 
um die Größe a y kleiner iſt, als der äußere Druck po auf die Waſſerſpiegel 
Würde man bei N daher ein Loch in der Gefäßwand anbringen, fo würde 
nicht nur kein Waller austreten, ſondern atmofphärifche Luft angejaugt 
werden, und wenn man in N ein nad unten gefriimmtes Rohr Er an- 
‚ordnen würde, welches mit der Mündung in den um a unter MN liegenden 
Waſſerſpiegel taucht, fo müßte diefes Rohr aus dem Gefäße O fi) mit 
Waſſer füllen, indem der auf O wirkende äußere Drud po dann gerade durch 
den hydrauliſchen Drud pꝛ und das Gewicht ay der emporgehobenen 
Wafferfäule in D, im Sleichgewichte gehalten würde. Wenn die Höhe NO 
Heiner als a, etwa gleich a, ift, fo fteigt durd) das Röhrchen Es beftändig 
Waller mit einer Geſchwindigkeit ent|prechend ber Drudhöhe a—a, empor, 
tritt bei N in das Gefäß und gelangt bei F mit zum Ausfluffe, wovon 
man fich durd) Färbung der Flüſſigkeit in O Teicht überzeugen kann. Hieraus 
erflärt fich die in der Technik mehrfach zur Anwendung kommende faugende 
Wirkung der Flüſſigkeitsſtrahlen. 


Die im — ermittelte Saughöhe a — =, — 2 erreicht ihren 


Marimalwertd a — a , wenn der bydraulifche Drud pı an be betreffenden 


Stelle Null wird, und es ift alfo bie höchfte Saughöhe gleid) der Höhe der⸗ 
jenigen Waſſerſäule, deren Gewicht dem äußeren Luftdrude po entfpridht, 
aljo im Durchſchnitte gleich 10,336 Meter. Die Bedingung hierfür iſt 
duch 2, = 0 gegeben, mar hat daher für diefen Fall: 


2 2 
o=-®2=-n+2-(-5) woraus 


“= Vao(n +2) +0@= Vs (n+2).Yı-(9) 


it 





8. 427.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 955 


| Diefe Geſchwindigkeit v, ift nad) $. 425 ebenfo groß, wie diejenige, mit 
welcher Waffer durch die Oeffnung GC, in einen abjolut Inftleeren Kaum 
ansfließt, wenn es unter der hydroſtatiſchen Drudhöhe A, + > fteht und 
mit der Gefchwindigfeit c durch den Querſchnitt G zufließt. Größer kann 
die Gefchwinbigfeit ©, nicht werben, ba fonft der Hybraulifhe Drud pı 
negativ werden müßte, was niemals möglich ifl. 
Setzt mandiefen größtmöglichen Werth von v, in die Gleichung G, vı = FVv 
ein, fo erhält man: 





woraus 





r + a Z2 
dh=fF@ — 1 folgt. 
(m +2)+r(n+22) 

Wenn alfo dem Gefäße bei MN biefer Querſchnitt G, gegeben wird, 
fo fließt das Wafler durch denfelben mit einer Gejchwindigfeit, die ebenfo 
groß ift, ala wenn bei AN ein Iuftleerer Raum ſich anfchlöffe, alfo mit einer 
größeren Gefchwindigkeit, als biejenige tft, weldye das Waſſer annehmen 
wirde, wenn das Gefäß bei MN abgefchnitten, und der Querſchnitt Gı 
dem äußeren Luftdrucke po auögefegt wär. Dean erkennt hieraus, wie es 
möglich ift, das Ausflußguantum, das durch eine Deffinung A, Big. 757, 
zum Austritte gelangt, dadurch zu vergrößern, 
daß man durch das Rohr GC, EE den äußeren 
Luftdruck zur Mitwirkung veranlagt. Nehmen 
wir der Einfachheit wegen an, ber äußere Luft 
drud auf den oberen Waflerfpiegel 9, fei gleich 
denjenigen p auf die Mündung F, und ſetzen bie 
Höhe einer diefem Drude entiprechenden Waſſer⸗ 


fäule * — mn — d (im Mittel: d — 10,336 


Meter), jegen wir ferner den Wafferfpiegel G im 
Berhältnig zu F und G, fo groß voraus, daß 
man bie Zuflußgejchwinbigfeit ce oder die Verhält⸗ 
niſſe — 4 vernachläſſigen kann, ſo geht die 
obige Bedingungsgleichung über in: 


Fig. 757. 
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Gi V29 +9) = FV2gh, 


| h 
= rl 
folgt. j 


Giebt man dem Querſchnitte Gi dieſe Größe F V—- Mr’ fo , Füct 


durch denfelben in jeder Secunde ein Quantum Wafler G, V29 (m +b 
aus*); läßt man aber das Rohr Gi EE fort, fo gelangt das Waſſer in Gı 
nur mit einer Gefchwwindigfeit V 29%, zum Ausfluffe, es beträgt daher dann 
das Wafferguantum nur a V2gA. Wenn ber Querſchnitt GC, größer 


it als der Werth F + „rtv fo fließt das Waſſer durd) denfelben mit 


einer entſprechend Heineren Geſchwindigkeit v,, welche fich jedenfalls durch G, vı 
— F V2gh beftimmt, da das durch F austretende Wafferquantum conftant 
FWV2gh bleibt. Dan erkennt aus obiger Formel, daß Ei Heiner ift als 
F,folande a <h, +b, d.h. folane a — hı <bift. Für ben 
Tal, dag A — Ah, —=b, alſo bie Höhe des Duerfchnittes Gi über der 
Mündung gerade gleich der Waflerbarometerhöhe (10,336 Meter) ift, Hat 
man GG = F. Iſt daher das Rohr GL F durchweg cylindrifc, 
fo darf die Höhe Gi E jedenfalls die Wafjerbarometerhöhe b 
nicht Überfteigen, wenn für die Ausflußgefchwindigkfeit in Z’ bie 
Formel gültig fein foll: 


woraus 


2gh. 
Wenn an irgend einer Stelle der Querſchnitt Gi Heiner ift, als der 


durch GL, =F \ 7 z beftimmte Werth angiebt, fo kann das durd 
1 


die Mündung F austretende Waſſerquantum auch die Größe FV2g% 
nicht erreichen, da die gemachte Vorausſetzung eines genitgenden Zufluffes 
oberhalb jett nicht mehr zutrifft. Das Ausflußquantum dur FF ift jegt 
vielmehr nur gleich dem marimalen Durchflußquantum durch G, zu fegen, 





*) Es ift hierbei vorausgeſetzt, daß das Rohr G, F ftetd gänzli vom Waſſer 
ausgefüllt if. Dies ift erfahrungsmäßig nur dann der Yall, wenn der Ueber: 
gang des Querſchnittes GC, in denjenigen F' hinreihend allmälig ftatifindel. 
Dei einer zu ſchnellen oder plöglichen Veränderung ber Querſchnitte (zu ſtarker 
Divergenz der Wandungen G,E) tritt Luft von unten in das Rohr, und der 
Ausfluß geichieht jo durch G,, als ob das Rohr G, EE gar nicht da wäre. 


8. 428] Die allgemeinen Lehren über den Ausflug zc. '957 
aljo hat man zwar diefelbe Gleichung wie früher: GC, vi — Fr; nur hat 
hier u nicht die Größe V 29%, fondern beftimmt fich durch: 


- = GV +. 


Diefer geringeren Gefchwindigfeit v entſprechend, bildet ſich jet in dem 
Rohre Gi F ein neuer Wafferfpiegel*) bei G, von folder Rage, daß die 
durch die Drudhöhe Ga F erzeugte Geſchwindigkeit jenen berechneten Werth 
von v erreiht. Man hat daher für diefe Höhe ©, da zwilchen G, und G, 
ein Iuftleerer Raum zu denken ift, nad) $. 425: 





dur Aue Zaren 
woraus 

2 —b- (Fi ) ( — F%) (h, + 0) 
folgt. 


Iſt das Rohr Gi EE chlindriſch, alfo d, —= F, fo folgt: x — b = 0; 
das Wafler wird daher in einem cylindrijchen Rohre in einer Höhe gleich 
dem Wafjerbarometerftande durch ben äußeren Luftdrud erhalten. 


Rectanguläre Seitenöffnung. Mit Hülfe der Formel $. 428. 
0=Fv=FV2gh 


läßt ſich die in einer Secunde ausfliegende Waflermenge nur danu unmittels 
bar berechnen, wenn die Mündung borigontal ift, weil nur hier im ganzen 
Querſchnitte 7° einerlei Gefchwindigkeit vorfommt. Hat aber der Querſchnitt 
der Mündung eine Neigung gegen den Horizont, befindet fich z. B. die 
Deffnung in einer Seitenwand des Gefäßes, fo fließen die in verfchiedenen 
Tiefen befindlichen Wafferelemente mit verſchiedenen Geſchwindigkeiten aus, 
daher kann bie Waſſermenge Q nicht als ein Prisma angefehen werben und 
auch die Formel 9 = Fv = FV 2g% nicht unmittelbar zur Anwendung 
fommen. Es iſt allgemein 


Sr Hm ar + zo +. 

= V23 G Vm R VGß + BVb+--.) 
zu ſetzen, wobei Fi, Fa, F5 ... die Inhalte und A,, hs, Rz . . . die Druck⸗ 
höhen der Theile der Mündung bezeichnen. 





*) Hier iſt immer bie Boraußfegung einer vollftändigen Erfüllung des Rohres 
G, F mit Waſſer zu machen. Würden die Rohrwände zu ſtark divergiren, fo 
ift es auch möglich, daß durch GC, ein Waflerfirahl herabfällt, ohne die Rohrwand 
zu berühren. 
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Den einfachſten Fall bietet der Ausflug durch einen Wandeinfchnitt 
oder der fogenannte Meberfall, Fig. 758, dar. Diefer Wandeinfchnitt bildet 
eine rectanguläre Ausflugöffnung 
DEGEH, beren Breite DE=GH 
dur b und Höhe DH — EG 
durch % bezeichnet werden möge. Zer⸗ 
legen wir biefe Fläche bh durch 
Horizontallinien in eine fehr große 
Anzahl gleich breiter Streifen, fo 
können wir innerhalb eines jeben 
einerlei Geſchwindigkeit voransjegen. 
Da, von oben nach unten gegangen, 
die Drudhöhen diefer Streifen 


Sig. 758. 





nn. 
find, jo hat man die entjprechenden 
2 chwindigkeiten: 


35 
29 — Et 


und da ferner der Inhalt eines Streifens Z nn, fo hat man bie zugehörigen 
Waffermengen: 


AU h — 2h ‚®\V2: 
er 292» ER ufm 


folglich da8 Waflerquantum durch den ganzen a 


o-(Vzrt+Vo#+ Vo +.) 
UN YıEyVa EVEN) 
nVn 


Nun ift aber, wie im „Ingenieur“, Seite 88, angegeben wird: 


Vı+V2+V3+.--+Vn 


oder: 
rt we = en) '—!,n Vn; 
daher folgt die in Frage ftehende Waflermenge: 


re .Y/nVn= bh V2gh = 2/5 V age 
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Berfteht man unter der mittleren Gefhwindigfeit o diejenige, 
welche an allen Stellen vorhanden fein müßte, damit ebenjo 
viel Waffer ausfließt, als bei den verſchiedenen Ausfluß- 
gefhwindigfeiten innerhalb des ganzen Querprofiles, fo läßt 
fi fegen: Q = bh. v, und es folgt ſonach: 

v—= ?/,V2gh, 
d. 5. e8 ift die mittlere Geſchwindigkeit des durch einen rec» 
tangulären Wandeinfhnitt ausfliegenden Waffers zwei 
Drittel von der Öefhwindigfeit an der Schwelle ober unte— 
ren Kante des Einſchnittes. 

Reicht die rectanguläre Ausflußöffnung XG, Fig. 759, mit 

Fig. 769. horizontaler Schwelle G H nicht bis zum 
Waſſerſpiegel CE, fo findet man die 
Ausflugmenge, wenn man die Deffmung 
als die Differenz zweier Wandeinfchnitte 
DEGH un DELK anfieht. Iſt Aı 
die Tiefe ZG der unteren md a —= EL 
bie der oberen Kante, fo hat man bie 
Ausflußmenge diefer Einfchnitte: 
2/;b V2gh? 
2/; b 2ghz, 


daher das Waflerquantum fir die rec« 
tanguläre Deffnung X@: 


= !YıbVagh? — 2,6 V 29h = Y;6V2g (hı” — u”) 
und die mittlere u ae 


— 
= nr V20- 


Iſt A die mittlere Drudhöhe EM — Ah, oder die Tiefe des Mittel⸗ 


punktes der Oeffnung unter dem Waflerjpiegel und a die Oeffnungshöhe 
KH=LG=h — ha, ſo kann man fegen: 


, and 





vo — !;V29- ae) oder annähernd: 
Di (1 - 96 ) — 
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Anmerkung. Iſt der Querſchnitt G des Ausflußreſervoirs, parallel zur 
Mündung genommen, nicht bedeutend größer, als der Querſchnitt der Mündung, 


jo bat man noch die Geſchwindigkeit des anlommenden Waſſers v, — = vn 
berüdfichtigen und deshalb zu ſetzen: | | 
_ 2 ,Y3z NE, noa\E 
=33V29. (m + 29 2 ("+ 35)2]- 
Wenn die Seitenwand AB, Fig. 760, unter dem Wintel F gegen den Horizont 
geneigt ift, fo bat man die Querſchnittsdimenſion ED der Mündung gleih 


— aa zu jegen und daher: 
_ 2 bh, -_ 2b V2g yr: Ya 
za nd I ν— he): 


Bezeichnet A die Tiefe irgend eines Elementes der 
Deffnung unter dem Wafferfpiegel und 3% die Breite 
des Elementes, jo hat man algemein · 


2* —= V2g Dam oh 











Dies sieht für das Rechteck, wo ’ conftant if: 
0=55Vay a% —aM. 


Beilpiel. Wenn die untere Kante einer rectangulären, 1 Meter breiten, 
0,4 Meter hohen Ausflußöffnung 0,9 Meter unter dem Waflerfpiegel Liegt, ſo 
ik die entiprechende Penn 


= 3% .1.:4,429 (0,9% — 0,5%) = 1,4771 Gubilmeter. 
Nach der ——— beträgt die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit: 


o=[1-% (97 7) ] #429 V07 = 3,0988 Meter, 


daher die Ausflußmenge: 
Q= 1.0, . 3,6933 = 1,4773 Eubitmeter. 


8.429. Trianguläre Seitenöffnung. Außer rectangulären Seitendffnungen 
fommen nod) trianguläre und freisförmige Mündungen in derrPran? 
por. Handeln wir zunähft von dem Ausfluffe durch eine triangulätt 
Mündung DEG, Fig. 761, mit horizontaler Baſis EG und ber im 
Waſſerſpiegel ZR befindlichen Spige D. Seten wir bie Bafis EG = 
und die Höhe DE — h, theilen wir bie letztere in n gleiche Theile und 

Fig. 761. führen durch die Theilpunkte Barallellinien zur Baſis, 
AxX fo zerlegen wir die ganze Fläche in ſchmale Elemente 
DR 
— b h2b .h3 bh 

von den Inhalten — — 1, u 

n.’an'nn 

, 5h 

-,—,— u. ſ. w. 

3 





— 

——— 

——— 

| —— 
EIII 

. “1. 


und den Drudhöhen 


| 


8. 429.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 961 
Für diefe folgen die Ausflugmengen : 

bh h 2bkh 2h 3bh 3h 

ra u Yar u Zulr Ye re 
und es ergiebt ſich durd) Summation berfelben die Ausflugmenge für bie 
ganze trianguläre Mündung: 


0=% 29°(1+2V2 +3V3 +... +n Vn) 


NH Butt), 
nVn 





oder da die Reihe in der Parenthefe —— ri * = 2/,n% giebt: 


Q = 2); bh V29M — 2/,b l 2gh?. 
Liegt die Baſis DK der Mündung DGK im Wafferfpiegel und die Spige 
@ um % tiefer, fo hat man, da durch das Rechtek DEGK *,bhV2gh 
ausfließt, die entjprechende Wafjermenge: 
Q=?!/;bhV2g — 2, dh V2gh=*Hıbh V2oh. 
Für das Trapez ABCD, Fig. 762, deſſen obere im Waſſerſpiegel 
Niegende Bafis AB — bi, deſſen untere Baſis OD — b, und deſſen 


Höhe DE—= Ah ift, findet man die Waflermenge durch Zufammenfegung 
aus einem Rechtecke und zwei Dreieden, nämlich: 


9= !ybah V2gh + *ıs (b — db) h V2gA 
— Yı5 (2dı + 355) h V2gR. 


"ig. 762. 





Ferner folgt die Ausflugmenge für ein Dreied CODE, Fig 768, deſſen 
Spige C um h, und beflen horizontale Baſis DE — b um 0oM— Rz 
unter dem Waflerfpiegel liegt, als die Differenz der Waflermengen, welche 
durch das Dreied ABC und durch da8 Trapez AB ED fließen wilrden. 
Man hat daher, wenn AB — b, geſetzt wird: 

= 5 bo hi V2ghı — !ıs (2b, + 3V)h, V2gh, 


— 2/5 V2g [2b (hr — Rz) — 304%). 
Weisbach's Lehrduch ter Mehanit. I, 61 
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Fur u dat man nun y:b—=hı:hh — h,, alſo u — — 

1 Mm 
und folglich: 

2b h, 3 
= !, “Veen _ — h%) — 3bh, „| 
/ubV2g —5 — 5 h, hy% + sh 
hı — -h, 

Für das Dreieck ACD, Fig. 764, folgt die Ausflußmenge als Difierenz 
der dem Rechteckk DB und dem Dreieck ABC entiprechenden Ausflup- 
quanten zu: 





Fig. 764. = 5b V29 (h% — h5%) 
z — „RR — 55h hir ) 
— 2bVag Dh, + 3h; 
hı — ha 
3h,? — 55h, + 2 he” 
= 25 bV29 1 007) 1 003 7, Z: 3 . 
1 2 





Anmerfung. Bezeichnet in dem legten alle = die Tiefe eines Horizontalen 
Streifens der Ausflußöffnung ADC, ig. 764, unter dem Waflerfpiegel, dr die 
Breite und y die Länge diejes Streifens, jo hat man: 


Q = /[yrx . V29x = V2g [ya'rdr. 
Da nun aus der Proporttion y:b= x — Ähy:h, — hy für y der Werth 
— (2 — hs) fi) ergiebt, jo folgt: 
— Rg 








Aı Aı 
—_d yo [ (@—h)arar= Ö V2y [ (eWac—h,zWmrz) 
h — hy .. h—h, t 
UF Re 


„29 [7 (Rı% — ho’) — —- ha%)] 


* * Bi 29 6 hr - 5hahı’k + 2h-“e). 








Beilpiel. the Waſſermaſſe fließt dur das Quadrat ABC D, Fig. 765, mit 
verticaler Diagonale AC von 1 Meter Länge, wenn der Edpuntt A bis zum 
Maflerjpiegel reiht? Die obere Hälfte des Quadrats giebt die Ausflußmenge: 

9, = 4b Vagrh = %,.1.4489. Yı, — 0,626 Eubitmeter 


und die untere: 
V52 2h,r — bh, hr + 3%," 


Fig. 765. Q, = Yı d — 
2 —5.1.(y)® +3 .(4,% 
— Y5.1.449 IBEULEIR), +3. 


12 
— 1,181 (2 — 1,768 -+ 0,530) = 0,900 Eubitmetir. 
folglich fließt Dur die ganze Mündung die Majter: 
menge: 
Q = 0,626 4 0,900 = 1,526 Eubitmeter. 





8. 430.] Die allgemeinen Lehren über den Ausfluß zc. 963 


Kreisförmige Seitenöffnung. Für eine freisförmige Mündung $. 430. 

AB, Fig. 766, beftimmt fic) die Ausflugmenge nur durd) eine auf folgende 

Fig. 766. Weife zu ermittelnde Näherungsformel. erlegen 
wir ben Kreis durch concentrifche Kreife in gleich 
fhmale Ringe und jeden Ring in lauter gleiche, 
als Parallelograımme anzufehende Elemente. Iſt 
nun r der Halbmeſſer eines ſolchen Ringes, b deſſen 
Breite und n die Anzahl feiner Elemente, folglich 


anr.. . , 
— die Yänge eined Ningelementes, jo hat mar 


die Größe deſſelben: 
2arb 





K= 





Iſt ferner A die Tiefe CO @ des Mittelpunttes C unter dem Waſſerſpiegel 

HR und 9 der Winkel ACK, um welchen ein Element K vom hödhften 

Punkte A des Ringes abfteht, fo hat man die Druckhöhe diefes Elementes : 
KN=(G—CL=h—rcoa.9 

und daher die Ausflußmenge dieſes Elementes: 


rn V29(h— rcos. pP). 





Nun ift aber: . 


VRh—rco.p 
—Vh I — 1), — cos. P — 1a (7) os 92 — | 
—Vh B — 1 = 608. 9 — Us (5) a + 008.29) — 4 
daher folgt die Ausflußmenge eines Elementes: | 
— 27crb V2gh k — 1 2 008. pP — Yıs (z) a + 008.29) — - | 





n 

Die Ausflugmenge des ganzen Ringes ergiebt fi, wenn man in der 
Barenthefe ftatt 1,n.1—=n, ftatt cos. ꝙ die Summe aller Cofinus ꝙ 
von ꝙ = 0 bis $ — 2, und ftatt cos. 2 ꝙ die Summe aller Cofinus 
2p von 29 = 0 bis 29 — 4r nimmt. Da aber die Summe aller 
Coſinus eines Vollkreiſes — Null ift, fo fallen dieſe Cofinus ganz aus, 
und es folgt die Ausflugmenge fiir den Ring: 


2rrb 2 
— * Var ln (5) ] 


7 
—dıarb l 2gh F — Ye (7) — .. | 


61* 
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Sest man jet — — flatt b und ftatt r nad) einander —, —— er bis 7 
ſo erhält man die Zueflußmenge aller die ganze Rreifläche außmadenben 


Ringe, und e8 folgt zulegt da8 Ausflugquantum des ganzen Kreifes: 
3 
Q—=2nrV Te +24 34m) Y—z(l+2°+ 344m) 


r m? rd) mi 
— — 5 — — ] — ($ — 
—=2xrV2gh e 5 / ) 


16 man2 4 
— 2 
= ar: Vagilı — Usa (£) — .. | oder genauer 


2 4 

= arı V2gh I — Ya (£) — 1024 () — ] 

Keicht der Kreis bis zum Wafferfpiegel, fo ift 
= 987/024 zr? v2 gh = 0,964 F V2gh, 
wenn F = zr? den Inhalt der ganzen Kreisfläche bezeichnet. 

Uebrigens ift leicht zu erachten, daß man in allen den Fällen, wenn die 
Drudhöhe im Mittelpunkte gleich oder größer ift als der Durchmeffer der 
Mündung, ben Werth der ganzen Reihe — 1 fegen und 

Q = F V2gh 
annehmen kann. Auch läßt fich diefe Regel auf andere Miindungen anwen⸗ 
den, und alſo in allen den Fällen, wenn der Schwerpunft einer Mündung 
mindeftend ebenjo tief unter dem Waſſerſpiegel liegt, al8 die Mündung hoch 
ift, die Tiefe 4 dieſes Punktes als Druckhöhe anjehen und 

Q=FWYV2oh Segen. 

Anmerlung. Bezeihnet r den Halbmefjer ver kreisförmigen Deffnung ADBE, 
Fig. 767, E den Halbmefjer irgend eines Ringes von der Breite dp, fo fließt 


durch ein Element X, welches von dem Scheitel A um den Wintel @ abfteht, die 
Waflermenge: 


Ye 
dg=de . dp V2g9(h— 008. 9) = ode V2gh .(1— $eos. e) 9 


=o20.Vagh. I -% 8 cos. 9 Yet) (1 +#cos. 29-:--] y\ 


Betrachtet man zunächſt ꝙ ala conflant, jo giebt die Integration die Ausflubs 
menge durch die vingförmige Fläche: 


g= erg V2gh fh Geo. 0 Yu(f) u 4 co a ]d o 
* ede VY2gR fr n—0— 1, £ (sin.2n—sin.0) 


e\? . 
— Yıs(£) @a—0+ Ysin.An—sin.0.] 
=eE V2gh.2n[1- (8) ] 





Kae Zen, Ger Ge 
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Wird nun zwilden den Grenzen — r und g — 0 integrirt, fo folgt das 
gefammte Ausflukquantum für den vollen Kreis: 


r 


0=2n va» ([ı- Yıg &)]ere=2rV3ar [I — Ye Ir 


0) 
— — g — — 
=nr V2gh k — Ya (4) — ⸗— V5M [: — Ya($) — * 
Für den oberen Halbkreis hat man die erſte Integration zwiſchen ven Grenzen 


9 =5 nd oo = — 7 auszuführen, dann folgt: 


= 


g=ere. van [[-n$ 00.9 Y($) (1408.29) |? 9 


-5 
ede. Nom [m -75(#)] 
und daher folgt die Waſſermenge Q, für den oberen Halbkreis DAE: 


r 
— — —— ——————— — 
———— 
6 
In gleiher Weile findet man für den unteren Halbfreis, wenn man zwildhen 


ben Grenzen 9 = 3 und o= = integrirt:: 


A 

Uebrigeng gelten diefe Formeln für Q, Q, und Q, 
au bei elliptiiden Mündungen mit horizontaler 
Are, da die Ausflußmengen unter übrigens gleichen Ber: 
hältnifien den Breiten der Mündungen proportional find, 
und bie Breiten einer Ellipje den Breiten eines gleich 
hohen Kreiſes proportional wachſen (f. analyt. Bülfslehren 

B $. 12). 

Beiſpiel. Welche Waflermenge fließt ſtündlich durch eine treisförmige Deff: 
nung von 0,1 Meter Durchmefier, über deren oberem Rande ber Waſſerſpiegel 
5 Millimeter hoch fteht ? 

Es ift hier: 

r 0,05 10 r\3 
» = DB = 17 = 0909, daher () — 0,826, 


ferner 1 — Ym (£) = 0,974, folglih die Ausflußmenge per Stunde: 
2 
Q=60.60 HEIL 4409 V0,055 . 0,974 = 28,590 Gubitmeier. 


Bewegte Ausflussgefässe. Die Ausflußgefhwindigfeit ändert $. 431. 


ſich, wenn ein vorher in Ruhe befinbliches Gefäß in Bewegung übergeht, 
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oder ein in gleichförmiger Bervegung befindliches ſeinen Bewegungszuſtand 
ändert, weil in dieſem Falle jedes Waſſertheilchen außer feinem Gewichte 
aud) noch, durch ſeine Trägheit gegen die Umgebung wirkt. 
WBewegi man das Gefäß AC, Fig. 768, beſchleunigt vertical auf— 
wärts, während das Wafler durch die Bobenöffnung F abfließt, fo findet 
Fig. 768. eine Vergrößerung, und bewegt man es befchleu- 
nigt vertical abwärts, fo findet eine Verminde⸗ 
rung der Ausflußgeſchwindigkeit ftatt. Iſt die 
Acceleration p, jo drüdt jedes Waſſermaſſen⸗ 
element M nidjt bloß durch fein Gewicht Mg, 
fondern auch durd) feine Trägheit Mp, es ift 
folglich die Kraft eines jeden Elementes im 
erften Tale (9g + p) M und im zmweiten 
(g — ») M, alſo ftatt g, g Ep zu fegen. 
Hiernad) 3 





“=gtnh 
ih ſonach er die Ausflußgeſchwindigkeit: 
v=V2@+tph. 


Steigt das Gefäß mit der Acceleration g empor, jo ift 
2.29h = 2Vgh, 

alfo die RETRO 1,414 mal fo groß als beim ftillftehenden 
Gefüge. Fällt das Gefäß durd) fein eigenes Gewicht, alfo mit der Accele: 
ration g, fo ift » — 0, dann fließt alfo fein Wafler aus. Bewegt fi, das 

Fig. 769. Gefäß gleichförmig auf oder abwärts, fo bleibt 
| ve —=V 2gh, fteigt e8 aber verzögert, fo wird 
v=V2(g—p)h, und fällt e8 verzögert, 
ſo fällt =V 2 + p)h aus. 

Bewegt man das Ausflußgefäß Horizontal 
oder unter einem fchiefen Winkel gegen ben 
Horizont, jo ftellt ſich (ſ. $. 380) der Wafler: 
jpiegel chief gegen den Horizont und es findet 
daher auch eine Veränderung der Ausflup- 
geſchwindigkeit ftatt. 

Bei Umdrehung eines Gefäßes AC, 
Fig. 769, um feine verticale Are X X bildet 
der Wafferfpiegel einen paraboloidischen Trichter 
AOB, es Steht daher über der Mitte M des 
Bodens eine Heinere Drudhöhe MO, als nahe am Rande deifelben, und es 
fließt daher aud) durch eine Miindung in der Are das Waller langfamer, 
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als durch jede andere gleich große Bodenöffnung F. Bezeichnet A die Drud- 

höhe MO in der Mitte M, fo wäre die Ausflußgejchwindigfeit durch eine 

Mindung dafelbft — 2g A; bezeichnet aber y die Entfernung MF—= NP 

einer Mündung Z' von der Are X X und @ die Winfelgefchwindigfeit, fo hat 

man, da die Subtangente TN des Parabelbogend O P der doppelten Abfciffe 

ON gleich ift, die entiprechende Erhebung des Waflers über der Mitte O: 
ON=1 TN=1RPN.tang. NPT, 


2 
folglich, wenn man noch tang. NP T=tung.p = — (. 8S. 380) ein⸗ 


führt, und die Umdrehungsgeſchwindigkeit von F, d. i. @y, durch ww bezeichnet, 
"w?y @? y° 202 


Hiernach iſt denn die Ausflußgeſchwindigkeit für die Mündung F: 


Vν—— 


dig. 770. Tiefe Formel gilt für jedes beliebig 
geftaltete Gefäß, und auch dann nod), 
wenn e8 oben verſchloſſen ift, wie 
z. B. für 40, Fig. 770, fo daß ſich 
der Trichter DO E gar nicht voll- 
ftändig bilden kann. Es ift auch) hier 
h die Tiefe MO der Mündung unter 
dem Scheitel O des Trichters, und w 
die Umdrehungsgejchtwindigkeit von der 
Mündung. Sie findet bei den Reac- 
tionsrädern und Turbinen in der Folge 
ihre Anwendung. 

Beiſpiele. 1) Wenn das mit Wafler angefüllte Gefäß AC, Fig. 768, 
350 Kilogramm wiegt und mittelft eines über Leitrollen KR gehenden Seiles 
durch ein Gewicht GE von 450 Kilogramm aufgezogen wird, fo fleigt es mit 
einer Acceleration: 

_450 — 350 _ __10  _, 
PSmrmI m Ir / 9: : 
und es ift deshalb die Ausflußgeſchwindigkeit: 
v=VY?g+p)h=YV2.%.9h=YVY, gh. 
Wäre die Drudhöhe A = 1 Meter, jo würde folglih die Ausflußgeſchwin⸗ 


digkeit: 
9 3 
v= vV? 9 — 981 —= 4,693 Meter betragen. 


2) Wenn fih das mit Mailer angefüllte Gefäß A C, Big. 770, jo umdreht, 
DaB e8 in der Minute 100 Umdrehungen madt, während die Tiefe der Mündung 
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F unter dem Wafferfpiegel in der Mitte 0,6 Meter und die Entfernung von 
der Are X X 1 Meter beträgt, jo ift die Ausflußgeſchwindigkeit: 


2 
v= Vyı toi V 2.981.06 + 5) — 11,02 Meier. 


Steht das Gefäß ftill, jo iſt 


v=YV2.98 .06 = 343 Meter. 


Zweites Capitel. 


Von der Eontraction der Waflerftrahlen beim Ausflufie 


des Waflers durch Mündungen in der dünnen Wand. 


&. 4382. Geschwindigkeitscoefficient. Die in dent vorftehenden Capitel ent- 
widelten Ausflußgefege ftimmen mit den Erfahrungen faft ganz überein, jo 
lange die Drudhöhe in Anfehung der Miündungsweite nicht ſehr Hein it, 
und fo lange ſich die Ausflugöffnung nad) innen allmälig erweitert und fid, 
ohne Eden und Kanten zu bilden, an die Boden- oder Seitenfläche dei 
Gefäßes anschließt. Die hierüber an glattpolirten metallenen Mundftüden 
angeftellten Verfuche von Michelotti, Eytelwein und Anderen, formt 
auch die Berfuche des Verfaſſers haben nachgewieſen, daß die effective oder 


dig. 771. 





wirflich ausfließende Waflermenge 96 bie 
99 Procent von dem theoretijch beſtimmten 
Waſſerquantum if. Das in der halben 
natürlichen Größe abgebildete Mundſtück AD, 
dig. 771, gab die effective Ausflußmenge, 
bei einer Druckhöhe von 10 Fuß, 98 Pro- 
cent, bei 5 Fuß, 97 Procent und bei 1 Fuß, 
96 Procent des theoretisch beftimmten Aus⸗ 
flußguantums (Verſuche mit größeren Mün⸗ 
dungen |. Unterfuchungen in dem Gebiete 
der Mechanik und Hydraulik, zweite Abtheil). 
Damit der Ausflug durd) ein ſolches Mund: 


ſtück möglichſt ungeftört erfolge, muß die Abrundung defjelben nicht nad) 
einem Kreife, fondern nach einer Curve AD —= BC erfolgen, deren Krünt: 
mung von innen nad) aufen (von A nad) D) allmälig abnimmt. Da ferner 
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bei dieſem Ausfluffe der Strahl mit der Mündung gleichen Querfchnitt F 

hat, jo ift anzunehmen, daß diefe Verminderung der Waflermenge aus einem 

Berlufte an Geſchwindigkeit hervorgeht, der in der Reibung oder Adhäſion 

des Waſſers an dem inneren Umfange der Mundung und in der Klebrigkeit 

des Waſſers ſeinen Grund hat. Wir nennen in der Folge das Verhältniß 

der effectiven Ausflußgeſchwindigkeit zur theoretiſchen Gefchwindigletv—V 2gh 

den Gefchwindigteitscoefficienten und bezeichnen denfelben durch 9. 

Hiernad) ift alfo die effective Ausflußgefchmwindigfeit im einfachften Falle : 
v=g9v—=gpV2ygh 

und die effective Ausflußmenge: u 
Q=Fu=g9Fv—=9FV2gh. 

Führen wir für ꝙ den mittleren Werth 0,975 ein, fo erhalten wir: 
Q —= 0,975 F V 29h — 0,975 . 4,429 FVh — 4,318 FVh. 
Einer mit der Gefchwindigfeit v, ausfliegenden Waſſermenge Q wohnt die 


lebendige Kraft 7. v? inne, vermöge welcher fie die mecjanifche Arbeit 
2 [ 
9r zu zu leiften vermag. Da aber beim Nieberfinfen von der Höhe 


3 
h= 27 das Gewicht Qy die Arbeit Qyh = Qy J verrichtet, ſo 
folgt, daß durch den Ausfluß das Waſſer den Arbeitsverluſt 
vꝰ 
— 1—/(1-—-o? — 2 
1=9(7,-)=U - 97. =U—09789 97. 
d. i. 
L = 0,049 Q9y - g ode 4,9 Procent 


erleidet. Es wird aljo das —8 Waſſer durch ſeine lebendige Kraft 
4,9 Procent weniger Arbeit verrichten, als durch fein Gewicht beim Herab⸗ 
finfen von der Höhe A. 


Anmerlung. Der Berfafler hat das dur die Formel v = Y2gh ausge: 
drückte Ausflußgefeg auch unter jehr verſchiedenem, namentlih unter ſehr hohem 
Drude von 100 Metern und unter jehr fleinem Drude von 0,02 Meter geprüft. 
Ein innen ‚gut abgerundetes Munbftüd von 1 Gentimeter Weite gab bei den 
Drudhöhen: 


ha = 0,02 Meter | 0,50 Meter | 3,5 Meter 17 Meter 108 Meter 





9 = 0,99 0,967 0,975 0,994 | 0,994 
j. Eivilingenieur, Neue Folge, Band V, erftes und zweites Heft. 
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Contractscoeflcient. Fließt das Wafler durch eine Mündung in 
der dünnen Wand, fo tritt unter Übrigens gleichen Umftänden eine bedeu- 
tende Verminderung der Ausflußgmenge ein, indem die Wafferelemente in 
convergenten Richtungen durch die Mündung hindurch gehen und dadurch 
einen zufammengezogenen oder contrahirten Wafferftrapl 
hervorbringen. Die von Mehreren, namentlid) aud) die in der neueften Zeit 
von dem Verfaſſer angeftellten Strahlenmefjungen haben ergeben, daß der 
Strahl in einer Entfernung, die ungefähr der halben Mündungsweite gleic) 
fommt, die ſtärkſte Zuſammenziehung und eine Dice hat, die 0,8 des Durch⸗ 
meffers der Mündung „beträgt. Iſt Fy der Querjchnitt des zufanmıen- 
gezogenen Waflerftrahles, ſowie F der Querfchnitt der Mündung, fo bat 


man hiernad): 
F, = (0,8)? F = 0,64 F. 


Man nennt das Verhältniß z diefer Duerjchnitte den Contractions- 


coefficienten. Bezeichnet man ihn mit @, fo ift ſonach der mittlere 
Werth für den Ausflug des Waffers duch Mündungen in der diinnen Wand 
ao — 0,64 zu feßen. 

So lange man feine nähere Kenntniß Über da8 Geſetz der Contraction der 
Waſſerſtrahlen Hat, kann man annehmen, daß der durch eine kreisrunde Deffnung 
AB, Fig. 772, fließende Strahl einen Rotationskörper AEEA bilde, 
deffen Umfläche durch Umdrehung eines Kreisbogens A E um die Are CD 
des Strahles entfteht. Segen wir den Durchmeſſer AA der Mundung — d 

Fig. 772. und die Entfernung CD des contrafir: 

‚ ten Querjchnittes EE von der Mündung 

— 1/2 d,fo erhalten wir für den Halbmeſſer 

MA=ME=r 
des Erzeugungsbogens AE mitteld ber 
Gleichung 
AN=EN(?2ME— EN) 

oder 





den Werth: 
r=1,3 d. 
Mindungen, nad) diefer Geftalt des contrahirten Wafferftrahles geformt, 
geben fo ziemlich die Ausflußgefchwindigfeit: 
vı = 0,97 v. 
Die Contraction des Waflerftrahles hat ihren Grund darin, daß nicht 
allein das Waſſer, welches unmittelbar über der Mündung befindlich ift, 
ausfließt, fondern auch das zur Seite befindliche Waller herbeiftrönt und 
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mit zum Außsfluffe gelangt. Es findet alſo ſchon im Inneren des Gefäßes 
eine Convergenz der Wafferfäden, ähnlich wie fie die Figur andeutet, ftatt, 
und e8 befteht die Kontraction des Waflerftrahles in einer bloßen Fort⸗ 
fegung diefer Convergenz. Bon diefer Bewegung des Waflers in der Nähe 
der Mündung kann man ſich mit Hülfe eines gläfernen Ausflußapparates 
überzeugen, wenn man Heine Körper, welche wenig leichter oder ſchwerer als 
Waſſer find, wie 3. B. Sägeſpäne von Eichenholz, Stüde von Siegellad 
u. |. w., in das Waſſer bringt und mit zum Ausfluffe gelangen läßt. 


Contrahirte Wasserstrahlen. fließt das Waffer durd) dreifeitige, $. 434. 
dierjeitige Mündungen u. |. w. in dünnem Bleche, fo nimmt der Waifer- 
ftrahl befondere Seftalten an. In die Augen fallend ift zumal die Um— 
fehrung des Strahles, oder die veränderte Stellung feines Duerjchnittes in 
Hinficht auf den Querſchnitt der Mündung, vermöge welcher eine Ede diejes 
Querſchnittes mit der Mitte einer Seite der Mündung gleichzuliegen kommt. 
Hiernad) bildet bei einer breifeitigen Mündung AB C, Fig. 773, der Quer⸗ 
ſchnitt des Strahles in einem gewiſſen. Abftande von der Mundung einen 
dreiftrahligen Stern DEF, bei einer vierjeitigen Mündung AB CD, 
Fig. 774, einen vierftrahligen Stern EF GH, ebenfo bei einer fünfjeitigen 

Big. 773. Big. 774. Big. 775. 
B ,H 
C 







D 





L 


Mündung ABCDE, Fig. 775, einen Stern FGHKL mit fünf Strah- 
len u. ſ. w. Dieſe Ouerjchnitte find aber in verfchiedenen Abftänden von 
Sig. 776. der Mündung jehr verfchieden, fie nehmen 
auf Einer gewiſſen Strede ab und auf 
einer folgenden wieder zu u. |. w.; es 
befteht daher der Strahl aus Blättern 
oder Rippen von veränderlicher Breite 
und bildet dadurch, was namentlich beim 
Ausfluffe unter jehr großem Drucke 
zu beobachten ift, Bäuche und Knoten, 
ähnlich wie die Cacteen. Iſt die Min- 
dung ABCD, Fig. 776, rectangulär, 
jo bildet in kleinerer Entfernung von 
der Miindung der Querjchnitt zwar eben _ 
falls ein Kreuz oder einen Stern, allein 
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in größerer Entfernung nimmt derjelbe wieder mehr die Geftalt eine 
verwendeten Rechtecks ZF an. 

Den Ausflug bei den verfchiedenartigften Miindungen hat Bidone bech- 
achtet; genaue Strahlenmeffungen bei quadratifchen Mundungen find aber 
nur von Boncelet und Lesbros angeftellt worden (ſ. Allgemeine Mafchinen- 
enchflopädie, Artifel ‚Ausfluß“). Die legten Meſſungen haben auf einen 
Heinen Contractionscoefficienten 0,563 geführt. Waflermeflungen beim 
Ausfluffe durch Heinere Mitndungen führen aber auf größere Contractions: 
coefficienten, fie weijen fogar nad), daß diefelben bei Tanggezogenen Recht: 
een größer find als bei Rechteden, die fidy mehr den Quadraten nähern. 


Ausflusscoefficient. Wäre beim Ausfluffe des Waflerd durch Mün- 
dungen in der Dünnen Wand die effective Geſchwindigkeit gleich der theore- 
tiihen v = V2gh, fo Hätte man die effective Ausflußmenge: 

Q=aF.v—=arV2gn, 

weil & F den Duerjchnitt des Strahles an der Stelle der größten Yufan- 
menziehung, wo fich die Waflerelemente in parallelen Richtungen bewegen, 
bezeichnet. ‘Dies ift aber keineswegs der Fall, es zeigt fich vielmehr in ber 
Erfahrung, daß Q noch Heiner ale & F V 29% ift, daß man alfo bie the 
vetifche Waflermenge FV 29% durch einen Coefficienten multipliciven muß, 
der Heiner al8 der Contractionscoefficient ift, um die effective Ausflußmenge 
zu erhalten. Wir müſſen baher annehmen, daß beim Ausfluffe durch eine 
Mundung in der dünnen Wand noch ein gewiſſer Gefchwindigfeitsverluit 
eintrete, deshalb auch einen Gefchwindigfeitscoefficienten ? einführen ımd 
daher die effective Ausflußgefchwindigfeit 


vv =9vr—=gpV2gh 
fegen. Hiernach ift alfo die effective Ausflußmenge: 


QG=R.u=aFf.gv—=oapgFv—=agpFYV2gh. 
Nennen wir endlich noch das Verhältniß der effectiven Ausflußmenge Q; 
zum theoretifchen oder hypothetiſchen Ausflußguantum Q den Ausfluf- 
coefficienten und bezeichnen wir ihn in der Folge durd) ge, fo haben wir: 

9 =uQ=ufFfr = urV2gh 
und daher: 
BZ=09, 

db. 5. der Ausflußcoefficient ift das Product aus dem Contrac 
tions= und dem Gejchwindigfeitscoe ffictenten. 

Bielfältige Beobachtungen, namentlich aber auch die Mefjungen bes Ber- 
faflers, Haben darauf gefiihrt, baß der Ausflußcoefficient für Mündungen m 
der dünnen Wand nicht conftant ift, daß er bei Meinen Mündungen und 
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Heinen Ausflußgeſchwindigkeiten größer ift, al8 bei großen Mündungen und 
bei großen Gejchwindigfeiten, daß er auch bei langen und ſchmalen Min- 
dungen bedeutend größer ausfällt als bei Miündungen, bie fich einer regel- 
mäßigen Form oder dem Kreife nähern. 

Tür quadratiihe Mündungen von 1 bis 9 Duadratzoll Inhalt bei 7 bie 
21 Fuß Drudhöhe ift, nad) den Verfuchen von Boffut und Michelotti, 
der mittlere Ausflußcoefficient » == 0,610, für kreisförmige von !/, bis 6 
Zoll Durchmefjer bei 4 bi8 21 Fuß Drudhöhe aber fällt derjelbe u — 0,615 
oder ungefähr 8/,; aus. Die einzelnen Beobachtungswerthe von Boffut und 
Michelotti weichen ımter einander nicht unbebeutend ab, doc; läßt ſich ans 
ihnen eine Abhängigkeit von der Größe der Mündung und der Größe ber 
Drudhöhe nicht entnehmen. Nach den Berfuchen des Berfaflers ift bei einem 
Drude von 0,6 Meter der Ausflußcoefficient für eine kreisrunde Mündung 


von 1 Gentimeter Durchmefler . . . & = 0,628 


„2 n 2. 0821 
3% „ 0 = 0614 
Br n .. — 0607. 


Dagegen bei einem Drucke von 1/, Meter für dieſelbe Mündung 
von 1 Centimeter Durcdhmefir . . . a = 0,637 


„ 2 n n 2... — 0,629 
„ 3 n n 0... = 0,622 
" 4 .. = 0,614. 


Man fieht aus diefen Berſuchoreſultaten deullich, daß der Ausflußcoefficient 
zunimmt, wenn die Mündungsgröße und die Drudhöhe abnehmen. 

Nehmen wir für g den mittleren Werth 0,62 und « — 0,64 an, fo 
befommen wir den Gejchwindigkeitscoefficienten beim Ausfluffe durch Mun⸗ 
dungen in ber dünnen Wand: 


—“ _ 
$= 7 — 0,97, 


alfo ziemlich jo groß wie beim Ausfluffe durch abgerundete ober conoidiſche 
Mindungen. 


Anmertungen. 1) Berfude von Buff (f. Boggendorff’s Annalen, ®b. 
XLVI.) zeigen, daß die Ausflußcoefficienten bei Heinen Mündungen und kleinen 
Drudhöhen oder Gefhwindigfeiten bedeutend größer find als bei großen und mitt- 
leren Mündungen und Gejchwindigfeiten. Eine Mündung von 2,084 Linien 
Durchmeſſer gab bei 11/, Zoll Druck u — 0,692, bei 35 Zoll aber u = 0,644; 
dagegen eine Mündung von 4,848 Linien Weite bei 41/, Zoll Drud u = 0,682 
und bei 29 Zoll uw = 0,653. Aehnliches hat auch der Berfafler gefunden. 

2) Beim Ausfluffe unter Wafler fallen, nach den Verſuchen des Verfaſſers, 
Die Ausflußcoefficienten nahe um 1%, Procent kleiner aus als beim Ausflufie 
in die Luft. 
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Versuche. Es läßt fid) der Ausflußcoefficient u, welcher einer 
gewiſſen Ausflugmündung entfpricht, finden, wenn man da8 Waflerquantum 
V kennt, welches in einer gewifjen Zeit £ bei einer befannten Drudhöhe r 
durch den befannten Duerfchnitt F der Mündung ausftrönt; es ift nämlich: 


V=urV2ogh.t, 


alfo umgefehrt, 


v 
r Ft.V2gh 
Um aber die beiden Factoren deſſelben, näntlich den Contractione- und 
den Gefchwindigfeitscoefficienten zu ermitteln, bedarf es entweder noch einer 
Ausmellung des Strahlenquerfchnittes FR — ®F, oder einer Beſtimmung 
der Ausflußgeſchwindigkeit y = pr — pV 29% mittel der Sprungweite 
des Strahles. Beide Meffungen laſſen fich jedoch nur bei dünnen Strahlen 
mit freisförmigen Querſchnitten erträglicd) genau bewerkſtelligen. 
Der treisfürmige Ouerfchuitt Fy eines Strahles beftimmt fid) ſehr ficher 
mit Hülfe eines in Fig. 777 abgebildeten, aus einem Ringe und vier fpig 
Fig. 777. zulaufenden Schrauben A, B, CO, D beftehenden 
Apparatee. Die Schrauben find nad) dem Mittel 
punkte des Strahlenquerfchnittes gerichtet und werden 
fo geftellt, daß ihre Spigen die Uberfläche des 
Strahles berühren. Nach diefem wird der Ring von 
dein Strahle abgezogen und e8 werden die Abftände 
der gegenüberftehenden Schraubenfpigen von einander 
gemeſſen; zulegt wird das Mittel d, diefer Abjtände 
als Durchmeſſer des Strahles angenommen. Iſt nod) d der Durchmefter 
des Mündungsguerfchnittes, jo hat man nun: 


(4) 
-3- 


& 
Mißt man die Sprungweite BC — b eines aus ſdem Mundftüde SA 

horizontal ausfliegenden Strahles A B, Fig. 778, welde einer gewiflen Höhe 

AC= a zukommt, fo hat man nad) $. 38 die Ausflußgeſchwindigkeit: 


b2 
u — - Ve, 


und da nın v, = pr — pV2gk gh ift, fo erhält man dann: 
tı b2 — b 


v Yäah 2Yan 





und dann: 





Go = 
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u__2u Vah 
= 


und hieraus: & = — 
p 


Sig. 778. 


u h 


PATE) 


pP ’2 





Die Beſtimmung von v ift jedoch noch ficherer, wenn man ftatt a und b 
die horizontalen und verticalen Coordinaten dreier Punkte der parabolifchen 
Are AB des Strahles ausmigt, weil dann aud) die Are des Mundſtückes 
eine unbefannte Neigung gegen den Horizont haben kann. Am einfachſten 
geht man zu Werke, wenn man eine horizontale Schnur DF über dem 
Ztrahle ausſpannt, von drei gleichweit von einander abftehenden Punkten 
D, E, F derfelben Lothe herabläßt, und an diefen die Abjtände DG, EH 
und F'K der Are des Strahles von DF abmißt ft DF = x bie hori- 
zontale Entfernung der äußerften Punkte von einander, find ferner die Bertical- 
abftände DG, EH und FK = 2, 2, und &, und nimmt man G ale 
Goordinatenanfangspunft an, jo hat ınan die Coordinaten für den Punkt 7: 


= GL=DE=!,DF=7 wdy=LU=EH—-DG=a—1#; 


ferner die für den Bunt X: 
,—=G6M=DF=swyw=MK=FK—- DO=s, — æ. 

Nach $. 41 ift num, wenn & den Neigungswinfel der Strahlenare in GC 
bezeichnet: 


— rn, tang.e + — und au 
y—zlanga + — a3 ch: 
2 
I%g . 
y»=a,Blang.a + Drloos.at er oder: 
2 
92 
— æi lang.a = — —— 
ya ng 2v7cos.0? 
2 
9%; 


— 1r,tang.a = —— — ˖ 
92 TA Rg 2 u cos. a? 


Es folgt durch Tivifion, da 2, = 2x1 ift: 


— zı tang.a 4yı — 
— IT —_ 1/4; hieraus aber lang. a —- hm, 
Ya — 7 bang. % 
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Set man in eine der vorigen Formeln 1 + fang. «? ftatt umd 





cos.@?’ 
führt man ftatt fang. den legten Ausdrud ein, fo erhält man filr die in 
Trage ftehende Ausflußgeſchwindigkeit die Formel: 


= Vet YO + tang.odg 
1 2 (ya — x tang.a) cos.a? 2(29 — 4yı) 


-\ys.* + (yı — mW 
4 





Ya — 2Yı 
Der Geichwindigkeitscoeffictent ift hiernach: 
g—=t— v - yEten m . 
v V2gh | 8h (ya — 2Yı) 


Beifpiele. 1) Bei einem Strahle, welcher aus einem gut abgerundeten 
Mundftüde von 1 Eentimeter Weite ohne Gontraction ausfloß, wurden folgende 
Meffungsrefultate gefunden: 

x = 2,480 Meter, 

y= 2 — 2 = 0267 — 0,1135 = 0,1535 Meter, 

Yy = 2 — 2 = 0,669 — 0,1135 = 0,5555 „ 
und die Drudhöhe A — 3,359 Meter. Hiernach ift der Geſchwindigkeits⸗ 
eoefficient: 


_ | /2,48% + 0,0599 _ 6,1539 o _ 
9= V 5.5350.02885 — V 26872. 02985 — 90. 
Da feine Eontraction ftattfand, jo ift « = 1 und daher a = 9. Hiermit 


flimmen die in der Anmerkung zu $. 432 mitgetbeilten Mefiungsrejultate ganz 
gut überein. 


2) Mefiungen an einem vollftändig contrahirten Strahle, welcher durch eine 
1 Gentimeter weite freisrunde Mündung in der ebenen dünnen Wand floß, gaben 
bei der Drudhöhe A — 3,396 Meter Folgendes: - 
z —= 2,70 Meter, z 
y =: — 3 = 0,2465 — 0,1115 = 0,1350 Meter und 
Y = 2% — 3 = 0,6620 — 0,1115 = 0,5505 Meter. 

Es folgt hieraus: 


_ | / 2,70% -+ 0,012 -] 701 _ 
9= Y 5.3306 .05806 — Y z71i08.02008 — Te. 
Aus der gemeffenen Ausflußmenge berechnete fi aber u = 0,617, daher if 
der Eontractionscoefficient « = = 0,631, womit auch die Strablenquerfchnitts- 


meflungen gut übereinftimmen. 


Rectanguläre Seitenöffnungen. Die genaueften Verfuche über den 
Ausflug durch größere rectanguläre Seitenmünbungen find in Meg von 
Boncelet und Lesbros angeftellt worden. Die Weiten diefer Mundungen 
waren 0,2 und in einigen Fällen 0,6 Meter und die Höhen derjelben ſehr 
verfchieden, nämlich 0,01 bi8 0,2 Meter. Um eine vollftändige Contraction 
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herbeizuführen, wurden zur Herftellung biejer Mündungen 4 Millimeter 
die Mieffingbleche verwendet. Aus den Ergebniffen diefer Verſuche haben 
diefe Erperimentatoren vermittelt Interpolation die amı Ende des Para- 
graphen folgenden Tabellen für die Ansflußcoeffictenten gefunden, die man 
zur Berechnung der Ausflugmenge benugen fann. 

Iſt db die Breite der Ausflußöffnung AZ, Fig. 779, und find h, und ha 
die Wafferftände EG und EL über der unterften und über der oberften hori- 
sontalen Kante der Mündung, fo hat man nad) $. 428 die Ausflugmenge: 


Q— 2%,bV2g (m —h; *), 
Führt man aber die Oeffnungshöhe LL=a=h, — hr und die 


1 Rs . 
nıittlere Druckhöhe EM—=h — net ein, jo hat man annähernd: 


96.4? 
und daher die effective Ausflußnienge: 


a? — 


dig. 779. Sept man nod) 


a 
E — open 


ſo erhält man einfach: 

Qı = mabV 2gh, 
und um mit diefer einfachen oder ge- 
wöhnlichen Ausflupformel rechnen zu 
fönnen, find in den folgenden Tabellen 
nicht erjt die Werthe für u, jondern die 
für &, angegeben: 

Da das Wafler in der Nähe der 
Deffuung in Bewegung ift, fo fteht es 
unmittelbar vor der Oeffnung tiefer als 
in größerer Entfernung von der Wand, 
in welcher fi) die Miindung befindet; es find deshalb auch zwei Tabellen 
zuſammengeſtellt worden, die eine fiir die in größerer Entfernung von ber 
Mündung und die andere fr die unmittelbar an der Mündungswand 
gemefjenen Drudhöhen. Dan erfieht übrigens aus beiden Tabellen, daß, 
wenn auch mit einigen Schwankungen, die Ausflußcoefficienten wachen, 
wenn die Oeffnung niedriger und die Drudhöhe Meiner wird. 

Haben die Miündungen andere Breiten, fo bleibt, fo lange man feine 
anderen Berfuche zu Grunde legen kann, nichts übrig, als die Coefficienten 
Weisbach's Lehrbuch der Mechauik. L 62 


= (1 z5m)od Vo 
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diefer Tabellen ebenfalls anzuwenden, um die Ausflußmenge zu berechnen. 
Tag man hierbei nicht aufgroße Differenzen ftößt, geht aus der Vergleichung 
der Coefficienten für die Mündungen 0,6 Meter ınit denen für die Mün— 
dungen 0,2 Meter Breite, bei gleicher Drudhöhe u. |. w. hervor. ind 
ferner die Oeffnungen nicht rectangulär, jo beftimme man ihre mittlere 
Breite und mittlere Höhe und führe die diefen Dimenjionen entfprechenden 
Coefficienten in der Rechnung ein. Endlich ift e8 immer vorzuziehen, die 
Drudhöhe in euter größeren Entfernung vor der Mündungswand zu meflen 
und die erfte Tabelle anzuwenden, da unmittelbar an der Mündung der 
Waſſerſpiegel gekrümmt und weniger ruhig ift ala mehr oberhalb der Mündung 

Beijpiele 1) Welche Waflermenge fließt durch eine rectanguläre Oeffnung 
von 2 Tecimeter Breite und 1 Tecimeter Höhe, wenn der Wafjerfpiegel 11, Metır 
iiber der oLeren Kante fteht? Hier ift; 
| b = 02, a=01,n tl _ 
daher die theoretiihe Ausflußmenge: 

Q = 0.1.02 V2g Y1,55 = 0,02.4,429. 1,245 — 0,1103 Gubitmeter. 

Nun giebt aber die Tabelle I. ra = 0,1 und A, =15 u, = 081. 

daher ift die effective Ausflußmenge: 
Q, = 0,611 . 0,1103 = 0,0674 Gubifmeter. 
2) Wenn die Breite 0,25, die Höhe 0,15 und der Waflerftand A, — 0.08 


Meter beträgt, fo ift 
Q = 0,25.0,15.4,429. V’0,12 = 0,166 . 0,3464 = 0,0575 Gubitmeter. 


Der Höhe 0,15 entjpridgt für A, — 0,04 der Mittelwert: 
0,582 + 0,603 


1.6 + 1,5 


> — 155 Meter, 


ı = 9 = 0,5925 
und für A, = 0,05: ; 
u = 5 + 0806 _ Q506, 


da nun aber h, —= 0,045 gegeben ift, jo jegen wir daß neue Mittel 


D 8 
0,5925 F 0,5950 — 0,591 
als Ausftufeoefficient ein und erhalten jo die geſuchte Wafjermenge: 
Q, = 0,594.0,0575 = 0,03415 Eubifineter. 


Anmerlung. Die Ausflußcoefficienten ändern ſich nicht weientli), wenh man 
bei einer rectangulären Mündung die Breite mit der Höhe derjelben verwechſelt, 
wie aus folgenden Berjudhen des Herrn Lesbros (j. deſſen Experiences hydrau- 
liques, Paris 1851) hervorgeht. 

Eine Mündung von 0,60 Meter Breite und 0,02 Meter Höhe gab für die 
Druckhöhe h = „0,80 bis 1,50 Meter: 

u = u= 0,635 big ı 0,622 


und dagegen, wenn man die Breite 0,60 Meter zur Höhe und die Höhe 0,02 Meter 
zur Breite machte: 

4, = 0,610 biß 0,626, und 

au = 0,638 bis 0,627. 
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Ä Zabelle I - 
Tie Wusflußeoefficienten (z,) für den Ausflug des Waflers durch rectanguläre 
Vündungen in einer dünnen verticalen Wand, nah Boncelet und Lesbros. 
(Die Drudhöhen find oberhalb der Mündung an einer Stelle gemeflen, wo dag 


Waſſer als ftiliftehend angejehen werden kann. — Die Zahlenwerthe unterhalb 
der Sterne (*) find nur durch Interpolation beftimmt worden.) 







Drudhöhe oder 





Mündungshöhben a in Metern. 















A bes 
Nafjerjpiegels 
von der oberen Mundungs⸗ 
Seite der Mündungsbreite d0,2 Meter. breite 
Mündung, b= 0,6 Meter. 
in Metern 
ha. 0,20 | 0,10 | 0,05 | 0,03 | 0,02 | 0,01 | 020 | 0,02 
0,000 — — — — — — — — 
0,005 — — — — — 10,705 — — 
0,010 — — 0,607 | 0,630 | 0,660 | 0,701 — [0,644 
0,015 — 10,593 | 0,612 | 0,632 | 0,660 | 0,697 | — | 0,644 
0,020 0,572 | 0,596 | 0,615 | 0,63+ | 0,659 |o0,694 | — | 0,648 
* 0,030 0,578 | 0,600 | 0,620 | 0,638 | 0,659 | 0,688 | 0,593 | 0,642 
0,040 0,582 | 0,603 | 0,623 | 0,640 | 0,658 | 0,683 | 0,595 | 0,642 
0,050 0,585 | 0,605 | 0,625 | 0,640 | 0,658 | 0,679 ! 0,597 | 0,641 
0,060 0,587 | 0,607 | 0,627 | 0,640 | 0,657 | 0,676 | 0,599 |0,6H 
0,070 0,588 | 0,609 | 0,628 | 0,639 | 0,656 | 0,673 | 0,600 | 0,640 


> 
> 
a 
& 
ge) 


0,610 | 0,629 | 0,633 | 0,656 | 0,670 | 0,601 | 0,640 
0,610 | 0,629 | 0,637 | 0,655 | 0,668 | 0,601 | 0,689 


oO 
ke) 
or 
ce 
rer 


0.100 0,592 | 0,611 | 0,630 | 0,637 | 0,654 | 0.666 | 0,602 | 0.639 
0.120 0,593 | 0,612 | 0,630 | 0,636 | 0,653 | 0,663 | 0,603 | 0,638 
0,140 0,595 | 0,613 | 0.630 | 0,636 | 0,651 .| 0,660 | 0,603 | 0.637 
0.160 0,596 | 0,614 | 0,631 | 0,634 | 0,650 | 0,658 | 0,604 | 0.637 
0.180 0,597 | 0,615 | 0,630 | 0,634 | 0,649 | 0,657 | 0,605 | 0,636 
0.200 0,598 | 0,615 | 0,630 | 0,63% | 0,648 | 0,655 | 0.605 | 0.6385 
0.250 0,539 | 0,616 | 0,630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 | 0,606 | 0,634 
0.300 0,600 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0,644 | 0,660 | 0,607 | 0,633 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,628 | 0,831 | 0,642 | 0,647 | 0,607 | 0,631 
0.500 0,608 | 0,817 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0,644 | 0,607 | 0,630 
0.600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0.630 | 0,688 | 0,642 | 0,607 | 0,629 
0,700 0,604 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 | 0,607 | 0.628 
0.800 0,605 | 0,616 | 0,627 | 0,629 | 0,636 | 0,637 | 0,606 | 0,628 
0.900 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,634 | 0,635 | 0,606 | 0,627 
1.000 0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,683 | 0,632 | 0,605 | 0,626 
1.100 0,604 | 0,614 | 0,625 | 0,627 0,631 | 0,629 | 0.604 | 0,626 
1.200 0,604 | 0,614 | 0,624 | 0,626 0.628 | 0,626 | 0.604 | 0.626 
1.300 0,603 | 0,613 | 0,622 | 0,624 0,625 | 0,622 | 0,603 | 0.624 
1.400 0,603 | 0,612 | 0,621 | 0,622 0,622 | 0,618 | 0.603 | 0.624 
1.500 0,602 | 0,611 | 0,620 | 0,620* 0,619*| 0,615*| 0.602 | 0,623 
1,600 0,602 | 0,611 | 0,618 | 0,618 ' 0,617 | 0,613 | 0,602* 0,628 
1.700 0,602*| 0,610*| 0,617 | 0,616 0,615 | 0,612 | 0.602 | 0.622 
1.800 0,601 | 0,608 | 0,615*| 0,616 0,614 | 0,612 | 0,602 | o.621* 
1.900 0,601 | 0,603 | 0,614 [0,613 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0.621 
2.000 0,601 | 0,607 | 0,613 | 0,612 0,612 | 0,611 | 0,602 | 0.620 
3.000 0,601 | 0,603 | 0,606 | 0,6 8 0,610 | 0,609 | 0.601 | 0.615 


Anmerkung. Zabellen diefer Art für das preuß. Fußmaß theilt er „Inge: 
nieur” Seite 432 mit. 


62* 
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Tabelle I. 
Die Ausflußcoefficienten (u,) für den Ausflug des Waſſers durch rectanguläre 
Mündungen in einer verticalen dünnen Wand, nah Poncelet und Lesbros. 


(Die Drudhöhen find unmittelbar an der Mündung gemefjen. — Die Werihe 
unterhalb der Sterne (*) find nur durch Interpolation beftimmt worden.) 





Drudhöhe oder Mi 3 in Met 
Abitand des ündungshöhena i eiern 


Waſſerſpiegels —————— — —777 
von der oberen Mündungs⸗ 


Seite der Mündungsbreite db — 0,2 Meter. peite 
Mündung, db — 0,6 Reter. 
in Metern 

hy. 020 | 0,10 | 0,05 | 008 | 002 | oo1 | 0,0 
0,000 0,619 | 0,667 | o,rı3 | 0,766 | 0,783 | 0,795 0,536 
0,005 0,597 | 0,630*| 0/668*| 0,725*| 0,750*| 0,770*| 0,587 
0,010 0.595 | 0618 | 0.642 | 0,687 | 0,720 | 0,762 0,589 » 
0,015 0,594 | 0,615 | 0.639 | 0,674 | 0,707 | 0,745 0,590 
0,020 0,594*| 0,614 | 0.638 | 0.668 | 6.697 | 0,729 0,591 
0,030 0,593 | 0,613 | 0.637 | 0,659 | 0,685 | 0,708 0,592 
0040 [0593 | 0,612 | 0,636 | 0,654 | 0,678 | 0,685 0,594° 
0,050 0,593 | 0,612 | 0.636 | 0.651 | 0.672 | 0,686 0,596 
0,060 0,594 | 0.613 | 0,635 | 0.647 | 0.668 | 0.681 0,596 
0070 10.594 | 0,613 | 0.635 | 0,645 | 0,6u5 | 0,677 0,597 
0020 10.594 | 0,013 | 0.635 | 0,643 | 0,662 | 0,675 0,598 
0090 10.595 | 0.614 | 0.634 | 0,641 | 0.659 | 0,672 0,599 
0100 10,595 ! 0614 | 0.634 | 0,640 | 0,657 | 0.669 0,600 
0,120 0,596 | 0,614 | 0,633 | 0.637 | 0.655 | 0.665 0,601 
0,140 0,597 | 0,614 | 0.632 | 0.636 | 0.653 | 0,661 0,602 
0.160 0,597 | 0,615 | 0,631 | 0,635 | 0,651 | 0.659 0,602 
0,180 0,598 | 0,615 | 0,631 | 0,634 | 0.650 | 0,657 0,603 
0,200 0,599 | 0,615 | 0.630 | 0.633 | 0,649 | 0.656 0,603 
0,250 0,600 | 8,616 | 0.630 | 0,632 | 0,646 | 0,653 0,604 
0,300 0.601 | 0,616 | 0,629 | 0,632 | 0.644 | 0,651 0,605 
0,400 0,602 | 0,617 | 0,629 | 0.631 | 0.642 | 0.647 0,606 
0,500 0,603 | 0,617 | 0,628 | 0,630 | 0,640 | 0.645 0,607 
0,600 0,604 | 0,617 | 0,627 | 0,630 | 0.638 | 0,643 0,607 
0,700 0,604 | 0,616 | 0.627 | 0,629 | 0,637 | 0,640 0,607 
0800 [0.605 | 0.616 | 0,827 | 0,629 | 0.636 | 0,637 0,607 
0900 [0.65 | 0.615 | 0,626 | 0,828 | 0.634 | 0.635 0,607 
1.000 [0,605 | 0,615 | 0,626 | 0,628 | 0,633 | 0,632 0,606 
1100 8604 | 0,614 | 0'625 | 0,627 | 0,631 | 0.629 0,606 
1.200 0,604 | 0,614 | 0.624 | 0.626 | 0,628 | 0.626 0,605 
1300 10,803 | 0,613 | 0,622 | 0,624 | v,625 | 0,622 0.604 
1400 [008 |o.sı2 | 0,621 | 0.622 | 0.622 | 0618 0,608 
1,500 [0.602 Io,sıı | 0,620 | 0,620*| o.519*| o'615*| 0,608 
1600 10602 losıı |o,sı8 |0618 | 0.617 | 0.613 0,602 
1700 | 0,602*| 0.810*| 0,617 | o.sı6 | 0,615 | 0,612 0,602 
1800 [0.601 |0,609 | 0.15*| 0,615 | 0,614 | 0.612 |. 0.602 
1900 1001 | 0,08 | 014 | 0.618 | 0,613 |o6rı 0.602 
200 | o01 | 0,607 |osı4 |osı2 |osı2 [osıı | - 06 
8.000 [0,601 [0,603 | 0,606 | 0,608 | 0,610 | 0,609 0,601 
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Voberfallo. Fließt das Waſſer durch Ueberfälle oder Einſchnitte in $. 438. 
einer dünnen Wand, wie z. B. FB, Fig. 780, fo erleidet der Strahl an 
Fig. 780. drei Seiten eine Contraction, wo⸗ 
durch ebenfalls eine Verminderung 
der Ausflußmenge herbeigeführt wird. 
Es ift daher das Ausflußquantum 
für diefe Mündungen: 
9, = YyubhV2gh 
zu jegen. Hier ift aber die Drud- 
höhe EH = h oder der Waflerftand 
über der Weberfallsfchwelle Fnicht unmittelbar an der Schwelle, fondern 
mindeftens 1 Meter vor der Wand, im welcher fich die Mitndung befindet, 
zu meflen, weil dev Waflerfpiegel vor der Mündung eine Senkung erleidet, 
die nad) der Mundung zu größer und größer wird und in der Miündungss 
ebene felbft eine Größe GR von 0,1: bis 0,25 der Drudhöhe FR beträgt, 
fo daß die Die FG des Waflerftrahles in diefer Ebene nur 0,9 bis 0,75 
der Drudhöhe oder des Waſſerſtandes beträgt. 

Ueber den Ausflug des Waſſers durd) Ueberfälfle in dünnen Wänden 
find von Vielen Verfuche angeftellt worden, und es bieten deren Reſultate 
eine große Mannigfaltigfeit, aber nicht überall die gewünſchte Ueberein⸗ 
ftimmung dar. Die Ergebnifie der Berfuche von Poncelet und Lesbros 
an Meberfällen von 2 und 6 Decimeter Breite enthalten folgende Tabellen. 





1. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 0,2 Meter Breite, 
nad) Boncelet und Lesbros. 


0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,06 | 0,08 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,22 


0,390 





— 


Drudhöhe h 0,01 


in Metern. 




























Ausfluß- 
coefficient 
u = "aM. 


0,424 10,417 |0,412|0,407 |0,401 |0,397 | 0,395 |0,393 0,385 




















2. Tabelle der Ausflußcoefficienten für Ueberfälle von 0,6 Meter Breite. 





0,06 | 0,08 | 0,10 | 0,12 | 0,15 | 0,20 | 0,30 | 0,40 | 0,50 


— —, 


0,60 


Druckhöhe A 
in Metern. 

























Ausfluß⸗ 
coefficient 
= "hau. | 


0,412 — 0,403 O, 400 0,3950,801 


0,391 [0,391 |0,390 
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Bei ungefähren Beitimmungen kann man hiernad) u, — 0,4 Segen. Ber: 
ſuche an Ueberfällen mit größeren Breiten gaben Eytelwein im Mittel 
u = ?,u = 0,42 und Bidone u, —= % . 0,62 = 0,41 u. ſ. w. 
Die, ausgedehnteften Verſuche find von d'Aubuiſſon und Caſtel ausgeführt 
worden. Aus ihnen folgert d'Aubuiſſon, daß fir Ueberfälle, deren Breite 
nicht mehr als den dritten Theil der Breite des Canales oder der Wand 
beträgt, worin fi) der Ueberfall befindet, w im Mittel 0,60, alfo 
2/;a — 0,40 zu jegen fei, daß dagegen fiir Ueberfälle, welche über die 
ganze Wand weggehen, oder mit dem Canale einerleiBreite haben, u — 0,665 
alfo u = 0,444 angenommen werden milſſe, daß endlich bei anderen Ber- 
hältniffen zwischen der Ueberfall- und Canalbreite die Ausflußcoefficienten 
jehr verfchieden, und zwar zwiſchen 0,58 und 0,66 liegend, ausfallen. Tie 
1853 und 1854 in Hanswyk an Ueberfällen von 3 bis 6 Meter Breite 
und O,1 bi8 1,0 Meter Drudhöhe angeftellten Berfudhe gaben u — 0,64 
bis 0,65, alfo 2; u = 0,427 bie 0,433. ©. die Zeitichrift des Ardhit.- 
und Ingen.= Vereins für Hannover 1857. Die vom Berfaffer angeftellten 
Unterfuchungen über den Ausflug des Waſſers durch Ueberfälle bringen 
tweiter unten ($. 444) die Veränderlichkeit dieſer Ausflußcoefficienten auf 
Geſetze zurüd. 


Beilpiele 1) Ein Ueberfall von 0,25 Meter Breite und 0,15 Meter Wailer: 
ftand oder Drudhöhe giebt- in der Secunde die Wafjermenge: 


Q = 0,39.bh V2gh — 0,393 .4,429 „0,25. (0,15)% = 0,435 . 0,0581 
— 0,0253 &ubitmeter. 


2) Melche Breite hat man einem Ueberfalle zu geben, der bei einem Waſſer⸗ 
ftande von 0,2 Meter pro Secunde 0,25 Cubikmeter Wafjer durchlaſſen ſoll? 
Es ift: 
W 0,25 
u V2gh? 04.4429 Vo,23 
Nimmt man nah Eytelwein u, = 0,42 an, fo folgt: 
— 0,25 
-.0,42.4,429 V0,28 


— 158 Meter. 





= 1,50 Meter. 


Maximum und Minimum der Contraction. Bei dem Ausfluſſe 
des Waſſers durd) Mündungen in einer ebenen Wand fteht die Are des 
Strahles rechtwinfelig auf der Wandfläche, und es ift deshalb die Größe der 
Contraction eine mittlere; bildet aber die Are der Mitndung oder des Strahles 
einen fpigen Winkel mit dem die Mündung enthaltenden Theile der Wand, 
fo fällt die Contraction Fleiner aus, und ift der Winkel zwifchen dieler 
Are und den inneren Randflächen der Deffnung ein ftumpfer, fo ftelt 
fi) eine nod) größere Contraction heraus. Den einen Fall repräfentirt 
Fig. 781, und den anderen Fig. 782. Jedenfalls hat diefe Verſchiedenheit 
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der Contractton darin ihren Grund, daß dort die von den Seiten zufließenden 
Waſſerelemente weniger, hier aber mehr von ihrer Richtung abgelenkt werden, 
wenn fie durd) die Miindung gehen und zu einen Strahle fich vereinigen. 

Die Contraction ift em Minimum, d. h. Null, wenn durch allmälige 
Aufammenziehung der die Mündung umfaflenden Wand das Zufließen vorm 
der Zeite ganz verhindert wird, und dagegen cin Marinum, wenn die Wand der 
Richtung des Strahles entgegen gerichtet ift, fo daß gewiſſe Wafferelemente 
fi um 180% wenden mäflen, um in die Mündung zu gelangen. Beide 

Fig. 781. Fig. 782. Big. 788. Fig. 734, 





u. 
Fälle find im den Figuren 733 und 784 abgebildet. In dem erften Falle 
iſt der Ausflußcoefficient beinahe 1, nämlich, 0,96 bis 0,98, und im zweiten 
hat er fid) bei den Mellungen von Borda, Bidone und von dem Berfaffer 
im Mittel = 0,53 herausgeftellt. 

In der Praris fommen, durch convergente Wände herbeigeführt, Verän⸗ 
derungen der Ausflugcoeffictenten fehr oft vor, namentlich tritt der Fall bei 
Schützen ein, wenn diefe gegen den Horizont geneigt find, wie 3. B. Fig. 785 
vor Augen führt. Poncelet fand fir eine derartige Schutöffuung den Aus- 
fingcoefficienten u — 0,80, wenn das Schugbret unter 459 geneigt war, 

Fig. 785. Fig. 786. 





und dagegen ge nur — 0,74 bei einer Neigung von 631’, Grad, d. h. bei 
einer Böſchung von 1/,. Für derartige Ueberfälle, Fig. 786, wo ebenfalls 
wie bei der Poncelet'ſchen Schütze nur an einer Seite Contraction eins 
tritt, fand der Berfaffer u —= 0,70, alfo u, = %,u = 0,467 bei einer 
Neigung von 45°; und a — 0,67, alfo u, — 0,447, bei einer Neigung 
von 631’, Grad. 
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Nach M. Boileau (ſ. deflen TraitE de la mesure des eaux courants) 
läßt ſich für einen Ueberfall, ‚welcher aufwärts und zwar fo geneigt ift, daß 
das Verhältniß feiner Berticalprojection zur Horizontalprojection 3, aljo 
der Neigungswinkel 711/, Grad beträgt, der Ausflußcoefficient — 0,973mal 
dem Ausflußcoefficienten für einen fenfrechten Ueberfall fegen. Ferner felgert 
Boileau aus feinen Verfuchen für ſenkrechte, gegen den Strom ſchräg ge- 
ftellte Ucberfälle, daß bei der Schräge von 45 Grad der Ausflußcoefficient 
0,942, und bei der von 65 Grad gar nur 0,911 von dem Werthe des 
Ausflugcoefficienten des normalen Ueberfalles zu jegen ift, wobei natürlich 
die Ränge der ganzen Ueberfallfante als Mündungslänge angefehen wird. 

Beilpiel. Wenn das unter dem Winkel von 50 Grad geneigte Schugbrett, 
weldhes quer über ein 0,75 Meter breites Gerinne weggeht, um 0,15 Meter ge- 
zogen wird, und fid) hierauf der Wafferfpiegel um 1,2 Meter über den Gerinn- 
boden ſtellt, jo läßt ficy die (vertical gemefjene) Deffnungshöhe: 

a= 015. sin. 50° = 0,115 Meter, 


und die mittlere Drudhöbe: 
h=12 — Y .0115 = 1,1425 Meter 
legen. 
Nimmt man den Ausflußcoefficienten » = 0,73 an, fo folgt die Ausflußmenge 
in einer Secunde: 


Q = 078.075 .0,115 . 4,429 V1,1425 — 0,318 Eubifmeter. 


Contractionsscala. Die Contraction eines Wafjerftrahles ift um 
jo größer, je mehr die Richtung des von der Seite zuftrömenden 
Waſſers von der Bewegungsrichtung des Strahles abweidjt. Bei 
dem Ausfluffe dur die Mündung C, Big. 787, in der ebenen dilnnen 
Wand beträgt der Winfel 5, um welchen die Bewegungsrichtung der von 

: Fig. 787. 





der Seite zuftrömenden Wafferelemente von der Axen- oder Bewegungsrichtung 
des Strahles abweicht, den Kedjtwinfel (5): bei der Mündung A, welche 
von einer diinnen Röhrenwand gebildet wird, mißt diefer Winfel 6, 2 Rechte 
(); bei dem Ausfluſſe durch ein coniſch divergentes Mundſtück B iſt Ö zwi⸗ 
ſchen 1/, ar und r, ferner bei dem Ausfluſſe durch ein coniſch convergentes Anſatz⸗ 
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ſtück D ift 6 zwifchen O und 5: und bei dem cylindrifhen Mundſtücke F 


mit innerer Abrundung ift er — 0 Grad zu feßen. 

Um das Gefeg kennen zu lernen, nad) welchem die Contraction mit dein 
Winfel d abnimmt, hat der Verfaffer an einer größeren Anzahl von Mund- 
ſtücken von 2 Gentimeter Mündungsweite unter verſchiedenem Drude (von, 
1 bis 10 Fuß) eine ganze Heide von Verſuchen angeftellt und die Ergebnifie 
derfelben in folgender Tabelle zuſammengeſtellt: 


d | 180% |157140| 135° |1121,0| 90° \o71,,0| 450 Ja2ıy,olı1y,o|53,0| 00 



































u oen 0,546 0,5771 0,606 0,753| 0,882| 0,924 |0,949}| 0,966 














0022 0,634 

















Diefe Tabelle giebt allerdings nur die Ausflußcoefficienten (1) an, welche 
den verfchiedenen Abweichungswinkeln 6 zufommen ; die Contractionscoeffi- 
cienten find nod) ein bis zwei Procent größer, da bei jedem Ausfluſſe auch 
ein Kleiner Verluſt an Geſchwindigkeit eintritt. Um bei dem Eintritte des 
Waſſers in die Anjagftüde D und E feinen Berluft an lebendiger Kraft 
zu erleiden, wurden diefe Stüde bei der Einmlindung abgerundet. Die 
Reibung, welche das Waſſer bei der Bewegung an den Wänden diefer Munb- 
filife zu liberwinden hat, wird im folgenden Capitel beftimmt werden. 


Anmerlung. Nah den Berechnungen des Herrn Prof. Zeuner (f. „Eivil- 
ingenieur”, Band II., Seite 55) läßt fidh, den angegebenen Verſuchen zufolge, 
Mg = Mıyn (l + 0,33214 (cos. d)? + 0,16672 (cos. d)*) 
fegen, wenn Kin den Ausflußeoefficienten für bie Mündung in der dünnen ebenen 


"Wand bezeichnet, mo die größte Ablenkung der Waflerfäden beim Ausfluffe 
Yrn = WP ift, und dagegen us den Ausflußcoefficienten für eine Mündung in 


der conishen dünnen Wand ausdrückt, wo die größte Ablenkung der Wofferfäden 
beim Eintritt in die Mündung — d if. 


Partielle Contraction. Wir haben feither nur den Fall kennen 8. 441 
gelernt, wo das Wafler von allen Seiten ber der Oeffnung zufließt und 
einen ringsherum contrahirten Strahl bildet, und müflen num nod) die Fälle 
in Unterfuchung ziehen, wenn das Wafler nur von einer oder einigen Seiten 
her gegen die Oeffnung ftrömt umd deshalb einen nur theilweije contrahirten 
Strahl Hervorbringt. Um diefe Contractionsverhältniffe von einander zu 
unterjcheiden, wollen wir den Fall, wenn der Strahl auf allen Seiten 
contrahirt, die volljtändige, und den Fall, wenn der Strahl nur auf einen 
Theil feines Umfanges zufammengezogen ift, die unvollftändige oder par— 
tielle Contraction nennen. Die unvolljtändige Contraction wird herbei- 
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geführt, wenn eine Mündung in der ebenen dlinnen Wand durch andere 
Wände in der Richtung des Strahles auf einer oder mehreren Seiten ein- 
gefaßt if. In Fig. 788 find vier gleich große Miündungen a, b, c, d im 
Boden A C eines Gefäßes abgebildet. Die Contraction beim Ausfluſſe 
durch die Mündung a in der Mitte des Bodens ift vollftändig, weil bei ihr 
das Wafler von allen Seiten zuitrömen kann; die Contraction beim Aus- 
fluffe durch b, c und a ijt aber unvollftändig, weil bei diefen das Waſſer nur 
von drei, zwei oder einer Seite zuftrömen kann. Ebenſo ift, wen etc 
vectanguläre Seitenöffnung bis zum Boden des Gefäßes geht, die Contraction 
partiell, weil dann diefelbe auf der Seite im Boden wegfällt; wenn ferner 
die Schutzöffnung bi zum Boden und bis an die Seitenwände des Gerinnes 
reiht, jo bleibt nur nod) an einer Seite Contraction übrig. 

Tie partielle Contraction macht fi) auf zweierlei Weife bemerflid). 
Erſtens giebt fie dem Strahl eine ſchiefe Richtung, und zweitens bewirkt 
fie einen ftärferen Ausfluß. 

Fig. 788. Fig. 789. 
B 1 B 





cc 


Reicht z. B. die Ceitenöffuung F, Fig. 789, bis an den Boden CD, 
jo daß dafelbft eine Kontraction nicht eintreten kann, jo weicht die Are FG 
des Strahles um einen Winfel ZFG von ungefähr 9 Grad von der Nor: 
malen FH der Miündungsebene ab. Biel größer ftellt fich aber noch die 
Schiefe des Strahles herans, wenn zwei benachbarte Seiten der Mündung 
eingefaßt find. Iſt die Mitndung an zwei gegenüber liegenden Seiten ein: 
gefaßt, und die Gontraction an denjelben aufgehoben, fo tritt natürlich eine 
ſolche Abweichung nicht ein, wohl aber nimmt der Strahl auf den nicht ein- 
gefaßten Seiten in einiger Entfernung außerhalb der Mündung nod) mehr 
Ausbreitung an, als wenn diefe Einfaffung nicht vorhanden wäre. Wein 
and) durd) die partielle Contraction eine größere Ausflußmenge erzielt wird, 
jo muß man fie doch in der Kegel zu vermeiden juchen, weil durch fie der 
Strahl eine abweichende Richtung und eine große Ausbreitung erleidet. 

Berjuche über den Ausfluß des Waſſers bei partieller Gontraction find 
von Bidone und von dem Verfaſſer angeftellt worden. Sie haben gezeigt, 
daß die Ausflußcoefficienten mit dem Verhältniffe des eingefaßten Theiles 








⸗ 
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zum ganzen Unfange fait gleichmäßig zunehmen; doch ift leicht zu ermeſſen, 
daß diefe Beziehung eine andere wird, wenn der Umfang beinahe oder ganz 
eingefaßt und die Kontraction beinahe oder ganz aufgehoben if. Seen wir 
das Berhäftnig der Einfaffung zum ganzen Umfange — rn, und verftehen 
wir unter x eine Erfahrungszahl, jo können wir, wenn auch nur annähernd, 
das Berhältnig des entiprechenden Ausflußcoefficienten u. der particllen 
Sontraction zum Ausflußcoefficienten u, bei vollftändiger Contraction: 

un —1+ x*n, und folglich un = (1 + “n) uo Segen. 

0 

Die Verfuche Bidone's geben für kleine kreisförmige Miündungen 
x — 0,128 und für guadratifhe x — 0,152; die des Berfaffers haben 
für kleine vectanguläre Mündungen x — 0,134, für größere (Poncelct- 
mündungen) bei 0,2 Meter Breite und O,1 Meter Höhe aber « —= 0,157 
geliefert (f. die Zeitfchrift: „der Ingenieur“, Bd. 2). In der Anwendung 
kommen faft nur rectanguläre Mündungen mit Einfaflungen vor; wir werden 
für fie den mittleren Werth x — 0,155 annehmen und hiernad) 

Un — (1 + 0,155 . %) io 

jegen. Bei einer rectangnlären Seitenöffnung von der Höhe a und Breite 
bftin— ea) wenn die Gontraction an einer Seite b wegfällt, 
wenn 3. B. diefe Seite in der Ebene des Bodens liegt, ferner n = 1, 
2a+tb 
2(a +)’ 
wenn auf einer Seite b und auf beiden Seiten a die Contraction verhindert 
wird, wenn 3. B. die Mündung die ganze Breite des Reſervoirs einnimmt 
und bi8 zur Bodenebene reicht. 

Beifpiel. Welches Waflergquantum liefert eine 0,8 Meter breite, 0,2 Meter 
hohe verticale Schugöffnung bei einem Drude von 0,45 Meter über der oberen 
Mündungsfeite, wenn die Mündung bis zum Oerinnboden reiht und daher die 
Sontraction am Boden wegfällt? 

Die theoretiiche Ausflugmenge ift: 

Q = 02.08. 4,429 VO,35 + 0,1 = 0,525 Cubitmeter. 


Nah der Poncelet’ihen Tabelle ift bei volljtändiger Gontraction 4 = 0,607 
zu fegen; nun bat man aber: 


wenn eine Seite a und eine Seite b eingefaßt find, und n — 


— 0,8 _ 
20809)” 
daher ift für den vorliegenden Fall: 

“n = (1 + 0,155 . 0,4) . 0,607 = 0,645 
und daß effective Ausflußquantum: 

Q, = 0,645 . 0,525 — 0,339 Eubifmeter. 


n 0,4, 


Unvollkommene Contraction. Die Contraction des Waflerftrahles $. 42. 
ift auch nod) davon abhängig, ob das Waffer vor der Mündung ziem- 





= 
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Lich in Ruhe fteht, oder ob es mit einer gewifien Geſchwindigkeit vor 
derjelben ankommt. Je fchneller das Waſſer der Ausflugöffnung zuftrömt, 
defto weniger ift der Strahl zufammengezogen, und defto größer fällt auch 
die Ausflußmenge aus. Die oben angegebenen und unterfuchten Con— 
tractions- und Ausflußverhältnifje beziehen fi) nur auf den Fall, wenn ſich 
die Mündung in einer großen Wand befindet, und daher angenommen 
werden kann, daß das Wafler nur mit einer fehr Heinen Geſchwindigkeit dei 
Mündung zufließt. Wir müffen nun aud) die Contractiond- und Ausflap- 
verhältnifje fennen lernen, wenn der Mündungsquerſchnitt nicht viel Heiner 
ift als der Querſchnitt des zufließenden Waflers, und folglid) da8 Waſſer 
ſchon mit einer beträchtlichen Gefchwindigfeit an der Mündung anfommt. 
Um dieje beiden Fälle von einander zu unterfcheiden, wollen wir die Con: 
traction bei ftillftehendem Oberwaſſer die vollfommene und die bei bewegtem 
Oberwaſſer die unvollkommene Contraction nennen. Unvolllommen 
ift 3. B. die Contraction beim Ausflug aus dem Gefäße AC, Fig. 790, 
Fig. 790. weil der Duerfchnitt F’ der Mündung nicht viel 
a fleiner ift al8 der Querſchnitt G des anfoınmenden 
il Waſſers oder der Inhalt der Wand CD, in welcher 
| + fi) diefe Mündung befindet. Hätte dagegen das 
\ Gefäß die Form AB CO,D,, wäre aljo der Inhalt 
RER der Bodenfläche C,D, viel größer als der Mün- 
Kl dungsquerfchnitt F’, jo würde der Ausflug mit 
(nd | vollfonımener Contraction vor ſich gehen. Uebrigens 
unterfcheidet fi der unvollflommen contrahırte 
Waflerftrahl nicht bloß durch feine größere Stärke, 
jondern aud) dadurd) von dem vollkommen contrahirten Waflerftrahle, daß 
er nicht jo durdjjichtig und kryſtallähnlich ift wie diefer. 
Setzt man das Berhältnig zwifchen den Flächenräumen der Mündung F 


und der Miündungswand G, aljo z — n, den Ausflußcoeffictenten bei 


vollfominener Contraction — to nnd den bei unvollfonnmener Contraction 
— Un, jo fann man mit großer Öenauigfeit, den vom Berfafler hierüber 
angeftellten Verſuchen und Rechnungen zufolge, fegen: 
1) für freisförmige Mündungen: 
in — u, [1 + 0,04564 (14,821 — 1)] und 
2) für rectanguläre Mündungen: 
in = U [1 + 0,0760 (9* — 1)]*). 
Zur Erleichterung der Rechnung in Fällen der Anwendung find die Cor- 


*) Verfuche über die unvofltommene Eontraction des Waffers u. |. w. Leipzig 1843. 


o 
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ud 


rectionen CEO der Ausflußcoefficienten wegen Unvollfonmenheit der 
0 


Eontraction in folgenden Heinen Tabellen zufammengeftellt. 


Tabelle I. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für freisrunde Deffnungen. 


n | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 








—“ oooꝛ | 0,014 | 0,028 | 0,034 | 0,045 [0000 ' 0,075 [0,092 12 | 0,134 
0 I 


— — 


n | 0,55 | 0,60 | 0,65 Ä 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,% | 0,95 | 1,00 


—— 7 Lo 16: [0180 0,223|0200 0,303 o;a51 oaos oar opss ossi 

















Tabelle II. 
Die Correctionen der Ausflußcoefficienten für rectanguläre Oeffnungen. 












































n | 0,05 | 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 oso 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
Mn — Ko | | | | | 
— 0,009 0,019 o0so 0,042|0,056 0,071 [0,088 0,107 [0,128 0,152 
0 
n 0,55 | 0,60 | 0,65 | 0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | 0,90 | 0,95 | 1,00 
—“ 0178 | 0.208) 0,241 0278 0519/0308 0,416 | 0473] 0,537 !0,608 
0 








In diefen Tabellen ftehen oben verfchiedene Werthe von den Querſchnitts⸗ 
verhäftnifien n = z und unmittelbar darunter die entjprechenden Zuſätze 
der Ausflußcoefficienten wegen der Unvollfommenheit der Contraction. 3.2. 
für das Duerfchnittsverhältnig n —= 0,35, d. i. für den Fall, wenn der 
Inhalt der Mündung 35 Hundertel vom Inhalte der ganzen Mindungs- 
wand ift, hat man bei freisfürmigen Mündungen 


In — on _ 0,075, 
Ko 


und bei rectangulären Mündungen — 0,088; e8 ift alfo der Ausflußcoef- 
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ficient bei vollfommener Contraction im erften Falle um 75 Taufendtel und 


im zweiten um 88 Tauſendtel größer zu machen, um den entiprechenden Aus 
flußcoefficicienten bei unvollfonmmener Gontraction zu erhalten. Wäre ber 
Ausflußcoefficient u, —= 0,615, jo hätte man daher im erften Yale: 

os; — 1,075 . 0,615 — 0,661, 
und im zweiten Yalle: 

ly.s; — 1,088 . 0,615 — 0,669. 


Beifpiel. Welde Ausflugmenge giebt die rectanguläre, 0,4 Meter breite. 
0.15 Meter hohe Seitenmündung F, wenn diejelbe in einer rectangulären Wand 
Fig. 791 CD, Fig. 791, von 0,6 Meter Breite 
j und 0,3 Meter Höhe ausgeichnitten it, 
und die Drudhöhe FH —= A im fill: 
ftehenden Waſſer 0,6 Meter beträgt’ 
Die theoretiihe Waflermenge ift: 
0 = 04 .0,15.4,429 Vo 
— 0,206 Eubilneter. 








6 J > Der Ausflußcoefficient bei vollfom: 
— In 7 mener Contraction iſt nah Poncelet: 
Ku 0,610, 
ferner daS Querſchnittsverhältniß: 
F_04.015 __.. 
ie Terme 


Hierfür folgt aus vorftehender Tabelle II.: 
m — 0,071 + ne (0,088 — 0,071) = 0,082, 
0 
weßhalb der Ausflußcoefficient der unvolllommenen Contraction im vorliegenden 
Talle Yo.zs — 1,082 . 0,610 = 0,660 zu ſeyen ift. 
Das effective Ausflußquanium ergiebt fi) demnad zu: 
Q, = 0,660 . 0,206 = 0,136 Cubitmeter. 


Ausfluss des bewegten Wassers. Wir haben jeither angenommen, 
daß die Drudhöhe im ftillftehenden Waſſer gemeflen worden ift, umd 
müſſen nun noch den Fall abhandeln, wenn nur der Waflerftand des beweg: 
ten, der Mündung mit einer gewiflen Gejchwindigkeit zufliegenden Waller? 
gemeflen werden kann. Segen wir eine rectanguläre Seitenöffnung 
voraus, bezeichnen wir deren Breite durch d und die Waflerftände in Hinſich 
auf die beiden horizontalen Kanten durch A, und A,, die der Gefchwindigfet 
ce des zufließenden Waſſers entjprechende Höhe aber durd) %, fo haben wir 
die theoretische Ausflußmenge: 

= !,dV29lhm + Br — (h, + MR] 
Diefe Formel läßt fid) aber nicht unmittelbar anwenden zur Beftimmung 
der Waflermenge, weil die Gefchwindigfeitshöhe 
c? 1 ,Q\? 
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wieder von Q abhängt, und die weitere Umformung auf eine complicirte 
höhere Gleichung führt; es ift daher weit einfacher, wenn man die effective 


Waſſermenge 
Qı = mabV2gh 
fest, und unter u, nicht den bloßen Ausfluß-, fordern einen vorzüglich vom 
Querſchnittsverhältniſſe abhängigen Coefficienten verfteht. Am häufigften 
fommt diefer Fall vor, wenn es darauf abgejehen ift, das in Gerinnen und 
Canälen fließende Wafjer zu meſſen, weil e8 hier nur felten möglich ift, das 
Fig. 799. Waſſer durch eine die Ausflugöffnung 
enthaltende Ouerwand BC, Fig. 792, 
jo Hod) aufzuftauen, daß die Mün— 
dungsfläche F nur einen Heinen Theil 
von dem Querſchnitte des zufließeuden 
Waflerftromes ausmacht und daher 
die Gejchwindigfeit des letzteren ſehr 
Klein gegen die mittlere Geſchwindigkeit 
ausfällt. 
Aus den vom Berfafler hHierliber angeftellten Verſuchen mit den Pon- 
celet’jchen Mündungen, wobei die Trudhöhe ein Meter oberhalb der Mün— 
dungsebene gemeſſen wurde, hat fid) ziemlich genau 


— 2 
0641 (2) — 0,641. 
Ks G 


ergeben, wobei n 27 das Querſchnittsverhältniß, welches jedoch nicht viel 





über '/, fein fol, ferner u, den aus der Poncelet'ſchen Tabelle genom- 
nıenen Ausflußcoefficienten bei vollflommener Kontraction und u„ den der- 
felben Mündung im vorliegenden Falle entjprechenden Ausflußcoefficienten 
bezeichnet. Iſt db die Breite, a die Höhe der Mündung, bi die Breite und 
a, die Höhe des Waflerftromes und bezeichnet A die Höhe des Waflerfpiegels 
über der Mitte der Mündung, jo hat ünan hiernach die effective Ausfluß- 
menge: 


a=m.ad|ı + 0641 (27) va. 


Volgende Tabelle dient zur Abkürzung der Rechnung in Fällen der An⸗ 
wendung. 


— — — —— — — — 
n | 0,05 0,10 | 0,15 10,20 0, | , 0,35 , 0,40 | 0,45 | 0,50 
| | 








l 
—“* Le 10,002|0,008 0,01410,026. 0,040 0,0880,079 0,108 oaso oaso 
0 


Beijpiel. Um daS dur ein 0,9 Meter breites Gerinne zugeführte Wafler- 
quantum zu finden, bat man eine Spundwand mit einer 0,6 Meter weiten und 


8, 444. 
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0,3 Meter hohen rectangulären Mündung eingejegt und dadurd das Wafler fo 
aufgeftaut, daß es beim Eintritte des Beharrungszuftandes um eine Höhe von 
0,75 Meter über der Sohle und 0,5 Meter über der unteren Kante der Mündung 
ftand. Wie viel Wafler ging dur das Gerinne? 

Die theoretiihe Waflermenge ft: 

Q=adbYV2gh = 03.0,86.4429V0,5 — 0,15 — 0,472 Eubitmeter. 

Der Ausflußcoefficient bei volllommener Gontraction läßt fih nad der Bon: 

celet’jhen Zabelle u, = 0,60 fegen, und da das DuerjchnittSverhältnig 
F 03.06 __ 
gang. 0267 
ift, jo folgt der Ausflußcoefficient für den vorliegenden Zul: 
Hose = (l + 0,641 . 0,267%) 0,60 —= 1,046 . 0,60 = 0,628 


und daS effective Ausflußquantum: 
Q, = 0,628 .0,472 = 0,296 Eubifmeter. 


Die unvollkommene Contraction fommt aud) beim Ausfluffe durch Ueber: 
fälle, wie Fig. 793 vor, wenn der Querſchnitt 7° des iiber der Schwelle 
bei C wegfließenben Waflers ein an- 
jehnlicher Theil vom Querſchnitte G 
des zufließenden Waflers if. Die 
Ueberfälle fönnen aber entweder nur 
einen Theil der Breite des Reſervoirs 
oder Canales einnehmen, oder fie 
fönnen über die ganze Breite des 
Gerinnes weggehen. In dem letzten 
Falle iſt auch die Contraction an den Seiten der Mundung Null, und es 
fließt alſo aus dieſem Grunde mehr Waſſer durch, als bei den Ueberfällen 
der erſten Art. Auch über dieſe Ausflußverhältniſſe hat der Verfaſſer Ber: 
ſuche angeſtellt, und aus den Ergebniſſen derſelben Formeln abgeleitet, wos 
durch ſich mit ziemlicher Sicherheit mit Hülfe des Querſchnittsverhältnifſes 


n— 2 ber entiprechende Ausflußcoefficient berechnen läßt. 


Iſt A die Drudhöhe ZH über der Ueberfallſchwelle, a, die ganze Waſſer⸗ 
höhe, db die Breite des Ueberfalles und di die des zufließenden Waſſers, jo 
haben wir hier: 


Fig. 793. 





F_A 
@G — G, bı - 
und 1) für die Poncelet’fchen Ueberfälle: 
— 4 
In — Mb _ 1718 (Z) — 1,718 . nt, 
dagegen 2) für die die ganze Gerinnbreite einnehmenden Weberfälle: 
— — 0,041 + 0,3693 n?. 


n = 
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Es ift daher im erften Yale die Ausflußmenge: 
=: im. db k + 1,718 ()} V2gn® 
und im zweiten alle: 
=. b [1,041 + 0,3698 (-)] V2gR®, 


wo A ben etwa 1 Meter vor dem Ueberfall gemefienen Waflerftand ZH 
über ber Ueberfallſchwelle F bezeichnet. 


In folgenden Tabellen find die Correctionen m für die einfachften 
0 
Werthe von n zufammengeftellt. 


Tabelle I. 
Correctionen der Ausflußcoefficienten für die Poncelet’fchen Ueberfälle. 






































n 0,05 0,10 | 0,15 | 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
Kun — &o  |0,000 oooo ooo ooos oo 0,014 |0,026 | 0, 044 0,070 0,107 
ko 
Tabelle I. 


Correctionen für Ueberfälle uüber Die ganze Wand, oder ohne Seitencontraction. 


n 0,10 | 0,15 0,45 | 0,50 





0,00 Ä 0,05 











0,20 | 0,25 | 0,30 





0,85 | 0,0 








Un — Ho 


Mo 


Beifpiel. Um das in einem 1,5 Meter breiten Canale fortgeführte Waſſer⸗ 
quantum zu beftimmen, hat man eine Spundwand mit einer nad) außen abge: 
ſchrägten Kante eingezogen, und das Waſſer über dieje wegfließen laſſen. Nachdem 
da8 Steigen des Oberwaſſers aufgehört hatte, ergab fi der Waflerftand über 
dem Gerinnboden 1,1 Meter und über der Schwelle 0,45 Meter; e8 war baber' 
die theoretiihe Ausflußmenge: 

Q = %,.15.4429 .0,45”* — 1,397 Gubilmeter. 
Der Ausflußcoefficient fällt hier, da = = 2 = 0,409 ift, und nach 8.438, 
Tabelle 2, u, = % . 0,391 = 0,586 genommen werden lann, zu 
Ko = (1,041 + 0,8693 . 0,4099) . 0,586 — 1,103.0,586 — 0,646 
aus, daher ift die effective Waflermenge : 
Q, = 0,646.1,337 = 0,864 Eubifmeter. 
Weisbach's Lehrbuh der Mechanik. I. 63 


0,045 |0,049| 0,056 | 0,004 | 0,074 |0,086 





0,041 oo 





o,100 0, 11610,188 
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Versuche von Lesbros. Eine große Anzahl von Berfuchen iiber den 
Ausflug des Waſſers durch rectanguläre Mündungen in ber dünnen 
Wand mit verfchiedenartigen inneren und äußeren Einfafjungswänben (bei 
partieller und unvollkommener Contraction bes Waflerftrahles) find von dem 
Herrn Lesbros (ſ. deffen Experiences hydrauliques sur les lois de l’Econ- 
lement de !’eau) ausgeführt worden. Wir theilen hiervon im Yolgenden 
nur die Hauptrefultate der an einer rectangulären Mündung von 2 Dec 
meter Weite angeftellten Berfuche mit. Die fo verjchieden eingefagten 
Miündungen find in der Fig. 794 durch die Buchftaben A, B, Cu. f. w 
von einander unterjchieden, und zwar bezeichnet: ” 


Tig. 794. 





A eine gewöhnliche Mündung ohne alle Einfaffung (mie in $. 437); 

B eine ſolche Mündung innen an einer Seite mit einer verticalen Wand 
bekleidet, welche 2 Centimeter von der einen Seitenkante der Mitndung 
abfteht, und rechtwintelig gegen die Miindungsebene gerichtet ift; 

C die erftie Mündung auf jeder Seite mit einer folden Wand eingefaßt; 

D die Mündung A innen auf beiden Seiten mit verticalen Wänden ein 
gefaßt, welche unter einem Winkel von 90 Grad gegen einander comver- 
giren und hierbei unter einem Winfel von 45 Grad, und zwar in dem 
Abftande = 2 Centimeter von den Seitenfanten der Mündung, am die 
Mündungsebene anftoßen; 

E die Mündung A mit einer horizontalen Wand, welche quer über dem 
Ausflußrefervoir weggeht und genau bi8 an die untere Mündungsfante 
reicht ; 

F die Mündung B, 

G die Mündung C, und 

HA die Mündung D mit einer horizontalen Wand wie in Z, welde die 
Contraction an der unteren Mundungskante ganz aufebt. 


8. 445.] Bon der Contraction der Waflerftrahlen zc. 995 


"Tabelle der Ausflußcoefficienten für den freien Ausfluß durch die 
Mündungen A, B, Cu. ſ. w. 











Drudhöhe . 
über der oberen | 5 
. Mün: = Ausflußcoeffictenten für die Mündungen: 
dungskante, * 
oberhalb der 2 
Mündungs- 5 
men. | a\»lo|»|x r|eo|u 
Meter. | Meter. 
0,020 0,572 |0,587 1 — |0,89|0599| — — — 
0,050 0,585 | 0,593 | 0,631 | 0,595 | 0,608]0,622| — | 0,636 
0,100 0,592 | 0,600 | 0,631 | 0,601 | 0,615|0,628| — |0,639 
0,200 0,598 | 0,606 | 0,632 | 0,607 | 0,621 | 0,633] 0,708 | 0,643 
0,500 0,200 2 0,603 | 0,610 } 0,631 | 0,611 | 0,623 | 0,636) 0,680 | 0,644 
1,000 0,605 | 0,611 |0,628 | 0,612 | 0,624 | 0,637 | 0,676 | 0,642 
1,500 0,602 | 0,611 | 0,627 | 0,611 | 0,624 | 0,637 | 0,672 | 0,641 
2,000 0,601 | 0,610 | 0,626 | 0,611 | 0,619 | 0,636 | 0,668 | 0,640 
8,000 0,601 | 0,609 | 0,624 | 0,610 | 0,614 | 0,634| 0,665 | 0,638 
0,020 0,616 | 0,627 [0,647 | 0,631 | 0,664 | 0,663] — one 
0,050 0,625 | 0,630 | 0,646 | 0,632 | 0,667 | 0,669 | 0,690 | 0,677 
0,100 0,630 | 0,633 | 0,645 | 0,633 | 0,669 | 0,674 | 0,688 | 0,677 
0,200 0,631 | 0,635 | 0,642 | 0,638 | 0,670 ! 0,676 | 0,687 | 0,675 
0,500 0,050 | 0,628 | 0,634 | 0,637 | 0,632 | 0,668 | 0,676 | 0,682 oen 
1,000 0,625 | 0,628 | 0,635 | 0,627 | 0,666 | 0,672 |0,680 0,670 
1,500 0,619 | 0,622 | 0,634 | 0,621 | 0,665 | 0,670 0,678 |0.c70 
2,000 0,613 | 0,616 | 0,634 | 0,615 | 0,664 | 0,670 | 0,674 | 0,669 
3,000 0,606 | 0,609 | 0,632 | 0,608 | 0,662 | 0,669 | 0,673 0,668 
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II. 


Tabelle der Ausflußcpeffictenten für den Ausflug durch die Mündungen 
A, B, C u. |. w. mit äußeren Anjaggerinnen. 


Die Serinne fchloffen fi genau an die Mündungen an, die dadurd) ihre 
Abſchrägungen an den Seiten und am Boden verloren. Sie waren ent- 
weder horizontal und 3 Meter lang oder, und zwar bei den mit *bezeich— 
neten Berfuchen, um Y/,o ihrer nur 2,5 Meter betragenden Länge geneigt. 





os⸗ 


5 =3S. 8 
meE N 2 
„BEeel oo , : 
SsE2T = Ausflußcoefficienten für die Mündungen : 
„El&l 3 
ae 9 
sure € 
ea _ Ei 5 
E37 
FE 


oberbalb 










Meter. | Meer. 


0,020 0,480 |0,489| 0,496 |0,480| 0,527 — 10,485 
0,050 0,511 |0,517|0,531|0,510|0,553)0,509|0,546 10,528] — [0,50 
0,100 0,542 [0,545 | 0,563) 0,538 |0,574| 0,534! 0,569 | 0,560| 0,593)0,552 
0,200 0,574 |0,576| 0,591 |0,566 |0,592|0,562 0,589 0,589] 0,61710,532 
0,500 |, 209 0,599|0,602| 0621 |0,592[0,607|0,591 10,608] 0,591 0,63210,613 
1,000 0,601 |0,609| 0,623|0,600|0,610| 0,601 \0,615| 0,601 |0,638}0,623 
1,500 0,601 |0,610|0,627 |0,602|0,61.0|0,604|0,617 | 0,604 0,641|0,624 
2,000 0,601 |0,610 | 0,626| 0,602 |0,609| 0,604 | 0,617 |0,604 | 0,642]0,624 
3,000 0,601 [0,609 0,624|0,601 |0,608| 0,602] 0,616 |0,602| 0,641l0,622 


0,020 0,488 | 0,555 |0,557 [0,487 \0,585|0,483|0,579|0,512! — |0,194 
0,050 0,577 |0,600|0,603] 0,571 |0,614|0,570| 0,611 |0,582 |0,6250,577 
0,100 0,624 0,625 |0,628|0,605|0,632|0,609|0,628 |0,621 |0,639l0,616 
0,200 | „95050631 |0,633|0,637|0,617 0,645 |0,6230,643|0,837 [0,649j0.62 
0,500 ( ” \0,62510,630|0,635 10,626 |0,652|0,630| 0,650 \0,647 0, 656 0, 636 
1,000 0,624 |0,627 |0,635| 0,628 0,651 |0,633| 0,651 |0,649 |0,65610,638 
1,500 0,619 | 0,622 | 0,634 | 0,627 |0,650 |0,632|0,651 |0,647 |0,656/0,637 
2,000 0,613 | 0,616 | 0,634 |0,628 | 0,650! 0,631 |0,651 |0,644 | 0,65610,635 


3,000 ‚606 10,609 |0,632|0,618|0,649|0,628|0,651 |0,639|0,656/0,632 
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Beilpiel. Welches Ausflußquantum giebt eine rectanguläre Mündung von 
2 Decimeter Breite und 1 Decimeter Höhe, menn die untere Kante derjelben 
0,35 Meter unter dem Waflerjpiegel und mit dem Boden des Ausflußgefähes 
in einerlei Höhe fteht, und zwar 1) beim freien Ausfluffe und 2) beim Ausflufie 
durch ein kurzes horizontales Anjaggerinne? Man bat es bier mit der Mündung 
E zu thun, wobei die Drudhöhe über der oberen Kante — 0,385 — 0,10 
— 0,25 Meter if. Die Tabelle I. giebt für den Werth 0,20 Meter diejer Höhe 
bei der Mündungshöhe — 0,20 Meter, den Ausflußcoefficienten # —= 0,621, R 
und dagegen bei der Mündungshöhe — 0,05 Meter, u = 0,670; daher mödte 
für den erften Fall der Aufgabe 

kB = Be = 0,645 zu jegen fein. 
Die Tabelle II. giebt hagegen bei der Waflerhöhe 0,25 Meter Über der oberen 
Mündungsfante dur Interpolation für u die Werthe: 8 
0,566 + ’%, (0,592 — 0,566) — 0,570, und 
0,617 + 5), (0,626 — 0,617) = 0,619, 
folglich ift für den zweiten Fall 
M = Fo — 0,594 zu jegen. 
Der Querſchnitt der Mündung if: f 
F= ab = 020.0,10 = 0,020 Quadratmeter, 
und die mittlere Drudhöhe ift: 
h = 0,3850 — 0,050 = 0,300 Meter, 
folgli die theoretiiche Ausflußmenge: 
Q=FYV2gh = 0,02 V2.9,81.0,3 — 0,02 V 5,886 
— 0,02.2,425 — 0,0485 Eubilmeter ; 
jomie die effective Ausflußmenge, im erften Falle: 
9 =m0Q = 0,645.0,0485 —= 0,0813 Eubitmeler, 
und dagegen im zweiten alle, d. i. bei einem Anſatzgerinne: 
Q, — Mag Q = 0,591.0,0485 = 0,0288 Eubilmeter. 

Rad der Formel un = (1 + 0,1557), in $. 441 für den Ausfluß bei 
partieller Eontraction laßt fi, da bier vom ganzen Mündungsumfang %, = Y 
eingefaßt ift, un = u = (1 + 0,052) u, = 1,052 u, jegen. Run ift aber 
für eine ſolche Mündung bei volfftändiger Gontraction nad Tabelle I., $. 437, 
#0 = 0,616, daher folgt hiernad): 

37 1.062. 0,616 = 0,648 und 
= uy Q = 0,648.0,0485 = 0,0314 Cubikmeter, 
alſo wenig größer als nach der Lesbros'ſchen Tabelle. 


Herr Lesbros hat auch noch mittel8 der Mündungen A, B, C u. ſ. w. x. 146, 
Verſuche über den Ausfluß bei Leberfällen, wobei der Waſſerſpiegel die 

obere Kante der Mündung nicht erreicht, angeftellt, und e8 find die Haupt- 
ergebniffe derjelben in folgenden Tabellen zufammengeftellt worden. 
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I. Zabelle der Ausflußcoefficienten (2/, a) fiir den freien Ausflug 
durch Ueberfälle oder Wandeinfdnitte. 













Drudhöhe 
über der 
Schwelle im 
ftillftehenden " 
Waſſer gemej- | | 

ſen. 


Ausffußcoefficienten für die Mündungen: 
l 






Meter. 


0,015 0,421 | 0,450 | 0,450 | 0,41 
0,020 0,417 | 0,446 | 0,444 | 0,437 
0,030 0,412 | 0437 | 0,185 | 0,430 
0,040 0,407 | 0,430 | 0,429 | 0,424 
0,050 0,404 | 0425 | 0,426 | 0,419 
0,070 0,398 | 0416 | 0422 | 0412 
0,100 0,395 | 0409 | 0,420 | 0,405 

. 0,150 0,893 | 0,406 | 0,423 | 0,403 


0,200 0,390 | 0,402 | 0,424 | 0,403 
0,250 0,379 | 0,396 | 0,422 | 0,01 
0,300 0,371 | 0,390 | 0,418 | 0,398 


I. Tabelle der Ausflußcoefficienten (2/, ) für den Ausfluß durch 
Ueberfälte mit kurzen Anfaggerinnen. 





Drudhöhe “ 
über der Ausflußcoefficienten für die Mündungen: 
Schwelle, im 
ftillftehenden 


on em 4 | B | C | or | 
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Die Vergleichung der Coefficienten in Tabelle I. und Tabelle II. zeigt, 
daß die Ausflußmenge bei Mündungen mit dem kurzen Anfaggerinne fleiner 
ausfällt als bei Miündungen ohne dieſes Gerinne, und zwar um fo fleiner, 
ie Heiner die Drudhöhe iſt; auch ift aus der Vergleichung zwifchen den 
Columnen unter C und C*, fowie unter E, E*%, F, F* und @, G* in 
ben Tabellen des vorigen Paragraphen zu erjehen, daß die geneigten Anfag- 
gerinne den Ausflug weniger ftören als die horizontalen. 


Anmertung 1. Eine abweichende Theorie über den Ausflug entmwidelt 
G. Boileau in feinem Traits sur la mesure des eaux courantes. Hiernach ift 
die Geſchwindigkeit des ausfließenden Waflers an allen Stellen des Querjchnittes 
eine und biefelbe, und zwar entipredhend der Tiefe der oberen Begrenzungslinie 
bes Strahles in der Ebene der Mündung unter dem Waflerfpiegel im Ausfluß- 
reſervoir. Diejelbe Formel wendet Boileau auch auf Ueberfälle an; wobei er 
natürlich ftetS die Kenntniß der Strahlhöhe in der Mündungsebene nöthig hat. 
Später, im 12. Bande der 5. Reihe von den Annales des mines, 1857, bat 
Herr Elarinval eine andere Formel für den Ausflug durch Ueberfälle entwidelt, 
in welcher gar feine Erfahrungszahl u vorlommt, fondern ftatt %, u der Factor 


a ı — 2 


— —. worin A die Drudhöhe und a die Strahldicke über der Ueberfall⸗ 
V2(R?— a3) 
ſchwelle bezeichnen, einzujegen if. S. den „Eivilingenieur“ Band V. Ich halte 
die Begrlindung dieſer Formel nicht für richtig. 

Anmertung 2. Herr 3. Francis giebt in feinem Werfe: „The Lowell 
Hydraulic Experiments, Boston 1855, für den Ausflug durch breite Ueber: 
fälle folgende Formel an: 

Q = 3,33 0 — O,1nh) hPa Eubilfuß engl., 
worin 5 die Druckhöhe über der Schwelle, 3 die Länge der letteren und n ent: 
weder O oder 1 oder 2 ift, je nachdem die Contraction des Waflerftrahles an beiden, 
an einer, oder an feiner Seite aufgehoben if. Da für das engliide Maß 


V29 = 8,025 
ift, jo hat man folglich hiernach: 
9,33 


2 — NT 
u = ag = DALE: 


Die Verſuche, worauf fi diefe Formel gründet, find an 10 Fuß breiten Ueber: 
fällen und bei 0,6 bis 1,6 Fuß Druckhöhe angeftellt worden. Die Ueberfallfante 
wurde durch eine ſtromabwärts abgefchrägte eilerne Platte gebildet, das Rejervoir 
hatte eine Breite von 13,96 Fuß, und die Schwelle fand 4,6 Fuß über dem 
Boden deflelben. Siehe den „Eipilingenieur“, Band II., 1856. 

Bakewell's Verſuche über den Auafluß durch Ueberfälle (f. polytechn. Central⸗ 
blatt 18. Jahrgang 1852) liefern zum Theil ziemlich abweichende Rejultate. 

Anmerfung 3. Un den Schügen der Hammerräder zu Remſcheid hat Herr 
Röntden u = 0, bis 0,93 gefunden. S. Dingler's Yournal, Bd. 158. 
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Drittes Capitel. 
Bon dem Ausfluffe des Waſſers durch Roͤhren. 


£. 447. Kurze Ansatzröhren. *äßt man das Waller durch eine furze An- 
fagröhre ausfließen, fo treten ganz andere Verhältnifle ein, als wenn es 
durch Mündungen in der dünnen, oder durd) nad) außen abgejchrägte Mün⸗ 
dungen in der diden Wand ausfließt. Iſt die Anfagröhre prismatifch und 
ihre Yänge 21/, bis 3mal fo groß als ihre Weite, fo giebt fie einen uncon⸗ 
trahirten und undurchfichtigen Strahl, welcher eine Fleinere Sprungweite und 
daher auch eine kleinere Geſchwindigkeit hat, als der durd) eine Mündung in 
der dünnen Wand unter Übrigens gleichen Umftänden ausfliegende Strahl. 
Hat aljo die Röhre KL mit der Mündung F, Big. 795, gleichen Quer- 
ſchnitt, und ift aud) die Drudhöhe von beiden eine und diefelbe, jo erhält 
ig. 795. 





man in ZR einen trüben und uncontrahirten, alſo dideren und in FH 
einen Haren und contrahirten, alſo fehwächeren Strahl, und es läßt ſich aud) 
Fig. 796. wahrnehmen, daß die Sprumgmeite 
ER kleiner ift al8 die Sprungweite 
DH. Diejes Ausflußverhältniß tritt 
aber nur dann ein, wenn die Röhre 
die angegebene Länge bat; ift die 
Röhre Fürzer, vieleicht nur fo lang 
als weit, fo legt fic) der Strahl KR 
Fig. 796, gar nicht an die Röhren: 
wand an, es bleibt die Röhre gan: 
ohne Einwirkung auf den Ausflug 
und der Strahl fällt wie bein Ausfluffe durch Miündungen in der dlinnen 
Wand aus. 
Zuweilen findet auch, bei Röhren von größerer Länge ein Ausfüllen der 
Röhre durch den Strahl nicht ftatt, nämlich dann, wenn dem Waſſer feine 
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Gelegenheit gegeben worben ift, mit der Röhrenwand in Berührung zu 
fommen; verichließt man aber in diefem Falle die äußere Mundung durd) 
die Hand oder durch ein Brett auf einige Augenblide, jo bildet ſich nachher 
ein die Röhre volllommen füllender Strahl, und es findet ein jogenannter 
voller Ausflug ftatt. Die Contraction des Wafferftrahles findet auch 

Fig. 797. beim Ausflug duch Röhren ftatt, 
nur fällt hier der contrahirte Theil 
in das Innere der Röhre. Man 
kann ſich hiervon überzeugen, wenn 
man fi) gläferner Anfagröhren, 
wie XL, Fig. 797, bedient, und 
Heine Körper im Waſſer ſchwimmen 
läßt, denn man bemerkt in dieſem 
Falle, daß nur in der Mitte des 
Querſchnittes F, nahe hinter der 
Eintrittöftelle X, nicht aber am Umfange deſſelben progreffive Bewegung 
vorhanden ift, daß Hier vielmehr nur eine wirbelnde Bewegung ftattfindet. 
Es ift aber die Capillarität oder die Adhäfion des Waſſers an der Röhren⸗ 
wand, welche bewirkt, daß das Wafler da8 Ende FL der Röhre ganz aus- 
füllt. Das aus der Röhre fliegende Waller hat nur den der Atmoſphäre 
gleichen Drud. Da nım der contrahirte Querſchnitt F} nur & mal fo groß 
als der Querfchnitt F der Röhre, und deshalb die Gefchwindigfeit v, in ihm 


= mal jo groß ift, als die Ausflußgejchwindigfeit v, fo muß aud) ($. 427) 


der Drud des Waſſers in der Nähe von Fr Meiner als beim Austritte, oder 
al8 der Atmofphärendrud fein. Bohrt man bei Fi ein enges Loch in die 
Röhre, fo findet auch wirklich Fein Ausflug durch daflelbe, jondern vielmehr 
ein Einfaugen von Luft ftatt, auch hört endlich der volle Ausflug und die 
Einwirkung der Anjagröhre ganz auf, wenn man das Tod) weiter macht, 
oder mehrere Köcher anbringt. Ebenfo kann man aud) das Waffer in der 
Nöhre AB zum Steigen und zum Ausflug durch die Röhre KL bringen, 
wenn man die erftere bei F, in die legtere einmilnden läßt. ‘Der volle Aus- 
fiuß Hört bei der einfachen cylindriſchen Röhre ganz auf, wenn die Druckhöhe 
eine gewifle Größe erreicht, fiehe $. 466, Kapitel IV. 





Cylindrische Ansatzröhren. lieber den Ausflug des Waſſers durch 8. 448, 
kurze cylindrifche Anfagröhren find von Vielen Verſuche angeftellt 
worden, doch weichen die Refultate derfelben ziemlich viel von einander ab, 
Namentlich find ed die Boſſut'ſchen Ausflußcoefficienten, welche durch ihre 
Kleinheit (0,785) von den von Anderen gefundenen bedeutend abweichen. 

Aus den Verſuchen von Michelotti mit 11/; bi8 3 Zoll weiten Röhren 
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und bei 3 bis 20 Fuß Druckhöhe folgt in Mittel diefer Ausflußcoefficient 
# = 0,813. Die Verſuche von Bidone, Eytelwein und d’Aubuiffon 
weichen hiervon nur wenig ab. Im Mittel läßt fid) aber, namentlich aud) 
den Verſuchen des Verfaſſers entfprechend, der Ausflußcoefficient für kurze 
cplindrifche Anfagröhren u = 0,815 fegen. Da wir denfelben für 
runde Mündungen in der dlinnen Wand 0,615 gefunden haben, fo folgt, 
daß unter Übrigens gleichen Umftänden und Berhättniffen durch kurze Anjag- 
röhren 845/15 —= 1,325 mal fo viel Waſſer ausfließt als durdy runde Mün⸗ 
dungen in der dünnen Wand. Uebrigens wachſen diefe Ausflußcoefficienten, 
wenn die Röhrenweite Feiner wird und nehmen aud) wenig zu bei Abnahme 
der Drucdhöhe oder Ausflußgeſchwindigkeit. Nach den bei einem Drude von 
0,23 bis 0,60 Meter angeftellten Berfuchen des Berfafiers ift für Röhren, 
welche 3mal fo lang al8 weit find: 


bei | 1 2 | 5 4 Gentimeter Weite 








u = |0,843 








0,832 oer | 0,810 


Diefer Tabelle zufolge nehmen alfo die Ausflußcoefficienten merklich zu, 
wert bie Röhrenmweite Heiner wird. Ebenſo fand Buff bei einer 2,79 Tinien 
. weiten und 4,3 Linien langen Röhre bie Ausflußcoefficienten allmälig von 
0,825 bis 0,855 zunehmend, wenn die Drudhöhe von 33 bis 11/, Zoll 
nad) und nad) herabſank. 

Beim Ausfluffe des Waſſers durd) kurze parallelepipediihe An- 
fagröhren fand der Verfaſſer einen Ausflußcoefficienten von 0,819. 

Sind die Anfagröhren KL, ig. 798, inwendig theilmweife einge: 
faßt, ftoßen fie z. B. mit der einen Seite an den Boden CD bes Gefäßes 
an, und wird dadurd) eine partielle Contraction herbeigeführt, jo fteigt, nad) 
den Berfuchen des Verfaſſers, der Ausflußcoefficient nicht anſehnlich, wohl 
aber fließt das Waſſer an verfchiedenen Stellen des Duerjchnittes mit ver» 

Fig. 798. dig. 799. 
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ſchiedenen Gejhwindigfeiten, und zwar auf der Seite C fchneller aus, als 
auf der gegenliberliegenden. 

Wenn die innere Stirnfläche einer Anfagröhre nicht in die Wandfläche 
fallt, jondern vorfteht, wie E, F, G, Fig. 799, fo nennt man diefe Röhre 
eine innere Anjagröhre Iſt die Stirnflädhe diefer Röhre mindeftens 
1/, mal fo breit als die Röhre weit, wie z. B. Z, fo bleibt der Ausfluß- 
coefficient derjelbe, al8 wenn die Stirnfläche in der Ebene der Wand läge, 
ift aber bie Stirnfläche fchmaler, wie z.B. F und G, fo fällt der Ausfluß- 
coefficient Heiner aus. Bei einer fehr fchmalen fait verſchwindenden Stirn- 
fläche wird derfelbe den Verſuchen Bidone's und des Verfaſſers zufolge 0,71, 
wenn der Strahl die Röhre ausfüllt; dagegen 0,53 (vergl. $. 447), wenn 
er fid) gar nicht an die innere Röhrenwand anlegt. Im erften Yalle (F) 
ift der Strahl ganz zerriffen und befenförmig divergirend, im zweiten (G) 
aber ſtark zufammengezogen und ganz kryſtallrein. 


Widerstandscoefficient. Da das Wafler ohne Kontraction aus der 8. 449. 
prismatifchen Anfagröhre tritt, fo folgt, daß bei dem Ausfluffe durch dieje 
Mundftücde der Contractionscoefficient & —= Eins und der Gefchwindigfeits- 
coefficient P — dem Ausflußcoefficienten g ift. Eine mit der Gefchwindig- 
feit v ausftrömende Waflermenge Q befigt die lebendige Kraft = v2 und 

2 
kann dadurch die mechanifche Arbeit 5 9% ($. $. 76) verrichten. Nun iſt 
aber bei dem Ausfluffe die theoretifche Geſchwindigkeit gleid) 5 daher ent⸗ 


2 
ſpricht der ausfließenden Waſſermaſſe die Leiſtung * 5 -Qy, und es 
verliert ſonach die Waffermenge Q durch den Ausflug die mehanifche Arbeit: 


1 v v2 1 v? 
re) 
Beim Ausfluffe durch Mündungen in der dünnen Wand ift ꝙ im Mittel 
gleich 0,975, daher beträgt hier der Arbeitsverluft: 
1 V v2 v? 

or) 12507 = 00822, or: 
beim Ausfluffe durch kurze cylindrifche Anſätze ift dagegen 9 = 0,815 und 
es ftellt fi der entfprechende Berluft an Arbeit zu: 


1 2 2 y2 
(oa) - 112507 = 0085, er. 
d. i. nahe 1Omal fo groß heraus, wie beim Ausfluſſe buch Mündungen in 


der dünnen Wand. Bei Benugung ber lebendigen Kraft des ausfließenden 
Waſſers ift es folglich beffer, das Wafler durch Mündungen in der dünnen 
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Wand ald durch prismatiche Anfagröhren ausfliegen zu laflen. Wenn man 
aber die inneren Kanten, womit die Röhre an die Gefäßwand ftößt, abrundet 
und dadurd) einen allmäligen Uebergang aus dem Gefäße in die Röhre 
heroprbringt, fo wird der Ausflußcoefficient auf 0,96 gefteigert und zugleich 
der Arbeitöverluft auf 81/, PBrocent herabgezogen. Bei fürzeren, genau ab- 
gerundeten oder nad) der Form des contrahirten Wafferftrahles gebildeten 
Mundftüden ft u = P —= 0,975 und baher der Arbeitäverluft wie bei 
Mündungen in der dlinnen Wand 5 Procent. 


- | 
Dem Arbeitsverlufte (> — 1) 7 Or entipridt eine Drudhöhe 

2 
6 — 3 — man kann ſich daher auch vorſtellen, daß durch die Hin- 


derniffe des Ausfluffes die Drudhöhe den Verluſt (>; — 93 — erleide, 


und annehmen, daß nach Abzug dieſes Verluſtes der übrigbleibende Theil der 
Druckhöhe auf die Erzeugung der Geſchwindigkeit verwendet werde. Dieſen 
mit dem Quadrate der Ausflußgeſchwindigkeit proportional wachſenden Ber: 


2 
luſt 2 =(-; — 1) 7 fann man Widerftandshöhe und den Koef- 


cienten — 1, womit die Geſchwindigkeitshöhe zu multipliciren iſt, um 
p? i 


die Widerftandshöhe zu erhalten, den Widerftandscoefficienten nennen. 
Wir werden in der Folge diefen, auch das Verhältniß der Widerftandshöhe 
zur Drucdhöhe ausdrückenden Coefficienten durch den Buchſtaben & bezeichnen, 


92 
aljo die Widerftandshöhe ſelbſt durch —= 8. — z medrucen. Durch bie 


Formeln 


läßt ſich aus dem Geſchwindigkeits⸗ 
coefficienten der Widerſtandscoeffi⸗ 
cient, und aus dieſem wieder jener 
berechnen. 

Bei derſelben Ausflußgeſchwin⸗ 
digkeit v iſt die Druckhöhe für eine 
Mündung K, Fig. 800, welcher 
der Gefchwindigfeitscoefficient ꝙ 


entfpridht, A — und bie 








v? 
299? 


8. 450.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers duch Röhren. - 1005 
Drudhöhe der Mündung L, durch welche da8 Waſſer mit der theoretischen 


„2 
Geſchwindigkeit ausflieft, hı — 37 folglich, muß die erfte Mündung um dic 


1 


; hl 1) re ir die Wiber- 
Größe KLE— * i) 29:2, Meljewirbie Wider⸗ 


ſtandshöhe genannt haben, tiefer liegen als die legtere. Wenn beide einen 
gleichen Querſchnitt F haben, und das Waffer durch beide ohne Contraction 
ausfließt, jo ift auc), die Ausflugmenge Q — Fr für beide Mündungen 
eine und biefelbe. 

Beif piele. 1) Welche Waflermenge fließt unter einer Drudhöhe von 1,2 Meter 


durd) eine 0,050 Meter weite Röhre aus, welcher der Widerftandscoefficient 5 = 0,4 
entipriht? Es ift 


- 1 : 
= 77 = 0,845, daher: 
v = 0,845 .4429 V12 = 4,098 Meter, ferner: 
F = 3,14 . 0,025? = 0,00196 Quadratmeter, 
folgli das geſuchte Ausflußquantum : 
Q = 0,001% . 4,098 = 0,00803 Gubifmeter — 8,03 Liter. 

2) Wenn eine Röhre von 50 Millimeter Weite unter einem Drude von 0,5 Meter 
pro Minute 800 Liter Waſſer liefert, jo ift ihr Ausfluß- oder Geſchwindigkeits⸗ 
coefficient:: 

— — —— — oꝶla. 
FV2gh 60. 8,14. 0,0252 . 4,429 Vo,5 
2 
Hieraus folgt der Widerftandgcoefficient: 5 = (>57) — 1 = 0,509, und 
der durch die Hindernifje der Röhre bewirkte Berluft an „age: 


—  ?_ 9 _ 03 _ 
2= 5, = 050 . 0081 ( 5) = 0086 . ( _ rn —— "— 0,170 Meter. 


Schiefe Ansstzröhren. Sciefangefegte oder [chief abgefchnit= 8. 450, 
tene Anfagröhren geben ein kleineres Wafferquantum als rechtwinkelig 
angeſetzte oder rechtwintelig abgefchnittene Anfagröhren, weil die Richtung 

Fig. 801. des Waſſers in denfelben eine Aenderung erleidet. 
Die hierliber in nicht unbebeutender Ausdehnung 

URN: FE angeftellten Verſuche Haben den Verfaſſer auf 

N SCH —* ge _n Bolgendes geführt. St ö der Winkel LKN, 
A: welchen die Nöhrenare KL, Fig. 801, mit ber 
Normale KN zur Ebene AB ber Einmündung 
einfchließt, und bezeichnet & den Widerftandscoef- 

ficienten für die winfelvecht abgefchnittene Röhre, fo hat man den Wider- 
ftandscoefficienten der fchiefen Anfagröhre: 

& =£ + 0,303 sin.d + 0,226 sin. ö2. 
Nehmen wir fiir & den mittleren Werth 0,505 an, fo erhalten wir: 












$. 451. 
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bei d — | 0 | 10 | 20 30 40 











50 Io Grob. 






den Widerſtandscoeffi⸗ | 
0,505 | 0,565 | 0,685 ! 0,713 | 0,794 | 0,870 | 0,937 


cienten &, = 
den Ausflußcoefficienten 
u = 0,815 | 0,799 | 0,782 | 0,764 | 0,747 | 0,731 | 0,719 


Hiernach ift 3. B. der Widerftandscoefficient einer kurzen Anfagröhre bei 
20 Grad Arenabweihung 5; — 0,635 und der Ausflußcoefficient 


1 
ne Tor 

dagegen bei 35% Arenabweichung der erftere— 0,753 und ber letztere — 0,755. 

In der Regel find dieje fchiefen Anfagröhren länger, als wir feither an- 
genommen haben, auch müſſen diefelben länger fein, wenn fie vom Waſſer 
vollfoımmen ausgefüllt werden follen. Die vorftehende Formel giebt nur 
denjenigen Theil des Widerftandes an, welcher dem Röhrenſtück an der Ein- 
mündung entfpricht, das dreimal fo lang ald die ganze Röhre weit ift. Der 
Widerftand, welchen das übrige Röhrenftüid der Bewegung des Waflers ent- 
gegenfetzt, wirb in der Folge angegeben. 


Beiſpiel. Wenn die Einmündungsebene AB eines horizontal liegenden Teich— 
gerinnes X L, Gig. 802, fowie die Innenfläche des Teihdammes 40 Grad gegen 
den Horizont geneigt ift, jo ſchließt die 
Röhrenare mit der Normale diejer Eben: 
einen Winfel von 50 Grad ein, und es 
ift daher der WiderftandScoefficient für 
den Ausfluß durch das Einmündungs: 
S ftüd diefer Röhre, (1 = 0,870, und 

“ wenn nun dem übrigen und längeren 

Nöhrenftüde der Widerſtandscoefficient 
0,650 entiprädhe, jo wäre der Widerftandscvefficient fir die ganze Röhre 
& = 0,870 + 0,650 = 1,520 
und daher der Audflußcoefficient 
1 





= 


. 1 

“Syrın Vom 
Bei 4 Meter Drudhöhe und 0,3 Meter Röhrenweite ergäbe fi folglich die 
Ausflußmenge per Secunde: ‘ 


Q = 0,630 . 3,14 . 0,152 . 4429 V4 — 0,394 Eubifmeter. 


0,630. 


Unvollkommene Contraction. Mündet eine kurze cylindrifche An: 
jagröhre KL, Fig. 803, in einer ebenen Wand AB ein, deren Inhalt 
G den Querſchnitt Fder Röhre nit vielmal übertrifft, fo kommt 
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das Waller mit einer nicht zu vernadjläffigenden Geſchwindigkeit an ber 
Einmindungsftelle an, und es tritt deshalb nur mit unvolltommener Con⸗ 

Fig. 808. traction in da8 Rohr, weshalb wieder die Aus- 
flußgeſchwindigkeit eine größere ift, als wenn 
das Waſſer als ftillftehend vor dem Eintritt in 
die Röhre angenommen werden kann. Iſt wieder 


2 —n das Berhältnig des Röhrenquerjchnittes 
zum Inhalte der Wandfläche, ferner u, ber 





= der Null gleich ges 


fegt werben kann, fo hat man, den Verſuchen des Verfaſſers zufolge, den 
Ausflußcoefficienten bei unvollfonnmener Contraction oder dem Querſchnitts⸗ 
verhältniſſe 9 zu fegen: 
— — 0,102n + 0,067n? + 0,046.n?, ober - 
11] . 
„= % (1 + 0,102n + 0,067n2 + 0,046 n?), 
Nimmt 3. B. der Köhrenquerfchnitt den fechöten Theil der ganzen Wand⸗ 
fläche ein, fo ift: 
u, = fo (1 + 0,102. Y, + 0,067 . Ys6 + 0,046 . Yaıs) 
— m (1 + 0,017 + 0,0019 + 0,0002) — 1,019, 
oder uo — 0,815 geſetzt: 
u, = 0,815 . 1,019 — 0,830. 


Ausflußcoefficient bei vollfommener Contraction, wo 


Etwas genauer giebt die Correctionswerthe ET —E rn folgende, zum Ges 
brauche bequeme Tabelle an. 


Tabelle 


der Gorrectionen der Ausflußcoefficienten wegen der unvollflommenen Con⸗ 
traction, beim Ausfluſſe durch kurze cylindrifche Anfagröhren. 
























































| 
n | 005 | 0,10 | 0,15 020) 0,25 | 0,30 | 0,35 | 0,40 | 0,45 | 0,50 
En 7 Ho 00000013 0,020 |0,027 |0,035|0,048 00s2oosoloo70 0,080 
0 
n | 0,55 | 0,60 | 0,65 [0,70 | 0,75 | 0,80 | 0,85 | ‚90 | 0,95 | 1,00 
— ocho 0,102|0,114|0,127|0,138|0,152 — 0,198|0,227 
0 





























1008 Siebenter Abſchnitt. Drittes Capitel. [8. 451. 


Beim Ausfluffe durch kurze parallelepipedifche Röhren find dieſe 
Correctionen ziemlich die nämlichen. 
Diefe Eoefficienten finden ihre Anwendung vorzüglid) beim Ausfluffe dee 
Waſſers durch zuſammengeſetzte Röhren, wie z. B. in dem durd) die Fig. 804 
Fig. 804. dargeftellten Falle, wo die kurze An- 
fagröhre K L in einer weiteren furzen 
Anfagröhre EK und diefe wieder in 
dem Gefäße A C einmündet. Hier 
ift beim Eintritte des Waflers aus 
— der weiteren Röhre in die engere un: 
vollkommene Contraction vorhanden 
und daher der Ausflußcoefficient nad) 
der legten Regel zu beftunmen. Segen 
wir den diefem Ausflußcoefficienten entfprechenden Widerftandscoefficienten 
— $,, den Wiberftandscoefficienten fiir den Eintritt aus dem Gefäße in die 
weitere Röhre — 8, die Drudhöhe — Ah, die Ausflußgefhwindigfeit — € 


und das Verhältniß z der Röhrenquerſchnitte — n, aljo die Gefchwindigfeit 
bes Waflers in der weiteren Röhre — nv, jo gilt die Formel: 
+ Sri 
—=(1+n2$ +8) 5 und es ift daher: 
ol, | 
Vitnts+f 
Beilpiel. Welche Wafjermenge liefert der in fig. 804 abgebildete Apparat, 


wenn die Drudhöhe A — 1,5 Meter, die Weite der engeren Röhre 50 Millimeter 
und die der weiteren 80 Millimeter beträgt? Es ift: 


n = (%)? = 0,39, daher vu = 1,059 . 0,815 = 0,863 
und der entſprechende Widerſtandscoefficient: 








1.2 
(GB) — 1 0,343. Nun hat man ferner: 


Ct = 0,505, n?t —= 0,392 . 0,505 = 0,077, daher: 
I+tnc+g=1-+ 0,077 + 0843 = 1,42 


und die Ausflußgeihmindigfeit: / 
v= 4429 V 1,5 — 4,552 Meter. 
Y 1,42 


Hieraus folgt die Ausflugmenge pro Secunde: 
Q = 3,14. 0,0252 . 4,552 = 0,00892 Eubilmeter = 8,92 Kiter. 
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Conische Ansatzröhren. Coniſche Anfagröhren geben andere $. 432. 

Ausflugmengen als priswmatifche oder cylindrijche Anfagröhren. Die Röhren 
heißen convergent, L, Fig. 805, oder divergent, K, ig. 805, je nachdem 
die Ausmündung Kleiner oder größer als die Einmündung ift. Convergenten 
Nöhren kommen größere und divergenten Röhren fommen Fleinere Ausfluß- 

Sig. 805. coefficienten zu, als cylindrifchen 
B Röhren von derfelben Weite der 
Ausmündung ine und diefelbe 
coniſche Röhre giebt allerdings, wenn 





| ; » # 
I Rn das weitere Ende die Ausmündung 
RN ——— bildet, mehr Waſſer, als wenn man 
— —— . das engere Ende zur Ausmündung 


mad)t, aber fie giebt nicht in dem 
Berhältniffe mehr, in welchem die weitere Mündung die engere übertrifft. 
Wenn daher Mande, wie z. B. Venturt md Eytelwein, für coniſch 
divergente Röhren größere Ausflußcoefficienten angeben, al8 für conifch con= 
vergente, fo ift zu berüdjichtigen, daß fie immer den engeren Querſchnitt als 
Mündung behandeln. Den Einfluß der conifchen Form der Röhren auf die 
Ausflugmenge führen folgende, unter Drucdhöhen von 0,25 bis 3,3 Meter 
angeftellte Berfuche mit einer 9 Centimeter langen Röhre AD, Fig. 806, 
vor Augen. Die Weite diefer Röhre betrug 2,468 Gentimeter an einem 
Ende DE und 3,228 Gentimeter am an- 
dig. 806. deren Ende AB, und der Convergenz— 
winkel, d. i. der Winfel AOB, unter 
dem die gegenliberliegenden Seiten A _E und 
BD eines Längenarenfchnittes zufammen- 
laufen, war 40° 50. Beim Ausfluffe 
durch die engere Mündung war der Aus- 
flußcoefficient 0,920 ; bei dem Ausfluffe durd) 
die weitere Mündung aber 0,553; und wenn man die engere Einmündung 
als Querſchnitt in die Rechnung einführt, ergab er ſich daher zu 0,946. 
Der Strahl war im erften Falle, wo die Röhre als coniſch convergentes 
Mundſtück gebraucht wurde, wenig contrahirt, dicht und glatt, im zweiten 
Falle aber, wo fie al8 coniſch divergentes Mundſtück diente, war er ſtark 
divergent, zerriſſen umd ftarf pulfirend. Weber den Ausflug durd) coniſch 
divergente Röhren haben noch Venturi und Eytelwein erperimentirt. 
Beide Hydraulifer haben diefe conifchen Röhren an cylindrifche und conoi= 
diiche, nad) der Form des contrahirten Waflerftrahles gefornte Mundftüce 
angeſetzt. Durch eine ſolche Verbindung, wie Fig. 807 (a. f. ©.) darftellt, 
wo das divergente Ausmündungsftüd XL innen 12 und außen 211/, Yinien 
weit und 81%/,, Zoll lang war, wobei der Convergenzwinfel 5% 97 maß, 
Meistach 8 Lehrbuh ver Mechauik. L 64 
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fand Eytelwein u = 1,5526, wenn er das engere Ende ale Mündung 
behandelte, und dagegen u — 0, 483, wenn er, wie recht, das weitere Ende 
ale Mündung anfah. Allerdings fließt durch dieſes 


Fig. 807. 1,5526 
combinirte Mundftüd * — 2,5mal fo viel, als 


durch die einfache Mündung in der dünnen Wand, nnd 
1,5526 
00,815 
drifche Anjagröhre. Bei großen Geſchwindigkeiten und bei größerer Diver: 
genz ift es übrigens gar nicht möglich, felbft durch vorhergegangenes Zuhalten 
ber Röhren, den vollen Ausflug herbeizuführen. 

Auch fand der Verfaffer. für eine kurze coniſch divergente Anſatzröhre 
von 4 Gentimeter Fänge, 1 Centimeter innerer und 1,54 Centimeter äußerer 








— 1,9 mal fo viel, al8 durch die kurze cylin- 


Weite, wobei der Divergenzwintel 8 Grad 4 Minuten maß, bei 0,4 Meter 


Druckhöhe, je nachdem die Röhre innen abgerundet war oder nicht, entroeder 
u = 0,738 oder u = 0,395. 


Die ausführlichften Verfuche itber den Ausfluß durch coniſch conver- 
gente Anjfagröhren find von d’Aubuiffon und Caſtel angeftellt 
worden. Die hierzu in Anwendung gefommenen Röhren waren von großer 
Deannigfaltigkeit, verjchieden in deu Yängen, Weiten und in den Convergenz- 
winfeln. Am ausgedehnteften waren die Derjuche mit Röhren von 0,0155 
Meter Weite in der Ausmündung und von 2,6 mal fo großer, d. i. von 
0,04 Meter Yänge, weswegen wir ihre Ergebniffe auch in folgender Tabelle 
hier mittheilen. Die Drudhöhe war durchgängig 3 Meter. Die Ausflup- 
mengen wurden duch ein befonderes Aichgefäß gemeſſen, um aber aufer 
den Ausflugcoefficienten aud) noch die Geſchwindigkeits- und Contractiene: 
coefficienten zu erhalten, wurden die gegebenen Höhen entiprechenden Sprung: 
weiten der Waflerftrahlen gemefjen und hieraus die Ausflußgeſchwindigkeiten 
(. 8. 436) berechnet. 


Das Berhältnif 7 — 


Geſchwindigkeit V 29% gab den Gefchwindigfeitscoefficienten @, ſo— 
wie das Perhältnig — — der effectiven Ausflußmenae Q zur theorettichen 
Bat a der ef flußmenge Q zur theoretijch 








: der effectiven Gefchwindigfeit v zur theoretifchen 
L 


Ausflußmenge FV2gh auf den Ausflußcoefficienten a führte und 


das Berhältnig zwifchen beiden Coefficienten, d. i. 5 endlid) den Con⸗ 


tractionscoefficienten & beitimmte. 
Diefe Beftimmung ift aber bei großen Ausflußgeſchwindigkeiten nicht hin⸗ 
reichend genau, weil hier der Widerſtand der Luft zu groß ausfällt. 
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Tabelle 


der Ausfluß- und Gefchwindigkeitscoefficienten für den Ausflug durd) 
conifch convergente Röhren. 


Eonvergenz;: | Ausfluß- Geſchwin⸗ Gonvergenz: | Ausfluß⸗ Seſchwin⸗ 
winkel. coefficienten digkeitscoef⸗ winkel coefficienten digleitscoef⸗ 

nten. ficienten. "I ficienten. 
090’ 0,829 0,829 130 24’ 0,946 0,963 
10 36’ 0,866 0,867 140 28’ 0,941 0,966 
30 10’ 0,895 0,394 16° 36’ 0,933 0,971 
4° 10’ 0,912 0,910 190 28’ 0,924 0,970 
5026’ 0,924 0,919 2100 0,919 0,972 
79 52’ 0,930 0,982 2300 0,914 0,974 
80 58’ 0,934 0,942 290 58° 0,895 0,975 
109 20’ 0,933 0,951 400 20’ 0,870 0,930 


120 4° 0,942 | 0,955 480 50' 0,847 0,984 


Man erfieht aus diefer Tabelle, daß die Ausflußcoefficienten bei einer 
Röhre von 131/20 Ceitenconvergenz ihr Maximum 0,946 erreicht haben, 
daß dagegen die Gejchwindigfeitscoefficienten immer größer und größer aus: 
fallen, je größer der Convergenzwinfel if. Wie in vorlommenden Fällen 
der Praris diefe Tabelle zu gebrauchen ift, mag folgendes Beifpiel lehren. 


Beiſpiel. Welche Waflermenge liefert eine kurze coniiche Anſatzröhre von 
0,04 Meter Weite in der Ausmündung und von 10 Grad Eonvergenz bei einem 
Drude von 5 Meter?! Nah des Berfaflers Verſuchen giebt eine cylindriiche 
Röhre von diefer Weite u = 0,810, .die Röhre von d'Aubuiſſon aber gab 
# = 0,829, aljo um 0,829 — 0,810 = 0,019 mehr; nun ift aber der Tabelle 
zufolge für die Röhre von 109 Gonvergenz; u = 0,937, daher möchte es an 
gemefjen fein, für die gegebene Röhre u = 0,937 — 0,019 = 0,918 zu jegen, 
wonach dann die Ausflugmenge: 

Q—0,918.3,14.. 0,022. 4,429 V5 = 0,0114 Eubifmeter = 11,4 Liter 


folgt. 


Reibungswiderstand. ange prismatifche oder cylindrifche An- 
fagröhren verzögern den Ausflug um fo mehr, je länger diefelben find; es 
ift daher anzunehmen, daß die Röhrenwände durch Reibung, Adhäfion oder 
Klebrigkeit des Waſſers an denjelben der Bewegung des Waflers in den 
Röhren ein Hinderniß entgegenfegen. Vernunftgründen und vielfachen Beob- 
achtungen und Meſſungen zufolge läßt fi annehmen, daß diefer Reibunge- 
widerftand ganz unabhängig ift vom Drude, daß er aber direct wie die 

64 * 


1 79 


. 454. 
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Länge J und umgefehrt wie die Weite d derfelben wächſt, daß er affo dem 
Berfättiffe . proportional iſt. Außerdem hat ſich auch noch Herausgeftellt, 


daß dieſes Hindernig größer ift bei größeren und kleiner bei kleineren 
Sefchwindigfeiten des Waſſers, und daß e& beinahe mit dein Quadrate der 
Geſchwindigkeit v des Waſſers felbft wählt. Meſſen wir dieſes Hindernif 
durch die Höhe einer Waflerfäule, die nachher von der ganzen Druckhöhe 
abzuziehen ift, um die zur Erzeugung der Geſchwindigkeit nöthige Höhe zu 
erhalten, fo können wir diefe Höhe, die wir in der Folge Reibungsmider: 
ftandshöhe nennen wollen, fegen: 


Hierin ift unter & eine Crfahrungszahl, welde wir den Reibungscoeffi- 
cienten nennen fünnen, zu verftehen. lan verliert alfo hiernach durd) die 
Reibung des Waflers in der Röhre um fo mehr an Drud oder Druckhöhe, 


je größer das Verhältniß = der Länge zur’ Weite und je größer die Ge: 
2 

ſchwindigkeitshöhe 57 if. Aus der Waffermenge Q und bein Köhrenquer: 

ſchnitte | 


cd? 
F=7T 
folgt die Geſchwindigkeit: 
_ 49 
u ar 


und daher die Reirungshube 
gi (49) gt 1 (@ 10° 
d 29 \na? 2g ) a 


Um durd) das Yortleiten einer gewiffen Waflermenge Q in einer Röhre 
möglichft wenig Berluft an Druckhöhe oder Gefälle zu erhalten, jol man 
die Nöhre möglichft weit und nicht unnöthig lang machen. Die doppelte 
Weite beansprucht 3. B. zur Ueberwindung der Reibung nur (1/2) — 1/5; mal 
jo viel Gefälle als die einfache Weite. 

Iſt der Duerfchnitt einer Röhre ein Rechteck von der Höhe a und der 
Breite d, jo hat ınan ftatt 
1_y ‚_ad — Umfang ,, 264) _a+b 
a ind Inhalt? '* ab 2ab 
einzufegen, weshalb folgt: 








(a +b) v2 


ab 29 
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Mit Hülfe diefer Formel flir den Röhrenreibungswiderſtand laſſen fid) 
nun auch die Ausflußgefchwindigfeit und das Ausflußquantum finden, welches 
eine Röhre von einer gegebenen Länge und Weite unter einen gegebenen 
Drude fortleitet. Uebrigens ift c8 vollfoinmen gleich, ob die Röhre KL, 
Fig. 808, horizontal ift, fällt, oder fteigt, wenn nur unter der Drudhöhe 

dig. 808. die Tiefe BL des Mittel- 
punktes Z der Röhren- 
mündung unter dem 
Wafjerfpiegel ZO des 
Ausflugrefervoirs ver⸗ 
ftanden wird. 

Iſt 3 die Drudhöhe, Au die Widerftandshöhe für das Einmündungeftüd 
und Ah, die Widerftandshöhe fir den übrigen Theil der Nöhre, fo hat man: 


v2 v? 
h— (no + N): eh 5 + ho 4 hı. 


Bezeichnet & den Widerftandscoefficienten für das Einmündungsſtück, und 
& den Coefficienten des Reibungswiderftandes der übrigen Röhre, jo iſt zu 
ſetzen: 





oder: 
„ +6 +6 


und: 
2) vv V29% 


\ 1+6+ J 
Aus der letzteren Formel ergiebt ſich die Waſſermenge = Fr. 
Bei fehr langen Röhren fällt 1 + 5, fehr Hein gegen = aus, weshalb 
dann einfach 


h= J 5 ſowie umgekehrt, 


v = Vi4.2on -2g% folgt. 


Der Reibungscoefficient ift, wie die Ausflußcoefficienten, nicht ganz $. 455. 
eonftant, er ift bei Heinen Gefchwindigkeiten größer und bei großen Ges 
ſchwindigkeiten Heiner, d. h. der Reibungswiderftand des Waſſers in den 
Röhren wächſt nicht genau mit dem Quadrate der Gejchwindigkeit, fondern 
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auch noch mit einer anderen Potenz ber Geſchwindigkeit. Prony und 
Eytelwein haben angenommen, baß bie durch den Reibungswiderftand ver⸗ 
lorene Drudhöhe wie die einfache Gejchwindigfeit und wie das Quadrat 
derſelben wachſe, und für ſie den Ausdruck: 


h= (@v + Boy, 


wo & und 6 Erfahrungscoefficienten bezeichnen, feitgefegt. Um diefe Coef- 
ficienten zu beftimmen, haben die genannten Hydraufifer 51 Berjuche benutzt, 
welche zu verfchiebenen Zeiten von Couplet, Boffut und du Buat über 
die Bewegung des Waſſers durch lange Röhren angeftellt worden find. 
Prony fand hieraus: 


h —= (0,0000693v + 0,0013932 v2) La 
Eytelwein: 

h = (0,0000894v 4 0,0011213 v2) = 
d'Aubuiſſon nimmt an: 

kh = (0,0000753v + 0,001370 v2) 3 Meter. 


Noch genauer an die Beobachtungen ſchließt fich eine von dem Berfafler 
aufgefundene Formel an, welche die En 


iv 
= (= u va d.29 | 
hat und ſich auf die Vorausjegung gründet, daß der Reibungswiderftand wie 


das Quadrat und wie die Quadratwurzel aus dem Cubus der Gefchwindig- 
feit zugleich wählt. Man hat alfo hiernad) den Widerftandscoefficienten 


17 
und die Reibungswiderftandsgühe inſoch 


h=$-— er zu jeßen. 


Zur Ermittelung des Wiberftanbscoefflienten & oder der Hülfsconftanten 
& und 4 find aber von dem Verfaſſer nicht nur die ſchon bei den Brony’- 
chen und Eytelwein’fchen Beftimmungen zu Grunde gelegten 51 Berfuche 
von Couplet, Bofjut und du Buat, fondern auch nod) 11 Berfuche 
vom Berfaffer und 1 Verſuch von einem Herrn Gueymard in Grenoble 
benugt worden. Die älteren Verſuche erftreden ſich nur auf Geſchwindig⸗ 
feiten von 0,043 bi8 1,930 Meter, durch die Verſüche des Berfaflers ift 
aber die legte Grenze der Gejchtwindigfeiten bis auf 4,648 Meter Hinane- 
gerücht worden. Die Weiten ber Röhren waren bei den ülteren Berfuchen 
27, 36, 54, 135 und 490 Millimeter, und bie neuen Verfuche wurden an 
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Röhren von 33, 71 und 275 Millimetern angeftellt. Mit Hilfe der Me—⸗ 
thobe der Heinften Quadrate ift nun aus den zu Grunde gelegten 63 Ber: 
fuchen gefunden worden: 


6 = 0,0139 + ET, 
Vv 
oder : 
0,0094711\ 2 
h= 1 — 
(00 439 + — — — —* 7 5 Meter, 
oder für das preußiſche Maß: 
0,016921 


h = | 0,01439 — | — 0 . 
Anmerkung 1. Bei Berüdfihtigung anderer Verſuche don Herrn Profeſſor 
BZeuner, angeftellt an einer Zinkröhre von 25 Millimeter Weite bei 0,1356 
biß 0,4287 Meter Geichmindigfeit, ift 
0,010327 


c = 0,014312 + ar 
zu jegen, wenn v in Metern gegeben ift. (Siehe „Eivilingenieur”, Bd. I, 1854.) 


Anmerlung 2. Neuere Verſuche über die Bewegung des Waflers in Röhren 
unter großen und jehr großen Geſchwindigkeiten find 1856 und 1858 vom Berfafler 
angeftellt worden. Siehe „Eivilingenieur“, Band V, Heftl und 3, jowie Band IX, 
Heft 1. Die Ergebniffe diefer Verſuche enthält folgende Tabelle. 


— 





Weite der Mittlere Geſchwindigkeit 


Bezeichnung der Röhren. Röhre (d) des Waflers in der ee 
Röhre (v) 

Engere Glaßröhre . . . . | 1,03 Etm. 8,51 Meter. 0,01815 
Weitere Slasröhre . . . . | 1,43 10,18 , 0,01865 
Engere Meifingröhre . . . | 1,04 864 „ 0,01869 
Desgl., fürzer gemadt . . | 1,04 1232 „ 0.01784 
Desgl., unter fehr hohem 

Drude . . 2.2 202% 1,04 2099 „ 001690 
Weitere Meflingröhre. . . | 1,43 866 „ 0,01719 
Deögl., abgelürtt . . . . | 1,43 1240 „ 0,01736 
Desgl., unter jehr hohem 

Drude 2. 22220. 1,48 21,59 , 0,01478 
Weitere Zinfröhre . . . . 12,47 819 , | 0,01962 
Desgl., kürzer... 0. . [2,47 4753 „ 0,01838 

noch kürzer ...... 2,47 64, ' 0,01790 

no kürzer .. 2. ..1247 918 , | 0,01670 





LI 
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Die Werthe in der letzten Kolumne weifen von Neuem nad, daß der Wider: 
ftandscoefficient 5 für die Reibung des Waſſers in Röhren abnimmt, ſowodhl 
wenn die Geichwindigfeit (v), als auch, jedoch weit langjamer, wenn die Röhren: 
weite (d) eine größere wird. Mebrigens ift bei großen Geſchwindigkeiten die 
Uebereinftimmung der Formel 


t — 0,01489 + I 
® 


mit dieſen neuen Erfahrungdgrößen noch eine leibliche, 3. B. v — 9 Meter, giebt 
= 0,01439 + 0,00316 = 0,01755, 
und v = 16 Meter 


£ = 0,014389 + 0,00237 = 0,01676, 
was mit den nahe entiprechenden Werthen in der legten Tabelle recht gut über: 
einftimmt. 
Anmertung 3. Kerr de Saint-Venant findet, daß die befannte Formel 
für den Widerftand des Waflers in Röhren fi noch mehr an die Erfahrungen 


⸗ 
anſchließt, wenn man die Reibungshöhe nicht v2 ober, ‚ jondern v7 propor⸗ 


tional wachſend annimmt. (Siehe deſſen „Memoire sur les formules nouvelles 
pour la solution des probl&mes relatifs aux eaux courantes.“) Es if 


hiernach: 
41 Im I 1% —ı i v2 
h= 7 0,00029557 v "= 0,00118228 = 0% = 0,023197 u 7. 75 Meter 


zu ſetzen. Die Annahme eines gebrochenen Exponenten der Potenz von v iſt gar 
nicht neu; ſchon Woltmann ſetzte u” ſtatt v2, und Eytelwein brachte c”" 
ftatt v2 in Vorſchlag (fiehe den vom Berfaffer bearbeiteten Artikel „Ausflug“, 
Band I, Seite 554, der allgemeinen Mafchhinenencyclopädie von Hülffe). 

Anmerkung 4 Neue und jehr ausführliche Verjuche über die Bewegung des 
Waſſers in Röhrenleitungen find von Herrn 9. Darcy angeftellt worven. (S. den 
Rapport der Akademie ver Wiſſenſchaften zu Paris in den „Comptes rendus etec.“, 
Tom. 38, 1854, sur des recherches experimentales relatives au mou- 
vement des eaux dans les tuyaux.) Herr Darcy folgert für die Fülle, mo 
die Geſchwindigkeit u des Waſſers nit unter 0,2 Meter ift, aus diejen Berjucen 
die Formel: 


h= (0,000507 + —— Lo 


r r 
0,0005078\ I »2 
— 0,01989 + IT) 125 Meter, 
wonach der Widerftandscoefficient 
= 0,01%89 + 0,0008078 zu jeßen wäre. 


Jedenfalls kann diefe Formel bei Heinen Geſchwindigkeiten nicht ausreichend 
genau fein. 


Zur Erleichterung der Rechnung ift folgende Tabelle der Widerftands: 
coeffictenten zufammmengeftellt worden. Man erfieht aus ihr, daß aller: 
dings die Veränderlichkeit diefer Coefficienten nicht unbedeutend ift, da dieſer 
Coefficient für 0,1 Meter Geſchwindigkeit — 0,0443, für 1 Meter — 0,0239 
und fir 5 Meter = 0,0186 ausfällt. 
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Tabelle der Keibungscoefficienten des Waſſers. 





_ Zehntel Meter. 
?lo|lıl2|s|2|5|s| | 8|9 


o| — |0,0443| 0,0356] 0,0317] 0,0294] 0,0278] 0,0266] 0,0257] 0,0250|0,0244 
1 | 0,0239| 0,0234] 0,0230| 0,0227] 0,0224] 0,0221] 0,0219| 0,0217] 0,0215|0,0213 
2 | 0,0211| 0,0209] 0,0208| 0,0206| 0,0205| 0,0204 0,0208] 0,0202] 0,0201|0,0200 
3 | 0,0199! 0,0198] 0,0197| 0,0196| 0,0195| 0,0195] 0,0194] 0,0193] 0,0193|v,0192 
4 | 0,0191| 0,0191] 0,0190| 0,0190) 0,0189| 0,0159 0,0188 0,0188| 0,01870,0187 


Ganze Meter. 


Man findet in diefer Tabelle den einer gewiſſen Gejchwindigfeit ent- 
ſprechenden Wiberftandscoefficienten, wenn man die ganzen Meter in der 
erften Vertical- und die Zehntel in der_erften Horizontalcolumne auffucht, 
von der erjten Zahl horizontal und von der legten vertical fortgeht bis zur 
Stelle, wo ſich beide Bewegungen begegnen. 3.8. ift für v — 1,3 Meter, 
& —= 0,0227, fir v — 3,8, & = 0,0201. 


Fur das preußiſche Fußmaß läßt ſich ſetzen: 


















































v| 01 | 02 | 03 | 04 | 05 | o6 | 07 | 08 [os Fuß. 
ooen 0,0522 | 0,0453 | 0,0411 | 0,0383 | 0,0362 | 0,0346 0103| 0,0322 
e| ı 1% | 23 8 | 4 | 6 | 8 | 12 |20 Fuß. 














c 10,0313 0,0263] 0,0242] 0,0229] 0,0213] 0,0204 











0012 0,0182 





00000 0,0252 











Anmertung. Eine außgebehntere und bequemere Tafel giebt der „Ingenieur“, 
Seite 442 und 443. 


Lange Röhren. In Anjehung der Bewegung des Waſſers in langen 
Röhren oder Nöhrenleitungen können folgende drei Hauptaufgaben zur 
Löſung vorkommen. 

1) Es ift die Länge 7 und Weite d ber Röhre und das fortzuführende 
Waflerquantınn Q gegeben, man jucht die entjprehende Drudhöhe Hier 
hat man zunächſt die Geſchwindigkeit 

_49 _ RQ 
= = = 12732 
zu berechnen, dann den diefem Werthe entjprechenden Reibungscoefficienten & 


I /c 
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in einer der legten Tafeln aufzufuchen, und zulegt die Werthe d, }, v, & und 
&o, wo 5 den Widerftandscoefficienten für das Einmündungsſtück bezeichnet, 
in der erften Hauptformel . 

r=(1+6+15)5 
d/2g 


zu fubftituiren. 

2) Es ift die Fänge und Weite der Röhre, fowie die Druckhöhe oder das 
Gefälle gegeben, und die Waffermenge zu beftimmen. Hier ift zunächſt 
bie Gefchwindigfeit durch die Formel 


V2goh 


en — 
Vırart-t 


zu finden; ba aber der Widerftanböcoefficient nicht ganz conftant ift, fondern 
fi) mit v etwas ändert, fo muß man v vorher ſchon annähernd Tennen, um 
danach & ermitteln zu können. 
Aus v folgt dann: ° . 
cd? | 
= — 2* 0,7854 d?v. 


3) Es ift die Waſſermenge, die Druckhöhe und bie Länge der Röhre 
gegeben, und die nöthige Weite ber Röhre zu beftimmen. 


"Dvr—= 40 alfo v2 =(2). 1 jo hat man: 


cd?’ dt’ 

29h = (1 ++ ) (=): 3. oder: 
20%: (77 = at Et Lg de: 
2gh- * a+b)d+E; 


daher ift die Röhrenweite: 


——— 
— V A (4Q\ 
Ve 


2 
Setzt man (2) — 1,6212; 1 + & = 1,505 md * = 0,051, fo 
erhält man: 
} 5 ur nn. 
d —= 0,6075 V (1,505 .d + 61) Weter. 
Auch diefe Formel ift nur als Näherungsformel zu gebrauchen, weil in 
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ihr die Unbelannte d und auch der von der Gefchwindigfeit v — = 


abhängige Coefficient & mit vorkommen. 


Beifpiele 1) Welde Drudhöhe beanſprucht eine 50 Meter lange und 0,15 
Meter weite Röhrenleitung, wenn diefelbe in der Minute 1 Eubitmeter Waffer 
fortleiten jol? Hier ift 


1 1 
u 1,2733 ——— 5. 0m” — 0,943 Meter, 


daher läßt fih £ = 0,0244 — 0,43 (0,0244 — 0,0289) = 0,0242 feten, und 
e3 folgt nun die Drudhöhe oder das totale Röhrengefälle: 

— I —_ 
h= (1,505 + 0,0242 5) 0,051 . 0,9432 — 0,434 Meter. 


2) Welche Waflermenge wird eine Nöhrenleitung von 20 Meter Länge und 
0,05 Meter Weite bei 1,6 Meter Drudhöhe liefern? EB ift: 


449 V16 5,603 


u — — ——— — Vs nt 
Vers +: 1,505 + 400 £ 


Borläufig Z = 0,0% angenommen, erhält man: 
— ed  — 1,818 Meter; 
V1,505 £ 80 
für = 1,8 Meter iſt aber richtiger £ = 0,0215, daher hat man genauer: 
‚603 


— 2.88 _ 1,762 Meter, 
= Von mw. 0,0215 YV1010 


woraus das Waflerquantum 
Q = 3,14 . 0,0259 . 1,762 — 3,95 Liter folgt. 
5) Welche Weite muß man einer 40 Meter langen Röhrenleitung geben, die 


bei 1,5 Meter Drudhöhe in jeder Minute 1,2 Eubilmeter Wafler liefern joll? 
Es if: 


y 1,2\2 1 5 
d = 0,607 \/ (1,505 d-+ 2.40) 5) 75 = 0,607 V 0,0004 4 40,017 c. 


Sept man vorläufig £ — 0,02, jo erhält man: 
d = 0,607 V 0,0004 d + 0,000214, oder annähernd: 
d —= 0,607 y 0,000214 —= 0,112 Meter, aljo genauer: 
= 0,607 V 0,0004 . 0,112 4 0,000214 = 0,116 Meter. 
Diejer Weite entiprit ein Querſchnitt: 
F = 0,7854 . 0,1162 = 0,0106 Quadratmeter, 


Daher eine Geſchwindigkeit: 


- 2 __2 — 
= F = 50.001060 ” 1,89 Meter. 


Hierfür ift aber der Widerftandscoefficient £ = 0,0213, daher folgt nunmehr: 
d = 0,607 V 0,0004 . 0,116 + 0,0107 . 0,0213 = 0,118 Meter. 


Anmerkung 1. Berjude mit 65 und 117 Millimeter weiten ordinären Holz - 
röhren haben dem Berfaffer den Widerftandscoefficienten 1,75 mal jo groß 
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gegeben, wie bei den Metallröhren, auf welde fi die in den Xabellen de 
vorigen Paragraphen angeführten Werthe beziehen. Während aljo im *er- 
ipiel 1. für die Geihmwindigkeit von 0,943 Meter bei Metallröhren £ = 0,022 
ift, müſſen wir ihn bei Holzröhren 0,0242 . 1,75 = 0,0424 fegen, und die im 
Beilpiel 1. erforberlide Drudhöhe würde fi unter Borausjegung Hölzerner 
Röhren zu 


—E (1,505 + 0,0424 6) 0,051 . 0,9432 — 0,709 Meter 


berechnen, während fie bei metallenen Röhren nur zu 0,434 Meter fi ergab. 

Nah den Berjuhen Darcy's wächſt der WiderftandScoefficient Z überhaup: 
fehr bedeutend mit der Rauhigfeit der Röhrenwand und fteigt bei jehr rauhen 
Wänden auf das Zwei- bis Dreifache. Diejelbe Erfahrung hat in der neueflen 
Zeit auch der Verfaſſer gemadtt. 

Anmertung 2. Einen nit unbedeutenden Einfluß übt nod) die Temperatur 
auf den Widerftand des Waſſers in Röhren aus. Hierauf Bezug habende Ber. 
jude find von Gerſtner (j. deilen „Handbud der Mechanik“, Bd. IL) und in 
der neueften Zeit von Herrn Geh. Rath Hagen (f. defien „Abhandlungen über 
den Einfluß der Temperatur auf die Bewegung des Waſſers in Röhren”, Berlin, 
1854) angefteli worden. Durch die allerdingg nur an fehr engen Nöhren 
(d = 0,108— 0,227 Zoll) angeftellten Verſuche des Letzteren hat fich ergeben, 
daß »unter übrigens gleihen Berhältniffen die Geſchwindigkeit des Waflers in 
Röhren nicht ohne Grenze mit der Teniperatur defjelben zunimmt, ſondern das 
e8 für jede Röhre eine gewille Temperatur giebt, wo dieſe Geichwindigfeit ein 
Marimunt ift. Für die Verſuche außerhalb diejes Marimums findet Hagen folgente 
Formel: h = mir-13 .viT und: _ 

m — 0,000038941 — 0,0000017185 Vt, 
wo die Temperatur t in R.-Graden und die Drudhöhe A, die Länge 7, ver 
Röhrenhalbmefler r und die Geichwindigkeit v in Zollen auszudrüden find. 


Conische Röhren. Dei einer conifchen Röhre AD, Fig. 809, 
läßt fich der Reibungswiderſtand auf folgende Weife finden. Es fei der halbe 
Gig. 809, Convergenzwinfel der RHhrenwand ACL=BCL=S, 
C der Durchmeſſer A B der Einmiindung — dj, der Dıind;: 
meffer DE der Ausmündung — d, ferner die Yänge 
; KL ber Röhre = J und die Ausflußgefchwindigfeit 
(bi DE) =v. 
BE In einen Abftande KM — x von der Ausmlndurg 
ift der Durchmeffer der Röhre: 
NO=y=DE-H2KM tang.6 
—=d-+ 2xtang.6 
und daher die Geſchwindigkeit daſelbſt, da. ſich 
w 


d? . 
DV jegen Tüßt: 


a? — (2) 
ga — 2° 
⸗ (1 + — tung.6) 
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Fur ein Element NOPR des Röhrenſtückes von der Fänge 
OP=NR = — Mg _ 02 


608.0 cos.Ö 
iſt die Widerſtandshöhe der Reibung: 


8 0x2 w? —$ 0x v 

yo.ö2g yeos.ö (1 +7 tang.d) "9 
on v2 

d cos. Ö (1 + — tang. 5) 29° 

und es folgt bie Reibungämiberftanbagähe fur die ganze se Rohre: 


u? 
h= ErrH) *). 





=$ 


(ı 4 — tang. ) c0s.Ö 
Nun iſt cber 


Ener 


1+ X fang, 3) cos. o 


=. m +2 — ung. . °G fang. h 


"Sum Sam (1 +2 — tang. 8) ‚ daher ergiebt fid): 


eye 


1+ — fang. 8) cos. Ö 


d 21 4 
= |! — ( +7 — tang. 8) | oder: 


San |! — —- 6) 


da d + 2ltang. öô den Durchmeſſer d, der Einmündung ausdrückt. 
Es ift folglich die gefuchte Widerftandshöhe: 


|! -(z)]= iatcoæcaolu - (2) 15, 


Iſt die Einmündung viel weiter als die Ausmündung, jo kann man 
a\t 

(2 ) — Null fegen und erhält hiernad) : 
1 

Em 


v2 
— 1 — — 1 . mn © 
h—= —5 37 = Ws & cosec. 6 5 





*) Dieſer Ausdruck iſt nur annähernd genau, inſofern er einen für alle Quer- 
ſchnitte zwiſchen A und K conftanten Werth des Widerftandscoefficienten & 
vorausjegt. 
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es hängt aljo in diefem alle der Keibungswiderftand gar nicht von der 
Länge der Röhre ab. 


Beifpiel Bei dem Mundftüde AK, Fig. 810, einer Feuerfprige ift der 
Gonvergenzwinfel des Ausmündungsftides BK,2d, = 5° und der de Ein: 
mündungsftüdes A B, 2d, — 18°, ferner die Weite der Ausmündung d — 15 
Millimeter, die Weite ber Einmündung d, = 39 Millimeter und die ganze 
Länge des Gußflüdes AK — I — 160 Millimeter. Welche Größe hat der 
Widerftandäcoefficient defjelben ? 


Sei BK=1 und AB = |, fo haben wir: 


u +, =1um Ltang.d, + I, tang.d, = dh * 
+1, = 160; 0,04371, + 0,158115 = 12, woraus 

li = 116 Millimeter und I, = 44 Millimeter folgt. 
Fig. 810. Die Weite bei B, wo die Kegelflächen zufanımenftoßen , ift: 
0: da=d-+21,tang.d, =15+2.116.0,0437 =25 Millimeter, 


| wofür wegen der Abrundung dieſer Stelle 28 Millimeter gejest 
- fein möge. Nun — für das Ausmündungsſtück: 


l-G) l- GV nm — 


und für das Einmündungsſtück: 


dA] 1 = 
[1 - lan -(5 1 ser = a 


daher ift, für das ganze Mundftüd die Widerftandshöße: 





2. oder: 


=; [1 Ger 
sl -D]G vr 
L 
8 


v2 | 15\ 4 v 
[2105 +47 25) | = 2,687 5- 
Nimmt man Z = 0,02 an, ſo folgt: 

u2 
h = 0,054 27° 





d. i. beinahe 5%, Procent der Geichwindigfeitshöhe, womit aud 
die angeftellten Berjuche übereinjtimmen. 


Röhrenleitungen. ine Röhrenleitung mündet entweder unter Waſſer 
oder in freier Luft aus. Beide Fälle find in den Figuren 811 und 812 
abgebildet. Im erften Falle ift als Druckhöhe A der Niveauabftand RC 
beider Waflerfpiegel von einander, im zweiten aber die fenkrechte Tiefe RO 
der Ausmlindung O unter dem Waflerjpiegel H des Zuflußapparates anzu: 
nehmen. Behält num die Röhre überall eine und diefelbe Weite d, jo finden 
in beiden Fällen die im 8. 457 entwidelten Formeln ihre unmittelbare An- 
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wendung, verengert oder erweitert fich aber die Röhre an einer Stelle, fo hat 
man ed mit verichiedenen Röhrengefchwindigkeiten zu thun, ımd es ift daher 
Fig. 811. Fig. 812. 





der Reibungswiderftand fir jede Röhre befonders zu berechnen. Einen ſolchen 
dal bietet z. B. die Waflerleitung in Fig. 812 mit einem fpringenden 
Strahle dar, wo das Mundſtück O enger ift als die Zuleitungsröhre BLM. 
Segen wir, wie gewöhnlich, die Ausflußgeſchwindigkeit — v, die Weite der 
Ausmiindung O = d, die Weite der Röhre aber — di, fo haben wir die 
Geſchwindigkeit des Waffers in derfelben: 


d\2 
1 — — J10. 
Bezeichnet noch I, die Ränge der Röhre BLM und &, den Reibungscoef⸗ 
ficienten, fo folgt die entſprechende Reihungehohe— 


v2 
h, = 1757 — 8* 20) 25 
Iſt num noch &, der —— für das Einmündungsſtück 
K und & der für das Ausmündungsftüd O, fo folgt der Druckhöhen⸗ 


verluft, welchen das erſtere verurjacht, 
da\*t v2 


n=bs=h (2). 
— v50 92 g — 80 dı 2g L) 
dazegen der, weldjer aus der Beweguug durch das zweite entipringt, 
v3 
Rs — t 25 
und hiernach hat man nun das ganze Gefälle: 
= +nt+n+n=lı+(2)+u2 (2) +2] 
2 I ı Th= ° 5) 'dı 2) 29 
und hieraus die Ausflußgeichwindigfeit: 
2gh 
) 
1 — — 
64—(—)6 


Die Mund⸗- oder Ausgußſtücke müſſen zur Erzielung einer großen 
Steighöhe nicht bloß dem Waſſer einen möglichft Kleinen Widerftand darbieten, 
jondern auch das Ausftrömen in möglicht parallelen Fäden bewirken, damit 
diefelben beim Auffteigen einen lang zufammenhängenden Strahl bilden, der 


v— 
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durch die Puft weniger geftört wird als ein gleich anfangs zerriſſener Strahl. 
Aus diefen Grunde zicht man die furzen cylindrifchen oder wenig conifchen. 
Mundftüde mit abgerundeter Einmündung den Ausmündungen in der dünnen 
Wand oder den nad) der Geſtalt des contrahirten Wafferftrahles geformten 
Mundftüden vor, obgleich fie einen etwas größeren Gefchwindigfeitsverluft 
verurfachen als diefe. Die Knoten und Bäuche, weldye der aus den Iegteren 
Mündungen kommende Etrahl bildet oder zu bilden ſucht, geben der äußeren 
Luft mehr Öelegenheit zum Eindringen als ein cylindrifcher Strahl. 


Springende Strahlen. So lange der aus einer horizontalen Miün- 
dung K, Big. 813, ſenkrecht abwärts fließende Strahl KLN nod) ein Con- 
fig. 818. tinuum bildet und nicht von der Luft zer: 
riffen wird, nimmt deifen Querſchnitt L 
immer mehr und mehr ab, wenn der Ab- 
ftand A L—=zvon der Mündungwächſt. Dit 
c die Ausflußgefchrwindigfeit und v die Ge: 
Ihwindigfeit in Z, jo hat man: 
ve — 292 + 0; 
und bezeichnet Fdie Duerfchnittsflächeder Aus⸗ 
mündung, fowie Y die Querſchnittsfläche des 
| Strahles in Z, fo gilt aud) die Gleichung: 
LEN Fc= Yo wer Re = Tv, 
| und es folgt ſchließlich die Gleichung: 
y Y?(c? +2gz2)=Fc?, oder: 
Mi Jh — * F? c? 


ze 20% 





| — fir die Geſtalt des die ſogenannte New— 
=“ (u ton'ſche Cataracte bildenden Wajler: 
4 ſtrahles KN (ſiehe Newtoni Principia 
Philosophiae, Tom. II, Sect. VII). Iſt 
der Uuerfchnitt der Mündung X ein Kreis 
vom Durchmefler d, jo bildet der Quer— 
ichnitt Z einen Kreis vom Durchmeſſer v, 
fir welchen hiernad) 





Vi 208 


c? 
Ueber die innere Beichaffenheit der fal- 
[enden Waflerftrahlen find von Savart 
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Berfuche angeftellt worden, fiehe Poggendorff's Annalen der Phyſik, 
Bd. 33. 

Dei dem aus einer horizontalen Mindung M ſenkrecht auffteigenden 
Strahle MS nimmt dagegen der Querſchnitt O mit der Entfernung 
MO=x von ber Mündung M allmälig zu; denn es ift hier die ©e- 
ſchwindigkeit des Waſſers in 0: 

v — Ve? — 29x, und daher 





F?c? 
P- 0? — 29x 
folglich für den Querſchnittsdurchmeſſer y in O: 
y* — ed oder yz= d . 
ce — 2gx' V 2g% 
VITa 


3 
Bezeichnet man die Geſchwindigkeitehöhe 2 durch A, fo ift einfach und 


allgemein: 
d 


y — ——— 
— 1+ 7. 
Dieſe Formel verliert jedoch in ihren Grenzen ihre Richtigkeit; ihr zu⸗ 


folge wäre 3. B. beim fteigenden Strahle fir z = Ah, aljo im Scheitel S, 
der Durchmefler des Strahles 


d d 
‚An -ı ıT® 


Dies ift jedody nicht der Fall, weil die einzelnen Waſſerfäden, aus welchen 

der Strahl befteht, an der höchſten Stelle nicht ganz in Ruhe find, fondern 

dafelbft in Richtung rabial= auswärts eine Heine Geſchwindigkeit haben. 

Wenn der Waflerftrahl 

dig, 814. AOC, Fig. 814, h 

einer gegen den Horizont 

geneigten Richtung aus- 

ftrömt, fo bleibt die 
Formel 

d 


zer 
1+ >= 
h 


noch anwendbar, wenn 
man nur darin ftatt z 
die Berticalprojection 
NO des Strahles AO 
Weis bach's Lehrbuch der Mechanik. I. 65 








$. 461. 
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einfegt. Tritt der Strahl unter dem Neigungswinfel & aus der Mündung, 
jo tft die größte Steighöhe BC: 


a (ein. 0)’ — h (sin. a)? (f. $. 41), 


29 
daher der Durchmefler deffelben (im Scheitel C): 
y- d _ d — 4 
— Vi 4 _ Vı- (sin.0)? V cos. & 
’ h 


Im niedergehenden Strahltheile CD wird y wieder allmälig Kleiner und 
Heiner, und beim Auffallen auf die Horizontalebene AD, von der er auf: 
gegangen ift, wilrde y wieder — d fein, wenn die Luft feine Störungen in 
der Bewegung des Strahles hervorbrächte. 


Die Steighöhe s eines vertical fpringenden Waflerftrahles ift nur bei 
Heinen Ausflußgefchrwindigkeiten (c) nahe gleich der Geſchwindigkeitshöhe 


2 
h= 5 bei größeren Ausflußgeſchwindigkeiten fällt dagegen in Folge des 
Widerſtandes der Luft die Steighöhe s namhaſt kleiner aus als die Geſchwin⸗ 
2 
digkeitshöhe 5 Aus den vom Verfaſſer angeſtellten Verſuchen (ſ. die 


Verſuche über die Steighöhe ſpringender Waſſerſtrahlen bei verſchiedenen 


Mundſtücken im 5. Bande der Zeitſchrift des Vereins deutſcher Ingenieure) 
ſind folgende Thatſachen über ſpringende Waſſerſtrahlen hervorgegangen: 

1) Der Widerſtand der Luft iſt bei Heinen Ausflußgeſchwindigkeiten von 
1,5 bis 7,5 Meter, oder bei Steighöhen von ’/, bis 3 Meter jo flein, daß 
hier die Sprunghöhe s ohne merklichen Fehler der Geſchwindigkeitshöhe 5 


des ausſtrömenden Waſſers gleichgeſetzt werden kann. 


2) Wenn die Geſchwindigkeitshöhe nicht Über 24 Meter iſt, fo läßt ih 


das Berhältniß der Steighöhe s zur Gefchwindigfeitshöhe R— 5 ſetzen: 
s8— 1 
RR atphr+pm 
wobei &, 6 und Y flir jede Mündung befonders zu beftimmende Erfahrung«- 
coefficienten bezeichnen. 

3) Bei Wafferftrahlen, welche aus Mundungen in der dünnen Want 
emporfpringen, läßt fich die Conftante & —= Eins fegen, folglich auch an- 
nehmen, daß der Widerftand beim Durchgange durch die Mundung bei einer 
Heinen Geſchwindigkeit ziemlich Null ift und erft bei größeren Ausfluß 
geſchwindigkeiten meßbar wird, Hiernach ift aljo auch der Widerſtandscoei 
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ficient & für diefe Mündungen nicht conftant, fondern wählt von Null an 
allmälig mit der Geſchwindigkeit und ber $. 435 angegebene Werth $ = 0,97 
kann nur als ein mittlerer angejehen werden. 

4) Bei gleicher Ausflußgeſchwindigkeit wächſt die Steighöhe mit der Dide 
des Strahles oder der Weite der Ausflußmündung es ift folglic) der Wider⸗ 
ftand der Luft bei dicken Strahlen Heiner als bei ſchwachen. Die Steighöhe 
ift deshalb nicht allein bei großen Druckhöhen, fondern auch bei ftarken 
Strahlen größer als bei Heinen Drudhöhen und bei ſchwachen Strahlen. 

5) Unter übrigens gleichen Verhältniſſen jpringen die Waflerftrahlen aus 
freisförmigen Miündungen höher als die aus quadratifchen ober anders ge- 
formten Mündungen. 

6) Bei gleicher Ausflußgefhwindigkeit und gleicher Mitndungsweite fpringen 
die ohne Contraction ausfließenden Waflerftrahlen höher als die contrahirten 
Waflerftrahlen, und zwar nicht allein, weil, diefe Strahlen im Ganzen dünner 
find als jene, fondern auch, weil fie durch ihre abwechjelnden Zuſammen⸗ 
ziehungen und Anfchwellungen bem Eindringen der Luft in größerem Maße 
ausgefegt find. 

Unter übrigens gleichen Umftänden und Berhältniffen und bei nicht fehr 
Heinen Ausflußgefchwindigfeiten erreichen die durch kurze conoidifche und 
längere coniſche Anjagröhren mit innerer Abrundung ausfließenden Strahlen 
die größten Steighöhen. 

Mariotte folgert aus feinen Berfuchen über die Steighöhe fpringender 
Strahlen (f. die Meining’fche Ueberfegung von Mariotte’8 Grundlehren 
der Hhdroftatit und Hydraulif), an Miündungen in der dünnen Wand von 
4 und 6 Linien Durchmefjer und bei Drudhöhen von 51/, bis 35 Fuß, 
daß die zur Erlangung der Sreighote⸗ nöthige Druck⸗ oder Geſchwindigkeitshöhe 


h=s+H = Pariſer Fuß 
fein müſſe, wonach folglich 
h I 
—1+ — >00 —]1ı + 0,0033 8 zu fegen wäre. 


Die viel außgebefnteren und fehr mannigfaltigen Berjuche bes Verfaſſers, 
welche derjelbe bei Drudhöhen von 1 bis 24 Meter angeftellt hat, geben 
Fig. gıs. dagegen für Kreismündungen in der dünnen Wand, 
ig. 815, | 
von 10 Millimeter Durchmeſſer: 


1) * — 1 + 0,011578h + 0,00058185 h? 
und von 14,1 Millimeter: 
2) 2 = 1 + 0,007782h + 0,00060377 R?. 
65* 





‘ 
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Fig. 816. Für ein kurzes conoidifhes Mundſtück AB, 
B Fig. 816, von 10 Millimeter Weite der Ausmündung fand 


— der Verfaſſer: 
1 


3) — 1,0272 + 0,000476h + 0,00095614 A}, 


ferner fir em conifhes Mundftüd ABC, Fig. 817, von 0,145 Meter 

Länge und 10 Millimeter Weite an der Mündung C bei 30 Millimeter 
Weite der gut abgerumdeten Einmündung A: 

Sig. 817. Sig. 818. N 

I 4) = = 1,0453 + 0,000373 h 


+ 0,000859 h2. 
Wi Bei dem Mundftüde AB, Fig. 818, 
welches aus demjenigen ABC, Fig. 817, 
durch Abnahme von BC entitand und 


eine Mündungsweite von 14,1 Milli 
meter bei 105 Millimeter Länge hatte, 


ergab ſich: 
5) 2 1,0216 + 0,002393 A 
+ 0,00032676 A? *), 


Mit Hülfe diefer Formeln ift folgende 
Tabelle der Steighöhen fpringender 
Waſſerſtrahlen berechnet worden: 








Geſchwindigkeitshöhe A — | 3 | ö | 8 | 10 | 12 | 15 |20 BDeter. 


ad 1) Sprunghöhes = . . | 2,89 | 4,66 | 7,08| 8,53] 9,82] 11,40| 13,66 
ad 2) P 8 2,92| 4,74| 7,26| 8,79| 10,16| 11,97| 14,32 


ad 3) , —E 2,89 | 478 7,33] 887 10,26] 12,01| 14,10 
ad 4) wo sm. .|285| 468| 7,26| 8,81 |10,24| 12,06] 14,32 
ad 5) , s—=..|291| 4,80| 7,54| 9,28| 10,93| 13,26] 16,67 


Beijpiel. Wenn an einem Springbrunnen die Leitungsröhre Z = 100 Meter 
lang und d, — 0,05 Meter weit und dag coniſche Mundftüd defielben d = 12 
Millimeter weit ift, wie hoch wird bei einer Drudhöhe kA, von 15 Meter der 
Strahl jpringen, vorausgejett, daß außer der Reibung alle übrigen Röhrenwider: 
ftände Hein genug find, um fie vernadjläffigen zu fönnen? Es ift hier, wenn man 


4 4 
0=05; d = 0,085; (2) =(5 — 0,0033 und u — 19 _ 9900 
‘ 1 


di 0,05 
*) In obigen unter 1—5 angegebenen Formeln find s und A in Metern zu nehmen. 
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jegt, die Höhe A, melde der Ausflußgeihwindigfeit enhpeiät: 
y3 
=—— U = — — — 
2 + (+0: 56 1-+(0,5-+0,025.2000) . 0,0038 
Bu ber formel 5 if daher bie bei ruhiger Luft zu erwartende Steighöbe: 


= m 25 _ 17,61 Meter. 
— 1,0216 + 0,002398.h-1-.0,00032676.h? 1,1068 ‘ 


—=1285M. 


Piözometer. Die Drudverlufte, welche das Wafler in einer Röhren- $. 462. 

leitung ABCDE, Fig. 819, durd) Berengungen, Reibung u. f. w. erleibet, 

fig. 819. fann man durch die Waſ⸗ 
ferfäulen meffen, welche ſich 
in ſenkrecht aufgejegten 
Röhren BK, CM, DO 
erhalten, die man, wenn fie 
lediglich zu diefem Zwecke 
dienen, Piszometer nennt. 
(S. $. 413.) 

Iſt v die Geſchwindigkeit 
des Waſſers an der Stelle 
B, Fig. 819, wo ein Piszo⸗ 
meter einmünbet, J die YTänge, d die Weite bes Röhrenftüdes AB, h die 
Drucdhöhe oder die Tiefe des Punktes B unter dem Waflerfpiegel, ift ferner 
& der Widerftandscoefficient flir den Eintritt aus dem Reſervoir in bie 
Röhre und & der Reibungscoefficient, fo hat man für ben, ben Drud in B 
mefjenden Piezometerftand: 


=h-(14+6 +87 


Dagegen ift bei der Länge I, und dem Gefälle A des Röhrenſtückes BC, 
der Piözometerftand in C: 


n=h+n (it 4t4+84)% 
Es folgt daher die Differenz der Piögometerftände: 





I, v? 
& — ⸗ — Mi — 7 29 
und Te die Widerftandshöhe bes Röhrenſtückes BC: 
Er —hı +8 — 5 — Gefälle des Röhrenftüdes 


plus Differenz der Piözometerftände 
Man erfieht Hieraus, daß die Piözometer dazu bienen können, die Widers 
fände, welche das Wafler in den Röhrenleitungen zu überwinden hat, zu 
mefjen. Befindet fi in der Röhre ein befonderes Hinderniß, hat ſich z. B 
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ein Heiner Körper in berjelben feftgefettt, fo wird dieſes fogleich durch das 
Sinken des Piezometerftandes angezeigt und die Größe des erzeugten Wider- 
ftandes ausgedrüct werden. Die Widerftände, welche dur) Regulirungss- 
apparate, wie Hähne, Schieber u. f. w., von welden im folgenden Capitel 
die Rede ift, erzeugt werben, laſſen fich ebenfalls durch Piezometerftände 
ausdrüden. So fteht 3. B. das Piezometer in D tiefer als das in C, nicht 
allein wegen der Reibung bes Waſſers in dem Röhrenftüde CD, fondern 
auch wegen der Verengung, welche der Schieber S in ber Röhre hervorbringt. 
Iſt bei völlig gedffnetem Schieber die Differenz; NO der Piözometerftände 
— h,, bei eingeftelltem Schieber aber — h,, fo giebt die neue Differenz 
oder Senkung Ag — hı, die Widerftandshöhe, welche dem Durchgange des 
Waſſers durch den Schieber entſpricht. 

Endlich läßt ſich auch aus dem Piszometerſtande die Ausflußgeſchwindig⸗ 
keit des Waſſers berechnen. Iſt der Piözometerftand PQ — x, die Länge des 
legten Röhrenftüdes DE = 1 und die Weite defielben — d, fo hat man: 


tv 
*63 a 25 
und daher die Ausfichgefäninbigket: 
298 V d 298 
v= —m | —. —. 
th 
d 


Beifpiel. Iſt bei der Leitung in Fig. 819 der Piszometerſtand PQ= 3 
= 0,3 Meter, die Länge der Röhre DE, vom Biözometer bis zur Ausmändung 
gemeflen, ? = 50 Meter, und die Röhrenmweite 0,08 Meter, jo folgt bei dem 
MWiderftandscoefficienten £ = 0,025 die 025 die Ausflußgeſchwindigkeit: 


v = 4,429 ve. 8 08 _ 0,6138 Meter 


50 00285 * 
und die Ausflußmenge: 
Q = 3,14 . 0,043 . 0,613 —= 0,00808 Gubitmeter — 3,08 Kiter. 


Anmerlung. Die Bewegung des Waflers in einer Röhrenleitung BCD, 
Fig. 820, kann jehr Leicht durch Luft geftört werden, welche fi) entweder aus dem 


Fig. 820. 





Wafler entwidelt, oder von außen in die Röhre eindringt. Damit keins von 
beiden eintrete, muß bei der Anlage der Möhrenleitung dafür gejorgt werden, 
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daß ber Drud an jeder Stelle C derſelben den Atmofphärendrud übertreffe, alfo in 
jedem Piezometer eine Waflerfäule CE ſtehe. Die Höhe diefer Wafferfäule ift: 


— «ä.— L\ v 
z—=h (+0+24)7 
‘ wenn Ah, die Drudhöhe CO in C, ?, die Länge des Nöhrenftüdes BC und v 
die Geſchwindigkeit des Waſſers in der Röhre bezeichnet. Es ift alfo nöthig, daß 


2 
M>(t+a+t9)z 
fei, daß 3. B. der Waflerftand im Zuflußrefervoir mindeftens die Geſchwindigkeits⸗ 
höhe des Waflers in der Röhre übertreffe. Außerdem ift zu befürchten, daß die 
Röhre in einem Wirbel Luft nachfauge. 
1+6o+ = 
Auch läßt fih A, > 7 h fegen, wenn k daS ganze Röhrengefälle 
+ 67 
HK und } die ganze Röhrenlänge BCD bezeichnet. 
Um das Anfammeln von Luft in der Röhre mit Sicherheit zu verhindern, ift 
e8 ſehr zweckmäßig, diefelbe fteigend zu legen, weil dann die Zuftblajen vom flie- 
Benden Wafler mit fortgenommen werben. 


Biertes Rapitel. 


Von den Hinderniſſen in der Bewegung des Waflers 
bei Gefchwindigkeits- und Nichfungsveränderungen. 


Plötzliche Erweiterung. Veränderungen in dem Querſchnitte $. 463. 
einer Röhre oder eines anderen Außsflußrefervoirs geben auch Veränderungen 
in der Geſchwindigkeit des Waſſers. Die Geſchwindigkeit ift dem Quer⸗ 
fchnitte des Wafferftromes umgekehrt proportional; je weiter da8 Gefäß ift, 
defto Feiner ift die Geſchwindigkeit, und je enger das Gefäß, defto größer bie 
Geſchwindigkeit des durchfliegenden Waſſers. Aendert fi) der Querſchnitt 
eines Gefäßes plötzlich, wie z. B. bei der Röhre ACE, Fig. 821, fo tritt 
aud) eine plögliche Geſchwindig⸗ 
keitsveränderung ein, und hiermit 
ift wieder ein Berluft an leben⸗ 
diger Kraft und eine entfprechende 
Abnahme an Drud verbunden. 
Diefer Verluſt läßt fich genau fo 
berechnen, wie der Arbeitsverluft 
beim Stoße unelaftiicher Körper, 


Sig. 821. 
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(ſ. $. 359). Jedes Wafferelement, welches aus der engeren Röhre BD in 
die weitere Röhre DC tritt, ftößt gegen die langfanter gehende Waſſermaſſe 
in diefer Röhre und geht nad) dem Stoße mit diefer vereinigt fort. "Genau 
fo ift e8 aber aud) bei dem Zufammentreffen feiter und unelaftifcher Körper, 
auch diefe Körper gehen nach dem Stoße mit einer gemeinichaftlichen Ge⸗ 
ſchwindigkeit fort. Wenn wir nun gefunden haben, daß der Arbeitsverluft 
beim Stoße diefer Körper 

L= dı — 0)? Gı 6. 

29 G+ 6 

ift, fo fünnen wir hier, da das ftoßende Wafferelenent Gi unendlich, Klein ift 
gegen die geftoßene Waſſermaſſe Gae, fegen: , 

L= (vı — 93)" G 


29 
und folglich den entſprechenden Berluft an Drudhöhe: 
Rh _ — v2)? . 
=, 


Es entfteht alfo durd) die plögliche Geſchwindigkeitsver— 
änderung ein Drudhöhenverluft, welcher durch die dieſer Ber- 
änderung entſprechende Geſchwindigkeitshöhe gemefjen wird. 

Iſt nun Fi, der Duerfchnitt der einen Röhre A C und F der Querſchnitt 
der anderen Röhre CE, welche mit der erfteren ein Ganzes bildet, die Ge⸗ 
ſchwindigkeit des Waſſers in der erften Röhre — v, und bie in der anderen 
— v, fo hat man: 

v, — Fr’ 
daher den Drudhöhenverluft beim Uebergange aus einer Röhre in bie 


andere: 
3 y? 


F 
Del a) Ka 3 
und den entfprechenden, ſchon von Borda gefundenen Widerftands- 


coefficienten: 
. F 2 


Die gefundene Druckhöhe 


2 2 
BE 


kann natürlich nicht ſpurlos verloren gehen, man muß vielmehr annehmen, 
daß die ihr entfprechende mechanifche Arbeit auf die Zertheilung und die 
ſchwingende Bewegung der vorher ein Continuum bildenden Waſſertheile, 
zumal auf die Wirbelbewegung in W, W verwendet wird. 

‚ Die hierliber angeftellten Verſuche des Verfaſſers ftimmen mit der Theorie 
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gut überein. Damit die Röhre DE vom Waſſer ausgefiillt werde, ift es 
Fig. 822. nöthig, daß fie nicht fehr kurz und nicht 
jehr viel, weiter jet als die Röhre A C. 
Diefer Verluft verjchwindet, wenn, wie 
dig. 822 repräfentirt, durch Abrundung 
der Kanten ein allmäliger Uebergang 
aus der einen Röhre in die andere her- 
beigeführt wird. 
Beifpiel. Wenn der Durchmeſſer der einen Röhre in der Zufammenjegung 
von Fig. 821 noch einmal fo groß iſt als der der anderen Röhre, fo ift = 
1 
= (Y) = 4, daher der Widerftandscogfficient { = (4 — 1? = 9 und die 
entiprehende Widerftandshöhe für den Uebergang aus der engeren Röhre in die 
2 
weitere gleich 9. 5 Iſt die Geſchwindigkeit des Waſſers in der letzteren Röhre 


gleich 2 Meter, jo folgt die Widerſtandshöhe 9 . 0,051 . 22 — 1,836 Meter. 





Verengung. Eine plögliche Gefchwindigfeitsveränderung tritt 8. 464. 

aud) dann ein, wenn das Wafler aus einem Gefäße AB, Fig. 823, in eine 
engere Röhre DE tritt, zumal wenn an der Eintrittöftelle CD ein Dia- 
phragma figt, deifen Deffnung noch Meiner ift als der Querſchnitt des 
Rohres DG. Iſt der Inhalt der Berengung'—= Fi und « der Con- 
tractionscoefficient, fo Hat man den Querſchnitt Fy des contrahirten Wafler- 
‚ ftrahles = a Fi, und ift bagegen Z' der Duerfchnitt des Rohres und v die 
Ausflußgefchwindigkeit, fo findet man die Gefchwindigkeit des Waſſers im 
contrahirten Duerjchnitte F5 durch die Formel 


Yu = ar, v, 
daher den Drudhöhenverfuft beim Uebergange aus Fy in F oder aus », in v: 
h— (er — Mi _ Fe — 1) v 
929 ° \eF, 29 
und den entfprechenben Widerſandecoefffien en: 
—— 
Fig. 823. Fig. 824. 





Ohne Diaphragma erhält man eine bloße Anſatzröhre, Fig. 824, daher‘ 
ift hier # = F, und 
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1 3 
& = (- — i) 
l 


a — — 
14 
Nimmt man & — 0,64 an, fo erhält man: 
1 — 0,64\2 
= ) = (1)? = 0316. 

Durch den Widerftand beim Eintritt in die Röhre und durch die Heibung 
des Waſſers im äußeren Röhrenſtücke fteigert ſich aber & auf 0,505 ($. 449). 
Berfuche über den Ausfluß des Waflers durch eine Anfagröhre mit 
verengtem Eintritte, wie Fig. 823 vorftellt, haben den Verfaſſer auf 
Folgendes geführt. Der Widerftandscoefficient fir den Durchgang durd) 
ein Diaphragma und für den Anjchluß an die weitere Röhre kann durch die 


Formel F , 
(6m!) 


ausgebrüdt werden; es ift aber zu jegen: 


fowie ınngefehrt: 








F 
= K 02|08/04105|06| 07 





0,8 | 0,9 | 1,0 









































a = | 0,616) 0,614] 0,612 ooꝛo 0007) 0,605| 0,608| 0,601] 0,598] 0,596 
und folgt: 
& = | 231,7] 50,99| 19,78] 9,612] 5,256] 3,077| 1,876| 1,169 07 0,40 





























Hiernach ift z. B. in dem alle, wenn der verengte Querſchnitt halb fo 
groß ift als der Duerfchnitt der Röhre, der Widerftandscoefficient & = 5,256, 
d. h. der Durchgang durch diefe Verengung nimmt eine Drudhöhe in An- 
ſpruch, welche 51/4 mal fo groß ift als die Gefchwindigfeitshöhe. 

Beifpiel. Welche Ausflugmenge giebt der in Fig. 823 abgebildete Upparat, 


wenn die Drudhöhe 0,5 Meter, die Weite der freisförmigen Verengung 40 und 
die der Röhre CE glei 50 Millimeter ift? Hier hat man: 


FF} _ (40? __ _ 
za = (5) — 0,64; daher « = 0,604, und 


100 
64 . 0,604 


2 
"Set man nun à — (14 9) 5 ſo erhält man die Ausflußgeſchwindigkeit: 


—E — 1) = 2,52. 
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— 29 05 _ 
= i+t?T == 4,429 3,52 == 1,66 Meter, 
und folglid das Ausflußquantum: 


Q = 8,14 . 0,0252 . 1,66 = 0,00825 Eubitmeter = 3,25 Liter. 


Einfluss der unvollkommenen Contraction. Bei dein im legten 8. 465. 
Paragraphen betradjteten Falle, wo das Waſſer aus einem großen Gefäße 
fommt, konnte die Contraction al8 eine volllommene angefehen werden; iſt 
aber der Querfchnitt des Gefäßes oder des an einer Berengung ankommenden 
Waſſerſtromes nicht jehr groß in Anjehung auf den Querjchnitt Fi, Fig. 825, 
der Verengung, jo ift die Contraction eine unvollfommene und daher 
auch der entiprechende Widerftandscoefficient Heiner als in dem oben unter: 
fuchten Falle. Gelten wieder die vorigen Bezeichnungen, jo hat man aud) 
hier die Widerftandshöhe oder die durch den Durchgang durch F} verzehrte 


Druckhöhe: 
F 2 92 
(mt) 
nne find flr 0 veränderliche, und zwar um jo größere Zahlen einzufegen, 


je größer das Berhältnig z zwilchen dem Duerjchnitte der Verengung und 


dem Duerfchnitte GE ber Zuleitungsröhre AB ift. ‚Befindet fi das Dia- 
Tig. 826, 





phragma CD in einer gleichweiten Röhre AG, Fig. 826, fo findet ganz die: 
felbe Beftimmung ftatt, nur hängt hier der Coefficient & von a ab. 
Nach den vom Berfaffer hierüber angeftellten Berfuchen hat man in der 
Formel 
{= u — 1) 
für die Wiberftandscoefficienten zu ſetzen: 
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bei a — /oılo2|los|o4|05 |0o6 l0o7 |os |os | ıo 
«a = |0,624 |0,682 |0,643 |0,659 [0,681 [0,712 (76 0,813 —* 
und es folgt: 
c2256,947,7717,5117,8013,753 1,7960,797 |0,290 bon 0,000 
Diefe Verluſte werden Meiner, wenn man durch Abrundung der 
Fig. 897. Kanten die Contraction vermindert 


oder aufhebt, umd fie Laflen ſich jafl 
ganz befeitigen, wenn man, mit 
Fig. 827 vepräfentirt, ein fid all 
mälig erweiterndes Dircchgangeftüd 
MN eniett. 
Beijpiel. Welche Drudhöhe wird erfordert, damit der in Fig. 828 abgebildete 
Sig. 828 Apparat in der Minute 0,3 Cubikmeter Wafjer liefert, 
18. — wenn das Diaphragma die Weite von 40 Millimeter, 
die Ausflugröhre D G diejenige. von 50 und der untere 
Theil DC des Gefäßes eine folde von 80 Nil 
meter hat? Hier ift 
Fi _y40\? _ j 
Gr (5) — 0,25, ne Br nn 
a = 0,637; ferner F, = (5) — 16° 
folglich: ee j 
5 
(a 
Da die erforderliche Ausflußgeſchwindigkeit 


038 _ 005 | 
— 57 = 3,14 . 0,025% — 2,55 Meter 


jein muß, fo folgt die erforderliche Druckhöhe zu: 
2 
4360409 — 0,051. 8,11. 2663 — 1,03 Meter. 








8.466. Druckverhältnisse in cylindrischen Röhren. Mit Hülfe ber 


Fig. 829. Borda'ſchen Formel laffen ſich auch die 
Drudverhältniffe in einer Ausflußröhre 
P —E mit verſchiedenen Weiten, wiez.B. ACH, 






— Er %ig.829, ermitteln. Iſt 2 der hydrau⸗ 
[= ———  fifche Drud und v, die Gefchwindigfeit dei 
c G Waſſers in FE; ſowie p der Drud*)undrdie 

Geſchwindigkeit deſſelben in F, jo hatman: 


‚*) Unter p und p, find hier bie totalen Drude zu verftehen, d. h. die durd 
die Piezometerhöhen dargeftellten, vermehrt um den Drud der Atmoſphäre. 
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P v? (vi — v)? Pı 
Pı 2_ „RUN _ ‚ und daher: 
rat 29 245 

— 7) — 2 — 
m 2, Pour _p Mm, one. 
vyY 29 y I... 
n=r_(2-ı v” 
vv \F 9 


Bezeichnet nun A die Höhe des Waiferfpiegels über der horizonfalen Are 
bes Rohres AG und p, den auf dem Waflerfpiegel Laftenden Drud (Atmo⸗ 
jphäre), fo it 


» _ ” , m—v?, » [ (z 1)]| v3 p 
h — m — il — — 1 — =. 
+7 297 29 ”z Fr 20'7 
2 
Gegt man den hieraus folgenden Werth von Zin die vorlegte Formel ein, 
fo ergiebt ſich: 





pn _P_ PD —P\, 
W * 


— 

— 7*6 

146-) 

In dem Falle, wo das Waſſer in die freie Luft ausfließt, alſo der Quer⸗ 
ſchnitt F dem Waſſerbarometerſtande b unterworfen, und wo auch der 
obere Waſſerſpiegel demſelben Atmoſphärendrucke ausgeſetzt iſt, hat man 
P— — b, daher: 

» nt 
dp 2 — 
=) 

Da ber hydrauliſche Druck pr, fowie der Waſſerdruck überhaupt, niemals 


negativ werden kann (vergl. 8. 427), fo wird das der Rechnung zu Grumbe 
gelegte Ausflußverhältniß nur jo lange wirklich ftattfinden, als obiger Aus- 


drud einen pofitiven Werth für = fiefert, d. 5. fo lange die Bedingung 
erfüllt ift: 


h. 


21 „014 7) 
> He: a HL. 
1 (-1) b (2-1) 
FR, F, 


Wenn die Drudhöhe h die durch diefe Formel angegebene Grenze liber- 
fteigt, fo trifft die gemachte Borausfegung nicht mehr zu, daß das Wafler 
beim Ausfließen durch DG den Querſchnitt F gänzlid) ausfülle, es 
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fließt vielmehr das Waſſer aus der Röhre A C fo aus, als ob die Röhre 
DG gar nicht vorhanden wäre, und zwar mit der theoretifchen Ausfluß⸗ 
gefhwindigfeit v = V2gn. 

Die gefundene Bedingung fiir den Ausflug mit gefülltem Querſchnitte 
findet aud) ihre Anwendung bei der Röhre CE, Fig. 823, mit Diaphragma, 
nur ift hier & Fi anftatt Fi einzufegen, daher für den vollen Ausflug 


20 + 


Läßt man das Diaphragma weg, hat mar es alſo bloß mit einer kurzen 
colindrifchen Anfagröhre CE, Fig. 824, zu thun, jo hat man FA =F 
und daher: . 


+) 
2 .) 


. Führt man & — 0,64, alſo - — 1 = 0,5625 ein, fo ergiebt ſich für 


diefe Röhren die Grenze des R u mit gefülltem Querſchnitte: 

h _1-+-0,3164 ; 

b < 2.0,5625 ’ ;< LIT, 
Ninimt man b = 10,336 Meter an, n folgt, daß bei Drudhöhen über 
1,17 . 10,336 — 12,09 Meter der volle Ausfluß durd) eine kurze cylin⸗ 
driſche Anfagröhre aufhört. 

Hiermit fimmen aud) die Ergebniffe der Verſuche des Verfaſſers voll- 
fommen überein (f. den betr. Aufjag im 9. Bande des „ivilingenieur“, 
über den Ausfluß des Waſſers unter hohem Drude). 

Beim Ausfluffe des Waſſers in einen Luftverdlinnten Raum ift dieſe 
Grenze des vollen Ausfluffes ſchon früher erreicht. Iſt der Waflerbarometer- 


ftand in dieſem Raume ß, alfo $ = * ſo giebt die allgemeine Formel: 





— — gu fordern. 


5 z3u ſetzen. 


F | 
Ppı _P_9 F (n+ 2% 2) 
A; ı+(2-1) y 

F, 

F 

Fe 
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die Bedingungsgleichung für den vollen Ausfluß: 


tet) 


ß ( F_,\' 
(m!) 
und bei einem kurzen cylindrifchen Anfagrohre: 
+ ZP zur. 


Wäre 3. B. in einem Condenfator der Wailerbarometerftand A — 1 Meter 
gegeben, jo würde ein cylindrifches Einſpritzrohr nur dann mit gefüllten Duere 
Schnitte von dem Injectionswaffer durchftrömt werden, wenn +b< 1,178 -+ß, 
d. 5. wenn k + 10,336 kleiner als 2,17 Meter wäre. Dies würde ein 
negatives A, d. h. ein Anſaugen des Waſſers aus einer Tiefe von minder 
ſtens 10,336 — 2,17 = 8,166 Meter bedingen. Sept man h— 0 
voraus, fo witrde voller Austritt durch ein Anfagrohr an die Bedingung 
gefnüpft fein: 

b 

Gen, oder BD za: 

Wenn das Waſſer durch eine ſich allmälig erweiternde Röhre A CE, 

dig. 830, fließt, jo tritt ein Verluft an lebendiger Kraft nicht ein, und 
man bat daher: 


Pi — v2 
=— 4 —, oder: 
+ = — 


— —— 
r y 2 ıYy F, 29 


d. h. 8 > 4,76 Meter. 





Fig. 830. Da Ten 9 die Gleichung gilt: 
=? u? 
h — _ 
+2 +5 2g’ 





PD, pP 
=h+ —— 
Tim Y 


2 
Setzt man diefen Werth für 5 in die vorhergehende Gleichung ein, ſo 
erhält man allgemein: 


107) 


oder für den Fall, daß wieder 9, —= p = ilt: 


————— 
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Als Bedingung fir den Ausflug mit gefilltem Querſchnitte hat man 
daher bei Querſchnittserweiterung 


* 
12 


zu fordern. 


Druckverhältnisse in conischen Röhren. Das Ausfluß- und 
Drudverhältniß bei einercylindrifchen Röhre CE mitoder ohne Diaphragma 
erleidet folgende Modificationen, wenn noch ein befonderes Mundftüc oder 
eine andere Röhre EGHK, Fig. 831, an diefe Röhre angeſchloſſen if. Es 

Fig. 831. bezeichne Fden Querſchnitt, v die 
Geſchwindigkeit und p den Drud 
des Waſſers an der Ausmündung 
HK, ferner F, den Querfchnitt 
-y ber@inmündung, «F, den Quer- 
Schnitt des contrahirten Waſſer⸗ 
ftrahles, jowie v, die Geſchwin⸗ 
digfeit und 9, den ‘Drud des 
Waſſers in demfelben; ebenfo jei 
F, der Nöhrenquerfchnitt an der Stelle, wo ſich der Waflerftrahl wieder an 
die Röhre anlegt, endlich bezeicdhne ©, die Gefchwindigfeit und ps den Druck 
des Waſſers an eben diefer Stelle. 

Dann hat man: 





==, + — * und daher: 
Pi _m _ Uultı—te)__ p ”"—y Wlı—%) 
‚ıY 9 y29 9. 
_? ——— „tv 
y 29 
oder, daaFvı = FW — Fo ift, alſo 
an — und 24 = m gejegt werden kann, 


n_P _2Pr_ (#)]>- 
a2 +|ı — \m) 12 


Nun ift aber Hier die zur Erzeugung der Ausflußgefchwindigfeit nöthige 


Drudhöhe 
— v” (vı — ta)? _ 
+ lit n) 1 
daher folgt auch: 
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2F? F\? 1 2 1 
1ı — — _ — —— _ 
@F\ıFs3 * 6) — Fi F EF,. + F} 
F Fi y'1ı 1 1\3 
1 — —22 — — — — 
+ („7 F3 mtr «F, . 5) 
An +) 
erh, \RY' Fl 


1 1 I\2 
#tler- 5 


m 
— 


4 


Zu 
2 Ir3 


d. i. 2 —„Aı_2_ 
r 7 


oder beim Ausfluffe in die freie Luft: 

En (+3) 

«FR \rR' F 
1 1 1\? 
n+(en-n) 

Damit ein voller Ausfluß erfolge, muß hiernad) 


1 1 1\? 
h R+(@r-R 
b 


e; =b— h. 


— _(444) oder 
a«Fı Fr F? F} 


h 
145 1 1 


2 h 1\?,. 
PR Gr, F; 7) J (Gr 5) len. 
Mit Hüffe der vorftehenden Formeln laſſen fi) nun aud) die Ausfluß- 
verhältniffe der conifchen Röhren ABDE, %ig.832 und Fig. 833, angeben, 
Fig. 882. Sig. 883. 





wenn man in bdenfelben ftatt F, den Querſchnitt der Röhre am ber Stelle, 
wo fich der Strahl anlegt, einführt. Bezeichnet Ö die Hälfte bes Divergenz- 
winkels ACB ber einen ober des Convergenzwintels der anderen Röhre, 
und fest man voraus, daß die Länge Fi F3 des Wirbels gleich der Mun⸗ 
dungsweite AB — ai fei, fo läßt ſich die Weite ber Röhren an der Stelle, 
wo ſich das Waffer an die Röhrenwanb anlegt, jegen: " 

d — dı + 2d, tang.ö —= (1 + 2tang.d) dı 

Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 66 
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und daher das —— | 


F, r=(5) — (1 + 2tang. 6)2, 


wobei das iyihen für die divergente Röhre in Figur 832 und das Mi- 
nuszeichen fiir die convergente Röhre in ig. 833 in Anwendung zu bringen 
iſt. 2.8 fir d — 21/, Grad ift 2tang.ö —= 0,0873 und 
= — (1 + 0,0878)? entweder = 1,182 oder 0,833 ; 
1 
daher die Ausflußgeſchwindigkeit im erſten Falle: 


Zgh = mE 2gh 
1 1 ı/F\? 
14 —— (7) 1m 0814 5) 


und dagegen im zweiten: 


VE V Tran 


Der entjprechende Ausflußcoefficient 
1 


% + 014 (#)' 


der divergenten Röhre ift natürlich anfehnlich Heiner als der Ausflußcoefficient 
1 


— V 1 + 0,131 (F) 


der convergenten Röhre. 


Wären 3. B. die Röhren drei Mal fo hang al8 in der Einmündung weit, 
jo hätte man im erften Falle: 


2 
(7) — (1 + Gtang.ö)t = 1,2624 — 2,536, unb 
1 
1 
— — — 0,659, dagegen im zweiten Falle: 
a 2,306 gegen im zweien © 
j | 
(+) = (1 — 6tang.ö)t—= 0,738' — 0,296 und 
1 
1 
— — — 0,981 (vergl. $. 452). 
R 1,0387 bagl. 5 


Damit der Ausflug durch diefe Röhren mit gefüllten Querſchnitte er- 
folge, muß 
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i__ kam) 14 (m Han) 
an l+@)] 


fein, alfo im erften alle, wo 


F 1,593 1,593 
Fr le Dr — 2,490 und — Fr” 1182 7 — 1,348 ift, 
h 1 + 11422 _ 2,304 


dv OÖ erı8 — 2817 006 92. 


Esdarfalfo die Drudhöher noch nicht 10,836 . 0,592 — 6,1 19 Meter erreichen. 


Knieröhren. Beſondere Hinderniffe ftellen fich der Bervegung des 8. 468. 
MWaflers in Röhren entgegen, wenn diefelben gekrümmt find oder gar 
Kniee bilben. Diefe Widerftände laffen ſich nicht mit Sicherheit theoretisch 
beftimmen und mußten daher, wie jo viele andere Ausflugverhältnifie, auf 
dem Wege der Erfahrung unterfucht werden. 

Bildet eine Röhre ACB, Fig. 834, ein Knie, fo trennt fich der Strahl 
in Folge der Centrifugaltraft des Baffers von der inneren Fläche des zweiten 
Röhrenftüces; es hört, wenn dieſes Stüd kurz ift, der volle Ausflug auf, 
und es fällt deshalb auch die Ausflugmenge Heiner aus als bei einer gleich 
langen geraben Röhre. Iſt aber das äußere Stüd CB der Knieröhre ACB, 

Gig. 834. Gig. 835. 





\F 
Fig. 835, länger, fo bildet fich hinter dem Knie C ein Wirbel S, und es 
tritt bei wieder gefüllten Duerfchnitte eine verminderte Ausflußgejchwindig- 
feit v ein. Diefe Verminderung der Ausflußgeſchwindigkeit ift genau jo zu 
beurtheilen wie der Widerjtand, welchen VBerengungen in Röhren bewirken. 
Iſt F der Querfchnitt der Röhre und F} der Querſchnitt des contrahirten 
Strahles bei 8, fo hat man den Contractionscoefficienten defjelben: 
Fi 

* 7 

und daher den entſprechenden Widerſtandscoefficienten: 


— 


66* 
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Der Contractionscoefficient & und folglich auch der entjprechende Wider⸗ 
ftandscoefficient & hängt von dem Bricol:- -oder halben Ablenkungs— 
winkel d = ACD=BCE=1, BCF, Fig. 834, ab, und es il 
nad) den Verſuchen, welche der Berfaffer an einer Röhre von 3 Centimeter 
. Weite hierliber angeftellt hat, 

& = 0,9457 sin.ö? + 2,047 sin. öt 
zu jegen. 

Folgende Fleine Tabelle enthält eine Reihe von nach diefer Formel be 
rechneten Wiberftandscoefficienten für verjchiedene Bricolwinkel : 


09 = 30 40 70 


10 20 


45 05 |m|« 

















2,431 


t= | 0,046| 0,139 1,556 

Man erfieht Hieraus, daß durch die Kniee der lebendigen Kraft des Wafler? 
in Röhren bedeutende Berlufte erwachſen. Iſt 3. B. das Knie ein recht 
winfeliges, aljo d = 45°, fo hat man hiernach den durch baflelbe herbei⸗ 


geführten Drudhöhenverluft: 
h= £ ; " 0,984 u 
— . — — n . — N) 


29 
alfo ziemlich gleich der Gefchwindigfeitshöhe. 

Bei engeren Röhren fällt & nambaft größer aus, 5.8. für eine Knieröhrt 
von 1 Centimeter Weite und 90 Grad Ablenkung ift & — 1,536 gefunden 
worden. ©. des Verfaſſers Erperimentalhydraulif. 

Stoßen an ein Knie ACB, Fig. 836, noch andere Kniee ohne länger 
Zwifchenröhre, wie 3. B. aus Fig. 837 und Fig. 838 zu erfehen ift, fo 


Big. 886. Fig. 837. Fig. 888. 


0,364 1,861 | 2,158 























0,740 | 0,984 | 1,260 





treten ganz befondere, jeboch leicht erflärliche Ausflußverhältniffe ein. Da⸗ 
zweite Knie BDE, ig. 837, welches den Strahl nad) derfelben Seite 
bin ablentt, wie das erfte ACB, bringt Teine weitere Contraction dei 
Strahles hervor, e8 ift daher auch bei vollem Ausfluffe hier E nicht größe 
als für ein einfaches Knie ACB. Lenkt aber das Knie BDE, Fig. 838, 
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den Strahl auf die entgegengefegte Seite, fo ift die Contraction eine doppelte, 
und daher aud) der Widerftandscoefficient doppelt fo groß als bei einfachem 
Knie. Wird endlih BDE fo an ACB gelegt, daß DE redhtwinfelig auf 
die Ebene A BD zu ftehen kommt, fo ftellt ſich & ungefähr 11/, mal fo groß 
heraus als bei dem Knie ACB allein. 

Beifpiel. Wenn die im Beilpiel 1, 8. 457, berechnete NRöhrenleitung von 
50 Meter Länge und 0,15 Meter Weite 
zwei rechtwinkelige Kniee enthält, Fig. 839, 
fo beträgt die für ein gefordertes Lie— 
ferungöquantum von 1 Eubilmeter per 
Minute nöthige Drughohe: 


h=(1,50640,0242.7, 15+2-0 ‚ss, 
—11,54.0,061.0,943? 0,523 Meter. 


Dig. 839. 





Kropfröhren. Gefriimmte Röhren geben unter übrigens gleichen $. 469. 


Berhältniffen viel Kleinere Widerftände als unabgerundete Knieröhren. Auch 
fie veranlaffen in Folge der Eentrifugalfraft des Waſſers eine partielle Con⸗ 
traction des Waflerftrahles ABD, Fig. 840, fo daß, wenn ſich an, die 
frumme Röhre keine längere gerade Röhre anfchließt, der Querſchnitt F, des 
Strahled bei feinem Austritte Heiner ift als der Querſchnitt F der Röhre. 
Endigt ſich aber der Kropf ABD, Fig. 841, in einer längeren geraden 
Röhre DE, fo bildet ſich wieder eine Wirbel F, und es findet auf Unfoften 


Big. 840. Dig. 841. 





der lebendigen Kraft des Waſſers wieder ein voller Ausflug des Waſſers 
ftatt. Iſt der Contractionscoefficient = — 0, ſo haben wir aud) den 
Goefficienten des Krümmungswiderftandes: 


1 2 

= (- — ı) . 
Der Contractionscoefficient & hängt von dem Berhältnifie * der halben 
Röhrenweite BAEMVñaq, Fig. 840, zu dem Krummungshalbmeſſer 
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CM = r ber Röhrenare ab und läßt ſich annähernd auf folgende Weile 
theoretifch beftimmen. Iſt v die Gefchwindigkeit des Waflers beim Eintritte 
in den Kropf und v, die des zufanmengezogenen Waflerftrahles, jo hat man 


—* und demnach die den Druck in BF 
1 


vi Fi =vF, daher vi = F 


meſſende Druckhöhe: 


— — —E ’_ | La 
‚= la) 
Diefe Höhe mit 1 und Y multiplicirt, ergiebt den Drud des Wafjerftrahles 
bei Z auf die Tlächeneinheit nach allen Richtungen Hin: 


[Ol = [0-15 


Da nun die Sentrifugalfraft des Waſſers an der converen Röhrenwandung 
dein Drucke p entgegenwirkt, fo ift e8 möglich, daß fie denfelben hier ganz 
aufheben Tann. In dieſem Falle wird aber auch die äußere Luft eindringen 
und ſich der Strahl ganz von der converen Seite losziehen, wie aus den 
Fig. 840 und 841 zu erfehen if. Die Centrifugalfraft eines Wajler- 
prismas von ber Yänge BE — 2a und dem Querſchnitte 1 ift bei dem 
Krümmungshalbmeflr COM = r, 


92 
1-7 29: 
jet man daher p — g, fo folgt die Bedingung des Losreißens: 
. 1 4a 
1, 
a - r 


daher der Contractionscoefficient: 


—— 
—VT S 44' 


und der Widerſtandscoefficient bei vollem Ausfluſſe: 


(VE): 


Da bei diefer Entwidelung nur eine mittlere Geſchwindigkeit und ein 
mittlerer Krümmungshalbmeſſer zu Grunde gelegt wurde, jo kann fie natür- 
fich auch nur auf eine annähernde Beſtimmung von & ımd & führen. 

Aus den Verſuchen des Verfaſſers und aus den Beobachtungsrefultaten 
Du Buat’s hat aber der Verfafler für den Widerftandscoefficienten beim 
Durchgange des Waffers durch Kröpfe folgende empiriſche Formeln abgeleitet: 

1) Für Kröpfe mit reisförmigem Querſchnitte: 


74 
-£ = 0,131 + 1,847 (2) 
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2) für Kropfröhren niit rectangulären Querſchnitten: 
& — 0,124 + 3,104 (2) 
Nach diefen Formeln find folgende Tabellen berechnet worden: 
ZabelleLl. 


Goefficienten des Krümmungswiderftandes bei Röhren mit freisförmigen 
Querſchnitten. 


02 | 03 | 04 


— — — 


0,7 






05 | 0,6 08 | 09 | 10 




















0,131 [0,138 0,661 oon In 1,978 








= 

















0,158 — 2* 


J 
Tabelle I. 
Eoefficienten des Krimmungswibderflandes bei Röhren mit rectangulären 


0,294 04 
































Querichnitten. 
* — 101 02 08 04 06 0,6 |07 |o8 |o9 | 10 
t= 10,124 0,1368 |o,ı80 |o,250 0208 ooi hans 1,516 |2,271 |3,238 


























Hiernach fieht man, daß bei einer runden Röhre, deren Krümmungshalb⸗ 
mefler zweimal fo groß ift als der Röhrenhalbineffer, der Widerſtands⸗ 
coefficient —= 0,294, und bei einer Röhre, deren Krümmungshalbmeſſer 
mindeftens zehnmal fo groß ift als der Halbmeffer des Duerfchnittes, diejer 
Goefficient — 0,131 ausfällt. 

Um die Contraction des Waſſers in einer frunmen Röhre ABD, 
Fig. 842, zu verhindern, ift der Querfchnitt.der Röhre allmälig fo zu ver⸗ 
engern, daß der Querfchnitt DH — Fr der Ausmundung zum Duerfchnitte 


1 
BE = F der Einmündung im Verhältniffe & — — — zu ftehen 
9 hältniff verı 3 


fonmt. 
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Stößt an den Kropf BD, Fig. 843, noch ein anderer an, welcher den 
Strahl nad) derfelben Seite noch weiter ablenft, bildet 3. B. die Röhrenare 
einen Halbkreis wie BDE, Fig. 844, fo ändert ſich die Contraction nicht, 
es behalten alfo auch & und & nahe denfelben Werth wie bei der Röhre in 
Fig. 843, welche nur einen Quadranten einnimmt; fchließt fi) dagegen ein 
Kropf DE, Fig. 845, an, weldjer nach der entgegengefegten Seite ablenft, 
jo bildet fi vor diefem ein Wirbel F, und e8 tritt in demfelben eine zweite 
Zufammenziehung des Strahles ein, wodurch der Widerftand (&) nahe ver: 
doppelt wird. 


Fig. 845. Big. 847. 





Der Widerftand des fließenden Waflers in Kropfröhren läßt fich durch 
Erweiterung der Kröpfe wie B DE, Fig. 846, ſowie durd) dünne Scheide: 
wände in benfelben wie Sin B.DE, fig. 847, vermindern, denn im erften 


Falle wird die Gefchwindigfeit v und im zweiten: das Verhältniß — umd 
folglich auch der Widerſtandscoefficient & Heiner. 


Beijpiel. Wenn die Röhrenleitung BLM, Fig. 848, im zweiten Beifpiele 
Fig. 848. des 8. 457 nod fünf Kröpfe zu je 90° 
enthält, und der Krümmungshalbmeſſer 
eines jeden 0,05 Meter beträgt, jo hat man: 
= Ya 
r 
und nad) der erften der obigen Tabellen, 
den entſprechenden Widerſtandscoeffi⸗ 
— cienten: & = 0,294; folglich für alle 
fünf Kröpfe, 55 = 1,47 und daher die 
Geſchwindigkeit des ausfließenden Waflers flatt 
5,603 
® Yon 1,762 Meter, 
— _ _ 1,647 Meter, 
Vı010 +14 . 
jo daß nun die Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,0252 . 1,647 — 3,23 Liter folgt. 








” 
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Schieber, Hähne, Klappen. lm den Ausflug des Waſſers aus $. 470. 
Röhren und Gefäßen zu reguliven, werden fogegannte Obturatoren, und 
zwar Schieber, Hähne, Klappen und Ventile angewendet, wodurch ſich 
Berengungen erzeugen laflen, welche dem Durd’gange des Waſſers Wider- 
ftände entgegenfegen, die fid) auf ähnliche Weife wie die in den legten Para- 
graphen abgehanbelten Berlufte beftimmen laſſen. Da aber hier das Waſſer 
nod) befondere Richtungsänderungen, Zertheilungen u. |. w. erleidet, jo laſſen 
fid) die Coefficienten & und & nicht unmittelbar beftimmen, fondern es war 
zu deren Ermittelung bie Ausführung beſonderer Verſuche nöthig. Solche 
Verſuche find von dem Berfaffer ebenfall8 angeftellt worden*), und die 
Hauptergebniffe derfelben find in folgenden Tabellen enthalten : 


Zabelle I. 


Die Widerftandäcoefficienten für den Durchgang des Waflers durch Schieber 
oder Shubpentile im parallelepipediſchen Rohre. 


Duerfchnittsverhältnik a -| 10) 09|08| 0,7 04| 03[02|0,1. 























D 0, 


Widerſtandscoefficient = [0 0,09|0,39| 0,95| 2,08 17,81 44,5| 193 








1: 




















Zabelle I 


Die Widerftandscoefficienten für den Durdgang des Waflers durh Schieber 
im cylindriſchen Rohre. 












































Relative Stelhöhe sa = | 0 YIAk|IARIKI AI RI % 
uefgnitseptti= | 1,00 0,948 | 0,856 oao | 0000 0,466 |0,315 |0,159 
Wiertndsffintt= 0,00 | 0,07 | 0,26 | 0,81 | 2,06 | 5,52 | 17,0 | 97,8 

















*) Berjuche über den Ausfluß des Waflers durch Schieber, Hähne, Klappen und 
Bentile, angeftellt und berednet von Sul. Weisbach, oder unter dem Titel 
„Unterfuhungen im Gebiete der Mechanik und Hydraulik“ u. ſ. w., Leipzig 1842. 
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Tabelle I. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Wafjers durch einen Hahn 
im parallelepip ediſchen Rohre. 


250 | 300 | 350 | 400 | 45° | 500 E 
Querignittd: ) _ box oben. bauubasob op. pasobachn 
Etat HEHE DER KK EEE RER HER ER 


verhältnig | 
Widerftands- — [os 


Stellminfel d —=| 5° | 10% | 150 | 209 



































0,31 |0,88 11,2 |20,7 141,0 |95,3 | 275] : 


coefficient 





























1,84 Is [015 


Tabelle IV. 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waſſers durch einen Hahn 
im cylindrijhen Rohre. 





— — — r — — G G k— — 



































Stellwinkel 6 =) 50 100 150 200 250 360 | 35° 
Duerfänittsverhältnig— | 0,926 | 0,850 | 0,772 [oo 0,613 [03 0,458 
Widerſtandscoefficient 0,05 | 0,29 | 0,75 | 1,56 | 3,10 | 547 | 96 






































Stellwintel d —| 400 450 500 550 600 650 |; 
N — 


Querſchnittsverhältniß 0,315 } 0,250 | 0,190 | 0,137 0,0017 0 








0,385 




















D 


Widerftandscoefficient =| 17,3 | 31,2 | 52,6 








„100 | 206 | «x 











Zabelle V. 
Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Wallers durch Dreb: 
flappen oder Droffjelventile im parallelepipedifhen Rohre. 



































Stellwinfel d —| 59 100 15° 209 250 | 300 | 35° 
Ouefgntsuegätni = 0,913 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 | 0,500 | 0,4% 
Widerfiandscoefficient —= | 0,28 | 0,45 | 0,77 | 1,34 | 2,16 | 3,54 | 5,7 
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Stellwintel d - 400 | 450 | 509 | 55° | 600 | 650 | 709 | 90° 
Querſchnittsverhaltniß — 0.070208 0,234 oası |01% 0004] 0060| 0 
Widerftandscoefficient = | 9,27 | 16,07 | 24,9 | 42,7 na 158 | 368 | ) 

















Zabelle VI 


Die Widerftandscoefficienten für den Durchgang des Waflers durch Dreh: 
tlappen im cylindriſchen Rohre. 





nn nn — — 






































Stellwintel d —=| 50 10° 15° 20% 250 300 | 350 
Querſchnittsverhältniß | 0,913 | 0,826 | 0,741 | 0,658 | 0,577 | 0,500 | 0,426 
Widerftandscoefficient =| 0,24 | 0,52 | 0,90 | 1,54 | 2,51 | 3,91 | 6,22 




















S 


tellwinkeedee 2400 | 450 | 6500 | 550 | 650 | 709 | 900 


Querſchnittsverhältniß — 

















| 


0,357 | 0,293 | 0,234 | 0,181 | 0,184 0,094 | 0,060 | 0 





























MWiderftandäcoefficient — 


Y 


10,8 | 18,7 























Mit Hülfe der in den vorftehenden Tabellen aufgeführten Widerftandg S. 471. 
coefficienten fann man nicht nur den einer gewiſſen Schieber-, Hahn= oder 
Klappenftellung entſprechenden Druckhöhenverluſt angeben, fondern auch be: 
ftinnmen, welche Stellung diefen Apparaten zu geben ift, damit die Ausfluß- 
gefchwindigkeit oder der Widerftand ein gewilfer werde. Allerdings wird aber 
eine folche Beftimmung um fo ficherer, je mehr diefe regulivenden Vorrich⸗ 
tungen den bei den Berfuchen angewendeten gleichen. Uebrigens gelten die 
in den Zabellen angegebenen Zahlenwerthe nur für den Tall, wenn das 
Waſſer nad) dein Durchgange durch die mittels diefer Apparate hervor: 
gebrachten Berengungen das Rohr wieder ausfült. Damit diefer volle Aus- 
fluß bei ſtarken Verengungen noch eintrete, muß das Rohr eine beträchtliche 
Länge haben. Die Ouerfchnitte der parallelepipebiichen Röhren waren 
5 Gentimeter breit und 2?/, Gentimeter hoch, und die Querſchnitte von den 
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cylindriſchen Röhren hatten eine Weite von 4 Gentimetern. Bei dem 
Schieber, Fig. 849, entfteht eine einfache Verengung, deren Querſchnitt 
Fig. 849. Big. 850. Big. 851. 





bei dem einen Rohre ein bloßes Rechteck Fy, Fig. 850, bei dem zweiten 

aber einen Mond Fi, Fig. 851, bildet. Bei den Hähnen, Fig. 852, 

ftellen fich zwei Verengungen und auch zwei Richtungsabänderungen heraus, 
Fig. 852. Fig. 858, 





deshalb find auch Hier die Widerftände fehr groß. Die Querſchnitte der 
größten Berengungen haben ganz eigenthümliche Geftalten. Bei den Dreb- 
Eappen, Fig. 853, theilt fi) der Strom in zwei heile, wovon jeder 
durch eine Verengung hindurchgeht. Die Querſchnitte diefer Berengungen 
find bei der Drehflappe im parallelepipediichen Rohre rectangulär und im 
cylindrifchen mondförmig. — Zur Anwendung der oben mitgetheilten Ta⸗ 
bellen wird durch folgende Beifpiele hinreichende Anleitung gegeben werben. 


Beiſpiele. 1) Wenn in einer cylindrijchen Röhbrenleitung von 0,08 Weler 
Weite und 160 Meter Länge ein Schubventil angebradt ift, und dafjelbe um 3, 
der ganzen Höhe gezogen wird, aljo 5/, derjelben verſchließt, welche Waflermenge 
liefert die Röhre unter einem Drude von 1,2 Meter? 

Der Widerftandscoefficient für den Eintritt in die Röhre läßt ih nah dem 
Brüheren &, = 0,505 und der Widerflandscoefficient für den Schieber nah Ta⸗ 
belle II, $. 470, &, = 5,52 jegen, e8 folgt daher die Ausflußgefhwindigteit: 

4,429 V12 4,849 


ee — EEE ne — 
U y en, 


— V7.025 —£ 2000€- 
V 105 +52 +0 z 7,025 4 2000 


Sept man den Reibungscoefficienten vorläufig Z —= 0,025, fo erhält man: 


v — 4,829 — 0,642 Meter. 
V 57,025 
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Nun entipriht aber der Geſchwindigleit v = 0,64 Meter genauer £ = 0,0262, 
daher ift ſchärfer: 
o— 29 _ 0,69 Meter 
V 59,425 


und die Ausflußmenge pro Secunde: 
Q = 3,14 . 0,043 . 0,629 — 0,00315 Eubifmeter = 3,15 Liter. 


2) Eine Röhrenleitung von 0,1 Meter Weite liefert bei einer Drudhöhe von 
1,6 Meter in der Minute 0,3 Eubilmeter Waſſer. Welde Stellung hat man 
dem in derjelben angebradten Brofjelventile zu geben, damit das Ausflub: 
quantum nachher nur 0,2 Eubilmeter beträgt? 

Die Geſchwindigkeit ift anfänglich: 

0, 


= 55.314. 00 — 0,6397 Meter 


und nad) eneitem Berichluß der Klappe: 
% = Y, . 0,637 — 0,425 Meter. 
Der Ausflußcoeffictent für den erften Fall des Ausfluffes ift: 
v 0,687 


= — — =(, l 14, 
HFyggh 4429 Vis 
daber der Widerftandscoefficient: 


1 1 22. 
a! mar = 


der Ausflußcoefficient für den zweiten Fall ift: 
= Yu = % . 0,114 = 0,076, 

daher der Widerftandscoefficient: 

= So7a —_1= 17. 
Demnad darf der Eoefficient des vom Drofjelventile zu erzeugenden Widerftandes 

1-{=12-%6=% 
betragen. Nun giebt aber Tabelle VI., $. 470, die Widerftandscoefficienten für 
d gleich 550 und 609 bezüglih zu 5 = 58,8 und £ = 118; man darf daher 
annehmen, daß bei einer en unter dem Wintel 

96 — 588 

das gewünſchte Ausflußquantum erhalten werde. Berüdfihtigt man no, daß 
bei dem Geſchwindigkeitswechſel von 0,687 Meter auf 0,425 Meter der Reibungs- 
coefficient der Röhrenleitung von 0,0268 in 0,0290 übergeht, jo bat man noch 
genauer den Werth des der Droffelllappe zugehörigen Widerftandscoefficienten: 


172 — 76 172 - 4-8 


2638 
und demnad den geſuchten Stellwintel: 
88 — 58,8 
— 55° + I IR ,50 — 0 
e—=b5 + BB 50° — 57,5°. 


Ventile. Bon befonderer Wichtigkeit ift die Kenntniß der durch Ven- $. 472. 
tile hervorgebrachten Widerſtände. Auch über diefe find vom Berfafler 
Verſuche angeftellt worden. Am häufigften kommen die fogenannten Kegel- 
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und nächſtdem die Slappenventile, wie in den Figuren 854 und 855 
abgebildet find, zur Anwendung. Bei beiden geht das Waſſer durch die von 


Dig. 854. Fig. 855. 





einem Ringe RG gebildete Deffnung ; das Kegelventil KL, Fig. 854, hat 
einen Stiel, womit e8 in einer Führung liegt, die ihm ımır einen Ausſchub 
in der Arenrichtung geftattet; das Klappenventil oder bie Bentilflappe KL, 
Fig. 855, Hingegen öffnet fi) drehend wie eine Thür. Man fieht leicht ein, 
daß bei beiden Apparaten dem Wafler nicht nur durd) den Ventilring, fon- 
dern auch durch die Ventilflappe ein Hinderniß entgegengefegt wird. 

Bei dem Kegelventile, womit die Verfuche angeftellt wurden, war das 
Berhältniß zwijchen der Apertur im Bentilinge zum Duerfchnitte der ganzen 
Köhre: 0,356 und dagegen das Verhältniß zwifchen der Ringfläche um das 
geöffnete Ventil herum zu dem Röhrenquerfchnitte — 0,406 ; es läßt ſich 


daher im Mittel = — 0,381 fegen. Indem man den Ausflug bei ver- 


ſchiedenen Ventilſtellungen beobadjtete, ergab ſich, daß der Widerftandscoej- 
ficient zwar abnahm, wenn der Bentiljchub größer wurde, baß aber dieje 
Abnahme ſchon Höchft unbedeutend ausfiel, wern der Ventilſchub die halbe“ 
Meite der Apertur übertraf. Tür diefen Stand war & —= 11, alfo die 
Widerſtandshöhe oder der Drudhöhenverluft : 


— — — E 
YET 
wenn v bie Gefchwindigfeit des Waſſers in der vollen Röhre bezeichnet. 


Diefe Zahl kann man auch benugen, um die anderen Querjchnittsverhältnifien 
ent|prechenden Widerftandscoefficienten?zu beftinnmen. Gegen wir allgemein 


= (m): 


jo erhalten wir für den beobachteten Sal: 


F, 
— = 0,381 md $ = (85: 38la — 1) = —=11l, 
daher: 


90881 (1 + Vıı) 4317. 0,381 
und endlich allgemein den Widerftandscoefficienten : 
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F 2 F 2 
= (m!) (u 1). 


Iſt 3. B. der Querſchnitt der Oeffnung die Hälfte von dem der Röhre, fo 
fällt hiernach der Widerftandscoefficient 

£ = (1645.2 — 1)? —= 2,29? — 5,24 
aus. 

Bei dem Klappenventile war das Querſchnittsverhältniß zwifchen der 
Durdgangsöffuung und der Röhre, d. i. = — 0,535 ; wie aber die Wider: 
ftanbscoefficienten nit der Größe der Eröffnung abnehmen, führt folgende 
Zabelle vor Augen. i 
Tabelle 
































der Widerftandicoefficienten für die Bentilllappe. 
Oeffnungswinkel 150|200| 250) 300 | 350 | 400] 450 800 650 600 | 850 700 
Miderflandscoefficient 90| 62 | 42| 30 | 20| 14 05|0|44 s2|a0 1,7 























Mit Hülfe diefer Tabellen laſſen fich die Widerftandscoefficienten für Klap⸗ 
pen aud) dann noch annähernd berechnen, went das Querſchnittsverhältniß 


= ein anderes fein ſollte. Es ift derjelbe Weg zu betreten, welden man 


bei den Kegelventilen verfolgt Hat. 


Beifpiel. Eine Drudpumpe liefert bei jedem Nievergange des Kolbens in 
5 Secunden 0,1 Eubilmeter Wafler; die Weite des Steigrohres, in welchem das 
kegelförmige Steigventil fipt, beträgt 0,15 Meter, der innere Durchmeſſer des 
Bentilringes 90 Millimeter und der größte Durchmefjer des Bentils 115 Milli- 
meter. Welden Widerftand hat das Wafler beim Durchgange durch diejes Ventil 
zu überwinden ? 

Das Querſchnittsverhältniß zwiſchen Ventilfig und Steigrohr ift: 


99 \2 
(16) = 08 
und das Berhältnik der ee Verengung zum Röhrenquerſchnitte: 


_ (435 = 04, 


daher das mittlere a 
F, _ 0,36 + 0,41 


Fr 5 = 0,385 
und der entſprechende Widerftandscoefficient: 
= Dar -1)= 10,7. 


Da die Seichwindigfeit des Sofern in dem Rohre 


0,1 _ 
5.314. 0,0788 — 1,132 Meter 


$. 473. 
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beträgt, jo berechnet fi die Widerftandshöhe für das Ventil zu: 
s=t 27 — 10,7 .. 0,051 . 1,1322 — 0,70 Meter. 


Die pro Secunde gehobene Wafjermenge hat ein Gewicht von nn 3 Jul = 2 Silo 
gramm, daher ift die mechanische Arbeit, welche beim Durchgange des Waſſers 
dur das Bentil in jeder Secunde conjumirt wird, glei 20 . 0,70 = 14 Meter: 
filogramm. 





Zusammengesetzte Gefässe. Die vorftehenden Lehren diber den 
Widerftand des Waflers beim Durchgange deſſelben durd) Berengungen finden 
ihre Anwendung auch noch bei dem Ausfluffe durch zufammengejesgte 
Gefäße. Der in Fig. 856 abgebildete Apparat AD ift durd) zwei, dir 

Sig. 856. Mündungen Fi und F, enthaltende Scheidewände ab- 
getheilt und bildet deshalb drei communicirende Gefäße. 
Wären die Scheidewände nicht vorhanden und die Kanten 
bei den Uebergängen aus einem Gefäße in das andere 
abgerundet, jo hätte man, wie bei einem einfachen Gefäße, 
die Ausflußgeſchwindigkeit durch F: 

v2 _V2gh 
— 
inſofern A die Tiefe FH der Oeffnung unter dem 
MWaflerfpiegel und &, den Widerftandecoefficienten für 
den Durchgang durch die Ausflußöffnung F' bezeichnen. 

Da aber nad) dem Durchgange des Waſſers durch die Mündungen F, 
und Fy die Querfchnitte & F, und @ F, plöglich in die Querſchnitte G und 
G, der Gefäße CD und BC übergehen, und nad) $. 464 die daraus er— 
wachfenden oem. 


ENDE 95 
— m @G F 6 29 


— Y( F\? vo? =(z _&F 2 vr 
— *5— -) 2 F, Gı 29 


betragen, jo hat man: 


v F aF\? /F uaF\?Ir? 
(1450) 5 +h+ =] 1 +5+ (-%)+ (#-5) = 
und daher die Ausflußgefchwindigfeit: 
V2gh 


Veu@- DD 





und 
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Bei dem zufammengefegten Ausflußapparate, welden fig. 857 reprä- 
fentirt, findet ganz dafjelbe Verhältniß ftatt, nur ift hier noch die Reibung 
Fig. 867. des Waſſers in dem Communications⸗ 
rohre CE zu berüdfichtigen. Sit 2 
die Länge und d die Weite dieſes 
Rohres, ferner & der Reibungscoef- 
ficient und v, die Geſchwindigkeit des 
Waſſers in demfelben, jo hat man 
> die Höhe, welche das Waſſer beim 
0 Mebergange von AC nad) GL ver- 
tiert: 


„= +@- 48 


oder, da die Geſchwindigkeit u, — je v zu ſetzen ift, 


[ee 


Zieht man nun diefe Höhe von der ganzen Drudhöhe % ab, fo bleibt die 
Drudhöhe im zweiten Gefäße: Aa —= h— h, und man hat daher für die 
Ausflußgeſchwindigkeit v durch die Mündung F': 


u ve) —2 -[+H@-)+t Ale Fr 
woraus i 
V2gh 


Vi +++ -1)+15 |) 
Diefe Beſtimmung wird bei dem Apparate, welchen Fig. 858 repräfentirt, 
fehr einfach, weil man die Duerfchnitte 
G, Gı, Gs der Gefäße unendlic, groß 
jegen Tann in Anfehung der Mundungs⸗ 
querfchnitte F, Fi, Fꝛ. Bezeichnen a, &, 
und & die Contractionscoefficienten für 
die Mündungen F, Fi und Fr, fo geht 
— bei dem Durchgange des Waffers durch 
F, die im contrahirten Querſchnitte vor⸗ 





= folgt. 


Fig. 858. 





handene Gef chwindigkeit — = * in diejenige 


© m O0 über, und es beträgt daher der diefem Uebergange pegene 
Verluſt au Druckhöhe: 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanit. J. 67 
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— 


h=0H= 775 —y 


Ebenſo iſt die zweite Niveanbifleen 0, H, er bie Bierfandetöhr für 
den Durchgang dur) F3: 


a = 





— 
Os Fs 29 


—  V2gh 


Very) 


und das Ausflußquantum: 


Hiernach folgt: 


— 2 


— 
Ve + (am) + +) 


Es ift leicht zu ermeſſen, daß zuſammengeſetzte Ausflußbehälter weniger 
Waſſer liefern, als einfache unter übrigens gleichen Verhältniſſen. 


Beiſpiel. Wenn bei dem Apparate, Fig. 857, die totale Drudhöhe oder die 
Tiefe des Mittelpunttes der Mündung F unter dem Waflerjpiegel des Gefäße: 
AC 2 Meter beträgt, die Mündung 0,2 Meter breit und 0,1 Meter body, der 
die beiden Reſervoirs verbindende Lutten aber 4 Meter lang, 0,3 Meter breit 
und 0,15 Meter Hoch ift, welches Ausflußkquantum wird die Mündung F’ geben? 

Der Querſchnitt der Röhre CE ift 0,8 . 0,15 = 0,045 Quadratmeter, der 
Umfang 2 (0,3 + 0,15) = 0,9 Meter, daher kann man die minlere Weite d 


diefer Röhre zud = 4 = = 0,2 Meter annehmen, alſo mt 2 = = =% 


zu jegen. Den Reibungscoefficienten { = 0,025 gelegt, folgt: 2 = 05. 


Man erhält daher, wenn man den Goefficienten des Eintrittswiderftandes im 
die prismatifche Röhre zu (0 = 0,505 annimmt: 


1 + (4 - 1) + E5= 14 0506 + 0,5 = 2,008. 


Da * — ge — — — — 0,284 iſt, fo folgt der Widerſtandscoefficient für 
' . (4 
den ganzen Lutten zu: 2,005 . 0,2842 = 0,162; wenn nun der Widerflands- 
coefficient für den Durchgang dur F’ zu 0,07 angenommen wird, jo erhält mar. 
die Ausflußgeſchwindigkeit: _ 
4429 V 2 
— Y1,07 + 0,162 
Das Ausflußquantum beträgt daher bei einem Kontractionscoefficienten von 0,64: 
Q = 0,64 .02.0,1. 5,643 = 0,072 Eubilmeter = 72 Liter. 





— 5,643 Meter. 


8. 474.] Bon dem Auäfluffe des Waflers zc. 1059 


Fünftes Tapitel. 


Bon dem Ausfluffe des Waſſers unter veränderlichem 
Drude. 


Prismatische Gefässe. Erhält ein Gefäß, aus welchem das Wafler $. 474. 
durch eine Bodens oder Seitenöffnung abfließt, von anderer Seite her feinen 
Zufluß, fo tritt allmäliges Sinken des Waſſerſpiegels und ſchließliche Ent- 
feerung des Gefäßes ein. Wenn ferner die Zuflußmenge Q, größer ober 
feiner ift, al8 das Ausflußquantum Q — uF v2 ab jo ſteigt oder ſinkt 


der Waſſerſpiegel jo lange, bis bie Druckhöhe kA — a) geworden ift, 


worauf Drudhöhe und Ausflußgefchwindigfeit nv rinhert bleiben. Es 
handelt fih nun hier um die Ermittelung der Abhängigkeit, in welcher die 
Zeit zu der Veränderung des Wafferfpiegels und nad) Befinden der Ent: 
leerung von Gefäßen gegebener Form umd Größe fteht. 

Den einfachſten Fall bietet der Ausflug aus einem prismatifchen Gefäße 
dar, welcher durch eine Deffnung im Boden erfolgt, wenn dabei ein Zufluß 
von oben nicht ftattfindet. Iſt = die veränderliche Drudhöhe FP, fowie F 
der Querjchnitt der Mündung und G derjenige des Gefäßes A C, Fig. 859, 
jo hat man für die Gefchwindigteit v des ſinkenden Wafjerfpiegels : 


2 2 
Fig. 859. Gdv=urF V2g%; daher: =; (7)" 


Anfänglid, wo x —= A ift, betrage die Geſchwindig⸗ 
keit des Waſſerſpiegels c, alsdann hat man auch: 


=, 


Da Weg OP=s=h— x des Waſſerſpiegels 
in einer gewillen Zeit drückt no daher aus durch: 


c? — v? c2 — v? 
Tamm, (7) (ER), 


Diefe Formel, verglichen mit $. 14 IV., ergiebt, daß die Bewegung der 
Wafferoberfläche eine gleihförmig verzögerte ift, und daß das Maß der 


Verzögerung p — er) gif. 








67* 
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Bei diefer Bewegung wird die Gejchwindigfeit v zu Null nad der Zeit: 
— yan. (ER) =2E VE 
(=,77 29h:\ ITuFYV 23 
und zwar ergiebt fih v — 0 für z= 0; d. h. jene Zeit £ ift die zum 
vollftändigen Entleeren bes Der erforderliche. Man kann auch fchreiben: 
2G\/h — 2 dh _2V 
u uFY 29 urV2 dh Q 
umd demgemäß jagen, daß zum Ausfluffe der Waflermenge V — Gh durch 
die Bodenöffnung F' unter einer von A bi8 O abnehmenden Druckhöhe genau 
doppelt fo viel Zeit erforderlich ift, al8 die gleiche Waffermenge bei der 
unveränderlihen Drudhöhe % gebraudit. 
Da der Ausflußcoefficient mit der Abnahme des Drudes größer wird, ſo 
hat man bei Berechnungen diefer Art einen mittleren Werth von a em 


zuführen. 


Beijpiel. In mwelder Zeit entleert fi ein parallelepipedifcher Kaſten von 
3 Quadratmeter Querſchnitt durch eine freisrunde Bodendffnung von 0,05 Meer 
Durchmeſſer, wenn das Wafler anfänglich 1,2 Meter über dem Boden fteht? 

Theoretiſch wäre die Ausflußzeit: 

t= a — 757 Secunden = 12 Winuten 37 Secunden. 
Am Ende der halben Ausflußzeit ift die Drudhöhe x — (Y)? h = 0,3 Meter: 
für ſolche Druckhöhe ift der Ausflußcoefficient für eine Mündung in dünner Ban) 
# —= 0,613 anzunehmen, daher beftimmt fi) die Außsflußzeit zu: 


— 1235 Secunden = 20 Minuten 35 Secunden. 


i= 


0,618 


Communicirende Gefässe. Da bei einer anfänglichen Drudhöhe Aı 


die Ausflußzeit 
26Vh 
urFV29 
und bei einer anfänglichen Druckhöhe Ah, diefe Zeit 
| —F 20Vm 
uF urFV2g 
ift, fo folgt durch Subtraction die Zeit, innerhalb welcher bie Druchhohe 
aus Ah, in ” eh oder der Waſſerſpiegel um A, — As ſinkt: 


= * (Vh — Vm) = 0452 = (Vin — Vr,) 


Es ift umgekehrt die einer gegebenen Ausflußzeit entfprechende Sentung 
8 — hr — hr des Waflerfpiegels durch die Formel: 


ı — 
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Vm— eV2s.r F ) 


— ———— 


oder 


zu beſtimmen. 
Dieſelben Formeln finden auch dann noch ihre Anwendung, wenn ein 
prismatiſches Gefäß CD, Fig. 860, durch ein anderes Gefäß AB, in welchem 
Fig. 860. das Waſſer einen unveränderlihen Stand hat, 
gefällt wird. Iſt der Querfchnitt der Com⸗ 
mumnicationsröhre oder ber Mündung — F, 
der Querfchnitt des zu füllenden Gefäßes 
— @ und ber anfängliche Niveauabftand 
O0, zwiſchen beiden Wafferfpiegeln — Ah, 
jo hat man, da hier der Wafferfpiegel G im 
zweiten Gefäße gleichförmig verzögert fteigt, 
ebenfalls die Zeit zum Füllen oder die Zeit, 
innerhalb welcher der zweite Waſſerſpiegel in das Niveau HR des erften 


fommt: 
20Vr 


urV2g 
und ebenfo die Zeit, in welcher ber Stivenuabftanb 0,0=h,nm00=h, 
übergeht, alfo der “aflerfpieget um 0; =s—=h — hy fteigt: 


= yaz(/m - VR). 


Beifpiele. 1) Um wie viel finkt der Wafferfpiegel in dem Gefäße des legten 
Beiſpiels ($. 474) binnen 5 Dinuten ? 
F 0,0252 . 8,14 


sih=12 t=5.0=30 — = 5 = 0,0065, 
nimmt man no « = 0,605 an, fo folgt: 
ha= (Yr — uV29 —* =(vi ‚2 — 0,605 . 4,429 3) 


Big. 861. — (1,095 — 0,261)? = 0,696 Meter, 
daher die geſuchte Senkung: 
s = 12 — 0,696 = 0,504 Meder. 

2) Welche Zeit braudt das Waſſer, um in der 
0,5 Meter weiten Röhre CD, Fig. 861, zum Ueber: 
laufen zu gelangen, wenn es mit einem Gefäße AB 
durch eine kurze, 0,04 Meter weite Röhre communi- 
cirt, und der fleigende Waflerjpiegel G anfänglich 
um OH — 2 Meter unter dem unveränberlidhen 
MWafferjpiegel € und um OC = 15 Meter unter 
dem Rande der Röhre fteht? 





t= 
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Es ift 2 wenn u = 0,81 angenommen wird (vergl $. 448): 
(Vn — Vn) — 2. 0,252. 3,14 (V3 — vo) 
RVG 1 0,81. 0,029. 3,14 . 4,429 
= 87, 11. ü, 414 — 0,707) = 61,6 Secunden. 





3. 476. Wenn das erfte Gefäß AB, Fig. 862, aus welchen das Waffer in das 
andere läuft, feinen Zufluß hat, und fein Querfchnitt G, aud) nicht als 
Fig. 862. unendlid groß angejehen werben fann 
in Hinficht auf den Querſchnitt & des fol- 
genden Gefäßes CD, fo hat man die Be— 
jtimmung zu modificiren. Iſt der veränder: 
liche Abftand GC, O, des erften Waſſerſpie⸗ 
geld von dem Niveau AR, in welchem 
beide Wafferfpiegel bei Beendigung des 
Ausfluffes ftehen, — x, und der Abftand 
@O bes zweiten Wafferfpiegels von eben 
diefer Ebene y, fo hat man die veränber: 
liche Drudhöhfe = x + y — die entſprechende Ausflußgeſchwindigkeit 
v—= V2g(æ + y), oder, da das Waflerquantum x — &y if, 


v= \ 20(1 F =) y. 
Die Geſchwindigkeit, mit welcher der Wafferfpiegel im zweiten Gefäße fteigt, 


ft nun: 
== EV 2s(1+4 ) 


folglich die entſprechende a 


= =) ( ) 
und die Ausflußzeit: 
= ValHa)e (+8): 
___ 26% 
— | / @ 
ur 29(1 2. 5) 
dühren wir ftatt = und y ben anfänglichen Niveauabftand % ein, ſetzen 
wir alſo x + y = h, oder (1 + =) y = h, jo erhalten wir: 
L 








y= 
@ 
et G, 
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und die Zeit, binnen welcher die beiden Waflerjpiegel in ein Niveau kommen: 
‚__ 26V __ 2604 Vh 


erli+ &)Vo Er + A V2E 


Die Zeit, innerhalb welcher der Niveauabftand von A auf A, finkt, if 
Dagegen: | 
266 (Var — Vh) 
im — ir 
uF(@G + )V29 
Beijpiel. Wenn aus einem Kaflen von 1,2 Quadratmeter Querſchnitt das 
Waſſer dur eine 3O Millimeter weite Röhre in einen Kaften von 0,4 Quadrat: 


meter fließt, und der anfänglide Riveauabftand in beiden Käſten 0,9 Meter 
beträgt, jo fommt das Wafler in beiden Gefäßen in gleiches Niveau nach der 


Zeit: 
2.12.04 V09 01 _ 
6= 58200109. 514.1,6.489 ” 0,0041 — >> Secunden. » 


Wandeinschnitt. Fließt das Waller durch einen Wandeinfchnitt $. 477. 
oder Ueberfall DE aus einem prisgatifchen Gefäße ABC, Fig. 863, 
welches feinen Zufluß erhält, fo ift die Ausflußzeit auf folgende Weiſe zu 

Fig. 868. ermitteln. Bezeichnen wir den Uuerjchnitt 
des Gefäßes dur) GE, die Breite ZF’ des 
Einfchnittes durch b und die Höhe DE dei- 
felben durch A, und theilen wir die ganze 
Ausflugmündung durch Horizontalen in lau- 
ter fchmale Streifen, jeden von der Breite 


b und Höhe n. Bei conftanten Drude iſt 





die Ausflußmenge auf die Secunde bezogen, 
Q = "sub V2gR. 
Dividiren wir hiermit in den Inhalt e einer Waflerfhicht, fo erhalten 
wir die entjprechende Ausflußzeit: 
Gh 3GCh — 


— U, unb V2gR° — 2unb V29 
Um nun die Ausflußzeit für ein Wafferquantum @ (h — hı) zu erhalten, 
oder um die Zeit zu beftimmen, innerhalb welcher der Waflerftand über der 


, Schwelle von DE = hauf DE, — hı herabfinft, fegen wir h, = m — 
und führen in ber legten Gleichung ſtatt A nach und nach die Werthe 
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era J (- +? R) ( +3 a) .. )* 


ein, ſo erhalten wir durch Summiren die geſuchte Zeit: 
3GCh h"% 
= Van let YA+mt at. mn 


ICh" LH 
—— 


— (i- 2 It... m%)] 
oder |. „Ingenieur“, Arithmetik ©. 88: 








1 3ch N (= nr m-"“+1 ) 
2un-"4b V2g a 1 — /, F 1 


= 38 (BR (2) 
ubV29 wb mv 29\Vh Vh 
Segt man hı = 0, fo wird t = wo; damit aljo das Wafler bis zur 


Schwelle abläuft, ift eine unendlich lange Zeit erforderlich. 


Beifpiel. Aus einem Reſervoir von 40 Meter Länge und 12 Meter Breite 
fließt das Wafler dur einen Wandeinſchnitt von 0,2 Meter Breite aus, nad 
welcher Zeit ift der 0,86 Meter Hohe Waflerftand über der Schwelle bis aui 
0,16 Meter berabgejunten? Es ift: 

3.4.12 1 1 ) 1440 13539 


a . 02.4429 \Voıs V0,36 


= 0,8864 [7 
Nimmt man den Ausflußcoefficienten u = 0,60 an, fo folgt: 


— 2257 Secunden = 37 Minuten 37 Secunden. 


Anmerlung. Pezeichnet allgemein x die Höhe des Waſſerſpiegels über der 
Schwelle in einem beliebigen Augenblide, jo fließt in der Zeit d4 durch den 
Wandeinſchnitt das Wafler Y, ud Y2gx3 . dt. Wird der Waflerjpiegel hier: 
durh um dx gejenkt, jo hat man: 

G3z = YubV2gas.2t, 


oder 


9 
Hieraus folgt Integration zwilchen den Grenzen x = hund x = A: 


— 2 — — 
/ Zn va (yE vs) 
wie oben. 


Für eine rectanguläre Seitenöffnung von der Breite a und dem Querſchnitie 
F, für welche die Drudhöhe (über dem Schwerpunkte) anfänglid kA und am Ente 
des Ausflufles A, ift, hat man nad) 8. 428 annähernd: 


Ge =urF RE — Yo (=) V2gx .»t, ober: 


8. 478.) Von dem Ausfluſſe des Waſſers zc. 1065 


G ” 
Tg” = RT ie [1 + Ys(=) ]>= 


2 
= che d 2 sh — 
uF azr ( ra ) 
Es folgt daher ua Integration: 
1 1 
= Vvk- Vn- - 75)| 
#F F 1 * vv vn 
Did h, = 7. jo geht die Oeffnung in einen Wandeinſchnitt über, und es 
ift nun die germa für diefen anzuienben. 








Keil- und pyramidenförmige Gefüsse. DBildet das Ausflußgefäß $. 478. 


ABF', ig. 864, ein horigontales, dreifeitiges Prisma, fo findet man 

Fig. 864. die Ausflußzeit auf folgende Weile. Theilen 
wir die Höhe CE= hin n gleiche Theile, 
und legen wir durch die Theilpunfte Horizontal: 
ebenen, jo zerlegen wir ba8 ganze Waſſerquan⸗ 
tum in lanter gleich dicke Schichten von gleicher 
Länge AD-= 1 und von oben nad) unten zu ab⸗ 
nehmenden Breiten. Iſt die Breite DB der 
oberen Schicht — db, fo hat man die Breite 
D,B, einer anderen Schicht, welde um CE, — x über ber in der unteren 


Kante liegenden Mündung F fteht, y — =d, und ihr Volumen — yl - : 





h 
= F - Nun ift aber die Ausflußmenge, auf die Zeiteinheit bezogen: 
Q=ufF V29 %, 


daher folgt dann die Heine Zeit, innerhalb welcher der Waflerfpiegel um 
h 
7 ſinkt, 
bl bl 
= Fi FV2yu2 = — a. 
2 9 * 7 


Da endlich die Summe aller <%, von z —=- 2 ie = — 2 genommen, 


Ya n% 
u On 57 = Yınh" 
ift, fo hat man die Zeit zum Kusffe des ganzen en 


aa 0 





bl bl bin 
nuFV29 ’ "u FV2g = Fr Vagn 
14 
— Ah, —— 
uFrc’ 
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wenn 9 = !/;bih das ganze Waffervolumen und c — V2gh bie m: 
fängliche Ausflußgefchwindigfeit iſt. Es braucht aljo hier das Waſſer um 
1/; mehr Zeit, als wenn die Ausflußgefchwindigfeit unveränderlich c wäre. 
Bildet da8 Gefäß ABF, Fig. 865, ein aufrechtftehendes Umdrehung: 
Fig. 868. paraboloid, jo hat man für das Verhältniß 
zwifchen den Halbmeſſern ZM=—=y und CD=!b: 


y_.V: 
b Yr 
und daher da8 Verhältniß des Horizontalahfchnitte 
G, durch X zur — ADB=@G: 
G, — y’ — er 
— — G = == 
daher ift ber Inhalt einer Waſſerſchicht — Grı : — — 


Die vollſtändige Uebereinſtimmung dieſes Ausdruckes mit dem für das 
dreifeitige Prisma gefundenen geftattet daher auch hier 
Gh 
=! ——— 
urFV2gh 
zu fegen, oder, da hier 7 — !/; Eh ift ($. 127, Beifp.), auch 


tt; : 
uFc 
Diefe Formel läßt ſich in vielen anderen Fällen zur angenäherten Be— 
ftimmung der Ausflußzeit namentlid auf da8 Ausleeren von Zeichen 
anwenden. Sie gilt überhaupt auch in allen den Fällen, wenn die Horizon: 
talfchnitte wie die Abftände von dem Boden wachſen. 
Tig. 866. Hat man es endlich mit einem pyramiden- 
z fürmigen Gefäße ABF, Fig. 866, zu thun, 
jo ift 














2 
9: = 22:13, und daher = TE, 
ferner der Inhalt der Schicht Au. Rı : 
Gh _ G= 
n nh’ 
und die Zeit zum Ausflufle derfelben: 
nh nurFh V29 


Rh. nh 
Da aber die Summe aller 2% von x = = biz = — genommen, 


u =(+)'7, Wr _ 2/,nh% 


$. 479.] Bon dem Audfluffe des Waflers zc. 1067 


ft, fo folgt die Zeit zum Leeren der ganzen Pyramide: 
@ 9 Gh% ı),@h 
= — — — ⸗ nh’k — ? — 6 —, 
nu Fih V29 ⸗ ur V29 — u F Vagh 
oder 1, @h — 7 geſetzt: 
v 


=! * 
BuFc 
Da bei diefem Ausfluffe die anfängliche Ausflußgeſchwindigkeit von c 
allmälig bis Null abnimmt, fo ift die Ausflußzeit 1/, größer, als wenn die 
Geſchwindigkeit unveränderlih — c bliebe. 


Beifpiel. An welder Zeit wird fi ein Teich, deſſen Waflerfpiegel 8 Hectaren 
groß ift, leeren, wenn das an der tiefften Stelle einmündende Fildhgerinne 4 Meter 
unter dem Wafferfpiegel fteht, und eine Röhre von 0,4 Meter Durchmefler bei 
15 Meter Länge bildet? 

Ohne Berüdfihtigung der Widerftände wäre die Ausflußzeit: 


t 300 4 _ = 191675 Secunden. 


—mt, . 
® F Vagh 1 ? 022 . 8,14 . 4,429 VA 
Nun ift aber der Widerftandscoefficient für den Eintritt in das innen etwa 
um den Wintel von 45° abgeſchrägte Teichgerinne (f. F. 450): 
t = 0,505 + 0,327 = 0,832, 
und der Reibungkcoeificien! für dieſes Gerinne: 





vꝰ 15 v? v 
0,020 — z TR riskiert 
daher folgt der vollfländige Ausfupeocifieient für daffelbe: 
—= 0,622, 


iz + > + 0,75 
und die in Frage flehende Ausflußzeit: 


= le 508159 Secunden — 85 Stunden 36 Minuten. 





Kugel- und obeliskenförmige Gefässe. Mit Hülfe der im letzten $. 479. 

Sie. 867. Paragraphen aufgefundenen Formeln kann man nun 
en auch die Ausflußzeiten für viele andere Gefäße, z. B. 

\r, fürfugels, obelisfen-, pyranidenfürmige u. ſ. w. 

)B finden. 

/ 1) Für das Leeren eines gefüllten Kugelfeg- 
mentes AFB, fig. 867, deſſen Halbmeffer 

- (A= (F=r md Höhe FE — n iſt, erhält man: 

zrh? zh? (10r — 3h) h*% N 


— — =’ 
"Ur V2gh LE "WF Vagh hs ® urFrVag 
aljo für das Leeren einer vollen Rudel, wo h = 2r ift, 
__l16xr? V2r 


— 16 u F V29' 
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und für das einer halben Kugel,wh=[r, 


_l4rr? Vr 
2 ur 15uF V2g 
Es ift nämlich Hier die der Tiefe FG, — 7 entjprechende Horizontal: 
ſchicht H, R, = Gh: 
2xrsh nahe? 


T% (2r — 2). nn N — 








folglich bei der Aueſudhelſwindiche— v — V 292 die Zeit zum Ausfließen 
berjelben 
_ 2arh a ah 

nuF nur V2g- nur V29 7 
Da ber erfte Theil diejes Ausdrudes mit ber Formel für das Leeren des 
prismatifchen und der zweite Theil mit derjenigen für das Leeren des pyra- 
midalen Gefäßes übereinftimmt, wenn man nur das eine Mal 2xrh flatt 
bi und das zweite Mal Ah? ftatt G jest, fo erhält man mit Hilfe der 
Differenz für bie im vorigen Paragraphen gefundenen Ausleerungszeiten 
eines prismatifchen und eines pyramidalen Gefäßes: 


t= 
urV2gh 
und 
g Gh 
= Y — 
ur V2gh 


auch die oben angegebene Ausleerungszeit des Kugeljegmentes. 


2) Für das obelisten- ober pontonförmige Gefäß ACK, Fig. 868, 
Fig. 868. laffen fih, da daffelbe aus einem Parallel: 
epipede AEK, aus zwei Prisnen BEN 
und DEN und emer Pyramide CEN 
(vergl. 3. 124) zuſammengeſetzt ift, die obi⸗ 
gen Formeln ebenfalls anwenden. Es fei d 
die obere Breite AD, db, die untere Breite 
KL, ferner die obere Länge AB mb I, 
die untere Länge KN und enbli A bie 
Höhe OF des Gefäßes. Dann hat man 
für die Fläche des Waflerfpiegel8 A C: 
bebhutrb C — L) li G — b)) —40—-—0) 6- bb) 
und davon bildet db, I, die Baſis des Parallelepipedes AEK; ferner find 
bi ( — 1) und I, (b — b,) die Örumdflächen der beiden Prismen BEN 
und DEK und es ift (¶ — 1) (b — bı) die Bafis der Pyramide CEN. 








8. 479.] Bon dem Ausfluffe des Waflers zc. 1069 
Nun ift aber die Ausflußzeit fiir das Parallelepiped: 
_ 2b V 
u F V 29 
ferner die Ausflußzeit für die beiden dreifeitigen Prismen: 
„oy,bl-W+hB—] VA 
ur V2g 
und endlic, die Ausflußzeit für die Pyramide: 
,,0-W)6—b)VR 
tz — / 8 


4 


uF vV2g 
es folgt daher die Ausflußzeit fiir da8 ganze Gefäß: 
t=h +t&b + 
—[30b, 1, + 105, (L—1,) + 104 d&—b1)+ 6(—4)(d—b1)] Vh 
15uF y 29 
— [361 + 85,1, + 2(blı + db, 9] 


iz fo hat man es mit einer abgefürzten Pyramide zu 


thun. Segen wir für biefe die Grundfläche d —= @ und die Grundfläche 
b,!, = Gh, fo erhalten wir: 
2 Vh 


t—= (3@ 8G Ava) —- 
3G +86 +4V ur Van 


Uebrigens ift leicht zu ermefien, daß diefe Formel auch für jede drei- und 
vielfeitige Pyramide gilt. 


Beifpiel. Ein obeligtenförmiger Waflerlaften ift oben 2 Meterlang, 1,2 Meter 
breit und 1,6 Meter tiefer, nämlich) im Niveau der 30 Millimeter weiten, 0,09 Meter 
langen borizontalen Anfagröhre, 1,5 Meter lang und 0,8 Meter breit; wie viel 
Zeit braucht das anfangs den Kaften ganz füllende Wafler, um 1 Meter zu finten? 

Die Zeit zur gänzligen Entleerung bis zur Anjagröhre beträgt, u = 0,82 
angenommen: 

2 Vı,6 


t=[3.1.2.248.08.1,542(12.1,5408.2)] 15-0.85.0.,0169. 8.18.4488 
2,580 
= 23,6 50588 
Im Niveau 1,6 — 1 = 0,6 Meter über der Röhre ift 

12“4 * .E — 15) 1,6 + 01876 — 1,6875 Meter und 


= + ne . (12 — 08) = 08 + 0,15 = 0,95 Meter. 


— 1547 Secunden. 
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Es ift daher die Zeit zur gänzliden Entleerung des Gefäßes, wenn baffelbe nur 
bis zu diefem Riveau gefüllt ift (0,6 Meter über der Anſatzröhre): 
= [3 .. 0,9% . 1,6975 +8.08.15 
2 V0,6 


+ 2 (095.15 + 0,8. 1,6875)] 15.082. 0,0182. 3,14 . 4,429 


1,549 
— 19,959 5 0.0386 — 801 Secunden. 
Die Differenz t — t, = 1547 — 801 = 746 Secunden — 12 Minuten 26 Ee: 
cunden giebt daher die Zeit, binnen welcher der anfänglih bis zum Rande des 


Gefäßes reichende Waflerjpiegel um 1 Meter gejentt wird. 


$. 480. Ungesetzmässige Gefässe. it die Ausflußzeit fir ein ungefeg- 
mäßig geformtes Gefäß AFR, Fig. 869, zu finden, fo Hat man ein 
Fig. 869. 





Annäherungsmethode, z. B. die Simpfon’fche Regel, anzumenden. Hat 
man die ganze Waflermaffe in vier gleich hohe Schichten getheilt, und bie 
den Horizontalfchnitten Go, Gi, Ga, EOs, @, entfprechenden Drudhöhen 
durch Au, Aı , he, hy, hr bezeichnet‘, fo ergiebt fich die Ausflußzeit durch die 
Simpfon’fche Regel: 
bl 1 + ,th, AN, 
2 ur 12uF Vag (+ vn" Vr, Vr Vh, 
Bei Annahme von ſechs Schichten erhält man: 
hr (Gh, ,2% , 4%, 24,460, 6% 
wur Vos(Vm + Vmt Vu t Vmt Vu ty) 
Das Ausflußguantum it im erften Falle: 











F=-r— + +2 +4 +), 
im zweiten: 
+24 +46 +0). 





Sit hie —* und Größe des Ausflußgefäßes nicht bekannt, ſo kann 
man durch die im gleichen Zeitintervallen beobachteten Waſſerſtände A,, Aı 
u. f. mw. die Ausflugmenge V gleichwohl berechnen. Iſt t Die ganze Ausfluf- 
zeit, fo hat man bei Boden- und Seitenöffnungen: 


— —eFtV29 (yn + 4Vm + 2Vm + 1Vn + Va)» 














8. 481]. Bon dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1071 
und für Ueberfälle oder Wandeinſchnitte: 


‚- 1, Vas(VM} +aVr + 2VnE + aVn3 + VR)). 


Beilpiel. In welder Zeit fintt der Waſſerſpiegel eines Teiches um 2 Meter, 
wenn das Teichgerinne einen halben Kreis von 0,5 Meter Weite und 20 Meter 
Zänge bildet, und die Waflerjpiegel folgende Inhalte haben: 

G, bei 6 Meter Drudhöhe 60000 Quadratmeter 


G „55. „ 49000 " 
Go va 41000 „ 
Ge „ 45 „ „ 32000 „ 
7 " 4 ” n 25000 " 


Es it F = Y, 0,252 8,14 = 0,098 Quadratmeter gleich dem Inhalte eines 
vollen Kreiſes von 0,857 Meter Durchmeſſer. Setzt man, wie im Beilpiel zu 
F. 478, den Widerflandscoefficienten für den Eintritt gleich 0,832 und den für 


die Reibung glei 0,026 = = 0,025 or = — 1,4, jo bat man den Ausfluß- 
coefficienten: 
u * — — — 0,557. 
Vı-+ 0882 + 14 
Nun bat man: 
Go Te G, 49000 
= — 450; — = — = 2089; 
Vm. VYn Vs 
GG 100 G; 32 000 
Vr v5 5 V45 
G, 25000 
= — = 12500; 
Va Vi | 


daher folgt die Ausflußzeit> 


= Im = 150938 Secunden = 42 Stunden 16 Minuten. 
DaB Ausfiugquantum if: 


= %s (60000 + 4 . 49000 + 2 . 41000 + 4 . 82000 + 25.000) 
— 81 833 Gubilmeter. 





Zu- und Abfluss. Erhält das Gefäß während des Ausfluffes von 8. 481. 
ımten noch Zufluß von oben, fo wird die Beftimmung ber Zeit, inner- 
halb welcher der Wafleripiegel auf eine gewiſſe Höhe fteigt oder ſinkt, viel 
verwidelter, jo daß man fich meift mit einer angenäherten Beſtimmung be- 
gnügen muß. Iſt das Zuflußquantum pr. Secunde Q, > uFWV2gh, fo 
findet ein Steigen, und ift Q, < urV2gh, fo findet ein Sinten des 
Waſſerſpiegels ftatt. Uebrigens tritt hier alle Mal Veharrungezuſtand ein, 


wenn die Druckhöhe entweder auf k — 56 2) angewachjen oder dahin 
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berabgefunfen ift. Die Zeit 7, innerhalb welcher die veränderliche Drudhöbe 

z um die Heine Größe & wächſt, ift beftimmt durch die Gleichung: 
HE=QAr—uFYV2gz.r, 

und dagegen bie Zeit, innerhalb welcher der Wafjerfpiegel um & finft, durd;: 
AH&=uFV2g9s.7— Are. 

Dan hat daher im erften Yalle: 


BEER 
Qı — uFV 29x 
und im zweiten: 
LG 


u F Br — Q 298 — a " 

Dur; Anwendung der Simpſon'ſchen Regel erhält man fo bie Ausfluf- 
zeit, innerhalb welcher der Waflerfpiegel finkend aus G, in Ch, Ge, ... und 
die Drudhöhe aus A, in Aı, he, ... übergeht: 

n—hı Go 44. 2Gs 


12 (urVorm_ 9, urVomn— =e ar V ag, — —Qı 


— — 
uFV29gu—Qı BF Ver 
oder einfacher, wenn man 8 durch Vr̃ bezeichnet, 
u 


FV29 
a — hu 


Ah 2 


ru Vm_ VE "Um VE 
J7 Vh— vl 


Iſt das Gefäß prismatiſch und vom Querſchnitte G, fo ergiebt fich bei 
einem Zufluffe Q, im der Zeiteinheit die Yormel für die Bewegung des 
Woflerjpiegels wie folgt*). Bet einer Druckhöhe > Über der Bodenöffnung 
folgt die Ausflugmenge Q = uF\29%; daher ändert fi) da8 in dem 
. Sefäße enthaltene Waflerquantum in der Zeiteinheit um 

0 — a =uFV272 —  =urV2g (Vz — VX) 
wenn man wieder Qı — M F V3gk 9 x vorausſetzt, wo unter Ak biejenige 
Druckhöhe verftanden werden Tann, bei welcher Beharrungezuftand vorhanden 
jein würde, d. 5. bei welcher durch die Oeffnung .F' gerade ein Quantum 
Waſſer gleich Qı austreten würde. Aendert fi nun ber Waſſerſtand in 
der Zeit Ot um Ox, ſo hat man zur Beftimmung der Berhältniffe diefer 
Aenderung: 


) ©. des Berf. Erperimentalhybraulit 8. 9, XI. 


tI=— 








$. 481.] Bon dem Ausfluffe des Waſſers zc. 1073 
Go =(Q — a = ur V2g (Ve — Vk) Of, oder: 


ot = 55 "ag de 


Da nun 


Iren: nf — Ver 
—2Vx +2V% Log.nat. (Vz — Vk) 


ift, fo bat man zwifchen den Grenzen z — h und z — Äh, fllr die zur 
Senkung erforderliche Zeit: 


1— G f or 
J — — Vk 
(VF- Vr+Vx% Log. na YR—Vk 0) 








Vn—Vk 


= Vu 
Da für A, = kdber ag VE-VE —— VR— ° VA-Vk_ fo folgt 


daraus, daß der Beharrungszuftand erſt unendlich jpät eintritt. 
Fließt das Waſſer duch einen Wandeinfchnitt aus, fo ergiebt fi), wenn 
man Qı —= sub V 2gk? fest: 
Eh [20 nat (VR—VR) (m+Vmk+k) 
3. Qı (Vm — YE Ze +k) ® 
” 2k 
r EIG VE VO GVErVE 
Je nachdem kZ h, oder das zufliegende Wafferquantum Q, ?2/; ud V2gh° 
ift, findet entweder ein Steigen oder Fallen des Wafferfpiegels ftatt. ‘Der 
Beharrungszuſtand tritt ein, wenn A, —= k ift, die entſprechende Zeit t 
fällt aber unendlich groß aus. 
Beifpiel. In welder Zeit fteigt das Wafler in einem 5 Meter langen und 


2 Meter breiten parallelepipedifhen Kaften von Null auf 0,5 Meter Höhe über 
der Schwelle eines 0,15 Meter breiten Wandeinſchnitts, wenn in jeder Secunde 


0,2 Eubitmeter Waſſer zufließen? 
Da bier h—= 0 if, jo hat man nad der legten Formel: 


Ok 59. | zes. na: at. u EVhEtR, VI2 arc.tang. el . 


39 (VYRh,—Vr) 2Yk +Vh, 
Run ft G=5.2= 1; 9 = 02h = 05, b = 0,15, u = 0,6 und 


x — 0,2 
— — 0,6 . 0,15 . 4,429 
MReitbadh's Lehrbuch der Mechanif. J. 68 


%_ 0,827, 
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daher folgt die geſuchte Zeit: 





10. 0,827 1,327 + V0,414 — VYıö 
t= - Log. nat. —_—_T I Vi%are. tand. —— 
3.0,2 ( g (Vo, — Vv,827)% F V0,827+YV05 
0 
— 13,783 (3,977 — 3,464 > . 3,14) — 13,783 (3,877 — 1,565) — 32 Secunden. 


8. 482. Schleusen. Cine nüsliche Anwendung der oben abgehandelten Lehren 
läßt fich auf das Füllen und Leeren der Schleufen machen. Man unter: 
. jcheidet zweierlei Schlen-, 
ui. 0. fen (Scifffahesfälee 
fen), nämlich einfache 
und doppelte. Die ein: 
fache Schleuſe, Figm 
870, beſteht aus einer 
Kammer B, welche durch 
das Oberthor AF vom 
Oberwaſſer A umd durch 
das Unterthor RS vom 
Unterwafler C getrent 
wird. Die doppelte 
Schleuſe, Fig. 87 
hingegen beftehtanszmi 
Kammern mit dem 
Oberthore KL, Mittel: 
thore IF und Unter 
tbore RS. 

1) Segen wir den mittleren horizontalen Querſchnitt einer einfacher 
Schleujfentammer = @, den Abſtand OO, der Mitte der Schut⸗ 
Öffnung im Oberthore von der Oberfläche ZR des Oberwaſſers — A, mi 
den Abftand O, O, von ber des Unterwaſſers — As und endlich den Inhalt 
der Schusöffnung — F, jo erhalten wir die Zeit des Füllens bis zum Mite 
der Mündung, wobei die Drucdhöhe conftant ift: 

Gh, 





= —— , 
urFV2gh 
und die Zeit zum Füllen des übrigen Raumes, wobei ein allmäliges Ws 
‚nehmen ber ‘Drudhöhe ftatt hat: 
Gh 


urFV2gh 
es ift folglich die Zeit zum Füllen ber einfahen Schlenfe: 
2A + h)G@ | 
t=t — LI — —. 
VIgm 
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Befindet fih die Mindung im Unterthore ganz unter Wafler, jo nimmt 
beim Leeren die Drudhöhe allmälig von OO, — hı + Mr bis Null ab, 
e8 ift daher die Zeit des Leerens oder Ablaſſens: 

_2G@Vh + 
wFV2g 

Steht hingegen ein Theil der Mündung aus dem Unterwafler hervor, fo 
hat man zwei Ausflußmengen, eine über und eine unter Waſſer ausfliegend, 
zu berücfichtigen. Seten wir die Höhe des Theiles ber Mündung liber 
dem Wafler — a, und die Höhe des Theiles unter dem Wafler — 4,. 
fowie die Breite der Mundung = — b, fo erhält man die Ausflußzeit durch 
den Ausdrud: 


26 (h +) 


Em —————— — ñ —ñ ç ⸗e 
Vn+m-%44mVm+ m) 


2) Bei den doppelten Schleufen (Fig. 871) nimmt die Druckhöhe 
in der vom Oberwaſſer abgejchlofjenen Kammer während des Ausfluffes in 
die zweite Kammer immer mehr und mehr ab. Iſt G der horizontale Ouer- 
fchnitt der erften Kammer und ſinkt die anfängliche Drudhöhe OO, — hı 
in diefer Kammer auf XO, — x herab, während das Waſſer in der zweiten 
Kammer bis zur Mitte der Schutz⸗ oder Ausflußöffnung, und zwar um 
O3, Oi — hs fteigt, jo hat man die entfprechende Zeit ($. 475): 


2G 
tı = Va; VYm Va). 


Nun ift aber das Waſſerquantum: 
G (hı — x) = Gin, 
daher: 


Gı 
Gh 


__26_ vm—\/ _ Gh 
A uF * m ie ) 
2VG 
= — — — hı — . 
— (V@m Gh — Gh, 


Die Zeit, in welcher da8 Waffer in der zweiten Kammer fo hoch fteigt, 
wie in ber erften Kammer, nad) welcher aljo das Waſſer in beiden in einerlei 
. Niveau lommt, ift nad) $. 476: 
„= CH Ve __2HVeVam — Grm 
BF(E+G)Vg ur +m Va 
68* 


z—=h— 


und: 
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und die ganze Yüllungszeit: 


(= + n= ZI (Van — 77a VYm— ah) 


Beifpiel. Welde Zeit ift zum Füllen und Ablaſſen folgender einfachen 
Schleuſenkammer nötig? Mittlere Schleujenlänge — 60 Meter, mittlere Breite 
— 8 Meter, alſo @ = 480 Quadratmeter; Abftand des Mittelpunftes ver 
Schutzöffnung im Oberthore von jedem Waflerfpiegel — 1,5 Meter, Breite jeder 
Deffnung 0,8 Meter, Höhe der Deffnung im Oberthore 1,2 Meter, im Unterthort 
(ganz unter Waffer) 1,5 Meter. Nimmt man u = 0,615, fo folgt die Zeit zum 
Füllen der Kammer: 

— 2h+% 22h + ho = 2.15-+15 480 
ur Vagh, 0,615 .0,8. 12. 4,429 V15- 
— 675 Secunden = 11 Minuten 15 Secunden, 
und die Zeit 7 Entleeren: 


20a ti _ = 10 5. = 8 Min 30 Sc. 


Hydraulischer Versuchsapparat. Mittel8 eine® in ig. 872 
abgebildeten Hydraufifchen Berfuhsapparatesfann man nicht allein 
Tig. 872. 


ZN 
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durch mehr als 100 Berfuche die wichtigften Erfcheinungen des Ausfluffes 
vor Augen führen, fondern auch die hauptſächlichſten Gefege derfelben in 
Zahlen nachweiſen. Diefer Apparat befteht in einem Ausflußgefäße ABC 
mit drei Mündungen Fi, Fa, F3, deren Mittelpunfte von dem mittleren 
Waſſerſpiegel WW um Höhen abjtehen, welche fi zu einander wie bie 
Duadratzahlen 1, 4, 9 zu einander verhalten. In diefe Mündungen lafien 
fich die verfchiebenartigften Mundſtücke und Röhren einfegen, und damtit dies 
ohne Störung durch) das Waſſer gejchehen könne, hat man befondere Ber: 
fchließungsflappen H,, H., deren Stiele K,, Kz durch Stopfbüchſen in der 
Ruckwand des Apparates hindurchgehen, angebracht. In dem oberen und 
weiteren Theile A B des Apparates befinden ſich noch zwei zugefpigte und 
nad) oben gerichtete Zeiger Zı und 22, welche als Anhaltepunfte bei den 
Berfuchen dienen, indem der Durchgang des finkenden Waſſerſpiegels durch 
diefe Spigen den Anfang und das Ende eines jeden Verſuches beftimmt. 
Das ausfließende Wafler fängt man in einem Gefäße auf, das vor dem 
folgenden Verſuche auf das Ausflußrefervoir gejegt wird und durch ein mit 
einem Stöpfel verfehenes Loch feinen Inhalt in das Reſervoir zurücführt. 

Un mit Hülfe diefes Apparates die Ausflußcoefficienten w verjchiebener 
Mundftüde und Röhren zu finden, hat man mittel® einer guten Secunden- 
uhr die Zeit t zu beobachten, innerhalb welcher während des Ausfluffes ber 
Waflerfpiegel von der einen Spige bis zur anderen finft, oder die Drud- 
höhe Ah, in die Drudhöhe A, übergeht; ift dann noch F' der Querfchnitt der 
Ausflugmindung und @ der Inhalt des fintenden Waſſerſpiegels, fo hat 
man den Ausflußcoefficienten (ſ. $. 475): 


_26(Vh — VRR) 
RZ Ft V29 


und die entfprechende mittlere Druckhöhe: 


u (+ m): 


Zu dieſem Apparate gehört noch eine Sammlung von Mundftüden und 
Köhren, nämlich) quadratifche, rectanguläre, kreisfürmige und trianguläre 
Mündungen in bünnem Blech, mit oder ohne innere Einfoffung, kurze 
cylindrifche und conifche Nöhren, längere gerade Röhren von verjchiedenen 
Weiten, Kropf und Knieröhren u. f. w., welche ſich in die verſchiedenen 
Ausflußlöcher F}, Fy, Fz einfegen lafien. Mittels dieſes fo ausgerlifteten 
Apphrates kann man in wenig Stunden faft alle Erfcheinungen und Geſetze 
des Ausfluffes vor Augen führen, man fann an demfelben nicht nur die 
vollfommene und unvolllommene, die vollftändige und unvollftändige, jondern 
aud) die verfchiedenen Grade der Contraction der Waflerftrahlen ftudiren, 
ferner die Reibungs-, Knie- und Krümmungswiberftände in Röhren, fowie 
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auch den hydraulifchen Drud des Wafjers, durch Springen und Anfaugen u. ſ. w. 
fennen lernen. Immer wird man auf vedjt leidliche, zum heil 
aber auch auf überrafchend gute Uebereinſtimmung mit den mitgetheilten 
Erfahrungsgrößen (u, 9, a, 8) ftoßen. Bei unferem Apparate iſt 
G = 0,125 Quadratmeter, die gewöhnliche Miindungs- und Röhrenweite 
ungefähr 1 Centimeter und für die untere Mündung hı —= 0,96 und 
h, —= 0,84 Meter. (Eine ausführliche Beichreibung dieſes Apparates und 
der mit demfelben auszuführenden Verſuche u. |. w. enthält die Erperiniental- 
hydraulik des Verfaſſers.) 

Ein Beiſpiel, wie gut die Beobachtungen an dieſem Apparate mit den 
bekannten Verſuchen im Großen übereinſtimmen, iſt folgendes. Für eine 
kurze cylindriſche Anſatzröhre im unteren Loche wurde 33, für eine 
längere Glasröhre mit dem Lüngenverhältniffe — — 124 aber t = 56 
Secunden gefunden; hieraus berechnet ſich für die eine: 

kı = 0,815 und $, = 35 -l= 0,504 
und für die andere: | | 

U = 0,480 und — * — 1 == 3,332, 
es folgt hiernad): ’ 

& — $ı = 3,332 — 0,504 = 2,828 
und daher der Keibungscoefficient der Röhre: 

= . (& — &)= wer — 0,0228. 

Nach der erften Tabelle in $. 456 ift für die mittlere Geſchwindigkeit 
v — 1,84 Meter, mit welcher das Waſſer aus der Röhre ausfloß, 
& = 0,0215, alfo die Uebereinftimmung eine ganz gute. Bei diefen Ber- 
fuchen läßt fi) auch auf das Meberzeugendfte nachweifen, daß die Ausfluß- 
geſchwindigkeit durch Röhren nicht von der Neigung derfelben, fondern nur 
von der Drucdhöhe der Ausmuündung abhängt. Es fällt 5.2. die Ausfluß- 
zeit gleich groß aus, die lange Röhre mag im mittleren ober im unteren 
Loche fteden, wenn nur die Ausmündung derfelben gleich tief unter dem 
Waflerfpiegel im Refervoir ſteht. 

Diefer Ausflugapparat hat neuerer Zeit noch vielfache Ergänzungen 
erhalten, fo daß es möglich ift, mit demfelben auch Verſuche über den Aus- 
fluß des Waſſers unter conftantem Drude, fowie auch folche über den Aus- 
fluß der Luft, ferner Berfuche über den Drud, Stoß und die Reaction des 
Waflers u. ſ. w. anzuftellen. 


Schlußanmerfung. Die Literatur Über den Ausfluß des Waflers und über 
die Bewegung des Waſſers in Röhren wird am vollfftändigften mitgetheilt in der 
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„allgemeinen Mafchinenencyklopädie, Band 1, Art. Ausflug”. Bon den neueren 
Schriften ift hier nur anzuführen: „Serfiner, Handbuch der Mechanik, Band 2, 
Prag 1832“; ferner „dA’Aubuisson’s Traite d’Hydraulique & l’usage des 
Ingenieurs. II. edit. 1840%. Die erfte Ausgabe ift auch deutſch erſchienen. 
„Eytelwein’s Handbuch der Mechanik fefter Körper und der Hydraulik, dritte 
Auflage, 1842° ; ferner Scheffler’s „Principien der Hydroftatif und Hydraulik, 
Braunfchweig 1847%. Wegen ihrer praktiſchen Haltung haben die älteren hydrau⸗ 
liiden Schriften von Boffut und du Buat immer einen großen Werth. Für 
den Unterriht und für das praftiihe Studium der Hydraulik ift bejonder3 geeig- 
net: „Die Erperimentalhydraulif, eine Anleitung zur Ausführung Hydraulifcher 
Verſuche im Kleinen, von %. Weis bach, Freiberg 1855“. Ferner ift zu em- 
pfeblen: Ruhlmann's Hydromechanik, Leipzig 1857". Der neueren Werke 
von Lesbros, Boileau, Francis u. ſ. w. ift oben ($$. 437, 489 und 446) 
gedacht worden. Noch ift zu empfehlen: Rankine’s Manual of applied 
Mechanics, fowie Cours .de Mecanique appliquée II., par Bresse. Bon 
den hydrauliichen Berfuchen des Berfaflers find bis jegt erſt zwei Hefte erichienen, 
und zwar: 

1) Verſuche über den Ausfluß des Waflers durch Schieber, Hähne, Klappen 

und Bentile, und ' 
2) Verſuche über die unvollkommene Eontractiondes Waſſers beim Ausfluſſe u. |. w., 
Leipzig 1843. 

Mehrere neue Abhandlungen des Berfaflers über Hydraulit enthält der Eivil- 

Ingenieur, die Zeitfehrift des deutſchen Ingenieurvereines u. |. w. 





Schstes Kapitel. 


Bon dem Ausfluffe der Luft und anderer Flüffigkeiten. 
aus Gefäßen und Nöhren. 


Ausfluss von Quecksilber und Oel. Die allgemeine Formel $. 484. 


v=V2gh (fl. $. 424) 
für die Ausflußgefchwindigkeit v des unter dem durch die Höhe A gemeſſenen 
Drude ausfließenden Waſſers gilt (f. $. 426) auch bei anderen Ylüffigfeiten, 
3. B. Quedfilber, Del, Alkohol u. |. w., und läßt fi) fogar auch auf den 
Ausfluß der Luft und anderer luftförmigen Flüffigleiten anwenden, wenn deren 
Prefjung nicht groß ift. Bezeichnet y das fpecifilche Gewicht der Fläffigfeit und 


p den Druck derjelben auf die Tlächeneinheit, jo hat man ebenfalld A =, 
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und daher u v= V:s , . 


Mißt man den Drud durch ein Piszometer, deffen Füllung, ; # 
Duedfilber, das fpecififche Gewicht Y, hat, fo beträgt der Stand deſſelben, 
d. i. die Höhe feiner Flüſſigkeitsſäule: 

h, = 2; 


Yı 
es ift alſo p — Äh, Yı, und daher aud) 
= \ 29 m — V2gah, 


wenn & = Mn das Berhältnig der Dichtigfeit der Piszometerfüllung jut 


Dichtigfeit der ausftrömenden Flüſſigkeit bezeichnet. | 
Die Uebereinftimmung der Ausflußgefege der verfchiedenen Flüffigketer 
erſtreckt fic nicht allein auf die Geſchwindigkeit, ſondern auch auf die Con 
traction der Ylüffigkeitsftrahlen; die Quedfilber-, Del-, Luftftrahlen u |. m. 
beim Ausfluffe durd) eine Mündung in der binnen ebenen Wand find ebene 
und faft in demfelben Verhältniſſe contrahirt wie die Waflerftrahlen. Eng 

Berfuche, welche der Verfaffer über den Ausflug de8 Queckſilbers, Kübils 
und der atmosphärischen Luft angeftellt hat, weijen diefe Uebereinſtimmm 
volftändig nad (ſ. Polytechn. Gentralblatt, Jahrgang 1851, Seite 3861 
Diefe Verſuche gaben : 

1) Für eine freisrunde Mündung in der dünnen ebenen Wand w: 
6,5 Millimeter Durchmeffer, bei den Druchhöhen 91,5 Millimeter und 32 
Millimeter die Ausflußcoefficienten : 


für Wafler | Quedfilber | Rüböl 


u = 0,709 0,670 0,674 





Es läßt fich hiernach erwarten, daß die Contraction der Quechſilber⸗ und 
Aübölftrahlen noch wenig ftärker ift als die der Waſſerſtrahlen. 

2) Ferner gab ein kurzes innen gut abgerunbetes con oidifches Mundftät 
von der Ausmindungsweite d —= 6,6 Millimeter und der doppelten Lürk 

— 24) folgende Ausflußcoefficienten: 













für Wafler Quedfilber 





bei 121/, 0 C. Zeınp. | bei 39° C. Temp. 
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3) Eine kurze cylindrifhe Anfagröhre ohne alle Abrundung von 
der Weite d — 6,76 Millimeter und der dreifachen Tänge (2 = 3 .d) führte 
auf folgende Wertbe: 












für Waffer Quedfilber 









bei 12240C. Temp. | bei 390 C. Temp. 





Aus diefen Verſuchen ergiebt fi, daß beim Ausfluffe durch kurze Mund⸗ 
ſtücke und Röhren das Queckſilber nur wenig fchneller ausfließt als das 
Waſſer, dagegen das Rüböl eine viel kleinere, jedoch mit der Temperatur 
anſehnlich wachſende Gefchwindigkeit hat als das Waſſer. Der erhebliche Unter: 
fchied zwifchen der Gefchwindigfeit des Rüböles und des Waflers hat jeben- 
falls in der großen Klebrigkeit des Deles an der Röhrenwand feinen Grund. 

4) Beim Ausfluffe durd) eine 6,64 Millimeter weite und 86mal jo lange 
Slasröhre (I) und beim Ausfluffe durch eine 6,78 Millimeter weite und 
85mal fo lange Eifenröhre (IL) ergaben ſich folgende Werthe der Wider: 
ftandscoefficienten &: 


nn pe EEE — — — — www 


Rüböl 





für Wafler Quedfilber 
bei 6° &. Temp. | bei 320 C. Temp. 


. [t=oon 0,0277 39,21 2,722 





I. | z= 0,908 0,0461 54,90 5,24 





Den legten Verſuchen zufolge ift ſowohl in einer Glas» als aud) in einer 
Eifenröhre der Widerftandscoefficient des Duedfilbers wenig größer, bagegen 
aber der Widerftandscoefficient des Rüböles viele Mal größer als der des 
Waſſers. Auch ift aus der legten Tabelle zu erjehen, daß der Widerftands- 
coefficient des Rüböles um fo mehr abnimmt, je höher die Temperatur oder 
der Flüſſigkeitsgrad deſſelben if. Endlich wird auch durch diefe Verſuche 
dargethan, daß die Widerftandscoefficienten ber Reibung für die Eifenröhre 
weit größer find als flir die glattere Glasröhre. 


Ausflussgeschwindigkeit der Luft. Unter der VBorausfegung, daß $. 485. 
die Luft während des Ausfluffes ihre Dichtigkeit nicht ändert, 
Läßt ſich die befannte Grundformel für den Ausfluß des Waffers aus Gefäßen 


auch auf den Ausflug der Luft anwenden. Iſt daher p der Drud der | 


_ 
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äußeren Luft, fowie pı der Drud und Y, das fpecififche Gewicht der Luft 
im Inneren des Reſervoirs AB, Fig. 873, fo kann man die Ausflup- 
geſchwindigkeit der legteren (ſ. $. 426) fegen: 


Fig. 873, = Ve 2 (1-2). 
Yı Yı p 
Nun ift aber (nach $. 420), wenn p den Drud 
in Kilogrammen auf ein Quadratmeter Fläche, 
y das Gewicht eines Cubikmeters Luft und 2 die 
Temperatur derfelben bezeichnen, fiir atmoſphäriſche 
Luft: 
»__1 + 0,00867 .t 
7” 0,000125 
daher folgt: 


Ve=V2= V7991 Vı + 0,00867 t, 
14 
ober wenn man noch 0,00367 durch öô erſetzt, 


V?=» Vı + dt und 


v — 89,39 Vz (1 +60) (1 -2) 


— 396 Va +6) (1 — 2) Meter, 
" 1 
oder, für preuß. Maß, 


— 1261 Ve 3: (1 = 2) Fuß. 


ft d der äußere Barometerftand, und A der Manometerftand (M), fo hat 
man auch: 


—7991(1 + 0,003671), 





p b ? h 
Pet 
Ta er 
und folglich die Ausftrömungsgefchwindigfeit der Luft: 
—— 
v = 396 Va +60) DC Meter 
h 


ober annähernd, bei Heinen Manometerftänden, indem man 
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—J— — 

1+7 

v —= 396 (1-; 5 yYp (1 4894 Meter 
— 1361 (1 — J 4 DE Fuß. 


Anmerkung. Wegen des gewöhnlichen Feuchtigkeitszuſtandes der atmo⸗ 
ſphäriſchen Luft iſt es rathſam, in der Praxis d == 0,004 anzunehmen. 





Ausflussquantum. Iſt F bie Größe der Ausſtrömungsöffnung, jo $. 486. 
bat man die effective Ausflußmenge, gemefjen unter dem inneren Drude 
pi oder b + Ah: 


Vy, = rer nz) 2) -r\ 297 VE 
Pi 


3.2. für atmoſphäriſche Luft: 


— 

9 = 396 F ER Cubikmeter 
| Sa +tödR.«.. 
— 1261 F ODER" Cubikfuß. 


Dieſes Luftquantum auf den äußeren Luftdruck 9 oder b vebucirt, 
beträgt: 


‚= V= ty, 


— Sant — — v2 \/ h\h 
_ ‚ya yı VE y (145); 


3.2. für atmofphärifche Luft: 


v— 396 F V (1 + ( 4 ;) : Cubikmeter 
— 1261 F J (+) ( 4 ;) : Subitfuß, 


Beispiel. In einem großen Behälter ift Luft von 120 Grad Wärme ein- 
geihloflen, welcher ein Quedfilbermanometerftand von 0,10 Dketer entipricht, 
während der äußere Barometerfiand 0,750 Meter beträgt; melde Windmenge 
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wird aus dem Behälter durd eine 40 Millimeter weite freisrunde Mündır; 
ftrömen? 
Die theoretiide Ansflußgeſchwindigkeit ift: 


v= 3% Vu + 0,00367 . 120) 1 307 — 163,2 Meter, 


ferner der Querjehnitt der Mündung: 
F' = 0,022 . 3,14 = 0,00126 Quadratmeter, 
daher die theoretiihe Ausflußmenge, gemeſſen unter dem inneren Drude: 
= Fv —= 1632 . 0,00126 = 0,206 Eubifmeter; 
dagegen gemefjen unter dem äußeren Drude: 


= — V. = 0,206 = 0,233 Eubilmeter. 





b 


8.487. Ausfluss nach dem Mariotte’schen Gesetze. Unter der Fer 
ausfegung, daß die Luft beim Ausftrömen aus Gefäßen feine Temperatr 
veränderung erleidet, läßt ſich annehmen, daß fie ſich hierbei nad dr 
Mariotte’fchen Geſetze (f. $. 414) ausdehnt, und daher auch voransieger. 
daß das Luftquantum Y beim Uebergange aus der Preffung p, in ir 


Preffung p die Arbeit Vp Log. nat. 3 verrichte (ſ. $. 415). Setzt mr 


2 

nun dieſe Arbeit der Arbeit 5 Yy gleich, welche das Luftquantum F} 
bei dem Ausfluffe in Anſpruch nimmt, fo erhält man folgende Formel: 

v? — Pi 

5 Vy = Log. nat. rj - Vp, oder 

”"_?27„Pp 

29 2 
wonach die Ausflußgeichtwindigfeit 


v -V/ 29, In.” folgt. 


’ 


1+6 
— — 
Noch iſt, wie oben, für Meternaß = 50001 ” daher hat man ur 
v—396 / (1 + dt) In. > — 396 Va +50m+% +61) In.? FI er 


fowie 


v—1261 \/ (1 + dt) Im. 3 — 1261 


wobei b den Barometerftand der äußeren und A den Manometerſtand & 
inneren Luft, ferner t die Temperatur der legteren und d — 0,00367 der 
befannten Ausdehnungscoefficienten der Luft bezeichnet. Nun folgt bie ıx> 
retiiche Ausflugmenge pr. Secunbe: 








DIR... 
> © 
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V=-Fı=F V 292 m. 
vr» 
— 396 F \ (1 + öt) Im. o * * Cubikmeter, 


oder reducirt auf den inneren Druck: 


„=? vePrrVo2m® 
Pı y p 





fr 
— 2 p, b+R 
=-;mi* — 7 77 
_ b V D+hr.. 
— 396 F; — (1 + öt) Im. ; Cubikmeter. 
Iſt der Ueberdruck der inneren Luft oder ſehr klein, ſo kann man 
———— FVSEACIEV 
In. ; =M.(1+45)=; (5) 
(j. „Ingenieur“, Seite 81), und daher aud) annähernd 
— V 2? (, _+\ 
fegen, während nad} der erfteren Ausflußformel (ſ. $. 486) 
— ? ;) Rh; 
g0=F V»2 (+3 if 
Es führt alfo die Annahme, daß ſich die Luft beim Ausftrömen nad, dem 


Mariott e'ſchen Geſetze ausdehne, auf eine Heinere Ausflußmenge, als die 
Annahme, daß fie fich beim Ausfluffe genau fo wie Waſſer verhalte, alfo gar 


nicht ausdehne. Diefe Differenz vermindert fich jedoch mit L ‚und es ift 














endlich bei ſehr Heinen Werthen von . in beiden Fällen: 


V=F\/2g 34 — 896 F \ (1 + öt) : Cubikmeter 


zu ſetzen. 





Arbeit der Wärme. ‘Der in $. 415 gefundene logarithmiſche Aus⸗8. 488. 
drud fir die beim Comprimiren oder Ausdehnen eines gewiffen Luftquantums 
erforderliche oder ausgeitbte mechanische Arbeit hat nur unter der Voraus— 
jegung feine Gültigkeit, daß bei diefer Bolumen- oder Dichtigfeitsveränderung 
die Temperatur der Luft unverändert bleibe. Dies kann jo lange angenommen 
werden, als bie Bolumenänderung fo langſam ftattfindet, und die Wandungen 
des Gefäßes für die Wärme fo durchläſſig find, daß eine Ausgleihung der 
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Temperatur im Innern des Gefäßes mit der der äußeren Umgebung ftatt- 
finden fann. Treffen diefe Voransfegungen nicht zur, geht alfo die Bolumen- 
änderung fehr ſchnell vor fi, und find die Gefäßwände fo fchlechte Wärme 
leiter, daß man von einer Wärmetransmiffion durch diefelben abftrahiren 
kann, fo findet mit jeder Bolumenveränderung der Luft außer der Spamuunge 
änderung auch eine Temperaturveränderung flatt, und zwar eine Erhöhung 
derfelben bei einer Compreffion und eine Erniedrigung bei einer Ausdehnung. 

Diefe Erfcheinung ift in der Verjchiedenheit der fpecifiichen Wärmemengen 
S, und S,, d. h. derjenigen Wärmemengen begründet, welche ein Kilogramm 
Luft gebraucht, um fi um 19 E. zu erwärmen, je nachdem die Luft babe 
ihre Spannung p oder ihr Volumen v unverändert behält. Wenn bie 
MWärmemenge, welche zu diefer angegebenen Erwärmung der unter conftanten 
Drude ftehenden Luft durch 5, — 0,2377 ausgedrüdt ift, fo beträgt die 
Wärme, welche die in ein conftantes Volumen eingefchloffene Luft erfordert, 
8, — 0,1687, und man nimmt gewöhnlid da8 Verhältniß diefer Wärme 


mengen k — = == 142 an*). 
v 


Die Entwickelungen der mechanischen Wärmetheorie ergeben nun folgendes 
Verhalten der Luft: Wird ein gewiffes Volumen V atmofphärifche Luft von 
der Spannung 9, dem ſpecifiſchen Gewichte y und der Temperatur £ ein 
Bolumenänderung von V zu V, unterworfen, fo nimmt diefe Luft, unter der 
Borausfegung, daß die Gefäßwände filr die Wärme undirechdringlic, find, 
aljo weder eine Zuflihrung noch Abführung von Wärme eintreten kann, eine 
Temperatur i, an, jo daß die Beziehung ftattfindet: 


1 +64 _ J — 





148 
unter % jenes Berhältnig der ſpecifiſchen Wärmen verftanden. 


Unter Beritdjidhtigung Ziſer Temperaturänderung behält nun die in 
8. 419 aus dem Mariotte' ſchen und Gay-Luffac’fchen Geſetze gefundene 
Gleichung 

p_1+ du 9 
vr 1+d5i y 
auch fernere Sue 1 und es folgt daraus: 


1,42 
= ("= (2) , ober 


»— ee) Der 


*) Das Weitere hierüber gehört in dag Capitel über die Wärme, |. Th. IL 








| 
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Wem nım in dem Cylinder AC, Fig. 874, dur den Kolben EF 

anfänglich ein Luftprisma von der Höhe EB — 1 von ber Spannung p 

Fig. 874. und dem fpecififchen Gewichte y abgefperrt ift, und 

diefer Luftmaſſe durch fchnelles Aufichieben des 

Kolbens um x plöglich das fpecifiche Gewicht y. 
und die Spannung 9, mitgetheilt wird, fo tft 


»=»(, =() 


Um den Kolben aus diefer Lage um das Feine 
Wegelement Ox fortzufchieben,, ift bei dem Quer⸗ 
Schnitte F bes Kolbens die mechanifche Arbeit 


erforderlich 
Fp: 0: — F p —) x. 
Die Geſammtarbeit, melde nöthig ift, um den 
Kolben aus der Lage EF in diejenige Z, Fı, alfo um die Größe 7 — 1, 
zu verfchieben, wenn Z, B mit I, bezeichnet wird, beſtimmt fich daher zu: 


i—ı I—ı 


A, -/r() 92= For [0-2 dx 


—_ _fpf NH); —— —[G J. | 
—k+1\ 0 f 


Um das comprimirte Luftquantum A Fi au weiteres Emporſchieben 
des Kolbens um den Weg l in den Raum R zu drücken, in welchem die 


Preſſung 
— 
pı =P (5) =p\T 
vorhanden ift, wird noch die Arbeit 
A= = Fph = = Fra 


erfordert, wobei die äufere Luft während des ganzen Kolbenweges mit der 
Breffung p nachſchiebt, und Hierbei die Arbeit A, — Fpl auf den Kolben 
überträgt. Es ift daher fchlieglich die ganze mechaniſche Arbeit: 


mat) 
5 - 


-- 
h Y p 








_ m 


woflir man auch, da 
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Schreiben kann: 


i—1 
u Ole nn Ole 

A=Fp |) 1 vn —— 

Nah dem Mariotte’fchen Geſetze allein mwurbe die Arbeit zum Com: 
primiren in 8. 415 u A= Vp. Log. nat.” gefunden , es entjpridt 
diefer Werth der VBorausfegung, daß k I iſt, d. h. 

1 +38i -(F)= 1. 
ı+8 v/ 
woraus folgt, daß bei einer Volumenveränderung von V auf Yı die Tem: 


peratur & ſich nicht ändere. 
Würde k — co vorausgefegt, fo hätte man 


1 
N _ — y 1: 
y p p ’ 


d. h. man wihde es mit einer incompreffibeln Flüffigfeit zu thun haben, und 
die Formel für die Arbeitsleiftung fiele dann 


A= (m — ı)=r.@ — p) aus, 


Wird umgekehrt das Luftvolumen Y, von der Preflung p, durd) plöglidye 
Ausdehnung auf das Bolumen 


I 
* 
‚= V (2) 
p 


1 


_.[2\ 
v=n(2) 


zurückgeführt, jo verrichtet es die mechanische Arbeit: 


A= pr TO -]- nei * 


Beiſpiel. Wie groß iſt der zu einem Kolbenhube erforderliche Arbeitsaufwand 
bei dem im Beifpiele zu $. 415 angegebenen Gebläfe, defien Kolben 1 Meter 
Durchmeſſer und 1,5 Meter Hub hat, wenn bei einem Barometerflande von 
0,750 Meter die Manometerjpannung im Windregulator 0,800 Meter beträgt? 

Da der Drud p der äußeren Luft hier pro Quadratmeter 

0,750 . 13600 = 10200 Silogramm 


und auf die Dichtigfeit 


und daB Bolumen 
= 052. 3,14 .15 = 1,1775 Eubitmeter 
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beträgt, jo folgt die gejuchte Arbeit: 
Fr 
A=1,1776.10200. * 5 TAlCHY — 1]=12010,5.3,381 (1,08670: —1) 
— 788,1 Metertilogramm.. 
Die logarithmiſche Formel (ohne Berüdfihtigung der Temperaturerhöhung) gab 
in dem angeführten Beilpiele: 
A = 775,14 Meterlilogramm 


und für ein incompreifibeles Fluidum (Waffer), welches von der Brefiung 750 Mill: 
meter auf 800 Millimeter zu bringen ift, Hätte man die Arbeit: 


A=PVp (& — 1) = 1,1775 .10.200( * — 1) — 800,7 Weterlilogramm. 


Ausfluss der Luft mit Berücksichtigung der Abkühlung. $. 489. 
Mit Hilfe der im vorigen Paragraphen gefundenen Formel für die Arbeit, 
welche die Luft bei ihrer Ausdehnung verrichtet, kann man nunmehr aud) 
die Ausftrömungsgefchwindigfeit der Luft beftimmen, da angenommen werden 
muß, daß die bei der Ausdehnung des Luftvolumens Y, auf V frei werdende 
Arbeit zur Erzeugung der Sefchwindigfeit » verwendet wird. Wenn in einer 
gewiſſen Zeit das Luftquantum 9, vom fpecififchen Gewichte y1 und der 
Preffung 9, mit der Gefchwindigkeit v zum Ausfluffe in einen Raum 
gelangt, deſſen Prefiung 9 fein mag, fo dat mo man m bie frei werdende Arbeit 


Nm [-(@)] 


gleich) der zur Erzeugung diefer "Sefeinei erforderlichen mechanischen 
Arbeit 





9? 
Yıfı 29 


zu fegen, und erhält daraus: 
v _P p 
29 Yı | _ (2) oc 
> CH 
= Ve al -G) | 
v=1/ 29—- - —I1—(-) | 
V»2 k—1 j 


Die ausftrömenbe Luft Hat die äußere Preffung p, das fpecififche Gewicht 
1 
Y — Iı (2): und die Temperatur: 


i—1 


«= (8) +3[@) -]=@)” —— 


Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. I. 
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Das theoretifche Luftquantum, welches durch eine Mundung F° ausitrönt, 
ift pro Secunde daher: 


nr ——— 


Reducirt man dieſes Luftquantum auf den inneren Druck pı und das 
Mind Gewicht Y,, jo erhält man: 


n-n= (rer) Vera) | 


Entüh findet man da8 Volumen P, * dieſe Luftmenge unter dem 
äußeren Drucke p annimmt, wenn die innere Temperatur ihr unverändert 


verbleibt, fiir welchen Yall alfo einfach — — = Fr ft, zu: 


v— = — r(P\T \/o v ra 
1 —* — 5) 


— Vo ler] 


Im dieſen Formeln kann man wieder wie früher 


V 298 Fr — 3961 t für Metermaf und 


V⸗⸗ — 1261 V1 + öt für Fußmaß ſetzen. 


p1 __b+h 
Setzt man — — — 





‚ wo d den Barometerſtand und % den Man 


k— 
meterftand bedeutet, jo fann man, wenn 


bezeichnet wird, auch jchreiben : — | 
erw 


In den meiften Fällen der Praris ift 2 nur Hein, alsdann kann man mit 





1 der Kürze wegen mit * 


hinreichender Genauigkeit jegen : 


= 2) m 
(+ end I Ry4 n. ur it .) 
or, 
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FE 


|: a a u ea 
=n n, [10.056 3 — 0,0085 (>) ] 


— ——— 


Dies eingeführt, giebt das Volumen: 


—ı_ a Pı h 
r=(1 0,028 ;) F \ 29 „db 
h na 
=(1 —.0,028 ) 396 F J (1 +51) Cubitmeier. 


Bei Anwendung auf Gebläjes, Wetter- und Liftungsmafchinen in < 1, 


und daher kann man in allen den Fällen ganz einfach das theoretifche Aus- 
flußquantum, gemeilen unter dem äußeren Drude und bei der inneren 


Temperatur, 


V=F \ 29), 2 =396 F \ (1 +6) * Cubikmeter 


ſetzen. 
Beifpiel. Für den im Beiſpiele zu $. 486 behandelten Fall, wo 5 — 0,750 


und = 0,10 Meter, ferner = 120° und F' = 0,00126 Quadratmeter ift, hat 
man nad der legteren Formel die Ausflußmenge, gemefjen unter dem äußeren 


Drude: 


V = 396 . 0,00126 V (L 4 0,00367 . 120) 3 — 0,219 Cubitmeter, 


während nad der Waflerformel, ohne Beridfihtigung ber Diätigfeitsänderung, 
V = 0,233 Eubitmeter fi ergab, und die logarithmiſche Formel in 8. 487, 
welche auf die Temperaturveränderung nit Rüdfiht nimmt, 


7 — 396 .0,00126 % (1 40,00367 . 120) Log. nat. = — 0,212 Gubifmeter 


giebt. 


Ausfluss der bewegten Luft. Die gefundenen Ausflußformeln 8. 490. 
fegen voraus, daß bie Preflung 9, oder der Manometerftand % an einer 
Stelle gemeffen worden fei, wo die Luft in Ruhe befindlich ift, oder eine fehr 
ſchwache Bewegung hat; mißt man aber pı oder k an einem Drte, wo bie 
69* 
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Luft in Bewegung ift, commumicirt z. B. das Manometer 2, mit der in 
einer Leitungsröhre OF (Fig. 875) befindlichen Luft, fo hat man kei 
Beitimmung der Ausflußgefchtwindigfeit auch noch die lebendige Kraft der 
anfonmenden Luft zu berüdfichtigen. 


Iſt c die Gefchwindigkeit der vor der Manometermündung vorlibergehenden 
Luft, fo hat man benneq zu ſetzen: 


Er nt : - (7 ]- 


Bezeichnet F den Querſchnitt der Mundung und G den der Röhre oder 
des an der Manometermindung vorbeigehenden Stromes, fo ift das aus: 
frömende Luftgquantum Pı Yı = Gen = — Fvys, daher folgt: 


und nad) Einführung dieſes Werthes: 


ee 


Es ergiebt fich daher die gejucjte Ausflußgefchwindigfeit: 


Keil! - — 
1-4) 


oder annähernd, wenn p nicht viel größer als p ift, und k — 1,42 gefek 
wird: | 


ı 






















— 728 





Es ftellt ſich alfo aud Hier, genau wie beim Ausfluffe des Waſſers a 
Gefäßen, die Ausflußgefchwindigfeit um fo größer heraus, je größer iii 
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Berhältniß z zwifchen dem Querjchnitte der Mündung und dem der Röhre 


oder des ankommenden Luftſtroms if. Man erfieht auch hieraus, daß unter 
Fig. 875. übrigens gleichen Berhältniffen 
der Manometerftand pꝛ um 
jo Heiner ausfällt, je enger 
die Peitungsröhre oder je größer 
die Geſchwindigkeit der durd) 
fie fortgeführten Luft ift. 
Bezeichnet wieder d den Ba- 
rometerftand und % den Mano⸗ 
meterftand in der Röhre vom Duerfchnitte G, fo findet man ganz ähnlid) 
wie im vorhergehenden Paragraphen das theoretifche Luftquantum, gemeſſen 
unter dem äußeren Drude und der inneren —— 









A 
V F Zr „= 396 F — — Cubikmeter. 
126) 1-65) 


Bezeichnet noch 9, die Spannung im Windrefervoir, wo die Yuft nod) in 
Ruhe ift, jo hat man nach der e> in 2 489 aud): 


— 7 

= V»2 +.f-(2)5 

und man erhält, wenn man — Werth von v dem oben gefundenen gleich 
jeßt, zur Beſtimmung von 9, die Gleichung * 


in 
— 


Beiſpiel. Ein auf einer 0,10 Meter weiten Windleitung ſitzendes Quedfilber: 
manometer fteht auf 60 Millimeter, während der Wind am Ende der Röhre 
dur) eine 50 Millimeter weite freisrunde Düfe ausftrömt; welches Windquantum 
firömt per Secunde aus, voraußgefegt, daß der äußere Barometeritand 0,760 Meter 
und die Temperatur der Luft in der Windleitung 10 Grad beträgt. 

Es ift hier das ausftrömende Zuftquantum, von der Prefiung 0,760 Meter 
bei 100 C.: | 


(1 -+ 0,00367 . 10) —— * 
V 396. 0,0252 . 3,14 — 555 0,229 Eubifmeter. 


252 
1 (5) 


8. 491. 
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Für die entſprechend⸗ Spannung ꝓpo im Windregulator hat man: 
1-() =[1-(2) u (2) (5) we 

er - EEE one 

daher ift = — ( 1 — 0,0285 5 = 0,9765%= und = gr: = 1,084, Te 


wie auh 5 + A, = 1,0845, und folgli der Manometerftand im Reſervoit: 
hu, —= 0,084 . 0,760 —= 0,064 — 64 Millimeter. 





Ausflusscoefllcienten. Die Eontractionserfheinungen, welde 
wir beim Ausfluffe des Waflers aus Gefäßen kennen gelernt haben, finden jic 
auch beim Ausftrömen der Luft aus Gefäßen vor. Iſt die Ausflugöffnung in 
einer dünnen Wand ausgefchnitten, fo hat der durch fie gehende Luft⸗ oder 
MWindftrahl einen Heineren Querſchnitt als die Mündung felbft, und es ft 
deshalb auch die effective Ausflugmenge Y, Eleiner als das theoretifche Aus⸗ 
flußquantum Y oder das Product Fv aus Querſchnitt F der Mündung 
und theoretifcher Gejchwindigfeit v. Diefe Verminderung der Ausflußmenge 
hat, wie man am ausftrömenden Rauche beobachten kann, hauptſächlich ihren 
Grund in der Contraction des Luftftrahles, und wir können daher auch, wie 


bei den Wafferftrahlen (f. $. 433), das Berhältnig « — = zwifchen bem 


Querſchnitte F} des Luftftrahles und dem Duerfchnitte F der Mündung 
den Sontractionscoefficienten, 


ferner das Verhältniß P — —! zwifchen der effectiven Ausftrömungsge 


ſchwindigkeit v, und der theoretifchen Ausftußgeſchwindigkeit v (ſ. 8. 435) 
ben Gefchwindigkeitscoefficienten, 

und dad Verhältnig u — = — a — ap der wirklihen Ausfluf- 

menge V, zur theoretifchen Ausflußmenge V 


den Ausflußcoefficienten der ausftrömenden Luft 
nennen. 

Jedenfalls ift bei dem Ausfluffe der Luft duch eine Mündung in der 
dünnen ebenen Wand wie bei dem des Waflers der Geſchwindigkeits— 
coefficient @ nahe — Eins, und daher auch, fo lange als befondere Mei: 
jungen ber Luftftrahlen nicht vorgenommen worden find, der Ausflußcoef⸗ 
ficient  =o&9 beruft dem Eontractionscoefficienten & gleich zu 
jegen. Die älteren Berfuche, welche über den Ausflug der Luft durch 
Miündungen in der dünnen Wand angeftellt worden find, weichen fehr von 
einander ab. Die von Buff nah der Wafferformel berechneten Verſuche 
von Koch geben fiir Kreismitndungen von 3 bis 6 Linien Durchmeffer, bei 
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0,2 bis 6,2 Fuß Waflernianoneterhöhe, u — 0,60 bis 0,50, dagegen liefern 
die hiernach berechneten Verſuche von d’Aubuiffon bei 0,027 bis 0,144 
Meter Waffernanometerhöhe an Kreismündungen von 1 bi8 3 Centimeter 
Durchmeſſer, u — 0,65 bis 0,64. Ferner fand Boncelet durch die Be- 
rechnung der Pecqueur'ſchen Verſuche nad) derfelben Formel für eine 
Mindung von 1 Centimeter Durchmeſſer, unter dem Ueberbrude von 1 Atmo⸗ 
fphäre, alfjo 10 Meter Höhe Waflerfäule, a = 0,563, und für eine ſolche 
von 1,5 Sentimeter Weite u — 0,566. Die in großer Ausdehnung an» 
geftellten, und mittel8 der letzten Ausflußformel 


— h pı h 
 ‚=F (1 0,0028 ,) \ 29 75 


berechneten Verſuche des Verfaſſers haben folgende Reſultate geliefert. 
1) dei der Mundungsweite d — 1 Centimeter, und dem mittleren Preſ⸗ 
fungsverhältnifie: 


gt Lz 100 | ru 1,89 | 2,15 


1,43 
w= | 0,555 | 0,589 | 0,692 | 0,724 | 0,754 | 0,788 


2) bei der Mitndungsweite d — 2,14 Centimeter, für 


> DrR_ >| 106 | 1,09 | 1,86 | 1,67 |! 201 


# = | 0,558| 0,578 000] 0,673 | 0,728 






































3) bei der Mündungsweite d = 1,725 Centimeter, für 


2. 1,08 
b , 











1,37 | 1,88 











fr -| 0,563 | 0,631 | 0,665 
4) bei der Mündungsweite g — 2 Gentimeter, fir 


b+h_ 
— 





1,39 





0,578 0,641 


u = 








Es wächſt alſo hiernady der Contractionscoefficient beim Ausfluſſe durch 
eine Mündung in der dünnen Wand anjehnlich mit der Drudhöhe. Bei 


$. 492. 
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Anwendung der Waſſerformel wird aber dieje Veränderlichkeit bedeutend 
berabgezogen. Dieſe Formel giebt nämlich das theoretifche Luftquantum 


ph h pP A pı 
v=r\: _— Vi A_rV\: 2 h \y2ı 
975 75 Id p 


nahezu in dem Berhältniffe rn größer, als die von dem PVerfafler zu 
Grunde gelegte, daher müſſen die nad) erfterer berechneten Werthe von u 


2 mal fo groß fein, wie diejenigen, welche aus der letzteren Formel 
1 
refultiren, 3. B. für „= 2’ find fie V'/a — 0,707 mal fo groß. Bei 


ſpielsweiſe ift nad) der umſtehenden erften Tabelle für d = 1 und Fr — 2; 


u— rat Fi —= 0,771 und daher müßte bei Zugrundelegung 
der älteren Formel u — 0,707 . 0,771 = 0,555 ſich ergeben, wie es 
nach den Bon celet’fchen Berfuchen ehr nahe der Fall ift. 

Bei dem Ausflug durch eine Kreismändung von 1 Centimeter Durch- 
mefler in einer conifc) convergenten Wand von 100 Grab Convergen; 
wurde für 














„= | 0,752 0,793 


gefunden. 
Chenfo bei einer folhen Mündung in der coniſch divergenten Wand 
von 100 Grad ‘Divergenz, für 


en 
2 1,30 | 1,66 


u -| 0,589 | 0,663 





Die Veränberlichkeit des Contractiongcoefficienten & = ge flir den Aus 
fluß der Luft durch eine Mündung in ber dilnnen Wand, erftredft fich der 
befaunten Formel 

1 


1 
I au yerer Ada 
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zufolge auf den Ausfluß durch kurze cylindrifche Anfagröhren. Nach 
den oben angeführten Berfuchen von Koch ift 3. 2. für folche Röhren von 
3 bis 4 Linien Weite und 4= bis Gfacher Yänge, bei 0,3 bis 6,2 Fuß 
Waflermanometerhöhe, u —= 0,74 bis 0,72, wogegen d’Aubuiffon für 
ſolche Röhren von 1 bis 3 Gentimeter Weite und der 3⸗ bis 4fachen Länge, 
bei 0,027 bis 0,141 Meter Waflerbarometerftand, u — 0,92 bis 0,93 
und Boncelet für cylindrifche Nöhren von 1 Centimeter Weite und der 
21/g= bis 10fachen Weite, bei dem doppelten Atinojphärendrude, u — 0,632 
bis 0,650 gefunden hat. 

Die vom Berfaffer angeftellten Verſuche haben dagegen auf folgende Re- 
jultate geführt: 

1) Eine kurze cylindrifche Anfagröhre von 1 Centimeter Weite und 
3 Gentimeter Länge, gab für 


> -| 1,05 | 1,10 


u | 0,730 


1,30 





0,771 | 0,830 








2) Eine ſolche Röhre von 1,414 Gentimeter Weite und der dreifachen 
?änge, führte für 





+ -| 1,41 | 1,69 


ufu= | 0,813 | 0,822 
3) Eine ſolche Röhre von 2,44 Centimeter Weite und der dreifachen 
Länge, gab flir 
b — h 





—= 1,74; u = 0,833. 


Die Zunahme des Kusfiufcefrienen beim Wachſen der Preſſung ift 
durch das gleichzeitige Wachſen des Contractionscoefficienten erklärlich. 

Die Anfagröhre (1) mit ſchwach abgerundeter Einmündung gab 
im Mittel den Ausflußcoefficienten u — 0,927, aljo viel größer als bei 
einer ſolchen Röhre ohne Abrundung. 

4) Ein kurzes innen gut abgerundetes Mundftüd von 1 Gentimeter 
Weite und 1,6 Centimeter Yänge gab für 


nuuze | 1,24 | 1,88 | 1,59 | 1,85 | 2,14 
BD 


u 979 | 0,986 | 0,965 | 0,971 | 0,978 
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Da dieſer Eoefficient, wie erforderlich, der Einheit jehr nahe kommt, jo it 
dadurch der Vorzug der Ausflußformel 


h 
— uF 9gafı.2? 
e=u V 1% 


“por den anderen Formeln dargethan. 

Die ältere Formel giebt natürlich bei hohem Drucke viel Heinere Werthe, 
und dagegen die logarithmiſche Formel (ſ. $. 487) viel größere, die Einheit 
fogar liberfteigende Werthe von u. 

Eine kurze conifche Röhre mit innerer Abrundung gab ziemlich 
diefelben Werthe für ww, dagegen eine kurze conifche Röhre ohne Ab: 
rundung von 1 Centimeter Mündungsweite, 4 Centimeter Länge und 7° 9 
Convergenz für 





= |ım | ım | 1,66 





u= | 0910 | 0,922 | 0,964 


Nach Buff und Koch ift für eine folche Röhre von 2,72 Linien äußerer 
Weite und 6% Seitenconvergenz, bei 0,3 bi8 6,2 Fuß Waffernanometerhöbe, 
u —= 0,73 bis 0,85, und nach d’Aubuiffon, bei einer ähnlichen Röhre 
von 1,5 Sentimeter Mündungsweite, unter 0,027 bis 0,144 Meter Wafler 
drudhöhe, u — 0,94, bei Zugrundelegung der älteren oder fogenannten 
Wafferformel. 

Das vollftändige längere Düfenmundftid 40, Fig. 817 aus $. 46], 
d. i. eine conifche Röhre, von 14,5 Centimeter Ränge, 1 Centimeter Weite 
in der Ausmiündung, und 3,8 Centimeter Weite in der übrigens gut ab- 
gerundeten Einmündung, bei nahe 69 Seitenconvergenz gab für 

bHh_ 
= 


1,08 2,16 





145 








0,984 





u= | 0,932 





0,960 


Durch Verſuche über das Einftrömen der Luft in Gefäße fanden bie 
Franzoſen Saint-Benant und Wangel für ein kurzes, imwendig 
nad) einem Biertelfreife abgerundetes Mundſtück, nad) der neueren 
Forniel berechnet, u — 0,98, und für eine Mündung in der dünnen 
Wand, u = 0,61. 

Sind die Preffungen Hein, ift, wie z. B. bei der gewöhnlichen Gebläfeluft, 


* < 1/4, fo läßt ſich dem Vorſtehenden zufolge, bei Anwendung der neueren 
Ausflußformel 
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ver 202 . — 396 u F V (1 -+ 0,004 .t) 2 Gubitmeter 
1 


im Mittel fegen: 
1) für Mündungen in der Dünnen Wand, u — 0,56, 
2) für kurze cylindrifche Anfagröhten, u = 0,75, 
3) fir ein gut abgerundetes conoidifches Mundftüd, u — 0,98, 
4) flir eine conifche Röhre von circa 69 Seitenconvergenz, u — 0,92. 
Beilpiel. Wenn bei einem Gebläfe die Mündungen der beiden coniſchen 
Düjen zufammen 20 Dunbdratcentimeter Inhalt Haben, wenn ferner bei einer 
Temperatur von 15 ®rad der Manometerftand im Regulator 80 Millimeter und 


der äußere Barometerftand 740 Millimeter mißt, jo läßt ſich daß effective Aus⸗ 
flußquantum, gemeflen unter dem äußeren Drude, ſetzen: 


v=396 u F V (1 + 0,0042) > — 396 . 0,92 . 0,002 V 1,06 = 0,246 Ebm. 


Reibungscoefficient der Luft. Bewegt ſich die Luft durch eine $. 493. 
fange Röhre OF, Fig. 876, fo hat fie einen Reibungswiderftand wie 


Fig. 876. 





das Wafler zu liberwinden, aud) läßt fich diefer Widerftand durch die Höhe 
einer Luftſäule meſſen, welche der Ausbrud 

ie 

d.29 

angiebt, worin, genau wie bei den Wafferleitungen, J die Länge, d die Weite 
der Röhre, v die Gefchwindigkeit und & den durch Verfuche zu beftimmenden 
Widerftandscoefficienten der Luft bezeichnet. 

Die Berfuche von Girard Über die Bewegung der Luft durch Röhren 
führen auf den Widerftandscoefficienten & — 0,0256, und bie von d'Au⸗ 
buiffon liefern im Mittel & = 0,0238, wogegen nad) Buff's Verfuchen 
im Mittel & — 0,0375 zu fegen ift. Dagegen findet wieder Boncelet 
aus den Ergebniffen der Verfuhe von Pecqueur bei dem Preffungsver- 


haltniſſe ri — 2, # = 0,0237. 


e—? 
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Die nad) der neueren Yormel berechneten Berfuche des Verfaſſere gaben 
folgende Reſultate. 


1) Eine Meſſingröhre von 1 Centimeter Weite und 2 Meter Länge 
gab für Gefchwindigfeiten von 25 bis 150 Meter, £ allmälig abnehmen) 
von 0,027260 bis 0,01482, und 

2) eine Glasröhre von derſelben Länge bei zienilich denſelben Gefchwin- 
digfeiten lieferte & — 0,02738 bis 0,01390. 

3) Eine Meſſingröhre von 1,41 Sentimeter Weite und 3 Meter Länge 
führte auf & = 0,02578 bis 0,01214, und 

4) eine dergleichen Glasröhre auf & — 0,02663 bis 0,009408. 

5). Eine Zinfröhre von 2,4 Centimeter Weite und 10 Dieter Länge 
gab endlich bei Gefchwindigkeiten von 25 bis 80 Meter & = 0,02303 biä 
0,01296. 

Es ift hieraus zu folgern, daß nur bei mäßigen Windgefchwindigfeiten, 
von circa 25 Meter, der Wiberftandscoefficient & — 0,024 gefegt werben 
kann, daß er aber um fo Heiner angenommen werden muß, je größer die 
Geſchwindigkeit des Windes in der Röhre ift. 


Annähernd läßt fi) auch fiir Metermaß & — 





0,120 
Vo und für Fußmaß 
0,214 
etzen. 
= Vo jet 

Im Ganzen verhält ſich alfo die Fuft bei der Bewegung in Röhren ebenio 
wie das Wafler. 

Auch der Widerftand, welchen Kniee und Kröpfe in den Röhren der 
Bewegung der durchftrömenden Luft entgegenfegen, iſt ähnlich wie beim 
Waſſer zu beurtheilen. 

Bei den Verſuchen des Berfafiers gab ein rechtwinfeliges Knie von 
1 Gentimeter Weite & — 1,61, und ein folches von 1,41 Centimeter Weite 
& —= 1,24; ferner ein nad) einem Kreisquadranten gebogener Kropf gab 
bei der erfteren Weite & = 0,485 und bei ber legteren & — 0,471. 


Bewegung der Luft in langen Röhren. Mit Hülfe des Coef⸗ 
ficienten & des Keibungswiberftandes einer Röhre, wie BF, läßt ſich nım 
auch die Ausflußgefchwindigfeit und Ausflußmenge bei gegebener Länge und 
Weite derfelben u. |. w. beftimmen. 

Iſt 7% der Stand des Manometerd M, am Ende ber Röhre CH, 
Fig. 877, unmittelbar vor dem Mundſtück F', deſſen Widerſtandscoefficiem 


= 5 — 1 fein möge, "und bezeichnet d die Weite dev Röhre, ſowie dı 
1 
die Weite dev Mundung Fi, fo hat man nad) dem Obigen die Ausflußmenge: 





jowie umgefehrt fiir den Manometerftand hy : 


—— 


Die Differenz der Queckſilberſäulen A, — Az der beiden Manometer M, 
und M, am Unfange und Ende der Windleitung von der Yänge 2 wird nun 
Gig. 877. 





2 
duch die Reibungswiderftände, welche einer Luftfäule & 7 27 entjprechen, 
aufgezehrt, es ift daher: 
ph _ £ LE 
Yı b "d2g 


wenn © die Gefchwindigkeit des Luftſtroms in diefer Röhre und d den 
Durchmeſſer der letzteren bezeichnet; daher hat man: 


n® n =[1-@)] ta 


v= (3) vi, und u — 7 eingefihrt 


2-3): 


und e8 * F die Ausflußmenge 









— 


1-Wlats) 


Cubikmeter. 
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Iſt endlid) der Stand h des Manometer8 M im Refervoir AB belamnt, 
fo haben wir, wenn wir ben Wiberftandscoefficienten fir den Eintritt bei C 


durch do bezeichnen, und m —1 + 8, einzufegen, da Hier beim Eititt 


in die Röhre die Druckhöhe & 5- — verloren gebt, 


m = |(& + 9 414 5, (5) 


folglich die Ausflugmenge 


a ZB +5) er er 


(1 + 0,040) * 


(+) Hr 


Je nachdem der Einmündungspuntt um s höher oder tiefer liegt 
als or Ausmündungsftelle, Hat man in dem Zähler der Wurzelgröße zu 
pı 
Yı 

Beilpiel. In dem Regulator am Kopfe einer 100 Meter langen, 0,1 Meier 
weiten Windleitung ſteht das Quedfilbermanometer auf 0,075 Meter, während 
der äußere Barometerftand 0,750 Meter beträgt; es ift ferner die Münbungs: 
weite des coniſch zuſammengezogenen Röhrenendes d, = 0,05 Weter und die 
Kemperatur der comprimirten Luft im Regulator 4 = 200 €., weldes Wind: 


quantum liefert die Leitung ? 
Es ift bier F, = 0,0252 8,14 = 0,00196 Quadratmeter, 






Eubifmeter. 


7 R noch s zu abdiren oder fubtrahiren. 


+ 0000 = 108 78. — 0108 
n= = 1 = gm = 1 = 0m 
EZ = 004 77 Da; (3) = (5) = 0,0828, 
IRRE ER IRRE GERer 


daher folgt die gejuchte Windmenge: 
0,108 _ 
V= 39%. 0,0198 |, (0,778 + 24) 0,0625 + 1,188 — 0,154 Eubifmeter. 
Ausfluss unter abnehmendem Drucke. Wenn ein Windrejer- 
voir feinen Zufluß erhält, während durch eine Mündung in demfelben 
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ununterbrochenes Ausftrömen ftatt hat, fo nimmt die Dichtigkeit und Span- 
nung allmälig ab, und es fällt daher aud) die Ausflußgefchwindigteit wäh- 
end des Ausfluffes immer Heiner und Heiner aus. In welchem Berhältniffe 
nun diefe Abnahme zur Zeit und zur Ausflußmenge in derjelben fteht, läßt 
ſich auf folgende Weife ermitteln. 

Es fei das Bolumen des Refervoird P, der anfängliche Manometerftand 
— hu, und der Manoneeterftand am Ende einer gewifen Zeit t, — hı, 
fowie ber äußere Barometerftand — db. Dann ift das auf den äußeren 
Drud reducirte Luft oder Windquantum im Reſervoir anfangs 


_V/&b+ %) 
— b 


und am Ende der Zeit t 
_V/6b+M) 
— 5 , 
und folglich das innerhalb der Zeit t ausgefloffene und unter dem äußeren 
Drude.gemeilene Windquantum: 


y — 6 +) rot m_ V (ho — hı) 
ET 


x 


Nun hat man aber aud) 


wenn x dem mittleren Manometerftande während ber Ausflußzeit 4 ent- 
fpricht, daher folgt 

Ym—hı) _ Vo—h) 
ur \ 29. ba ur\/> 295. 

Ferner Bi wenn A, = mo und hı — n0 gejegt wird, ber Mittelmerth 
HI) 


* 55 — — —— 
Vr) _2(Vm — Vh) Vn) 
mn) Mh 
folgt die gefuchte Ausflußzeit 
_2/(Vm—Vm) _ ro 1\/hı 
a VE) 


ur 





(f. Ingenieur ©. 88); daher 


Diefe Beſtimmung Snt Übrigens nur Ba eine hinreichende Genauigfeit, 
wenn das Ausflußrefervoir (W) groß, oder die Ausflugmündung, fowie bie 
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Preffungsdifferenz Hein ift, wo die Abkühlung der eu im Reſervoir während 
des Ausfluffes unbedeutend ausfällt. 


Beijpiel. Der 15 Meter lange, 2 Meter weite cylindriſche Windregulator 
eines Gebläſes ift mit Wind angefüllt, deſſen Manometerſtand 0,250 Meter und 
defien Temperatur 60€. beträgt. Wenn nun der Wind durch eine 30 Millimeter 
weite Kreismändung in einen Raum ausftrömt, defien Burometerftand 0,740 Meter 
beträgt, in welder Zeit fintt der Manometerftand auf 0,2 Meter herab und 
welches ift die entſprechende Ausflußmenge? 

Es ift daS Volumen des Regulatorß: 

V= 3,14 .15 = 47,1 Eubifmeter, 
daher das außgeftrömte Luftquantum, auf den äußeren Drud bezogen: 
Vi = 471 A | — 8,182 Eubilmeter. 
Ferner ift: . 


Ro -V} = Vo 0,200 
V% 0,750 V 0,740 — 962 und 


V 2,2: = 396 Vi + 0,004 . 6 = 400,7, 


daher ift die Ausflußzeit, wenn u == 0,95 gejegt wird: 
2.47, . 0,062 5,84 
"= 095. 0015°. 3,14 . 2007 — O8 — 1.8 Gecunden. 
Anmerfung. Eine allgemeinere Theorie des Ausfluffes der Luft und bes 
Waſſerdampfes wird im zweiten Theile abgehandelt. 


Schlußanmerkung. Verſuche über den Ausfluß der Luft find angeftelt 
worden von Joung, Schmidt, Lagerhjelm, Kod, d’Aubuifjon, Buff, 
und in neuerer Zeit von Saint-Benant, Wantzel und Pecqueur. An Betreff 
der Berjude von Young und Schmidt ift nachzuſehen in Gilbert's Annalen 
Bd. 22, 1801, und Bd. 6, 1820, und inPBoggendorff’3 Annalen, Bd. 2, 1824, 
in Betreff derjenigen von Koch und Buff aber inden Studien des Götting'ſchen 

Vereines bergmänniſcher Freunde, Bd. 1, 1824; Bd. 3, 1833; Bd. 4, 1837 und 
Bd. 5, 1838; ferner in Boggendorjf’s Annalen, Bd. 27, 1836 und Bd. 40, 
1837. Nächſtdem auch in Gerjiner’3 Mechanik, Bd. 3, und in Hülſſe's all 
gemeiner Maſchinenencyclopädie, Artikel „Ausflug. Die Lagerhjelm'ſchen 
Verſuche werden behandelt in dem ſchwediſchen Werfe Hydrauliska Försök af 
Lagerjhelm, Forselles och Kallstenius, 1 Delen, Stodholm, 1818. Die Bar: 
ſuche d'Aubuiſſon's lernt man Tennen in den Annales des mines, Tome ll, 
1825; Tome 13, 1826; Tome 34, 1827, dann aber au in d'Aubuiſſon's 
Traite d’Hydraulique. Ueber die Berjuhe von Saint-Benant und Wangel 
fiehe Comptes rendus hebd. ‘des seances de PAcadémie des sciences, 
& Paris 1839. Bon den neueften in Frankreich angeftellten Verſuchen Handelt 
Boncelet in einer Note sur les experiences de M. Pecqueur relatives 
& Pecoulement de l’air dans lestubes etc. der Comptes rendus und hiervon 
im Auszuge das polgtechnifche Centralblatt, Bd. 6, 1845. Aus diefen Berfuden 
folgert Boncelet, daß die Luft bei ihrem Ausfluſſe denſelben Gefegen folge, wit 
das Waller. Die meiften dieferVerjucde find mit jehr engen Mündungen an: 
geitellt worden, weshalb fie wohl ſchwerlich den Anſprüchen der Praxis Benüge 
leiften. Leider findet aud unter den Ergebniffen aller diefer Verſuche nicht die 











u 
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erwänfchte Uebereinſtimmung ftatt, namentlich weichen auch die von D’Aubuifjon 
gefundenen Ausflußcoefficienten von denen, melde fi aus den Koch'ſchen be: 
rechnen laflen, bedeutend ab. Vergleichende Verſuche über das Aus: und Ein- 
ftrömen der Luft und über den Ausflug des Waller rapportirt des Verfaſſers 
Erperimental: Hydraulil. Die Rejultate der neueften, im größeren Maßftabe 
vom Verfaſſer ausgeführten Verfuhe über den Ausflug der Luft werden im 
5.:Bande des Civilingenieurs mitgeteilt. 


Siebentes Capitel. 


Bon der Bewegung des Waffers in Canälen 


und Flüſſen. 


Fliessende Wasser. Die Lehre von der Bewegung des Waflers in $. 496. 


Sanälen und Flüffen madt den zweiten Haupttheil der Hydraulik aus. 
Das Waſſer fliegt entweder in einem natürlichen oder in einem künſt— 
lichen Bette. Im erften Falle bildet eg Ströme, Flüffe, Bäche, im zweiten 
Sanäle, Gräben und Gerinne Bei der Theorie der Bewegung der flies 
ßenden Waſſer fommt auf diefen Unterſchied nichts, oder nur wenig an. 
Das Flußbett beiteht aus dem Grundbette oder der Sohle und aus 
den beiden Ufern. Durch eine Ebene winkelrecht gegen die Bewegungs- 
richtung des fliegenden Waſſers ergiebt fi) der Querſchnitt beflelben. 
Der Umfang beffelben ift da8 Quer⸗- oder Breitenprofil, welches wieder 
aus dem Waſſer⸗ und dem Luftprofile befteht. ine Verticalebene in 
der Richtung des fließenden Waflers giebt den Längendurchſchnitt und 
das Längenprofil beffelben. Unter Abhang eines fließenden Waſſers 
Sig. 878. verfteht man den Neigungswinkel feiner Ober- 
fläche gegen den Horizont. Um biefen auf eine 
beftimmte Länge eines fließenden Waſſers an- 
zugeben, dient da8 Gefälle, weldyes der Ver⸗ 
ticalabftand der beiden Endpunfte im Wafler- 
fpiegel einer beftimmten Ylußftrede ft. Röſche 
ift das Gefälle für die Längenerftredung —1. Fir die Flußftrede AD— 1, 
Fig. 878, ift BC das Grundbette, DH — h das Sefälle und der Wintel 
DAH == Ö der Wbhang; die Röfche aber ift 
h 


sin.d — 2, oder annähernd d — 7* 
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Anmerkung Das Gefälle der Bäche und Flüſſe ift jehr verſchieden. So hat 
3. B. die Elbe auf eine deutjche Meile Erftredung von Hohenelbe bis Podiebrad 
57 Fuß, von da bis Leitmerig 9 Fuß, von da bis Mühlberg im Mittel 5,8 und 
von Müblberg bis Magdeburg 2,5 Buß Gefälle. Gebirgsbähe haben auf die 
Meile ein Gefälle von 40 biß 400 Fuß. Näheres hierüber fiehe: „Vergleichende 
hydrographiiche Zabellen u. j. w. von Stranz.” Ganäle oder andere fünftlide 
Waflerleitungen erhalten viel kleinere Gefälle. Hier ift die Röfche meiftens unter 
0,001, oft 0,0001 und noch lleiner. Mehr hierüber im zweiten Theile. 


Verschiedene Geschwindigkeiten eines Querproflles. Die 
Geſchwindigkeit des Waſſers in einem und demfelben Duerprofile iſt an 
verfchiedenen Stellen ehr verjchieden. Die Adhäfion des Waflers an dem 
Bette und der Zuſammenhang der Waflertheile unter einander bewirken, daß 
die den Bettwänden näher liegenden Wallertheile in ihrer Bewegung mehr 
aufgehalten werden und daher langfamer fliegen, als die entfernteren. Aus 
diefem Grunde nimmt die Geſchwindigkeit von der Oberfläche nad) dem 
Bette zu ab, und es ift diefelbe am Boden und nahe den Ufern am Keinften. 
Die größte Gefchwindigfeit befindet ſich bei geraden Flußſtrecken meiſt in der 
Mitte oder an derjenigen Stelle in der freien Oberfläche des Waſſers, wo es 
die größte Tiefe hat. Man nennt diejenige Stelle, wo das Waſſer die größte 
Geſchwindigkeit hat, den Stromſtrich, und die tieffte Stelle im Bette die 
Stromrinne. 

Bei Kriimmungen ift der Stromftrid) in der Kegel nahe dem concaven 
Ufer. 

Die mittlere Geſchwindigkeit des Waſſers innerhalb eines Quer: 
profiles ift nad) $. 423: 

O __ Baflergquantum pr. Secunde 


— 7 Inhalt des Duerfchnittes 

Außerdem läßt fid) die mittlere Geſchwindigkeit auch noch aus den Ge- 
ſchwindigkeiten cı, c2, Cz u. |. w. der einzelnen Theile des Querprofiles und 
aus den Inhalten Fy, Fa, Fs u. f. w. der letzteren berechnen. Es ift 
nämlich: 

Q=Fathoae+haH+---, 
und daher auch: 
_"Fa+ Roa+- u 
=TA+rRr+-: 

Außer der mittleren Gejchwindigfeit filhrt man aud) die mittlere Waſ— 
fertiefe, alfo diejenige Tiefe a ein, welche ein Duerprofil an allen Stellen 
haben müßte, damit e8 ebenfo viel Inhalt erhielte, als es bei den veränder: 
lichen Tiefen a1, 42, az u. ſ. w. wirklich hat. Es ift alſo hiernach: 

FO Inhalt des Querſchnittes 


GA == — ZI — — — nn * 
b Breite ded Querſchnittes 
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Sind die den einzelnen Breitentheilen b,, bꝛ, b; u. ſ. w. entfprechenden mitt- 
Sig. 879. leren Tiefen ai, Q,, az u. ſ. w., Fig. 879, 
jo bat man: 
F=ab ab +---, 
und daher aud): 
Mb; +%b-+--- 
= ++. 
Endlich iftdie mittlere Geſchwindigkeit auch 


_ aba tabeo + :-- 
— ab ab —6 
und bei gleicher Größe ber Theile b,, be u. |. w.: 
_ ma taa + 
a+a+t.-: 

Ein Fluß oder Bad) ift im Beharrungszuftande, wenn durd) jeden 
feiner Querfchnitte in gleicher Zeit eine gleiche Waffermenge fliegt, wenn 
alfo Q oder das Product Fe aus dem Inhalte des Duerprofiles und aus 
der mittleren Gejchwindigfeit auf die ganze Flußſtrecke eine unveränderliche 
Zahl iſt. Hieraus folgt nun das einfache Gefeg: bei der permanenten 
Bewegung des Waffers verhalten fih die mittleren Ge— 
Ihwindigfeiten innerhalb zweier Querprofile umgekehrt 
wie die Inhalte dieſer Profile. 

Beifpiele 1) An dem Duerprofile ABCD eines Canal, Fig. 879, hat 


man gefunden: 

Breitentbeile: d, — 1,1 Meter, d, —= 1,6 Meter, db; = 1,2 Meter, 

mittlere Tiefen: a, — 0,6 Meter, a, = 0,9 Meter, a; = 0,7 Meter, 

mittlere Geſchwindigkeiten: c, — 0,7 Meter, c, — 1 Meter, ec, — 0,9 Meter, 
daher hat man den Inhalt diejes Profiles: 

F=11.06+16.09-+ 12. 0,7 = 2,94 Quadratmeter, 
ferner Die Waffermenge: 
9 = 11.06.07+16.09.1-+ 12.07.09 = 2,658 Eubitmeter, 
aljo die mittlere Geſchwindigkeit: 
2, 
— 2 *⸗ ar = 0,904 Meter. 

2) Wenn ein Graben pr. Secunde 0,25 Cubikmeter Waſſer mit einer mittleren 
Geſchwindigkeit c von 0,4 Meter fortführen fol, jo hat man ihm ein Querprofil 
von = —= 0,625 Quadratmeter Inhalt zu geben. 

3) Wenn ein Fluß an einer Stelle bei 200 Meter Breite und 3 Meter mitt- 
ferer Xiefe eine mittlere Geſchwindigkeit von 0,6 Meter hat, jo wird er an einer 
anderen Stelle, bei 140 Dieter Breite und 3,2 Meter mittlerer Tiefe, die mittlere 


Geſchwindigkeit haben: 
200 . 8 


= 140.33 . 0,6 — 0,804 Meter. 
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Mittlere Geschwindigkeit. Wenn man die Waflertiefe an irgm 
einer Stelle eines fliegenden Waſſers in gleiche Theile theilt, und die en: 
ſprechenden Gejchwindigfeiten als Ordinaten aufträgt, jo erhält man eine 
fogenannte Stromgejdhywindigfeitsfcala AB, Tig. 880. Obmell 
es al3 ausgemacht anzufehen ift, daß das Geſetz diefer Scala oder der Ge 
ſchwindigkeitsveränderung durch irgend eine Curve, wie z. B. nach Gerfiner, 

Fig. 880. durch eine Ellipfe u. f. w. ausgedritdt wird, ſo 
ce. läßt ſich doch auch, ohne einen großen Fehle 
befürchten zu müſſen, eine gerade Linie fubftiturten, 
Bi ‚oder annehmen, daß die Gefchwindigfeit nad) der 
e, Tiefe gleichmäßig abnehme, weil die Abnahme der 

Gefchwindigfeit nad) unten immer nur eine mög 

it. Aus den Verſuchen von Ximenes, Brün: 
nings und Funk ergiebt fi, daß die Geſchwindigkeit in dem mitt: 
leren Berpendifel M 

cn = 0,915 & 
ift, wenn co die Geſchwindigkeit an der Oberfläche oder die Maximalgeſchwin 
digfeit bezeichnet. Es nimmt aljo hiernad) die Geſchwindigkeit von oben bie 
zur Mitte M um 
co — m (1 — 0,915) o = 0,085 © 

ab, und es Täßt ſich folglich die Gefchwindigkeit unten oder am Fußpunhe 
des Perpendifels, 

w=o—2.005,—=( r 0,170). —= 0,836 
jegen. Iſt num die ganze Tiefe AB — a, Jo hat man, bei Annahme eine 
der geraden Linie entfprechenden Gefchwindigfeitfcala für eine Tiefe AN =! 
unter dem Waſſer, die entjprechende Geſchwindigkeit: 


v Cco — (ao — (1 — 0,17 =) Co. 


Sind ferner nod) co, ci, C2... die Oberflächengeſchwindigkeiten eine? 
ganzen Duerprofiles von nicht fehr veränderlicher Tiefe, fo bat man m 
entjprechenden Geſchwindigkeiten in der mittleren Tiefe: 

0,915, 0,915c,, 0,915 6,, 
und daher die mittlere Gefchwindigfeit im ganzen Querprofile: 
otat@at 6. 
_ nn 

Nehmen wir endlih an, daß die Gejchmwindigfeit vom Stromftride ar 
nach den Ufern zu ebenfo abnehme wie nad) der Tiefe zu, fo fünnen m 
wieder die mittlere Oberflächengeſchwindigkeit | 

otcat+t:+% 


n 






c = 0,915 


= 0,915 Co 
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jegen, und erhalten fo die mittlere Geſchwindigkeit im ganzen Quer— 
profile 
- c = 0,915 . 0,915... = 0,837 «, 

d. i. 83 bis 84 Procent der Marimal- oder Stromftrichgefchwindigteit. 

Prony leitet aus den allerdings nur in Heinen Gräben angeftellten Bers 
fuchen du Buat's und für diefe Fälle vielleicht noch genauer 

2372 4 © 750+% 
— 3,153 r co 9,97 1,» dub 
ab. Fir mittlere Gefchwindigfeiten von 1 Meter folgt hiernad): 
c— 0,81 «. 

Fließt das Wafler nicht frei, fondern ift e8 durch eine Verengerung des 

Duerprofiles geftaut, jo fällt c noch größer aus. 


Beijpiel. Wenn im Stromftrihe eines Fluſſes die Geſchwindigkeit 1,2 Meter 
und die Tiefe 2 Meter beträgt, jo hat man die mittlere Geſchwindigkeit in dem 
entſprechenden Perpenbditel: 

Cm = 0,915 . 1,2 = 1,098 Meter, 


0 Meter — 


die am Boden 
= 0,83 . 12 = 0,996 Meter, 
und die Pa j 0,6 Meter unter der Oberfläche 


(1 — 017° zZ) 12 = (1 — 0,051) 1,2 = 1,139 Meter. 


Die mittlere — des ganzen Querprofils iſt 
c = 0,837 . 1,2 = 1,004, 
oder nah Prony: 
2,372 + 12 


= 51512 1,2 = 0,985 Meter. 


Anmertung. Ueber diefen und über die nädjftfolgenden Gegenflände wird 
ausführlich gehandelt in der allgemeinen Maſchinenencyklopädie, Artikel „Bewegung 
des Waſſers“. Neue Verſuche und neue Anfichten hierüber findet man in fol 
gender Schrift: Lahmeyer, Erfahrimgsrejultate über die Bewegung des Waſſers 
in Flußbetten und Canälen, Braunſchweig 1845. Nah Baungarten’s Beob- 
achtungen (ſ. Annales des Ponts et Chaussees, Paris 1848, ſowie polytechnifches 
Gentralblatt, Nr. 14, 1849) giebt obige Formel bei größeren Geichwindigfeiten 
(über 15 Meter) zu große Werthe, und es ift für ſolche 


23,372 + Co 
ER 0,8% Meter 


c= 
zu ſetzen. 

Die Marimalgeihwindigteit des Waflers kommt immer etwa3 unterhalb der 
Oberfläche des Waflerd vor, was jedenfalls feinen Grund in dem Widerftande 
der Luft hat. Bon der Stelle ver Maximalgeſchwindigleit an nimmt die Geſchwindig— 
feit mit dem Quadrate der Tiefe ab, wonach aljo die Geſchwindigkeitsſcala einer 
Barabel entiprigt. Ebenſo ſoll nad Boileau (j. defien Traite sur Ja mesure 
des eaux) vom Stromftrihe aus die Gejchwindigleit mit den Quadrate des Ab⸗ 








1110 Siebenter Abſchnitt. Siebentes Capitel. [S. 499. 


ftandes von diejer Stelle abnehmen. Bezeichnet c, die Geſchwindigkeit im Strom: 
ftricde, jo ift hiernadh die Gefchwindigkeit im Horizontalabflande x: 

ze = 6 — ux?, 
wobei eine allerdings bei verſchiedenen Flüſſen verſchiedene Erfahrungszahl 
bezeichnet. 


— 


S. 499. Vortheilhafteste Querprofilo. Der Widerſtand, welchen das 
Bette der Bewegung des Waſſers in Folge der Adhäſion, Klebrigkeit oder 
Reibung entgegenſetzt, wächſt mit der Berührungsfläche zwiſchen dem Bette 
und dem Waſſer, und alſo auch mit dem Umfange p des Waſſerprofiles 
oder des im Bette liegenden Theiles vom Querprofile. Da aber durch ein 
Querprofil um jo mehr Waſſerfäden hindurchgehen, je größer der Inhalt 
eines ſolchen ift, jo wächft der Widerftand eines Wafferfadens auch umgekehrt 
wie der Inhalt, und daher im Ganzen wie der Quotient 5 aus dem Um» 
fange de8 Waflerprofiles und dem Inhalte F’ des ganzen Querprofiles. 

Damit nun diefer Keibungsmwiderftaud eines fließenden Waſſers 
möglichft Fein auefalle, hat man dem Duerprofile diejenige Geftalt zu geben, 


bei welcher 5 möglichſt klein ift, für welche alfo der Umfang p bei 


gegebenen Inhalte ein Minimum, oder der Inhalt bei gegebenen Umfange 
ein Marimum werde. Bei ringsumfcloffenen Wafferleitungen, wie 3. B. 
bei Röhren, ift p der ganze Umfang der vom Querprofile gebildeten Figur. 
Nun hat aber unter allen Figuren von gleicher Seitenzahl allemal die regel: 
mäßige, und unter allen regelmäßigen Figuren wieder diejenige, deren Seiten: 
zahl die größere ift, bei gleichem Inhalte den Heinften Umfang, daher fällt 
auch bei ringsumfchloffenen Wafferleitungen der Keibungswiderftand um jo 
Fleiner ans, je mehr ihr Duerprofil einer regelmäßigen Figur ſich nähert, 
und je größer die Seitenzahl derfelben ift. Daher ift der Kreis, als cine 
regelmäßige Figur von unendlich vielen Seiten, in biefen Falle das dem 
Heinften Keibungswiderftande entfprechende Duerprofil. Bei den oben offenen 
Wafferleitungen ift das Verhältniß ein anderes, weil die obere Seite des 
Duerprofiles frei oder vielmehr nur mit Luft in Berlihrung ift, die, fo 
fange fie fid) in Ruhe befindet, dem Waſſer feinen oder nur einen fehr klei⸗ 
nen Widerftand entgegenfegt. Wir müffen alfo auch bei Beurtheilung dieſes 


Reibungewiderftandes in dem Quotienten * die obere Seite oder das jo- 


genannte Luftprofil außer Acht laſſen. 

Bei Anwendung von Canälen, Gräben und ©erinnen fonımen in der 
Kegel nur rectanguläre und trapezoidale Querprofile vor. Cine durch 
den Mittelpunft M des Duadrates A C gehende Horizontale ZF, Fig. 881, 
theilt fowohl den Inhalt als auch den Umfang in zwei gleiche ‘Theile, daher 
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bleibt dann das, was für das Quadrat gilt, auch fiir diefe Hälfte richtig, 

Fig. 881. und e8 entjpricht ſonach unter allen rectangulären 
Ducerprofilen das halbe Quadrat AE, oder das⸗ 
jenige Rechteck, welches doppelt fo breit als hoch 
ift, dem kleinſten Reibungswiberftande. 

Ebenjo wird das vegelmäßige Sedysed ACH, 
dig. 882, durch eine Horizontale CF’ in zwei gleiche 
Trapeze zertheilt, wovon jedes, wie das ganze Sechseck, 
den größten relativen Inhalt hat, und es ift folglich 
unter allen trapezoidalen Ouerprofilen das halbe regelmäßige Sechseck oder 
das Trapez ABCOF mit Böſchungswinkeln AFM—= BCM von 60° 
dasjenige, bei deſſen Anwendung der Heinfte Reibungswiderftand eintritt. 

Ebenfo liefern da8 halbe regelmäßige Achteck ADE, Fig. 883, das 
halbe regelmäßige Zehned u. ſ. w. und endlich der Halbfrei8s ADB, 
Fig. 884, unter gegebenen Umftänden die vortheilhafteften Querprofile für 


Fig. 883. Fig. 884. 








Canäle. Tas trapezoidale oder halbe vegelmäßige Sechseck giebt noch einen 
Hleineren Widerftand al8 das halbe Quadrat oder Rechteck mit den Geiten- 
verhältniß 1: 2, weil das Sechseck einen Heineren relativen Umfang hat 
ald das Quadrat. Das halbe regelmäßige Zchned führt auf eine noch 
Fleinere Reibung, und dem Halbkreife entjpricht allerdings das Minimum 
der Reibung. Nach dem Halbfreife und nad) dem Rechtecke werden nur die 
Profile von Gerinnen aus Hol, Stein oder Eiſen gebildet, nad) Trapezen 
hingegen conftruirt man die Duerprofile von ansgegrabenen und gemauerten 
Ganälen. Andere Formen werben wegen Schwierigfeiten in der Ausführung 
nicht leicht angewendet. 


In den Fällen, wenn Canäle nicht ausgemauert, fondern in der Ioderen $. 300. 
Erde oder in Sand auögegraben werden, ift der Böſchungswinkel von 60° 
zu groß oder die relative Böſchung colang. 60% — 0,57735 zu Klein, weil 
die Ufer noch nicht hinreichende Stabilität erhalten, man wird daher genö- 
thigt, trapezoidale Duerprofile anzıwenden, bei welchen die Neigung der 
Seiten gegen die Bafis noch kleiner als 60°, vielleicht nur 459 oder fogar 
noch Heiner ift. Bei einem trapezoidalen Querprofile AB CD, %ig.885 (a. f. S.), 
welches mit dem halben Quadrate gleidyen Umfang und Inhalt hat, ift die 
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relative Böfhung —= */, und der Böſchungswinkel nur 36052. Theilt 
man die Höhe BE diejes Profiles in brei gleiche Theile, jo hat die Bafis 
BC deren 2, die Barallele AD, 10 und jede der Seiten A B= CD, 5 Theile 
In vielen Fällen macht man die Böſchung — 2, deren Winkel 26034’ 
beträgt, und zuweilen macht man fie noch größer. 

Jedenfalls läßt fid) der Böſchungswinkel BAE — 0, Fig. 886, oder 


die Böſchung = — cotang. 0 al3 eine gegebene und von der Natur des 


Erdreiches, worin der Canal ausgegraben wird, abhängige Größe anjehen, 
und es find daher nur noch die Dimenfionen des den kleinſten Widerſtand 
Fig. 885. i 





gebenden Querprofiles zu beſtimmen. Geben wir die untere Breite BC —=b, 


die Tiefe BE a und die Böſchung = — v, ſo erhalten wir für den 
Umfang des Profiles: 


AB+BC+C0D=p—=d+2Va’+vV2a—=b +2 V1 +» 
für den Inhalt deffelben: 


F=ab+vaa=a(b + va), 
und daher umgekehrt: 
b=—- — va, 
a 
und das Verhuimiß 
7 0,7 +2 = (2 Vv2 + — v). 
Führt man ha a, @ fo z ein, wo eine Kleine Zahl bezeichnet, fo läßt ſich 


»__ 1 a+x 
— — ——) 








=-(1-2+3 +°42evaFı — v) 
= +4 eW Hi) 4 (HI Ir 
ſete 


Damit nun dieſer Werth nicht allein für einen poſitiven, ſondern auch für 
einen negativen Werth von © größer ausfalle, als der erſte Werth 


-+2@V#+1-) 
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damit alfo 5 zum Minimum werde, iſt nöthig, daß das Glied mit dem 
Factor x verſchwinde, daß alſo 
2Vv“u2 -1—v 1 


F = 0 ſei, 
wonach für die gefuchte Canaltiefe a folgt: 
: F 
al — — 
2yYve? +1 — v’ 
oder, da v — cotang.O und Vv? + 1 — 35 iſt: 
F sin. 0 
at = —— . 
2 — 003.0 


Hiernach ift alſo die einem gegebenen Böſchungswinkel 0 und einem 
gegebenen Inhalte entfprechende zweckmäßigſte Form bes Duerprofiles 
beſtimmt durch die Formel 

F sin. F 
a= und b= Fr a cotang. 6. 


Es ift folglich die obere Breite AD des Duerprofiles: 
bb =b +2va= z + u cotang. 6, 


und das Verhältniß: 
np _b, 22 _1,@-cs)a__2 
F F'Fsn60 a Fsn.O a 
Beifpiel. Welche Dimenfionen find dem Querprofile eine Canales zu geben, 
deflen Ufer 409 Böſchung erhalten jollen, und der beſtimmt ift, bei einer mittleren 


Geſchwindigkeit von 0,6 Meter ein Waflerquantum Q = 2 Eubilmeter pro Se- 
cunde abzuführen? 


eftrf= 2 = ‘2 — 8,333 Quadratmeter, daher die erforderliche Tiefe: 


8,333 . sin. 40° 
a= 08.300 = 1,317 Meter; 
die untere Breite: b = en — 1,317 . cotang. 40° = 0,96 Meter, 


die Böſchung jederſeits va — 1,317 . cotang. 40° = 1,57 Meter, 

die obere Breite im Waflerjpiegel: d, = 0,96 + 2. 1,57 = 4,10 Meter, 
2.1817 _ 

der wafjerbenegte Umfang: 2 = 0,% + in au > 5,06 Meter 


und daS den Reibungswiderftand beftimmende Verhältniß: 
»r _2 2 


Fr-3 — — 1,519. 
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Bei dem Duerprofile in Form eines halben regelmäßigen Sechsecks, wo 9 = 
it, fällt a = 1,39 Meter, b = 1,60 Meter, db, = 3,2 Meter, p = 4,8 Rdıı 


aus, daher ift * = 1,4. 


Tabelle der vortheilhaftesten Ouerproflle.. ‘Die Dimenjionen 
der, verfchiedenen Böſchungswinkeln und einem’ gegebenen Duerfchnitte ent: 
ſprechenden, zwedmäßigften Querprofile giebt folgende Tabelle an. 








Dimenfionen der Querprofile. 
Relative |——— — | Dotient 














Böihunge:| _.. | 
Böſchung Abſolute Obere 
winkel 0. v &i ' lintere Bi 8 it p_® 
iefe a. Breite d. öſchung reite | 
va. b+2va. 
— _| 2838 
900 0 0,707 VF |1,414 VF 0 1414 VF VF 
— — 2,632 
600 0,577 0,760 VF |0,877 VF |0,439 VF |1.755 VF Fr 
— — 2,704 
450 1,000 10,740 VF |o,613 VF |0,740 VF 12,092 VF VF 
— — — am 
400 1,192 0,722 VF \0,525 VF [0,860 VF 2,246 VF IF 
— — — —_| 2,82 
36052'| 1,333 |0,707 VF 0471 VE |0,943 VF |2,357 Vr 77 
— — 2,870 
850 1,128 [0,697 VF |0,439 VF |0,995 VF |2,430 VF YVr 
| _ —| 3,012 
300 1,732 |0,664 VF |0,356 VF |1,150 VF |2,656 VF Vr 
— — — 314 
260340 2,000 0,686 VF |0,300 VF |1,272 Vr 2844VF Tr 
— 2,507 
Halbfreis — 0,798 VF — — 1,596 VF VF 


Man erfieht aus diefer Tafel, daß allerdings beim Halbfreife der Quotient 
2,507 


p . . [} [2 ° m. 
— am klein en, nämlich —— I ‚ daß er beim halben Sechseck größer, 


beim halben Quadrate und beim Trapeze von 36052’ Böſchung aber neh 
größer ausfällt u. ſ. w. 
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Beijpiel. Welde Dimenfionen find einem Querprofile zu geben, welches bei 

5 Quadratmeter Inhalt eine Uferböjchung von 350 Hat? Nach der vorftehenden Tafel 
ift die Tiefe: 

a = 0,697 = 1,559 Meter, die untere Breite 

b = 0,489 V 5 — 0,982 Meter, die abjolute Boſchung 

va 0,995 V5 = 2,225 Meter, die obere Breite 

db, = 5,4932 Meter und das Berhältniß: 

p _ 2870 _ 

Fr 1,283, 

Gleichförmige Bewegung. Die Bewegung des Waflers in Betten $. 502. 
ift auf einer gewiſſen Strede entweber gleichförmig oder ungleichförmig; 
gleichförmig, wenn die mittlere Geſchwindigkeit in allen Duerfchnitten diefer 
Strede ſich gleichbleibt, und alfo auch die Inhalte der Querſchnitte gleich 
find ; ungleichförmig hingegen, wenn die mittleren Gejchwindigfeiten und aljo 
aud) die Inhalte der Querjchnitte fi) verändern. Zunüchſt ift von der gleich- 
fürmigen Bewegung die Rebe. 

Bei der gleichförmigen Bewegung des Waſſers auf einer Strede AD=1, 
dig. 887, wird das ganze Gefälle HD —= h nur auf die Ueberwindung 

Fig. 887. der Reibung des Waflers im Bette verwendet, 
weil das Waller mit derfelben Geſchwindigkeit 
fortfließt, mit welcher es zuftrömt, alſo eine 
Geſchwindigkeitshöhe weder gebunden noch frei 
wird. Meilen wir nun diefe Reibung durd) 
die Höhe einer Waſſerſäule, jo können wir 
folglich das Gefälle diefer Höhe gleichſetzen. 


Die Reibungswiderftandshöhe wächſt aber mit dein Duotienten 5 ‚mitl und 


mit dent Quadrate der mittleren Geſchwindigkeit c ($. 454), daher gilt denn 
die Formel: _,Iipe 
1) h= & F 29’ 
worin & eine Erfahrungszahl ausdrückt, welche der Koefficient des Kei- 
bungswiderftandes zu nennen ift. 
Dur Umkehrung folgt 
F 
2)c= go ip Ih 
Es kommt alfo bei der Beitimmung des Gefälle aus der Länge, dem 
Duerprofile und der Gefchwindigkeit, ſowie umgelehrt, bei der Ermittelung 
der Geſchwindigkeit aus dem Gefälle, der Länge und dem Duerprofile, auf 
die Kenntniß des Reibungscoefficienten & an. Nach den Eytelwein’fchen 
Berechnungen der 91 Beobadhtungen von du Buat, Brünings, Funk 
und Woltmann ift & — 0,007565, und daher: 


Ip c? 
h = 0,007565 F 5 








$. 508. 
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Set man g = 9,809 Meter ober 31,25 Fuß ein, fo erhält man für 
Metermaß: 


h = 0,0003856 m, c? und c = 50,9 \ Er 
F pl 


dagegen für das Fußmaß: 
h — 0,00012103 2 . cs und c — 90,9 V Eh 
F pl 


. go „ip __ rzld _4l . 
Bei Röhrenleitungen ifl Fryam a daher giebt diefe Formel 
für Röhren: 
r— 0,03026 2 . 
— v 4 29’ 
während wir richtiger ($. 455) für diefe bei mittleren Gejchwindigfeiten: 
Ic 
h— _. * 
0,025 — 57 


gefunden haben. Es iſt alfo, wie zu erwarten ftand, die Reibung in Flußs 
betten größer, als in metallenen Röhrenleitungen. 

Beijpiele 1) Welches Gefälle ift einem Canale von der Länge Z = 1000 
Meter, unteren Breite 5 —= 1 Meter, oberen Breite db, = 3,6 Meter und der 
Tiefe a = 1,2 Meter zu geben, wenn er ein Wafferquantum 12 = 1,5 Cubil⸗ 
meter pro Secunde abführen foll? 


Gitp=142V122+ 132 = 4,538 Meer, F= 12.23 — 2,76 


Quadratmeter und c = = — 0,54 Meter, daher das geſuchte Gefälle: 


Rh — 0,0003856 —— 0,542 — 0,185 Meter. 


2) Welches Waflerquantun liefert ein Canal von 2000 Meter Länge bei 0,8 
Meter Gefälle, 1,5 Meter Tiefe, 1,2 Meter unterer und 5 Meter oberer Breite? 
u PD _ 12 +2V152 + 1,9 _ _ 6,04 _ 
rim 15.81 1, 
daher die Geſchwindigkeit: 


| To _ 
c = 50,9 1.299 . 2000 — 0,89 Meter 


und das geſuchte Waflerguantum : 
Q = Fe = 4,65 . 0,89 = 4,139 Eubilmeter. 


Reibungscoeffieienten. Aud) bei Flüffen, Bächen u. |. w. zeigt ſich 
der Widerftandscoefficient, wofür wir im vorigen Paragraphen den mitzleren 
Werth 0,007565 angegeben haben, nicht conftant, fondern, wie bei Röhren, 
bei Heinen Gefchwindigfeiten etwas zu⸗- und bei großen etwas abnehmend. 
Man hat alſo zu jegen: 


c8 (1 + =) oder 6, (i + 7,) ober dergleichen. 
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Der Berfaffer der fchon in der Anmerkung zu $. 498 angeführten Schrift 
findet aus 255 zum großen Theil von ihm angeftellten Berfuchen für das 


preuß. Maß: 
£ = 0,007409 (1 + =), 


und e8 folgt hiernad) für das Metermaß: 


£ — 0,007409 (1 + =). 

Man fieht, daß diefe Formeln bei einer Gefchwindigfeit ce —= 2,8 Meter 
den oben angegebenen mittleren Widerftandöcoefficienten { — 0,007565 
wiedergeben. Zur Erleichterung der Rechnung dient folgende Tabelle der 
Widerſtandscoefficienten: 










Geſchwindigkeit c 06 | 0,7| 0,8 





0,1 02] os] 0. 0,5 








0,9 | Meter. 


























Widerftandscoef: 
fiient 7 = 0,0 |1175|0958/0885|084910828|0813]0803|079510789 
Geſchwindigkeit c 1 | 1,2 1,5 | 2 | 3 | 4 | 5 Meter 
















































MWiderflandscoef: 
ficient = 0,0 | 0784 | 0777 | 0771 | 0763 | 0755 | 0752 | 0750_ 
Für das preuß. Fußmaß gilt folgende Tabelle: 
Geſchwin⸗ og oelorlaslanlı lıylalslsl,. | 15 
Bietet e | 08] 04 05| 06 0,7| 08 0s| ı Iıy,| 2 | 8 | 6 | 7 [10 | 246 
















— * 


0,0 1202 100610171007 1003810014 08394 087910833 08101078710769 0761 |0755| 0750 


Dieſe Tabellen finden eine unmittelbare Anwendung in allen den Fällen, 
wenn die Geſchwindigkeit c gegeben iſt und das Gefälle geſucht wird, und 
wenn die Formel Nr. 1 des vorigen Paragraphen in Anwendung kommt. 
Iſt aber die Geſchwindigkeit c unbekannt oder die zu ſuchende Größe, jo 
geftattet diefe Tabelle nur dann eine unmittelbare Anwendung, wenn man 
ſchon einen Näherungswerth von c hat. Am einfachften geht man zu Werke, 
wenn man erft annähernd c durd) eine der Formeln 
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_ soa \Y ER = 0 YR 
c = 50,9 v* Meter oder c = 90,9 Di Fuß, 


beſtimmt, dann hieraus, mittels ber Tabelle & ermittelt, und den fo erhaltenen 
Werth in der Yormel 
c? h F 


2 Em Pe: 
$ Ip 


e= V-20 -2g% einjekt. 


Aus der Geſchwindigkeit c folgt han auch noch das Waſſerquantum mit- 
teld der Formel Q = Fe. 

Iſt endlich das Waſſerquantum und Gefälle gegeben und, wie e8 bei An- 
fegung von Canälen oft vorfommt, das Duerprofil zu beftimmen , fo fege 





pP _ m 5 —L in die Kormel: 
man 5 = Vr (f. Tabelle $. 501) und ce = F in die Formel: 
Ip . . 
h — 0,007565 F'27' jchreibe alſo: 
h — 0,007565 a ‚ und beftimme hiernach: 


mign) 











* 


F= 0,0431 (me X oder für Fußmaß: 


Fa, 
F= 0,0971 ) " 





Hieraus folgt nun annähernd: 


nimmt man diefem Werth entjprechend, & aus einer der Tabellen, fo läßt ſich 
ml mi Q? Hs 
fr (e 2 2gh 
genauer berechnen, und es ergeben ſich hieraus auch ſchärfere Werthe für 


e= 8 m p = mVF, 


fowie für a, b u. f. w. 


Beifpiele. 1) Welches Gefälle erfordert ein Canal von 500 Meter Länge, 
0,6 Meter unterer, 3 Meter oberer Breite und 1,2 Meter Tiefe zur Fortleitung 
einer Wafjermenge von 1,7 Eubifmeter pro Secunde? 

Es it p = 0,6 + 2Y122 + 122 = 394, F=12.18 = 2,16, 

1,7 


ce= 216 = 0,79 Meter, 
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aber: t = 0,007409 ( 14 a) — 0,00796 und 





0,79 
_ 500 . 3,994 0,79 
h= 0,00796 316 2.981 — 0,2385 Meder. 
2) Welche Wafjermenge liefert ein Bach von 12 Meter Breite, 11, Meter 
mittlerer Tiefe und 15 Meter Waflerprofil, wenn er auf einer Länge von 250 Meter 


0,25 Meter Gefälle hat? 
1,5 . 0,25 


12 
Es ift annähernd: c = 50,9 Ve — 1,76 Meter; 


und hiernach genauer: 
0,05853 
t = 0,007409 (1 + 175) = 0007656. 


Man erhält demnach ſchärfer: 
.15. 0,25 2. 9,81 2.981 
c = Ya 085 2.981 0.007656 . — T — 1,754 Meter. 
Die entiprechende Waflermenge beträgt daher: 
= 12.15. 1,754 = 31,57 Eubilmeter. 

3) Man will einen Graben von 1200 Meter Länge anlegen, welcher bei einem 
Totalgefälle von 0,3 Meter eine Waflermenge von 0,4 Eubitmeter pro Secunde 
fortführt. Welche Dimenfionen find dem Querprofile deffelben zu geben, wenn 
e8 die Form eined halben regelmäßigen Sechsecks erhalten ſoll? 

Hier ift m = 2,632 (f. Tabelle $. 501), daher annähernd: 


a2 
F = 0,0831  ) "— 0,842 Quadratmeter, und 


0,3 
0,4 
= 8” 0,475 Meter. 
Hiernach ift Z = 0,007409 (1 + ars > * = 0,0083, und daher: 


_ 1200 . 0,16 \% 
F= (0,0083 2 05 
Es ift hiernad zu feßen: " 
die Tiefe: a —= 0,760 V 0,873 — 0,71 Meter, 
die untere Breite: 5 = 0,877 V0,873 — 0,82 Meter 
und die obere Breite: db, = 2b = 1,64 Meter. 
Die Geſchwindigkeit c if nn genauer: 


0,4 
= 9873 9735 7 0,458 Meter, 


für welche der oben berechnete Reibungscoefficient £ = 0,0083 hinreichend genau 
if. (Genau wäre jett 


t = 0,007409 (1 + 


— 0,873 Quadratmeter. 


en = 0,00835 einzujegen.) 
Ungleichförmige Bewegung. Die Theorie der ungleidhförmi- $. 504. 

gen Bewegung des Wallers in Flußbetten läßt ſich infofern auf die 

Theorie der gleichförmigen Bewegung zurüdführen, als man ben Reibungs- 

widerftand auf einer kurzen Flußſtrecke als conftant und bie entfprechenbe 

Höhe ebenfalls 
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v: 
=17 F 29 
fegen kann. Außerdem ift aber noch auf die der GefchwindigkeitSveränderung 
entjprechende Lebendige Kraft des Waffers Rüdjicht zu nehmen. 
Es ſei ABCD, Fig. 888, eine kurze Ylußftrede, von ber Ränge AD 
— I, dem Gefälle DH — h, und es fei vo die Geſchwindigkeit des an- 
fommenden, v, die des fortgehenden Waſſers. Wenden wir die Kegeln vi 
Fig. 888. Ausfluffes auf ein Element D im Waſſer⸗ 
fpiegel an, fo erhalten wir für defien Or 


* ſchwindigkeit vı : 
5 ER 
TEE Tr, 





was aber ein Element Z unter Wafler be 
trifft, fo Hat dafjelbe zwar von der einen 
Seite her eine größere Drudhöhe AG — EH, allein da das Unterwaſſer 
mit der Drudhöhe DE entgegenwirft, fo bleibt für daſſelbe ebenfall® nur 
das Gefäle DH —= EH — ED als Bewegung erzeugende Drudhöhe 
übrig, und es gilt alfo auch für dieſes und für jedes andere Element die 
"Formel: 

v? — vꝙ 

29 

Nimmt man hierzu noch den Reibungswiderſtand, ſo erhält man: 


_Iı TL Ip » 
worin 2, F und v bie Mittelmerthe des Waſſerprofiles, Duerfchnittes und 


der Gefchwindigfeit find. Iſt F5 der Inhalt des oberen und F, der de} 
unteren Querprofiles, fo läßt fich ſetzen: 


h = 





F= a tn und 9 = Rh% — Ft, 
weshalb nun 
y—-% _ Q 
Ra r 
ſowie 
oa +rv 9 


FTRHR -(p + = An 
folgt und fich ergiebt: 


)h= Ir - m + Far; + F (+ ”)| nn ſowie 


—X Vaoh 


1 1, ı\ 
Vr- mtiseE m+m) 
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Mit Hüffe der Formel 1) läßt fid) aus dem Waflerquantum, ber Fänge 
und den Querfchnitten einer Fluß» oder Canalftrede das entjprechende Ge⸗ 
fälle A berechnen, mit Hülfe der Formel 2) aber umgelehrt aus dem Gefälle, 
der Ränge und den Querfchnitten da8 Waflerguantum. Um mehr Genauig- 
feit zu erzielen, fann man die Rechnung fiir mehrere kurze Flußſtrecken durch⸗ 
führen und zulegt da8 aritämetifche Mittel nehmen. Iſt nur das Totalgefälle 
bekannt, jo jege man gleich diefes ftatt A in die legte Formel, führe ftatt 

1 1 1 1 
Ammon 
wo F, den Inhalt des Ber Querprofiles bezeichnet, und ftatt 


M. 
die Summe aller ähnlichen Werthe der einzelnen Flußſtrecken ein. 
Beiſpiel. Ein Bach hat auf einer Strede von 100 Metern 0,20 Meter Gefälle, 


der mittlere Umfang ſeines Waflerprofils ift 12 Meter, der Inhalt des oberen 
Querprofils mißt 7, der des unteren 6 Duadratmeter. Welche MWafjermaffe liefert 


der Bad ? 


gQ= ——— — — 9,719 Eubilmeter. 
3 444 0,007565 19.12 (+7) 


Die mittlere ——— beträgt — — 1,495, daher iſt richtiger 


t = 0,00771 ſtatt 0,007565 
zu fegen, und es folgt nun ſchärfer: 


= Ze _ — 9,695 Gubitmeter. 
to (+) 
6 "es \eatn 


Wenn derjelbe Bad Be demfelben Waflerflande auf einer anderen Strede von 
150 Meter Länge 0,14 Meter Gefälle hat, und wenn auf dieſer Strede jein oberes 
Profil 8, jein unteres 9 Quadratmeter und der mittlere Profilumfang 15 Meter 
beträgt, jo hat man die mittlere Geſchwindigkeit auf diefer Strede etwa zu 

3717 = = 1,14 Meier, 
Daher ift T Hierfür glei 0,00780 zu ſetzen, folglich 
4429 VO, — 10,852 Gubitmeter. 


SZ 
1 150.15 /1 1 
35 — gu + 0,0078 7 (st3) 


Aus beiden Werthen folgt der mittlere 
= ar E52 — 10,023 Eubilmeter. 





Um eine Formel fir die Waflertiefe zu erhalten, fegen wir die obere $. 505. 
Tiefe — a, und die untere — a, ferner ben Abhang des Flußbettes — a, 
Weisbach's Lehrbuch der Mechanik. IL 71 
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folglich, da8 Gefälle des Grumbbettes S J sin. . Damm erhalten wir dei 
Waſſergefälle: 

h=m —a 4 I sin. æ, 
und es folgt nun die Seiung 


>= p (1 58 | 
ale nu Su >) Eriue [3 rm Ab one) Fräuenat 
daher: 
1 ı1\ Q?2 


® 
Er (+ Fi Tai 

Mit Hülfe diefer Formel kann man bie rede I beſtimmen, weldye einer 
gegebenen Veränderung a, — aı der Waflertiefe entfpricht. Iſt aber die 
umgefehrte Aufgabe zu Löjen, jo bat man den Weg der Näherung zu betreten, 
“ indem man 'erft die den angenommenen Senkungen a9 — a, und a — @ 
entjprechenden Entfernungen !, und I, ermittelt, und hieraus durch eine Pro 
portion die der gegebenen Entfernung I entiprecdiende Senkung berechne (. 

„Ingenieur“, Arithmetik, $. 16, V. Seite 76). 

Die Formel ift noch einer Vereinfachung fähig, wenn die Breite b der 
fließenden Waſſers conftant ift, oder als conftant angejehen werben lam 
Wir jegen in diefem Falle: 


l= 


(Hr @_ B-F 9 _(K-F)ht+tFr) % 
F2 F2)2g F@F? 29 F} "29 
_ (@ —aı) (do 4 a) % annähernd — — 2 (ao — — ai) u 
a, 29 2 
und ebenfo: 


= BR +F) % 


55 Po TF), — 


R+F * Fi (+ ty (F} + F,)F7 29 
8. — 
annähernd — 55 39 ‚ erhalten daher: 
2 
(Go — 4) 2 _ 2.5 


3 
l— —. 


und folglich: 


Mit Hülfe dieſer Formel läßt ſich direct die einer gegebenen Strede! 
entjprechende Veränderung (a — aı) der Waflertiefe berechnen. | 
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Beilpiel. Man will in einem horizontalen Graben von 2 Meter Breite und 
200 Meter Länge eine Waflermenge von 1 Tubitmeter fortführen und diejelbe 
am Anfange des Canals 0,6 Meter body eintreten laſſen, welche Höhe wird das 
MWafler am Ende des Canales haben ? 

Theilt man die ganze Länge in zwei gleiche Theile und beftimmt nad der 
legten Formel das Gefälle für jeden diefer Theile, jo hat man sin. «a —= 0, 
! = 10 Meer, db = 2 Meer für jeden Theil und für den oberen Theil 


vo⸗ — 0,833 Meter, daher £ = 0,00793. Da ferner a, = 0,6 und 
v = 32 Meer if, jo folgt: 
2 
0,00798 32 0,833 
06.2 2.981 
ad — = — 05553 100 = 0,085 Meter. 


106 '3.98 
Nun ift für die zweite Ganalhälfte a, —= 0,6 — 0,085 = 0,515, ferner 9, 








etwa 3 Meter, v, = Sir >= 0,971 Meter, daher £ = 0,00785 und die 
Senkung: 
0,00785 8 ‚ 0,9713 
4-9 = u 2 5 u 100 = 0,134 Meter, 
1 ‚ 


055 2.981 
daher folgt die ganze Senkung 

= 0,085 + 0,134 = 0,219 Meter, 
und die Waflertiefe am unteren Ende 

= 0,6 — 0,219 = 0,381 Meter. 


Anschwellungen. Wenn Flüſſe oder Canäle ihren Wafferftand $. 506. 
ändern, jo treten auch Gefchwindigkeitsveränderungen und Veränderungen 
in den Waflermengen ein. Einem höheren Wafferftande entfpricht nicht nur 
ein größerer Duerfchnitt, fondern auch eine größere Geſchwindigkeit, und da⸗ 
ber aus doppelten Gründen ein größeres Waflerguantum , und ebenfo giebt 
eine Abnahme der Waflertiefe eine Verminderung im Querſchnitte und in 
der Geſchwindigkeit und daher auch eine Abnahme der Waſſermenge in zweis 
facher Beziehung. Iſt die anfängliche Tiefe — a und die jpätere Tiefe — aı, 
fowie die obere Breite des Canales — d, fo läßt fi) die Vergrößerung 
des Duerfchnittes — b (a, — a) und daher der Duerfchnitt nad) der 
Anfchwellung (a — a): 

FR=F+tb(a — a) 
jegen, auch folgt hiernach: 

F 1 __ b (a1 — a) 
F-1r77 


und: 


F, 


2F 
71* 
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Iſt ferner p der anfängliche, pı der fpätere Umfang des Waflerprofiles, 
forte 6 der Boſchungswinkel der Ufer, ſo läßt ſich ſetzen: 





2 
ı=»p —— 7 e) daher 
pı __ 2 (1 a) 
v =1+r nt 
za +, ſowie: 


— ——— 
pn p sin. 0 
Nun ift aber bie Sefhwindigteit beim erften Waſſerſtande 


F A 
c = 90,9 v*. und beim zweiten c, — oo YA .* 1 7 es läßt 


ſich Kae 


"Va. VE=- (14 er) - — 


=1r(—e) a) 
alfo die relative Gejchwindigfeitsveränderung: 


ae _ al _—_ 
1) ee. (a — 0) 23F psin. 3) ſeben. 
Dagegen folgt das Verhältniß der Waſſermengen: 











9 _Fıa _ a9 3 — 
2 286 + te ) (> | 
1 
=1+(-e) —3 p sin. et)" 
und der relative Waſſerzuwachs: 


A-R_a — (> _ 3)" 
2) a (a — a) 2F p»psin.O 
Weniger genau, aber in vielen Fällen, namentlich bei breiten Canälen 
. . . 1 
mit wenig Böfchung genügend, ift es, F—ab zu fegen und 2 sin. 6 zu ver- 


nachläffigen, weswegen dann einfacher 


A1—eCe _ , a Q%ı — Q —⸗ — 
eh mie: 





folgt. 

Hiernad) ift alfo die relative Gefchwindigfeitsveränderung halb 
jo groß, und die relative Veränderung im Wafferquantum */, mal 
jo groß, als die relative Veränderung im Wafferftande, 

Die vorftehenden Formeln gelten nur für die permanente Bewegung 
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des Waſſers in Flußbetten, wo die Waflerftände conftant find, nicht aber 
in den Fällen, wo die Höhe des fließenden Waſſers veränderlich iſt. Die 
mittlere Gefchwindigkeit in einem und demfelben Ouerprofile ift während 
des Steigens der Waflerhöhe größer und während des Fallens Kleiner 
als bei conftantem Waflerftande, es fließt alfo auch im erften Falle mehr 
und im zweiten Falle weniger Waffer durch als bei der permanenten Be⸗ 
wegung des Waſſers. 


Beiſpiele. 1) Wenn der Waflerftand um Y,, feiner anfänglichen Größe zu: 
nimmt, ſo wird die Gejchwindigkeit um Y, und das Waflerguantum um %,0 
feines anfänglichen Werthes größer. 

2) Wenn die Tiefe um 8 Procent abnimmt, jo vermindert ſich die Belhwindig- 
feit-um 4 Procent, und das Waflerquantum um 12 Procent. 

3) Mit Hülfe der genaueren formel 

a -9_ ( a) 8b 1 
g 37 map” » sin. 0 
läßt ih eine Waflerftandsfcala KM, Fig. 889, conftruiren, woran nıan die jeder 
Waſſerliefe KL entſprechende Waflfermenge eines Ganaleß ablefen tann, wenn man 
Fig. 889. nur einmaldas Waflerquantum für eine gewiſſe mitt: 
lere Tiefe kennt. Iſt 5 — 3 Meter, die untere Breite 
F di =1,a = 1 Meer und 6 = 45°, jo hat man: 


F= 3 F 1 1 = 2 Quadratmeter, 








p=1-+23V2 = 3828 Meter, und 
sin.O = 0,707, 


daher: 
Qı —- 9 _ (3-3 1 _ 
-(337 38.0707) ( a)=188 (a — a). 


Beträgt das dem mittleren Waflerftande entiprehende Waflerquantum Q= 1,2 
Eubifmeter, jo hat man: 

Q, = 12 +12.18 (a, — a) = 12 + 2,256 (a, — a). 

Sta, —a= a — 0,044 Meter, jo folgt 9, = 12 +01= 13 
Eubitmeter; if a, —— 2.0,044 Meter, fo folgt Q, = 12 + 2.0,1=14 
Eubilmeter u.f.f. Es giebt alfo eine Scala, deren Intervalle LM = LN =,44 
Millimeter groß find, die Waflermenge bis auf 0,1 Eubilmeter genau an. Ratür- 
lich wird die Genauigkeit um jo fleiner, je mehr fih der Waflerftand von dem 
mittleren entfernt. 

Anmerkung. Ueber die Zu: und Abführung des Waſſers in Sanälen, fowie 
über die Anlage der Wehre und Teiche wird im zweiten Theile gehandelt. 

Schlußanmerkung. Ausführlich über die Bewegung des Waſſers in Ganälen 
und Flüffen handelt der Verfaſſer in der allgemeinen Encyklopädie, Bd. II., Ar⸗ 
titel „Bewegung des Wafler in Ganälen und Flüffen*; aud wird dafelbft eine 
volftändige Literatur (bis 1844) über diefen Begenftand mitgetheilt. Rittinger’s 
tabellariihe Zufammenftellung der Berfuche über die Bewegung des Waflers in 
Ganälen ift in der Zeitjhrift des Öfterreichifchen Ingenieurvereins 7. Jahrgang 
1855, enthalten. 
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Achtes Gapitel. 


Hydrometrie oder Lehre vom Waſſermeſſen. 


Aichen. Das Wafferquantum, welches ein fliegendes Waller innerhalb 
einer gewiſſen Zeit liefert, wird entweder durch Aichmaße, oder durch Aus- 
flußapparate oder durch) Hydrometer gefunden. Das einfachſte Waſſer⸗ 
meſſen befteht. allerdings in dem Aichen, d. i. in der Anwendung eines 
Aichgefäßes, doc) ift diefes nur bei kleineren Waflermengen, wie fie etwa in 
Röhren oder Kleinen Bächen und Gräben zugeführt werden, anwendbar. Tas 
Aichgefäß wird meift aus Brettern zufammengefegt, und befommt deshalb 
eine parallelepipedifche Form; um feine Haltbarkeit zu erhöhen, wird es 
wohl noch mit eifernen Reifen umgeben. Wie der genaue Inhalt dieſes 
Gefäßes zu ermitteln ift, wird im „Ingenieur“, ©. 208, angezeigt. Tas 
Waffer wird diefen Gefäße durd) ein Gerinne EF, Fig. 890, zugeführt, 

Fig. 890. an defjen Ende fid) eine Doppelklappe 
@ H befindet, durd) weldye man das 
Waſſer nad) Belieben neben dem Se 
füße A C oder in daſſelbe ausfließen 
laſſen kann. Um die Höhe des Waſſer⸗ 
förpers im Gefäße recht genau zu 
erhalten, wendet man wohl noch eine 
Waflerftandsfcala XL an Wenn 
man vor der Meſſung die Zeiger: 
ipige Z bis auf die Oberfläche dee 
ſchon im Gefäße befinblicden und 
wenn auch vielleicht nur den Boden 
bededenden Waſſers herabgelaflen und den Waflerftand an der Scala at 
gelefen hat, jo erhält man die Höhe ZZ, des geaichten Waflers durch Zub: 
traction dieſes Waflerftandes von demjenigen Stande, welchen die Scala 
anzeigt, wenn man die Zeigerfpige Z, am Ende der Beobadhtung mit dem 
Waſſerſpiegel in Berlifrung gebracht hat. Vor ber Mefjung ift natürlich 
die Klappe fo zu ftellen, daß das Waller neben dem Kaften ausfließt. Hat 
man fich überzeugt, daß der Zufluß im Gerinne in Beharrung übergegangen 
ift, und hat man an der in der Hand befindlichen Uhr einen Zeitpunkt beob- 
achtet, jo dreht man die Klappe um, damit das Waller in das Aichgefäß 
fließt; und ift nachher das Gefäß ganz oder zum Theil gefüllt, fo lie 
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man auf der Uhr einen zweiten Zeitpunkt ab und bringt die Klappe wieder 

in die erſte Stellung. Aus dem mittleren Querſchnitte F'des Gefäßes und 

der Höhe ZZ — 5 des Waſſerkörpers ergiebt ſich das ganze Wafler- 

quantum 97 = Fs, und hieraus wieder mittel® der durch die Differenz der 

beobachteten Zeiten gegebenen Fullungszeitt das Waſſer quantum pr.Secunde: 
Fs 

ver 


Anmerlung. Um ein veränderliches Zuflugwafjerquantum zu jeder Tageszeit 
angeben zu können, kann man den in Fig. 891 abgebildeten Cubir-Apparat, wie 
er vorzüglich auf Salinen vorkommt, an- 
wenden. Hier giebt es zwei Aichgefäße 
A und B, die fih abwechſelnd füllen 
und leeren, und daS durch eine Röhre 
F' zugeführte Waſſer geht dur eine 
kurze Röhre C G, welche mit einem um 
C drehbaren Hebel DE feft verbunden 
ift. Hat fi daS eine Gefäß, z. B. A, 
gefünt, fo fließt das Waſſer durch ein 
Heine® Gerinne H in das Eimerdyen 
M, diejeß zieht nun den Hebel auf der 
einen Seite nieder, und es kommt die 
Röhre O G in eine Lage, wodurd das 
Wafler nad B geleitet wird. Das Auf: 
ziehen der Klappen O und P erfolgt durch Über Rollen weggehende Schnüre, deren 
Enden mit dem Hebel verbunden find, und wird vorzüglich durch eiferne Kugeln 
unterftügt, die dem Niedergehen des Hebels den legten Impuls ertheilen. Die 
Eimer M und N enthalten noch Heine Ausflugöffnungen, damit fie fih nad 
jedesmaligem Kippen leeren können. Uebrigens ift nod ein Zählapparat an- 
gebracht, an welchem die Zahl der Spiele zu jeder Zeit abgelefen werden kann. 
Andere Apparate diefer Art von Brown beſchreibt Dingler’3 polyt. Journal 
Bd. 115. Ueber einen neuen Wafjermekapparat von Noeggerath ſiehe „Polyt. 
Gentralblatt 1856. Heft 5." Vergleiche ferner die angeführten Werke von 
Francis, Lesbros u. f. w. Siehe auch weiter unten unter Waflermefler. 


Gig. 891. 





Ausflussregulatoren. Sehr häufig werden Kleinere und ntittlere $. 508. 
Waſſermengen mit Hülfe ihres Ausfluffes durd eine beftinmte 
Mündung und unter einem befannten Drude gefunden. Aus dem Inhalte 
F der Mündung, aus der Drudhöhe A und mit Hülfe eines Ausflußcoef- 
ficienten gs ergiebt fich die Waſſermenge pr. Secunde: 

Q=urF V2gh. 

Am beften eignen fich hierzu die Poncelet’fchen Mündungen, weil für 
dieſe bei ſehr verfchiedenen Drudhöhen die Ausflußcoefficienten mit großer 
Genauigkeit befannt find ($. 437); jedoch find diefelben nur bei gewiſſen mitt: 
leren Waffermengen anwendbar. Der Verfaffer bedient fich bei feinen Waſſer⸗ 
meilungen vier folder Mündungen, einer von 5, einer von 10, einer von 15 
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und einer von 20 Gentimeter Höhe, jeder aber. von 20 Centimeter Weite. 
Diefe Mündungen find in Meffingtafeln ausgejchnitten, welche auf hölzernen 
Rahmen AC, Fig. 892, aufligen, die man mittel® vier flarfer eiferner 
Schrauben an jeder Wand befeftigen fann. In vielen Fällen muß man fid 
Fig. 892. freilid) größerer Mundungen bedienen, fiir welche bie 
Ausflußcoeffictenten- nicht fo ficher beftinumt find, ja oft 
lafjen jid) nur Ueberfälle anbringen, welche meift nod 
weniger Genauigfeit gewähren. ebenfalls gilt aber die 
Kegel, daß man bei dem Ausfluffe fo viel wie möglıd 
volftändige und volllommene Contrartion zu erzielen 
juchen «und deshalb der Mündung, wenn fie in einer dideren Wand befind: 
lich ift, nad) außen eine Abfchrägung ertheilen muß. Welche Correctionen 
bei unvollkommener und partieller Contraction anzubringen find, ift in den 
SS. 441, 442 u. f. w. hinreichend auseinandergejegt worden. 

Um das Waſſer eines Gerinnes zu meffen, hat man da8 Mündungsftüd 
einzufegen und den Moment abzuwarten, wann ber Waflerfland in Behar: 
rung gefommen if. Zur Meffung der Drudhöhe kann man fid) der feften 
Waflerftandsfcale KL mit Zeiger, Fig. 893, oder der beweglichen Wafler: 
ftandsjcala EF', Fig. 894, bedienen. Will man den Ausflug unmittelbar 

Fig. 898. 
Gg Dig. 89. 








an Schugöffnungen beobachten, fo ift es gut, vorher ein Paar meffingene 
Schützenſtandsſcalen BC und DE, Fig. 895, nebft ihren Zeigern F 
Fig. 895. und G auf die Führung und auf das Schugbrett A zu 
befeftigen, um die Deffnungshöhe ficherer ablefen zu 
können. Uebrigens ift es meift beffer, zu dem Zwecke 
der Waſſermeſſung gleih ein neues Schugbrett nebft 
einer Führung mit der erforderlichen Abſchrägung nad) 
außen einzufegen. 
Das einfachite Mittel, das Wafler in einem Gerinne 
zu meſſen, befteht allerdings in dem Einfegen eines an 
dev oberen Kante abgefchrägten Brettes CH, 
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Fig. 780, und in der Ausmellung des dadurch gebildeten Ueberfalles. Iſt 
der Graben oder das Gerinne lang und wenig anfteigend, jo dauert es aller- 
dings ziemlich lange, ehe der Beharrungszuftand eintritt, und es ift deshalb 
gut, bier vor der Meflung noch ein zweites Brett einzufegen, welches den 
Ausflug des Waſſers auf eine längere Zeit verhindert, um dad Steigen 
des Waſſers auf die dem Beharrungszuftande entjprechende Höhe zu be= 
{chleunigen. 
Um da8 Wafferguantum eines Baches zu meilen, kann man den⸗ 
Fig. 896. felben durd einen aus Pfählen und 
z Brettern beftehenden Einbau AB, Fig. 
896, eindämmen und das Waſſer durd) 
eine in demfelben angebrachte Deffnung 
C abfließen laffen, oder man kann ſich 
aud eines einfachen Weberfalles ober 
Ueberfallwehres (hiervon im zweiten 
Theile) bedienen. 





Anmerkung. Das einfachfte Mittel, um die Drudhöhe zu beftimmen , ift, 
den Stand des Zeiger zu beobachten, wenn defien Spite erftend die Oberfläche 
des im Beharrungszuftande abfliegenden Waſſers und zweitens den Spiegel des 
ftiliftehenden und nur bis Schwelle C aufgeftauten Waſſers berührt. Die Differenz 
diefer beiden Scalenftände ift die Drudhöhe oder der Stand des Waflers über 
der Schwelle. Bei Beobachtung des legten Zeigerftandes ift die Eapillarität nicht 
außer Acht zu lafien, vermöge welcher der Waſſerſpiegel nod um 1,37 Linien 
über oder unter der Schwelle ftehen Tann, ehe der Abfluß des Waflers über der: 
jelben beginnt oder aufhört. (Siehe $. 407.) 


Sehr einfach wird auch da8 Waller in einem rectangulären Canale oder $. 509. 
Gerinne AB, Fig. 897 und 898, gemefjen, wenn man ein unten abge- 
Tig. 898. 





ſchrägtes Brett CD fo einjegt, daß unter demſelben eine. Ausflugöffnung 
CE übrig bleibt, durd) welche das Waffer abfliegen kann. Diefe Methode 
hat vor der Anwendung eines Ueberfalles den Vorzug, daß bei ihr das 
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geipannte Wafler mehr zur Ruhe lommt, und deshalb die Meſſung der 
Drudhöhe jchärfer zu vollziehen ifl. Wenn es möglich ift, ſuche man einen 
freien Ausflug, wie Fig. 897, Herbeizuführen, weil hierbei eine größere 
Genauigkeit zu erlangen ift; bei einer großen Waflermenge ift e8 jedoch nicht 
möglich, da8 Zurüdftauen des Unterwafjers zu verhindern, und nıan muß 
fi) daher mit einem Ausfluffe unter Wafler, Fig. 898, begnügen. Endigt 
fi) da8 Gerinne kurz Hinter der Mundung, bildet es alfo ein fogenanntes 
furzes Anſatzgerinne, fo fließt das Waſſer durch daflelbe faft frei ab, 
und man hat e8 dann mit einem alle der Lesbros’schen Verfuche ($. 445) 
zu thun. DBezeichnet a die Münbungshöhe, b die Mündungsbreite, ferner h 
die Drudhöhe, bis Mitte der Mündung gemeffen, und u den aus Tab. IL, 
8. 445, zu nehmenden Ausflußcoefficienten, fo hat man das Ausflußquantum 
Q = wabV2gh. 

Iſt Hingegen da8 Gerinne lang, ober das abfließende Wafler geftaut, jo 
daß es eine horizontale Oberfläche hat, jo fließt das Waffer in allen Stellen 
des Mitndungsquerfchnittes mit einer und derjelben, dem Niveauabſtande 
zwiſchen der Oberfläche bes Oberwaſſers A und der Oberfläche des Unter: 
waſſers B entjprechenden Geſchwindigkeit ab, es ift daher dann in der lebten 
Formel für Q, unter % diefer Niveauabftand zu verftehen. 

Hließt das Waſſer in die freie Luft, oder fteht der Unterwafjerjpiegel 
nicht über der oberen Mundungskante, wie Fig. 897 vor Augen führt, jo Hat 
man fowohl für eine fcharfe als auch für eine abgerumdete Miindungsfante, 

u —= 0,965 
eınzufegen, und folglich bei der Strahldide a und Breite b, 
Q = 0,965 ab V2gh, 
oder genauer, wenn a, die Tiefe des zu= und a die des abfliegenden Waſſers 
bezeichnet, nad) 8. 425: 


Q = 0,965 ab \ — 
ı _(® 
) 


Bei dem Ausfluſſe unter Waſſer, wobei der Unterwaſſerſpiegel über 
der oberen Mundungskante ſteht (ſ. Fig. 898), bildet ſich hinter der Mün- 
dungswand ein Waſſerwirbel, wobei der Ausfluß weſentlich geſtört wird, und 
es iſt hier, einigen Verſuchen des Verfaſſers zufolge, für eine Mündung mit 
Iharfer Mündungsfante im Mittel, 

| u = 0,462, 
und dagegen für eine folhe mit nach einem Quadranten abgerundeter 
Kante, 
u = 0,717 
zu jegen. 











&. 510.] Hhdrometrie oder Lehre vom Wallermeflen. 1131 


Beifpiel. Um die Waflermenge zu finden, welche ein Gerinne AB, Fig. 898, 
fortführt, Hat man ein Iharflantiges Brett C D in daffelbe eingejegt, und dadurch 
einen Ausflug unter Wafjer bergeftellt, übrigens aber Folgendes gefunden. Weite 
der Mündung oder des Gerinnes, b —= 1 Meter, Oeffnungshöhe oder Abftand 
CE der Brettlante C vom Berinnboben, a = 0,15 Meter, Stand des Feigers 
Z auf der Seite des Oberwafler 7, = 0,145 und Stand des Zeiger? Z, über 
dem Unterwafler, }, = 0,82 Meter. Es ift hiernach der Niveauabftand: 
kh=h,—h, = 0,82 — 0,145 = 0,175 Meter, und die gejuhte Waſſermenge: 

Q = 0,462 . 449 .1. 0,15 'Vo175 175 — 0,128 Cubikmeter. 


Wäre der Ausflußcoefficient bei ähnlichen Mündungsquerjchnitten immer 8. sio. 
derſelbe, ſo würde der trianguläre Ueberfall oder zweiſeitige Wand— 
einſchnitt ABC, Fig. 899, einen beſonderen Vorzug vor dem Ueberfall 

Sig. 899. mit horizontaler Schwelle haben, dies ift jedoch, 

D wie ſchon an Kreismündungen wahrgenommen 

werden kann, bei Heinen Münbungen nicht, und 

bei großen Mündungen nur annähernd richtig. 

Sole Wandeinfchnitte empfiehlt Herr Profeſſor 

Thomſen in Belfaft als Hilfsmittel zum Waſſer⸗ 

mellen. Aus der Breite AB — b und ber Höhe 
CD = h folgt hier das Wafferquantum 


bh 
9 — 3/5, E27 V2gh (f. 8. 429), 
und wern man nad Thomf or den Ausflußcoefficienten u = 0,619 fest, 
9=0, 33 ® — y 29h = 0,73bh% Cubikmeter. 


Zum Waflermeflen eignen NG auch ſolche Mündungen, bei weldyen die 
MWaffermenge der Mündungshöhe proportional ift. Iſt diefelbe mit 
einem Schußbrette verfehen, fo giebt dann die Größe des Schützenzuges das Maß 
der Ausflugmenge an. Es fei die Druckhöhe über der oberen Kante einer 
folchen Mündung ABCD, fig. 900, OA = Äh, die Länge diefer Kante 
AB==b, die bef unteren Kante CD =b, 
und die Höhe der Mündung AD = a, 


® ‘ * LJ G ‘ 
Horizontale Linien im Abftande —, von ein- 


ander theilen die Mündung in gleichhohe 
Streifen, wovon jeder eine und dieſelbe 


Waſſermenge geben ſoll. Für den oberen 








Fig. 900. 


Spalt oder Streifen, welcher die Breite b 
und Druckhöhe % hat, iſt 


2 = "% Vagn, 


n 
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und dagegen für einen Streifen, welcher um OM = x unter dem Waſſer⸗ 
fpiegel liegt, und die Breite MN — y hat, if 

2 —YE Vayz; 


n 


folglich hat man, wenn man dieſe beiden Ausdrücke für einander gleich fett, 


yVz —=bVn oder 


u _\/R. 


Die Curve BNC, welche die Mündung an der Seite begrenzt, gehört 
einem aus Artikel 9 ber analytifchen Hülfslehren bekannten Curvenſyſteme 
an, welches die Horizontale O Y und die Berticale OX zu Aſymptoten hat. 

Aus Q, hund a folgt: 


« ® Q 
1) die obere Mündungsbreite d — ; 
i aV2gh 





- 2) Mündungsbreite in der Tiefe x, y = b V* und 


| h 
3) die untere Mindungsbreite d, — b ra 


Ferner ift der Inhalt der Mündung: 
F=2b(Vr(h+o) )—h), 
und daher die mittlere Druckhöhe: 
2 h 
— 56 ee + a) * 4 
Iſt diefe Mündung mit einer Schüge AE verjehen, fo giebt der Schügen- 
zug DM = a, eine Ausflußöffnung MC, buch welche die Waſſermenge 


9 = 0 flieht. 


Prony’s Methode. Da es oft lange dauert, ehe der Beharrungszuftand 
von dem durch einen Einbau aufgeftauten Waffer eintritt, jo kann man fol- 
gendes von Prony vorgejchlagene Verfahren mit Vortheil anwenden. 
Zuerſt verfchließe man die Mundung durch ein Schugbrett ganz und laſſe 
dadurch das Waſſer ziemlicd) hoch, oder fo weit es die Umftände erlauben, 
aufftauen; jegt ziehe man das Schugbrett jo weit auf, daß mehr Waſſer ab- 
als zufließt, und meſſe nun während der Ausflußzeit € die Wafferflände in 
gleichen und möglichft Kleinen Zeitabftänden; endlich) verfchließe man die 
Schugöffnung wieder völlig und beobachte noch die Zeit tz, innerhalb weldyer 
das Wafler auf die erfte Höhe fteigt. Jedenfalls ift dann im Laufe der 
ganzen Beobachtungszeit t + tı ebenjo viel Wafler zu⸗ als abgeflofien, und 
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es läßt ſich daher durch das Ausflußquantum in der Zeitet das Zufluß- 
quantum in der Zeit & + td, ausdriiden. Sind die Drudhöhen während des 
Sinkens ho, hı, he, hz und hy, fo hat man die mittlere Ausflußgefchwindigteit: 


20 (Vr) + 4Vn + 2VR, + 4Vm + Vn) G. $. 480), 


und ift nun der Inhalt der Schugöffnung — F, jo hat man das Ausfluß- 
quantum in der Zeit E: | 


y— S (ya + 4Vm +2Vm +4Vm + Vo). 


und daher das ——— pr. Secunde: 


_V _uFt V29 
9=77, "era Yo +4Vm+2Vm+4Vm + Vi). 


Beilpiel. Um das zum limtriebe eines Waflerrades zu benugende Wafler 
eined Baches zu mefien, hat man dafjelbe dur eine Spundwand, Fig. 896, ein- 
gedämmt und nad) Eröffnung der rertangulären Mündung in derjelben Folgendes 
beobachtet: anfängliche Druckhöhe 0,6 Meter, nad) 30 Sec. 0,55 Meter, nad 
60 Sec. 0,48 Meter, nad) 90 Sec. 0,40, nad 120 Sec. 0,34, nad 150 Ser. 
0,30 Meter, nad) 180 Sec. 0,27 Meter; Breite der Definung 0,5 Meter, Höhe 
der Oeffnung 0,15, Zeit zum Zurüdfteigen auf die erfle Höhe bei verichloffener 
Oeffnung 120 Secunden. Wie viel Wafler führt der Bach pro Secunde zu ? 

Zunädhft beträgt die mittlere Ausflußgeſchwindigkeit 

— (V06 +4 VO55-+2V048 +4 V0,40 + 2V054 +4V0,80-4V027) 


— 2,838 Meter, 
und da F= 05. 0,15 = 0,075 Quadratmeter ift, jo folgt das gefuchte Wafler- 
quantum unter Annahme eines Ausflußcoefficienten von 0,60 zu: 


0,6.0,075..2,838.180 _ | | 
Q = SI = 0,0766 Eubitmeter = 76,6 Riter. 


Wasserzoll. Um kleine Bafjermengen zu meffen, bedient man $. 512. 
ſich auch wohl des Ausfluffes durch Freisrunde, 1 Zoll weite Mündungen in 
einer dünnen Wand unter einem gegebenen Drude. Dan nennt die Waffer- 
menge, welche eine folche Deffnung unter dem kleinſten Drude, oder dann, 
wenn ber Waflerfpiegel nım eine Linie über der oberften Stelle der Mündung 
fteht, einen Waffer- oder Brunnenzoll. Die Franzofen nehmen an, daß 
einem Waſſerzolle (alt Parif. Maß) in 24 Stunden 15 Pinten oder 19,1953 
Cubikmeter Wafler, alfo 

m 1 Stunde 0,7998 Cubikmeter und 

in 1 Minute 001333 „ 
entfpricht, doch weichen ältere Angaben von Mariotte, Couplet und 
Boffut hiervon nicht unbedeutend ab. Nach Hagen liefert ein Waſſerzoll 
(für das preuß. Maß) in 24 Stunden 520 Eubilfuß, aljo in der Minute 
0,3611 Eubiffuß. Der Brony’fche doppelte Waſſer modul, welcher einer 
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Mündung von 2 Centimeter Durchmefjer bei 5 Gentimeter Drud entfpridt 
und in 24 Stunden 20 Cubikmeter Wafler Liefert, hat feine allgemeine Auf: 
nahme gefunden. 

Die Beobachtungen laffen ſich ficherer anftellen, wenn man eine größere 
Drudhöhe hat; am einfachften ift e8, wenn man diefe Höhe, wie den Durd)- 
mefler der Mündung, 1 Zoll annimmt. Nach den Herren Bornemann 
und Röting giebt ein folder Waſſerzoll täglich 642,8 Cubikfuß Wafler 
(ſ. „Ingenieur“ Seite 463). 

Der Apparat, an dem man mit Hilfe von Wafferzollen das Waſſer mißt, 
ft in dig 901 abgebildet. Das zu mefiende Wafler fließt durch die Röhre 

Ti 901. A in einen Kaſten B, aus 
diefem tritt e8 durch unten 
in der Scheidewand CD 
angebrachte Löcher in den 
Kaften E, und aus diejem 
fließt e8 durch eine hon- 
zontale Reihe von genan 
1 Zoll weiten und in Blech 
ausgefchnittenen kreisrun⸗ 
den Mündungen F in das 
Refervoir G. Damit fid 
aber der Waflerfpiegel nur eine Linie über den Köpfen diefer Mündungen 
fteftt, ift e8 nöthig, daß diefe in hinreichender Zahl vorhanden feien, und daß 
man einen Theil derjelben durch Stöpfel a Zur genaueren Angabe 
bringt man nod) Mündungen F, an, welche 1/,, 1/, Waſſerzoll durdjlafien. 
Bei großen Waflermengen theilt man wohl erft das ganze Wafler, ımd mißt 
auf diefe Weife nur einen Theil, 3.3. den zehnten. Diefes Theilen ift leicht 
dadurch zur bewirken, daß man das Wafler erft in ein Reſervoir mit einer 
gewiſſen Anzahl, in gleichem Niveau befinblicher Dlündungen (eitet, und nur 
das von der einen Mündung gelieferte Waller in dem oben abgebildeten 
Apparate auffängt. 





Anmerkung. Dan kann aud die Hähne und andere RegulirungSapparate 
zur Wafjermefjung anwenden, wenn man den jeder Stellung entſprechenden Wider: 
ftandScoefficienten fennt. If A die Drudhöhe, F' der Querfchnitt des Rohres 
und u ber Ausflugeoefficient bei völlig geöffnetem Hahne, fo bat man die Aus⸗ 


flußmenge: 
= uFV2gh, 
jowie en 
= =(7):2gh. 
= Va" (7 E 


Setzt man nun den einer beftimmten an entiprechenden und aus den oben 
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mitgetheilten Tabellen zu entnehmenden WiberftanbScoefficienten = = L, jo hat man 
die entſprechende Ausflußmenge: 


— r} / 29h _uFYV2gh ——— 
u; "Vıtax Vırar 


_ Q 


2Y. 1 
Vir:(&)- TI; 

Zur Bequemlichkeit kann man fi hiernach eine Tabelle conftruiren, jo daß es 
nur eines Blides auf diefe bedarf, um die einer gewiffen Hahnſtellung entipre: 
hende Ausflußmenge, oder um die einem gegebenen Ausflußquantum entſprechende 
Stellung des Hahnes zu finden. Iſt z. B. —=07wF= 0,0025 Quadrat: 
meter, jo hat man: 


0,7 . 0,0025 . 4,429 Vh | V h. 
= ——— nn — 0,00775 —— — — Cubikmeter, 


oder wenn A conjtant gleich 1 Meter vorausgeſetzt wird: 
0,00775 7,75 
TV + 049: VI + 0,97 
Wenn den Hahnftellungen von 5°, 100, 150%, 209, 250 u. ſ. w. die Widerftands- 


coefficienten 0,05, 0,29, 0,75, 1,56, 3,10 u. j. mw. (f. 8.470, Xab.IV) zufommen, 
fo entipreden denfelben die Ausflugmengen: 7,67, 7,25, 6,62, 5,84, 4,89 Riter. 





Riter. 


Um den Ausflug durch eine Mündung F, Fig. 902, zu reguliven, wendet $. 513. 
man auch einen Hahn oder eine Klappe A, Fig. 902, an, welche durch einen 


Fig. 902. Fig. 908. 





Schwimmer K mitteld eines Hebels regulirt wird, jo daß durch B immer 
nur fo viel Waffer zu⸗, als durch F' abfließt. 

Sehr einfach) läßt fich auch der Abflug des Waflers aus einem Reſervoir 
BDE, Fig. 903, durd) eine tiefere Mündung oder Röhre D, mitteld eines 
breiten Ueberfalles B reguliren, da hier eine mäßige Veränderung des Waf- 
jerzufluffes durch A eine mäßige Vergrößerung des Waflerftandes über ber 
Scwelle B und eine verhältnißmäßig unbedeutende Vergrößerung der Drud- 
höhe der Ausflußmündung zur Yolge hat. 

Bezeichnet F die Größe der Ausmündung D, h die Höhe der Ueberfall- 
ſchwelle über der Mitte diefer Mündung, A, die Höhe des Waſſerſpiegels 


$. 514A. 
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über der gedachten Schwelle, fo hat man bei dein Ausflußcoefficienten gs das 
Abflußquantum durch D: 
Q=urFV2ghHhh). 

Sest man die Drudhöhe A, des Ueberfalles, welche fi) aus dem Abfluf- 
quantum Q,, der Breite d, und dem Ausflußcoefficienten u, , mittel® der 
Gleichung 

Qı = su bı v2 gh?, oder durch die Formel 


[5 68)T 


beftimmen läßt, in diefen Ausdrud ein, fo erhält man die Formel 


am Van + (a8)! 


woraus zu erfehen ift, daß ſich Q mit Q, um jo weniger verändert, je größer 
die Schwellenhöhe % und je größer die Breite b, des Ueberfalles ift. 
Die Ueberfallbreite db, läßt fi) dadurch leicht vergrößern, daß man dem 
Üeberfall eine Bogenform, wie BOB, Fig. 904, giebt. Die Ausmündung 
Fig. 904. D liefert dann ein ziemlich 
conftantes Waſſerquantum, 
obgleich der Zufluß bei A 
jehr variabel ift, weil die 
Höhe des Waflers über 
der langen bogenförmigen 
Schwelle immer flein bleibt 
gegen die Höhe dieler 
Schwelle liber der Mitte 
der Ausflugöffnung. 


Anmertung. Einen jolden Waflertheiler aus Eifenbled hat der Herr Ober⸗ 
funftmeiftr Schwamkrug für den Wernergraben bei Freiberg conftruirt. Ber: 
jelbe führt durch die rectanguläre Mündung D von 1,57 Meter Breite und 0,314 
Meter Höhe faft conjtant 1,25 Eubilmeter Waſſer pr. Secunde ab, während das übrige 
Waſſer durch den Ueberfall, deſſen Schwelle 0,63 Meter über der oberen Mündung: 
Tante liegt, in den Graben fließt, welcher e8 nad) dem Punkte des Bedarfs fortführt- 





Hydrometrischer Becher. Zur Ausmejjung geringer fließen: 
den Waffermengen kann man fid) eines Heinen in Fig. 905 abgebildeten 
Gefäßes bedienen, welchem ich den Namen hHydrometrifcher Becher gegeben 
habe. Diejes Inftrument befteht aus einer 8 Centimeter weiten und 30 Gentimeter 
langen Röhre B mit einem trichterförmigen Einmündungsftülde A und einem 16 
Centimeter weiten und ebenfo hohen Gefäße D, welches durch ein conifches Zwi⸗ 
ſchenſtück C mit B feſt verbunden ift. Dieſes Gefäß ift mit einem Seitenloch 
LL verfehen, in welches verfchiedene, kreisfürmige Mündungen in der dünnen 
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Wand bildende Mundftücde eingefegt werben können. Man hält diefes In- 
ſtrument mittel8 der Henkel ZZ, F unter das 5. B. durd) eine Röhre R aue- 

Fig. 908. fliegende Waller S und läßt das auf diefe Weife 
abgefangene Waſſer wieder durd) das Mundſtück 
LL obfliegen. Um das eingefloffene Waſſer zu 
beruhigen, ift noch} in dem Reſervoir D ein feined 
Sieb angebracht, und um die Druckhöhe des Waſſers 
beobachten zu Fünnen, ift eine Glasröhre OP an- 
geſetzt, welche an einer Meffingfcala auffteigt und fich 
unten, 13 Millimeter iiber dem Boden des Gefäßes 
D, endigt. Aus der beobachteten Drudhöhe A, 
dem befannten Querſchnitt des Mundſtückes und 
dem entiprechenden Ausflußcoefficienten läßt ſich 
dann die Ausflugmenge mittel der Yormel 

Q = urF V2gh 

berechnen. . 

Wenn man fid) eine Heine Tabelle anfertigt, 
jo fann man die Berechnung nach diefer Formel 
ganz erjparen, und es ift höchften® eine einfache 
Interpolation zu ben Tabellenwerthen erforderlich. 
Iſt d der Durchmeſſer der Mündung, jo hat man 





3 
F= und daher: 


0=fE a Van = FE Vag- ar vr. 


Die Ausflugmenge Q wird ſowohl das ‘Doppelte bei dem doppelten Ouer- 
fchnitte oder boppelten d?, als auch bei der vierfachen Drudhöhe. Nichtet 
man baher das Inftrument fo ein, daß die Marimaldrudhöhe das Bierfache 
der Minimaldrudhöhe, 3. B. jene 40 und diefe 10 Centimeter beträgt, und bedient 
man fic einer Sammlung von Mundftüden, deren Durchmeffer die geome- 
trifche Reihe 

d, V2.d, 24, 2V2.d,4du. |. w. 
d. i. d, 1414d, 2d, 2,828 d, Ad u. f. w. 
bilden, jo erhält man dadurch ein Mittel, zur Beſtimmung aller Waſſer⸗ 


mengen innerhalb bes Minimums, welches die Heinfte Mündung mit dem 
Durchmefler d bei ber Heinften Druckhöhe % giebt, und des Marimums, welches 


der größten Mündung mit dem Durchmeffer Vn.d und der größten Drud- 
höhe 4 h entipridht. 
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Nimmt man für das Mundſtück 


“|ı| nm mIm|r| m 








5.4 5.4Y2 
==20 mm | = 28,28mm 


5.272 
—14,14mm 


5.V2 


d- b.2 
— 5mm |=7,07mm 


—10mm 











u=| 0,67 0,66 0,61 








0,64 | 0,68 | 0,62 








an, jo läßt ſich folgende, zum Gebrauche nüsliche Tabelle zufammenftellen. 








Tabelle 
der ftündliden Waflermengen vorjtehender Mündungen in Eubitinetern. 
Drudbäbe h | . | 1. | IM. | IV. | v. vi. 
0,1 0,066 0,131 0,253 0,499 0,983 1,931 
0,125 0,074 0,146 0,283 0,558 1,094 2,157 
0,150 0,081 | 0,160 | 0,310 | o1ı | 1,200 | 2,365 
0,175 0,088 | 0,173 | 0,35 | 0,56 | 1296 | 2,554 
0,200 0,094 | 0,185 | 0,359 | 0,706 | 1,386 | 2,730 
0,225 0,100 0,196 0,380 0,749 1,469 2,39% 
0,250 0,105 | 0207 | 0,00 | 0,789 | 1,554 | 3,057 
0,275 0,110 0,216 0,420 0,828 1,624 8,201 
0,300 0,115 | 0226 | 0,439 | 0,865 | 1,698 | 3,846 
0,325 0,119 0,235 0,457 0,899 1,767 3,483 
0,350 0,124 0,245 0,474 0,934 1,835 8,617 
0,375 0,129 0,253 0,491 0,966 1,897 3,740 
0,400 0,183 0,260 0,507 0,997 1,959 | 3,861 


Der Gebrauch diefer Tabelle ift aus folgendem Beifpiele zu erjehen. 


Beilpiel. Um die Ergiebigkeit eine Brunnens zu ermitteln, hat man da? 
Waſſer defjelben dur einen hydrometriſchen Becher fließen laſſen und gefunden, 
daß beim Ausfluſſe durch die Mundung IV. (von 14,14 Millimeter Durchmeſſer) 
der Beharrungszuſtand eintrat, als die Druckhöhe 0,285 Meter war. Der Tabelle 
zufolge ift für A —= 0,275: 

Q = 0,828 Eubilmeter, 
und für A = 0,300: 
Q = 0,865 Cubifmeter, 
folglich ergiebt fi im vorliegenden Falle die Waflermenge pro Stunde zu: 


Q=0,08+ = Sa (0,865 — 0,828) = 0,843 Eubifimeter. 
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Schwimmer. Die Baffermengen von größeren Bächen, Canälen $. 515. 
und von Ylüffen laſſen ſich nur mittel der die Geſchwindigkeit angebenden 
Hydrometer beſtimmen. Unter diefen Inftrumenten find aber die Schwim⸗ 
mer die einfachften. Man kann zwar hierzu jeden fchwimmenden Körper 
gebrauchen, doch ift eg ficherer, Körper von mittlerer Größe, welche nur 
wenig ſpecifiſch Leichter als Wafler find, zu verwenden. Körper von einigen 
Gubifdecimetern Inhalt find hinreichend groß. Sehr große Körper nehmen 
nicht Leicht die Geſchwindigkeit des Waſſers an, und fehr Heine Körper laſſen 
ſich wieder, namentlich wenn fie viel aus dem Waſſer hervorragen, Leicht 
durch zufällige Umftände, zumal durch die Luft über dem Wafferfpiegel, in 
ihrer Bewegung ftören. Dft wendet man einfache Holzftüde an, gut ift es 
aber, wenn diefelben mit einer hellen Firnißfarbe überftrichen find, und noch 
beffer find die hohlen Schwimmer, wie Glasflafchen, Blechkugeln u. ſ. w., 
weil man diefe nach Belieben mit Wafler füllen kann. Am häufigſten 
wendet man aber die Schwimmkugeln an. Diefelben werden von 1 bis 
3 Decimeter Durchmeſſer aus Meſſingblech verfertigt, fie bekommen, um fie 
nicht Leicht aus dem Auge zu verlieren, einen Anftrich von Lichter Delfarbe, 
und erhalten aud) noch eine Oeffnung mit einem Halfe, um fie mit Wafler 
anfüllen und verftöpfeln zu können. Eine ſolche Shwimmfugel A, Fig. 906, 
giebt allerdings nur die Gefchwindigfeit an der Oberfläche und jogar oft 
nur die im Stromftriche an, allein man kann durd) da8 Aneinanderhängen 
zweier Rugeln A und B, Fig. 907, auch die Geſchwindigkeiten in verſchie⸗ 





ig. 907. denen Tiefen beftimmen. 

” 2 — — Im diefem Falle wird die 
Sig. 906. * eine Kugel B, welche unter 
Waſſer ſchwimmen ſoll, ganz 

— mit Waſſer, die andere aber, 

ö welche im Wafferjpiegel zur 

— H Er ſchwimmen beftimmt ift, nur 


fo viel mit Wafler ange 
füllt, daß fie noch wenig 
aus dem Wafler hervorragt. Beide Kugeln werden durch einen Faden oder 
einen Draht oder durch eine dünne Drahtfette mit einander verbunden. 
Zuerft beftimmt man durch die einfache Kugel die Dberflächengefchwindigfeit 
Cy, und dann beobachtet man durd) die Kugelverbindung die mittlere Ges 
ſchwindigkeit c beiber; bezeichnet man nun die Geſchwindigkeit in der Tiefe 
der zweiten Kugel durch ci, jo läßt fich fegen: 


[= ara und daher umgekehrt: cı = 20 — . 


Penn man nun beide Kugeln durd) längere und längere Drähte mit ein- 
ander verbindet, fo kann man auf diefe Weife nad) und nad) die Geſchwindig⸗ | 
72* 
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keiten in größeren und größeren Tiefen finden. Uebrigens ergiebt ſich aud 
bie mittlere Gefchwindigkeit c eines Perpendifels, wenn man bie zweite Kugel 
nahe über dem Boden ſchwimmen läßt und ebenfalls 
a + 0 
2 


jegt; genauer aber nod), wenn man das Mittel aus allen beobachteten Ge: 
ſchwindigkeiten in einem Berpendifel nimmt. 

Um die mittlere Geſchwindigkeit in einem Perpendikel anzugeben, wendet 
man aud) oft den in Fig. 908 abgebildeten Schwimmſtab A, B, an, na: 


Fig. 908. mentlich iſt diefer bei Meflungen in Canälen 
_ — — und Gräben bequem, zumal wenn er aus funzen 
Fi 1x, — Stüden zufammengefchraubt werden kann. Der 
ä Schwimmftab, weldyen der Verfaſſer anwendet, 


TR ah 


& ift aus 15 ausgehöhlten Theilen, jeder von 1 
Er. Decimeter Ränge, zufammengefegt. Damit der- 
25 felbe ziemlich aufrecht ſchwimme, wird ftet® dat 
— — = unterfte Stüd jo ſtark mit Schrot angefüllt, daß 
der Kopf beim Schwimmen nur wenig aus dem 
Waſſer hervorragt. Die Anzahl der zufammenzufchraubenden Stüde hängt 
natürlich von der Tiefe des Canales ab. 

An dem Schwinmftabe, fowie an der Schwimntkugelverbindung läßt ſich 
auch wahrnehmen, daß bei ungehinderter Bewegung des Waflers in Betten 
die Gefchwindigfeit am Waflerfpiegel größer iſt als am Boden, weil der 
Kopf des Stabes dem Fuße und die obere Kugel der unteren etwas vorand- 
ſchwimmt. Nur bei durd) Berengungen, 3. B. durch Brüdenpfeiler gebildeten 
Auſſtauungen findet das Gegentheil ftatt. 

Anmerfung. In der Regel ift, namentli bei großen Schwimmern, mic 
Schiffen u. |. m., die Gefchmwindigfeit der ſchwimmenden Körper etwas größer ale die 
des Waſſers, weniger deshalb, weil dieje Körper beim Schwimmen von einer 
durch die Cherfläche des Waſſers gebildeten jchiefen Ebene herabgleiten, als des 
halb, weil fie nicht oder nur zum Theil an der unregelmäßigen inneren Bewegung 
des Waſſers Theil nchmen ; doch ift die Abweichung bei Heinen Schwimmern 
flein genug, um fie vernadläffigen zu können. 


IE 


Geschwindigkeits- und Querschnittsbestimmung. Die Ge— 
jdwindigfeit einer Schwinunfugel findet man, indem man mit einer guten 
Secundenuhr oder an einem Halbe Secunden fchlagenden Lothe oder Pendel 
($. 351) die Zeit # beobachtet, welche diefe auf dem Waller ſchwimmend 
braucht, um eine an einem Ufer abgeftedte und ausgemefjene Strede AB=s, 
Fig. 909, zurüdzulegen. Es ıft dann die gefuchte Geſchwindigkeit der Kugel 


Damit die Zeit genau dem am Ufer abgemeflenen Wege ent- 


cc — 


E 
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fprechenb gefunden werde, ift e8 nöthig, mit Hllfe eines Winkelkreuzes oder 
Winlelſpiegels am jenfeitigen Ufer zwei, Perpendikel auf AB bezeichnende 
Fig. 909. GSignalftangen C und Deinzufteden. Stellt 
man fi) hinter A, jo kann man den Zeit: 
punkt beobachten, wenn der etwas oberhalb 
A eingejegte Schwimmer K in das Aligne- 
ment A C Tommt, und begiebt man fid) 
hinter 2, jo kann man ebenfalls an der in 
der Hand gehaltenen Uhr beobachten, wann 
der Schwimmer in das Alignement BD gelangt, und man findet dann durch 
Subtraction der Beobachtungszeiten die,gefuchte und der Durchlaufung von 
s entſprechende Zeit t. 
Außer der mittleren Gefchwindigfeit c des Waſſers ift auch noch der Inhalt 
F des Duerprofiles erforderlich, um das Waflerquantum Q —= Fc zu be⸗ 
ftimmen. Um diefen Inhalt angeben zu können, ift e8 aber nöthig, daß 
man die Breite und mittlere Tiefe des Waflers kenne. Die Tiefe mißt 
man mit einer eingetheilten Sondirftange AB, Fig. 910, mit länglichem 
Querſchnitte und einem Bretten B am Yuße; bei größeren Tiefen kann 
man ſich aud) einer Sondirkette bedienen, an beren Ende eine eiferne 
Platte hängt, die fich beim Einfenken auf das Grundbett auffegt. Die 
Breite und die den gemeſſenen Tiefen entfprechenden Abſciſſen oder Abftände 
Tig. 910. Fig. 911. 








von den Ufern ergeben fich bei Canälen und jchma- 
len Bächen EFG, Sig. 911, durd) Ausipannen 
einer Meßkette AB oder Legen einer Stange u. |. w. 
quer über das fließende Waller. Bei breiten Flüſſen 
beftimmt man fie mit Hülfe eines Meßtifches M, den 
man in fhidlicher Entfernung A O von zu mefjenden 
Querprofile EF, Fig. 912 (a. f. S.), aufftellt. Iſt 
ao auf der Menfel die verjüngte Entfernung AO der Standpunkte A und 
O von einander, und hat man ao in der Richtung von AO und dadurd) 
auch die vorher beim Aufftellen des Meßtiſches aufgetragene Breitenrichtung 
af mit der abgeftedten Breitenlinie AF parallel geftellt, fo ſchneidet jede 
Bifirlinie nad) den Punkten Z, F, G u. ſ. w. im Querprofile, entſprecheude 
Punkte e, f, 9 anf der Menfel ab, und es jind ae,af, ag u. |. w. die 
Entfernungen AE, AF, AG u. . w. im verjüngten Maße. Man hat 
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alfo beim Einjegen der Sondirftange und dem dadurd) bewirkten Tiefen: 
meflen nicht erft nöthig, die Entfernungen der entjpredjenden Punkte von 


Fig. 912. den Ufern zu meflen, wenn der am 
er | Meßtiſche ftehende Ingenieur die Sondir: 
| = ftange beim Einfegen in ber Linie EF 

Gl | anvifirt. 
| | Befteht nun die Breite EF, Fig. 911, 
| = = el eineß Duerprofiles aus ben Theilen b,, 
| J | | ba, b; u. ſ. w. und find die mittleren 
Wu "ae || 


J Tiefen innerhalb dieſer Theile a,, @;, a; 
i fowie die mittleren Geſchwindigkeiten cı, 
Ca, C; u. |. w., jo hat man den Inhalt des Querprofiles: 
Ff= a,b, 4 0% ba + a; b; + ..., 
die Waffermenge: 


Q=abıcı + aba + ab3a + --- 
und endlid) die mittlere Geſchwindigkeit: 


eat aba ae 


F ab + ab + --- 


⸗ 


Beifpiel. An einer ziemlich geraden und unveränderlichen Flußſtrecke hat 
man Folgendes gefunden: 





2,5 Meter. 


Breitentheile. . | 2 | 8,5 | 4,5 | 4 









Tiefen in den Mitten der Breitentbeile | 0,9 
Mittlere Gejhwindigkeiten . . . . . 


25 | 22 1,1 Meter. 
0,8 | 0,85 | 082 | 07 „ 
Man bat daher den Inhalt des Querprofils: 
F=2.09+35.16445.25+4.22+ 2,5 .1,1= 30,2 Quadratmeter 
und daS Waflerquantum: 
Q=18.06-+5,6.08-+ 11,25.0,85-+8,8.0,82 + 2,75..0,7 = 24,%61 Cnbit 
meter, 
Die mittlere Geſchwindigkeit beträgt: 
__ 24,264 


——— — = 0,803 Meter. 


Hydrometrischer Flügel Das vorzüglicfte Hydrometer ift da? 
hydromet riſche Flügelrad von Woltmann, Fig. 913. Es befteht aus 
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einer horizontalen Welle AB mit 2 bis 5 fchief gegen die Arenrichtung 
ftehenden Flächen oder Flügeln F, und giebt, unter das Wafler getaucht 
Big. 913. 





und der Bewegungsrichtung deffelben entgegengehalten, durch die Anzahl feiner 
Umdrehungen innerhalb einer gewiffen Zeit die Geſchwindigkeiten des fließenden 
Wallers an. Um die Anzahl diefer Umdrehungen ablefen zu können, erhält 
die Welle ein paar Schraubengänge C, und läßt man diefe zwilchen die 
Zähne eines Rades D greifen, auf deſſen Geitenflächen Ziffern eingravirt 
find, welche an einem feften Zeiger die Anzahl der Umdrehungen der Flügel- 
welle angeben. Um aber eine große Anzahl von Umdrehungen beobadhten zu 
können, wird auf die Welle diejes Zahnrades nod) ein Getriebe aufgefeßt, das 
in ein zweites Zahnrad Z eingreift, an dem fich, gleichſam wie am Stunden- 
weijer einer Uhr, vielfacdhe, 3. B. fünf- oder zehnfache der Slügelinndrehungen 
ableſen laffen. Hat 3. B. jedes der beiden Zahnräder 50 Zähne, und das 
Getriebe deren 10, fo dreht fich das zweite Rad um einen Zahn, während 
das erjte um fünf Zähne fortrüdt, oder das Flügelrad fünf Umdrehungen 
macht. Wenn der Zeiger des erften Rades auf 12 —= 10 + 2 und ber 
des zweiten auf 32 fteht, jo ift biernad) die entjprechende Umdrehungszahl 
des Flügels 
n—=32.5-+ 2 =,162. 

Das ganze Inftrument wird mit einer Blechfahne an einen Stab gejchraubt, 
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um es bequem ins Waller eintauchen und dem Strome entgegenhalten zu 
fönnen. Damit aber das Räderwerk nur während der Beobachtungszeit 
umlaufe, läßt man feine Aren in Pfannen umgehen, welche auf einem Hebel 
@O figen, der durch eine Feder niedergedrüdt wird, jo daß ein Eingreifen 
der Zähne des erſten Rades in die Schraubengänge nur fo lange ftatt hat, 
als man den Hebel mitteld einer Schnur GE emporzieht. 

Die Umdrehungszahl eines Flügels in einer gewiſſen Zeit, 3. B. in einer 
Secunde, ift nicht genau der Geſchwindigkeit des Waſſers proportional, es 
läßt fi) daher auch nicht —= &. u, wo % die Umdrehungszahl, v die Ge 
ſchwindigkeit und & die Erfahrungszahl bezeichnet, jegen; es ift vielmehr 
zu fegen: 

vz=% + au, 
oder genauer: 
v=un+ au + Pu?---, 


oder noch genauer: 
o=au + Vor + Bm, 

wo ©, diejenige Gejchwindigkeit bezeichnet, bei welcher das Wafler nicht mehr 
im Stande ift, den Flügel in Umdrehung zu fegen, & und aber Erfah- 
rungscoefficienten ausdrüden. Die Conftanten v,, &, ß find für jedes In- 
ſtrument befonders zu ermitteln. Mit Hülfe derfelben ergiebt fich durch eine 
einzige Beobachtung die Geſchwindigkeit, doch ift es ficherer, deren immer 
wenigſtens zwei anzuftellen, und den mittleren Werth als den richtigen eins 
zuführen. 


Beilpiel. Wenn bei einem Flügelrade v, —= 0,08 Meter, « = 0,15 und 
ß = 0, alio v = 0,08 + 0,15 ift, und man hat bei einer Beobachtung in 
einer Zeit von 80 Secunden eine Umbrehungdzahl von 210 gefunden, fo ift die 
entiprehende Geſchwindigkeit des Waflers: 

v= 008 + 0,15 m — 0,424 Meter. 

Anmertung 1. Die Gonftanten vo, « und 8 hängen vorzäglid von ver 
Größe des Stoßwinkels, d. i. von dem Wintel ab, welden die Flügelfläde mit 
der Bewegungsrichtung des Waflers und aljo auch mit der Axenrichtung des 
Flügels einſchließt. Um bei Heinen Geſchwindigkeiten noch ziemli genau beob- 
achten zu können, ift es gut, den Stoßwinkel groß, d. i. gegen 709 zu maden. 
Vebrigens ift e8 zweckmäßig, Flügel von verjchievdener Größe und verſchiedenen 
Stoßwinkeln zu haben, um, je nachdem die Tiefe oder die Geſchwindigkeit des 
fließenden Waſſers größer oder kleiner ift, den einen oder den anderen anwenden 
zu können. . 


Anmertung 2. Hätte der hybrometriiche Flügel bei feiner Umdrehung Eeinc 
Hinderniffe zu überwinden, jo würde der Flügel AB, Fig. 914, den Weg 
CC, = CD.tang. CDC, yurüdlegen, während das Waller um CD fort: 
läuft, bezeichnet daher v die Geſchwindigkeit des Waſſers und d den Stoßwinfel 
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OCB = CDC, deſſelben, fo hat man unter diefer Vorausſetung die miltlere 
Umdrehungsgeſchwindigkeit des Flügels: 
vi = vtang.d; 

Big. 914. dig. 915. e8 ift hiernach zu ermefien, daß bei dem 
mittleren Ylügelradiusrdiellmdrehungs: 
zahl des Flügelrades 

U __ viang.d 
—anr Inr 
ausfällt, und folglich direct wie die Ge⸗ 
ſchwindigkeit » des Waſſers und wie die 
Tangente des Stoßwinkels der Flügel, 
fowie umgekehrt wie der mittlere Flügel⸗ 
halbmeſſer wächſt. 


Anmerkung 3. Um bie Oberflädengeihwindigteit des Waſſers zu finden, 
wendet man auch wohl ein Kleines Blechrädchen, wie Fig. 915 repräfentirt, an, 
indem man nur defien Untertheil ins Wafler eintaucht. Die Anzahl der Um: 
drehungen deffelben läßt fi) durch ein Räderwerk genau wie beim bydraulifchen 
Tlügel angeben. 





Un die Conftanten oder Coefficienten eines hydrometrifchen $. 518. 
Flügelrades zu finden, ift e8 nöthig, diefes Inftrument in fließende Wafler 
einzuhalten, deren Geſchwindigkeiten befannt find, umd die ent|prechenden Um- 
drehungszahlen zu beobachten. Wiewohl man eigentlich nur fo viel Beobad)- 
tungen braucht, als Conftanten vorhanden find, fo ift e8 doch viel ficherer, 
fo viel Beobachtungen wie möglich, und namentlich auch bei fehr verfchiedenen 
Geſchwindigkeiten anzuftellen, weil man dann die Methode der kleinſten 
Quadrate (f. analyt. Hälfslehren $. 36) anwenden und dadurd) den Ein- 
fluß der zufälligen Beobachtungsfehler Herabziehen kann. Uebrigens läßt fich 
die Geſchwindigkeit des Waſſers entweder durd) eine Schwimmlugel oder auch 
dadurch finden, daß man das Waffer in einem Aichgefäße auffängt, und die 
darin gemeffene Waffermenge durch da8 Duerprofil dividirt. Bei Anwendung 
der Schwimmkugeln ift ruhige Luft und eine gerade und gleichförmig flie- 
ßende Waflerftrede nöthig, Der Flügel ift an mehreren Stellen des von 
dem Schwimmer durchlaufenen Weges einzuhalten, und es ift auch die Ge⸗ 
nauigkeit beförderub, wenn der Durchmeſſer der Scroimmfugel ungefähr gleich 
ift dem Durchmeſſer des Flügelrades. 

Biele Bortheile gewährt die zweite Beftimmungweife, wo man das Wajler, 
in welches der Flügel eingetaucht wird, in einem Aichfaften auffängt. Zu 
diefein Zwede, und zum Yuftiren der Hydrometer überhaupt, ift e8 ſehr gut, 
wenn der Hydraulifer Über ein bejonderes, aus einem Ausflußfaften, einem 
Aichrefervoiv und einem zwifchen beiden befindlichen Gerinne beftehendes 
hydrauliſches Obfervatorium verfügen kann. Bei einem ſolchen ift 
ohne Umftände den Waſſer jede beliebige Geſchwindigkeit zu ertheilen, indem 
man nicht nur den Eintritt in das Gerinne, fondern auch die Bewegung in 
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demfelben durch Einfagbretter nach Willkür reguliren kann. Bei den Beob 
achtungen hat man den Flügel an verjchiedenen Stellen eines Querprofiles 
im Gerinne einzuhalten, die Tiefe dieſes Profiles durch) Wafferftandefcalen 
zu meflen, unb endlich das in irgend einer Zeit durchgelaufene Waſſer un 
unteren Reſervoir zu aichen ($. 507). Den Inhalt F des Duerprofiles 
erhält man durch Multiplication der mittleren Waflertiefe mit der mittleren 
Breite, und das Wafferquantum Q erhält man aus dem mittleren Duer- 
ſchnitte @ des Aichmaßes und der Höhe s des in der Zeit  zugeflofienen 
Waſſerquantums durch die vo 


= 
aus Q und F folgt zulett die mittlere Befefänibigit: 
2. 
FF Ft 


Die entfprechende Umdrehungszahl u des Flügels ift das Mittel aus allen 
Umdrehungen, welche man erhält, wenn mau das Inftrument in verfchiedenen 
Breiten und Tiefen des ausgemeflenen Duerprofileg einhält. 

Hat man num bei einer Verſuchsreihe die mittleren Gejchwindigfeiten rı, 
v, vz u. f. w. und die entfprechenden Umdrehungszahlen gefunden, jo erhält 
man durd) Subftitution in der Formel: 

v=u+t au, 


v=ou + YVv? + Bu 
fo viel Beitimmungsgleihungen für die Conftanten vu, @, BP, als Beobach⸗ 
tungen angeftellt worden find, und man kann nun Hieraus die Conftanten 
felbft finden, indem man entweder das 8. 36 der analytifchen Hülfslehren 
angegebene Berfahren anmendet, ober indem man diefe Gleichungen in fo 
viel Gruppen theilt, als unbefannte Eonftanten vorhanden find, und dieſe 
durd) Addition zu fo viel Beftimmungsgleichungen bereinigt, als zur Ermit: 
telung von ©, @ und nad) Befinden ß, nöthig find. 

Unter der Vorausfegung, daß die paffiven Widerftände des Inftrumentes 
Klein genug find, um. fie außer Acht laflen zu können, Jäßt fih v — au 
jegen und & dadurd) finden, daß man das Flügelrad im ftillftehenden Wafler 
fortbewegt und hierbei die Anzahl n = ut der Umdrehungen beobachtet, 
welche e8 bei Dirchlaufung eines Weges s — vi malt. Es ift dann: 

v vi 8 


u ut n 


oder in der genaueren: 


Anmerlungl. Wenn man die einfadgere Formel v = u, + au zu Grunde 
legt, jo bat man nad) der Methode der Heinften Quadrate (}. analyt. Hülfe- 
lehren $. 36): 
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Z(u?) E(v) — (u) 3 (ur) 
nZ(u?) — Z(u) Z(u) 
nZ(uv) — (u) Z(v) 
nZ(u) — Ziu) F(u)’ 
unter » die Anzahl der Beobadytungen verftanden. 


vod — und 


«az 


Beiſpiel. Man hat mit einem einen hydrometriſchen Flügel bei den Waffer: 
geſchwindigkeiten: 
v = 0,163; 0,205; 0,298; 0,366; 0,610 Meter 
die Umdrehungszahlen pro Secunde: 
% —= 0,600; 0,835; 1,467, 1,805; 3,142 
beobachtet, und joll nun die diefem Flügel entiprechenden Conftanten beftimmen. 
Mit Hülfe der in der Anmerkung gegebenen Formel folgt, da 
Z(u2) — 0,602 + 0,835° 4 1,4672 4 1,8052 + 3,1422 — 16,339, 
Z(v) = 0,168 + 0,205 + 0,298 + 0,366 -+- 0,610 —= 1,642, 
Z(u) — 0,60 + 0,885 + 1,467 + 1,805 + 3,142 — 7,849, 
zZ (ur) = 0,60.0,168 + 0,825.0,2056 + 1,467.0,298 + --- = 3,283 


wdrn—=bifl: — 
_ 16,399. 1,642 — 7,849. 3,283 _ 1,0603 _ 53 
o 7 1'577 Peer 7:77 1 Tee, 
— 5 
u — 3.3.2838 — 7,849. 1,642 _ 3,527 _ 5 ]756, 





5.16,339 — 7,8492 
daher gilt für diefes Inflrument die Formel: 
| v = 0,053 + 0,1756 u. 
Seht man hierin nach einander für u die Werthe: 
0,60; 0,835; 1,467; 1,805; 3,142, 
fo folgen dur Rechnung für v die Werthe: 
0,158 ; 0,200; 0,310; 0,370; 0,605, 
alfo höchſtens um 12 Millimeter verjchieven von den wahren Werthen der Ge⸗ 
Ihwindigfeit v. 


20,09 


Anmerlung 2. Man fann auch nad Lapointe das bydrauliiche Flügelrad 
in eine cylindrifche Röhre einjegen, und fi von demjelben die Geſchwindigkeit des 
durchfließenden Waſſers angeben lafien. Der Zählapparat kann dann außerhalb 

Fig. 916 des Waflers fiehen und mit dem Rade dur) eine 
nn ftehende Welle in Verbindung gejegt werden. La: 
pointe nennt dieſes Injtrument une tube jau- 
geur (j.Comptes rendues T.XXV, 1848; aud 
Polytechn. Gentralblatt 1847). Fig. 916 führt ' 
eine ibeelle Darftellung des hydrometriſchen Flügel⸗ 
rades in einer Röhre vor Augen. Das Tylügelrad 
ACB fett auch hier mittel Schraube ohne Ende 
eine Welle DE in Umdrehung; die lehtere ift aber 
mittel einer Stopfbüchfe F’ aus der Röhre RR, 
in welder das zu mefjende Waller fließt, in das 
Gehäufe G H des Zählapparates geführt, deſſen 
innere Einrichtung jehr verjchieden jein kann. 








$. 519. 
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Anmerkung 3. In Frankreich fängt man erft feit Kurzem an, dem bydran: 
lichen Flügelrade die nöthige Aufmerfjamkeit zu ſchenken. Wir finden eine aus: 
führlihde Abhandlung über diejes Inflrument in den Annales des ponts et 
chaussees, T. XIV, 1847, von Baumgarten, und einen Auszug hiervon im 
Polytechniſchen Eentralblatte, 1849. Herr Baumgarten empfiehlt befonders die 
Schraubenflügel, und madt hierzu noch mande Bemerkungen, die mit den von 
uns allerdings ſchon längft gemadten Erfahrungen ganz im Einktlange ſtehen. 
Ein neues hydrometriſches Flügelrad mit einer langen Schraube und ohne Räder 
beihreibt Boileau in jeinem Traite de la mesure des eaux courantes. 


Pitot'sche Röhre. Die übrigen Hydrometer find unvollfonmener ale 
der hydrauliſche Flügel, denn fie gewähren entweder weniger Genauigfett, 
oder fie find umftändlicher im Gebrauhe. Das einfachite Inftrument dieler 
Art ift die Pitot’fche Röhre Im feiner einfachften Geitalt befteht es in 

Fig. 917. einer gläfernen Knieröhre ABC, Fig. 917, welde 

Ä jo ins Waffer gehalten wird, daß der untere Theil 

derjelben horizontal und dem Waſſer entgegen zu ftehen 
fommt. Durch den Waflerftoß wird nun in diejer 

Röhre eine Wafferfäufe zurückgehalten, die über das 
. Niveau des äußeren Wafferjpiegeld zu ftehen kommt, 
3 — — und die Erhebung DE diejer Waflerfäule fällt um 

= —— fo größer aus, je größer der Stoß oder die ihn er: 

zeugende Geſchwindigkeit des Wailers ift; es Fann 
daher auch umgekehrt diefe Erhebung oder Niveaudifferenz als Maß der 
Geſchwindigkeit des Waſſers dienen. Seten wir diefe Erhebung DE über 
den äußeren Wafferfpiegel — 7, und die Gefchrwindigfeit des Waffers = v, 
jo können wir, wenn u eine Erfahrungszahl bezeichnet, 
y3 

ET. 
jegen, und daher umgekehrt: 

v —= u V 2gh oder einfacher 

v=Y»Vh. 


Um die Conftante Y zu finden, hält man das Inftrument an einer 


Stelle ins Waffer, wo die Gefchwindigkeit v, bekannt ift; zeigt ſich hier die 
Erhebung — hı, fo hat man für die Conftante d = Tr welche nun in 
1 





anderen Fällen, wo die Gefchwindigteit mit diefem Inſtrumente geſucht 
werden fol, zu gebrauchen ift. 

Um das Ablefen der Höhe A zu erleichtern, läßt man das Inftrument ans 
zwei Röhren AB und CD beftehen, und wie Fig. 918 zeigt, aus der einen 
ein Röhrchen E in der Stromrichtung, aus der anderen aber zwei Rohrchen 
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Fund F} rechtwinkelig gegen die Stromrichtung , durch beide Röhren aber 
einen einzigen Hahn HA gehen, womit man die Wafferfäulen in beiden 
Röhren abfperren Tann. Zieht man das Inftrument 
aus dem Waller heraus, jo kann man bequem an 
einer zwifchen beiden Röhren befindlichen Scala die 
Differenz KL = h der beiden Waſſerſäulen ablefen. 
Damit das Waffer in der Röhre keine großen Schwan- 
fungen annehme, ift e8 nöthig, den Röhren enge 
Einmündungen zu geben, und damit das Abjperren 
der Röhren fchnell und ſicher vor fich gehen könne, 
verfieht man den Hahn mit einem Arme und einer 
in der Figur größtentheils punktirten Zugftange 78, 
welche oben nahe an der Handhabe des Inftrumentes 
fich, endigt. 

Anmertung 1. Wenn aud die Pitot'ſche Röhre 
nicht die Benauigfeit gewährt wie das Hydrometrijche Ylügel- 
rad, ſo ift fie Body wegen ihres einfahen Gebrauches ein 
fehr zu empfehlendes Inftrument. Der Verfaſſer handelt 
im Polytechniſchen Gentralblatte, 1847, etwas |pecieller von 
dieſem Inftrumente, und theilt auch daſelbſt eine Reihe von 
Erfahrungszahlen und die darauf gegründete Beftimmung 
des Eoefficienten y mit. Bei feinem Inftrumente ift für Ge⸗ 
Ihwindigfeiten zwiſchen 0,32 und 1,24 Meter, v—3,545V h 
Meter zu jegen. 

Anmerlung 2. Dudemin empfiehli eine Pitot'ſche 
Röhre mit Schwimmer. Da diejelbe ziemlich weit fein 
muß, ſo giebt fie eine nicht unbeträdtliche Stauung, wes⸗ 
halb fie in engen Sanälen nit zu gebrauchen ift (fiehe 
Duchemin: Recherches experim. sur leslois de la rösistance des fluides). 
Boileau bejhreibt in dem oben ($. 439) citirten Werke eine neue Pitot'ſche 
Röhre mit einem Heinen Aichgefäße, wodurch die Geſchwindigkeit des fließenden 
Waſſers mittels der Waſſermenge, welche das legtere über den Wafleripiegel drüdt, 
gemefjen wird. 


ig. 918. 





Stromquadrant. Der Stromquadrant oder dad hydrometrifche $. 520. 

Pendel ift vorzüglid) von Kimenes, Michelotti, Gerftner und Eytel— 

dig. 919. wein zum Meilen der Gefchwindigfeit fließender 
Waſſer angewendet worden. Diejes Inftrument be- 
fteht aus einem in Grade und feinere Theile ein- 
getheilten Dnadranten A'B, Fig. 919, und aus einer 
im Mittelpunfte C defjelben mittel eines Fa⸗ 
"== dens aufgehängten Metall- oder Eifenbeinfugel X 
= 2 von 5 bis 6 Gentimeter Durchmefier; es giebt die 

Geſchwindigkeit des Waffers durch den Winkel ACE 
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an, um welchen der von der Kugel geipannte Faden von der Berticalen CA 
abweicht, wenn man die Ebene des Inftrumente® in die Richtung des 
Stromes bringt, und die Kugel unter das Waſſer tauchen läßt. Da der 
Winkel nicht leicht 40 und mehr Grade beträgt, jo giebt man diefem In- 
ftrumente oft nur die Form eines rechtwinfeligen Dreiedes und bringt die 
Gradtheilung auf der horizontalen Kathete defielben an. Zum Einftellen 
der Inder- oder Nulllinie in die Verticale wendet man am beften eine oben 
aufjigende Röhrenlibelle an, oder man bedient fich dazu der Kugel felbft, 
indem man diefelbe außerhalb des Waflers hängen läßt und das Inftrument 
fo lange dreht, bis der Faden in die Nulllinie der Eintheilung fällt. Bei 
Geſchwindigkeiten unter 1 Meter kann man fich einer Eifenbeinfugel, bei 
größeren Geſchwindigkeiten muß man ſich aber ſchwerer Metalltugeln be- 
dienen. Wegen der fteten Schwankungen der-Rugel in der Bewegungs⸗ 
rihtung des Waſſers ſowohl als auch rechtwinkelig gegen die Stromrichtung 
iſt das Ableſen ziemlich beſchwerlich und läßt viel Unſicherheit zurück; es iſt 
daher dieſes Inſtrument nicht zu den vollkommneren zu zählen. 


Die Abhängigkeit zwiſchen dem Ablenkungswinkel und der Geſchwindigkeit 
des Waſſers läßt ſich bei einer nicht ſehr tief eingetauchten Kugel auf folgende 
Weiſe ermitteln. Aus dem Gewichte G der Kugel und aus dem mit dem 
Duabdrate der Gefchwindigfeit » und dem Duerfchnitte F der Kugel gleich 
mäßig wachfenden Waſſerſtoße P —= uFv® folgt eine Mittelfraft R, deren 
Richtung auch der Faden annimmt, und weldje beftimmt ift durch den Ab— 
lenkungswinkel o, fiir den man hat: 





P_uFw 
tang.d — = G 


es ift daher auch umgekehrt: 
u: = m und v -V& V tang. ö., 
d. i.: 
v ⸗ VVtang. o, 
wenn ı einen Erfahrungscoefficienten bezeichnet, den man vor dem Gebrauche 
auf dem oben angegebenen Wege ($. 518) zu ermitteln hat. 


Rheometer. Die übrigen Hydrometer, als: Lorgna's Wafferhebel, 
Ximenes' Wafferfahne, Michelotti’8 hydrauliſche Schnellwage, 
Brünning's Tahometer, Poletti's Rheometer u. f. w., find im 
Gebrauche umftändlicher und zum Theil auch unficher. Das Princip ift bei 
allen diefen Iuftrumenten daffelbe; diefe Iuftrumente find aus einer Stoß⸗ 
fläche und einer Wage zufammengefett, und es dient die letztere dazu, den 
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Stoß P des Waſſers gegen die erftere anzugeben ; da diefer aber = u Fv? 
ift, jo hat man umgefehrt: 


- VZ — 
= ar = vVr 


two v eine vonder Größe der Stoßfläche F abhängige Erfahrungsconftante 
bezeichnet. 

Das Rheometer, welches in der neueren Zeit von Boletti vorgejchlagen 
wurde, und im Wefentlichen nicht von Michelotti's Hybrometrifcher Schnell- 
wage abweicht, befteht aus einem um eine feite Arc C drehbaren Hebel AB, 
Fig. 920, und einem dazu ſenkrechten Arme C.D, an welchen die Stoßfläche oder, 

Fig. 920. nach Poletti, ein bloßer Stoßſtab angefchraubt wird. 
Um dem Stoße des Waſſers gegen diefe Fläche das 
Gleichgewicht zu halten, werden in die am Hebelende 
A hängende Blechbüchſe Gewichte oder Schrotförner 
eingelegt, und um bie leere Wage im ftillftehenden 
Waſſer ins Gleichgewicht zu fegen, ift bei B ein 
Gegengewicht angefegt, welches das äußerſte Ende des 
Armes CB ausmacht. Aus dem aufgelegten Gewichte 
G folgt die Stoßfraft P mittel® der Hebelarme 
CA=.a und OF=b, dard) die Sormel Pb— Ga, 
weshalb num 


a PD ve 
‚?=3 ur = mr rVe 


ift, wo 3b wieder eine Erfahrungsconftante bezeichnet. 

Ein nad) demfelben Principe conftruirtes Hydrometer, wo dem Wafferftoß 
durd) die Kraft einer Feder das Gleichgewicht gehalten wird, befchreibt Boi⸗ 
feau in feiner Abhandlung über das Waflermeifen. 





Anmerkung 1. Ueber die legteren Hydrometer wird ausführlider gehandelt 
in Eytelwein’3 Handbuch der Mechanik fefter Körper und der Hydraulif, ferner 
in Gerftner’3 Handbud der Mechanik, Bd. Il., in Brünning's Abhandlung 
über die Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers, in Benturoli’8 Elementi di 
Meccanica e d’Idraulica, Vol. II. Wegen Poletti's Rheometer ift in Ding- 
ler’8 Polytechn. Journal, Bd. XX., 1826, nachzuſehen. Stevenjon’8 Hydro— 
meter ift ver Woltmann'ſche Flügel, j. Dingler’3 Joumal, Bd. LXV., 1842. 
Die nad Art der Reactionsräder conftruirten Hydrometer und: Gasuhren werden 
im folgenden Eapitel abgehandelt. 


Anmerlung2. Ein bejonders auch zum praftiichen Gebrauche zu empfehlendes 
Werk ift die Hydrometrie oder praftiiche Anleitung zum Wafjermefien, von 
Bornemann, Freiberg 1849. Der Schrift von Boileau ift ſchon wiederholt 
gedacht worden (j. $. 439 u. ſ. w.). 
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Neuntes Capitel 
Bon der Kraft und dem Widerflande der Flüſſigkeiten. 


$. 522. Reaction des Wassers. Der Gefammtdrud des in einem Gefüfe 
ſtillſtehenden Waſſers reducirt fic) nad) $. 389 auf eine dem Gewichte dieſer 
Waſſermaſſe gleiche Berticalkraft; wenn aber das Gefäß AF, Fig. 92T, 
Fig. 921. eine Deffnung F' hat, durd; welde 
| das Wafler ausfließen kann, fo erler- 
det diefe Kraft eine Veränderung, md 
zwar nicht allein, weil in Fein Theil 
der Gefäßwand ausfällt, fondern auch 
beshalb, weil das der Mündung zu 
fliegende Waſſer mie jeder andere 
Körper, der feinen Bewegungszuſtand 
ändert, vermöge feiner Trägheit re 
girt. Da die Aenderung in dem 
Bervegungszuftande eines Körper 
fowohl auf die Geſchwindigkeit wie 
auf die Richtung der Bewegung ſich erſtrecken kann, jo kann auch die Re— 
action des ausfließenden Waſſers ebenfowohl aus einer Bejchleumigung wie 
aus einer Nichtungsänderung des der Mündung zuftrömenden Waſſers 
hervorgehen. 
Auf folgendem Wege gelangt man zur Kenntniß der vollftändigen Ke 
action des ausfließenden Waſſers. 
Es fei c die Gefchwindigfeit des durch die Mündung 77 fliegenden Waller‘, 
c, die relative Gefchwindigfeit des Waſſers an der Oberfläche bei A, G de 
Inhalt diefer Fläche und A die Drudhöhe AD in der Ausmündung. Dann 
haben wir: 





- ee c 
2", 
und das Ausflußquantum: 
Q —a — Gei. 


Denken wir das Gefäß AF, Fig. 921, mit einer Geſchwindigkeit © 
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horizontal fortgehend, jo müſſen wir für die abfolute Geſchwindigkeit c 
des eintretenden Waſſers: 
g=d+t+v, 
und bei dem Neigungswinke EFc = « der Strahlare gegen den Horizont, 
für die abfolute Geſchwindigkeit 0 des austretenden Strahles: 
w? — c? + v? — 209 c08.% jeßen. 
Nun iſt das Arbeitsvermögen des Waſſers por dem Ausfluſſe: 


2 
n=(#+4n)0,= (A + 9) 0», 
dagegen das Arbeitsvermögen deffelben nad) Yen Ausfluffe: 


_ w°? __ 02 + v2 — 2cvcos. a 
daher folgt das dem Wafler entzogene und auf das Gefäß übertragene Ar- 
beitöquantum: 


ec! — c? 2cv cos. 
I=ubh—-L= Zee Ln)or, 
ec? c’ 
ver, dan, —hil: 
L- er 


unb hiernach die horizontale Komponente der Reaction des Waffers 
L _ccos.% 
— 
Setzt man hierin > Fe und aus 


+ E=r4 (2) 2 
Ak _ 
J 


den Werth: 


ſo erhält man: 


By 29 z Fy cos.u = 2.Fy os. © — 
1 G 
Iſt F Hein gegen G, jo folgt: G 
H=2hFy.cos« 
und bei einem horizontal gerichteten Strahle (Fig. 922): 
H=2hFy. 


Es ift alfo die Reaction eines horizontalen Strahles gleich 
dem Gewichte einer Wafferjäule, welde den Querſchnitt des 
Strahles zur Bafis und die doppelte Gefchwindigfeitshöhe (2%) 
zur Länge hat. 

Welsebach's Lehrbuch der Mechanik. I. 73 
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Anmerkung. Ein Engländer, Beter Ewart, bat in der neueren Zeit die 
Nichtigkeit diefes Geſetzes durch Verſuche zu beftätigen geſucht (1. Memoirs of the 
Manchester Philosophical Society, Vol. II., oder den „Ingenieur, Zeitigrift 
für daS gefammte Ingenieurweſen“, Bd. I.). Hierbei wurde das Gefäß HRF. 

Fig. 922. Fig. 922, an eine horizontale Are C gehan: 

' gen, und die Reaction durch eine Winkelhebel⸗ 
wage ADB gemeflen, auf welde das Beläs 
mittels eines horizontalen Stabes G A mirfte, 
der fi genau der Mündung F’ gegenüber, an 
das Gefäß anftemmte. Beim Ausfluffe durch 
eine Mündung in der dünnen Wand ergab fid;: 
i v2 

A rn 
Sept man den Strahlquerjhnitt 
ih D\ F, = 0,64. Zr 
GEN und die effective Ausflußgeſchwindigkeit 





\ vi = 0,%v 
/ MN (j. $. 432), fo erhält man nad) der theoreti: 
—— ſchen Formel: 
. 2. 28 04: F LAIS F 
29 ıY — 9, .V 29 *1, 29 Yı 
alſo ziemlich dafjelbe, was die Verjuche gegeben haben. Bei einer nach dem con: 
2 
trahirten Waſſerſtrahle geformten Mündung wurde P = 1,73. 37 F'Yy, der Aus: 


fluß- oder Gejhhmwindigfeitäcoefficient aber — 0,94 gefunden. Da hier Fr} = F 


P=2. 


und v, = 0,94 ift, jo hat man theoretiſch: 


8. 523, 


P=2. 0,942 > Fy = 1,7 rn 
Tg 72° 
aljo wieder eine gute Uebereinftimmung. 
Denkt man ſich das Ausflußgefäß AF, Fig. 923, mit einer Gejchwindig- 
feit v vertical aufwärts bewegt, fo hat man für die abfolute Geſchwin— 
Fig. 923. digkeit des eintretenden Wajlers: 
g=v— ca 
und dagegen für die des ausfließenden, 
bei der im vorigen Paragraphen ge- 
brauchten Bezeichnung: 
w? —=c? + v?— 2cr.cos.(90° — «) 
—=c?-+ v2 —2cvsin.a. 
Es ift hiernach das ganze Lei— 
ſtungsvermögen der Wafjermenge Q 
pr. Secunde: 


2, = (X nn + R) er 


dagegen das des abfließenden Waſſers: 
0? + v? — 2cv sin.a 
Ih= Teen I Qr: 
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und folglich) die mechaniſche Arbeit, welche das Waſſer dem Gefäße wit⸗ 
getheilt bat: 


— — ol 7 
LIL=-L—-L= er — 2rcı re 2cvsin.a + ») 0%, 
_ si 
oder, da h = 7 iſt: 
ce sin.a — ci) v 
L= eine ale QOy, 
und die entſprechende Verticalkraft: 
_L _esina— xq = (si -5) 
‚=-= 7 QOy = \sin.a m „er 
e? _ Äa F 
— (sin eu 7 Fy= (sin.c 5) .2hFy. 
Iſt die Ausflußmiündung Hein gegen die-Oberflähe GC, fo bat man 
= = 0 und daher die verticale Componente der Reaction: 


V=2hFysin.a. 
Nach dem vorigen Paragraphen hat man aber die horizontale Componente 
diefer Kraft: 
H= 2hFy.cos.o, 
daher ift die vollftändige Reaction des Waflers: 
R=VW+MH=2%hıFy, 
und die Richtung derfelben der Bewegung des ausfliegenden Waſſers genau 
entgegengejebt. 
St FG, fließt 3. DB. da8 Waller durd) eine liberall gleichweite 


Röhre, jo hat man F_ 1 umd daher: 


G 
V= (sin. —1).2kFfy=— (1 — sin.a) .2hFy; 
dann wirft alſo P nicht nach oben, fondern nad) unten. 
Big. 924. Fir & = — 90°, d. i. wenn die Röhre einen 


Halbfreis bildet, hat man 
A—0un V=rR=-(1 + 5)2u Fr 


welcher legtere Werth für F— @ übergeht in: 
V=R=—AhFY. 
Iſt & —= + 90°, hat man es alfo mit dem Aus» 
fluffe, Fig. 924, zu thun, fo ift: 
H=0unb F=R=(1 -7) ShFy, 


73* 








8. 524. 
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F 
folglich für 538 0: 
V=R=2hF)y. 


Um diefe Kraft wird das ganze Gewicht des im Ausflußapparate befind- 
lichen Waſſers vermindert, wenn das letztere zum Ausfluſſe gelangt. 


Stoss und Widerstand des Wassers. Das Waſſer oder eine an- 
dere lüffigfeit Übt gegen einen feſten Körper einen Stoß aus, wenn fie 
mit diefem zufammentrifft und dadurd in ihrem Bewegungszuftande ver: 
ändert wird. Bon dem Stoße ift der Widerftand, welchen das Wafler 
der Bewegung eines Körpers entgegenjegt, nicht wefentlich verfchieben. Man 
umterfcheidet zunächſt von einander: 1) den Stoß ifolirter Waſſer— 
ftrahlen, 2) den Stoß im begrenzten Waffer oder Gerinne, umd 
3) den Stoß im unbegrenzten Waſſer. Ein Stoß der erften Art 
findet ftatt, wenn fich dem aus einem Gefäße ausfließenden Waſſerſtrahle 
ein Körper, z. B. die Schaufel eines oberfchlädhtigen Waſſerrades errtgegenftellt; 
ein Stoß der zweiten Art tritt ein, wenn das Waſſer in einem Canale oder 
Gerinne gegen einen, den Querſchnitt des legteren ganz ausfüllenden Körper, 
3. B. gegen die Schaufel eines unterjchlächtigen Waſſerrades trifft; die dritte 
Art kommt endlicd) vor, wenn ein fliegende Wafler gegen einen in daſſelbe 
eingetauchten Körper trifft, deſſen Querfchnitt nur ein fehr Eleiner Theil it 
vom Querfchnitte des Waflerftromes, wie 3. B. wenn e8 gegen die Schaufeln 
eines Schiffmühlenrades ftößt. 

Uebrigens ift zu unterfcheiden, der Wafferftoß gegen ruhende und der 
gegen bewegte Körper, ferner der Stoß gegen frumme Flächen um 
der gegen ebene Flächen, und bei legterem wieder, der ſenkrechte und 
der ſchiefe Stoß. 

Wir betrachten gleich einen allgemeineren Fall, nämlich den Stoß eines 

Sig. 995. iſolirten Strahles gegen eine Rota⸗ 

| tionsfläche, welche ſich in ihrer 

eigenen, mit der Bewegungsrichtung 

des Strahles zufammenfallenden Art 
bewegt. 


Stoss isolirter Strahlen. Es 
jei BAB, ig. 925, eine Noto: 
tionsflädhe, AP ihre Are und FA 
ein in ber Richtung diefer Are an 
treffender Waſſerſtrahl; fegen wir die 
Geſchwindigkeit des Waflerd — 6, 
die der Fläche S v und den Birke 
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BTP, welchen die Tangente DT am Ende B der Erzeugungscurve ober 
jeber die Fläche verlaffende Waflerfaden BD mit der Arenrichtung BE 
einſchließt, — &, nehmen wir endlich) noch an, daß das Waſſer beim Hin- 
laufen an der Fläche durch Reibung an lebendiger Kraft nichts verliere. 
Das Waffer trifft die Fläche mit der relativen Gejchtwindigfeit c — v und 
geht daher auch mit diefer an der Fläche Hin, entfernt fi) aljo auch mit 
derfelben in den Tangentialrichtungen TB, TB u. f. w. von ber Fläde. 
Aus der Tangertialgefchwindigfeit BD — c — v und der Arengefchwindig- 
feit BE — v ergiebt ſich aber die abſolute Geſchwindigkeit BC — cı des 
Waſſers nad dem Zufammenftoge mit der Fläche durch die befannte Formel: 


a=Vle— 9? +2(e—o)von.a + vo. 

Nun kann aber ein Waflerquantum Q durd) feine Tebendige Kraft die 
mechaniſche Arbeit 7 . 9% verrichten, wenn es hierbei feine Geſchwindigkeit 
c volltommen zuſetzt; es ift demnach auch das im Waſſer zurlidbleibende 
Arbeitsvernögen = si - Qy, folglich die auf die Fläche übertragene Arbeit: 


e? c c? — c} 
*52 258* 5 . 0 


[a — (e — v)? — 2 (ce — v) vcos.u — 9°] 


Pv 











29 27 
— 2cv — 2v? Zr — v) v c08.0 45, b. i. 

Per=(1 — cos.) —— 07; 
md die Kraft oder der Wafferftoß in der Arenrihtung: 

P=(1l — c08. 0) © 7 . QY. 

Geht die Fläche dem Waffer mit der Geſchwindigkeit v entgegen, fo 

hat man: 

P=( — cos. &) = = . Q7, 


und ift diefelbe ohne Bewegung, aljo v — 0, fo ftellt fid) der Stoß oder 
hydraulifche Arendrud 


P=(1 — cos.«e) r Qyr 


heraus. 

Es folgt hieraus, daß der Stoß einer und derfelben Wajfermajfe 
unter übrigens gleihen Umftänden der relativen Gefhwindig- 
teit c Tv des Waſſers proportional ift. 


$. 926. 
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Aus dem Inhalte F des Duerfchnittes vom Waflerftrahle folgt das zum 
Stoße gelangende Wafferquantun Q = F (ce + v); daher: 


T 2 
P=(l — 00.0) 3% Fr 
und für — 0: 
3 
P=(1 — cos. 0) Fr. 


Bei gleihem Querſchnitte des Strahles wächſt alfo biernad) 
der Stoß gegen eine ruhende Fläche wie das Quadrat der Ge— 
Ihwindigfeit des Waffere. 


7 


Stoss gegen ebene Flächen. ‘Der Stoß eines und deſſelben Waſſer⸗ 
ftrahles hängt vorzüglich von dem Winfel @ ab, unter welchem das Waſſer 


nach dem Stoße fid) von der Are entfernt; er ift Null, wenn diefer Wintel 


— Null ift, und dagegen ein Marimum, nämlich 
Pran= 24 9p, 


wenn diefer Winkel 180°, alfo deſſen —— — — 1 ausfällt, wo das 
Fig. 926. Fig. 927. Waſſer, wie Fig. 926 repräfentirt, 
in der entgegengefegten Richtung die 
Fläche verläßt, in welcher es diefelbe 
trifft. Ueberhaupt ift verfelbe bei 
concaven Flächen größer als bei 
‚converen, weil dort der Wintel 
ftumpf, alfo der Cofinus negativ 
ausfällt. 
Am häufigften ift die Fläche, wie Fig. 927 vorftellt, Den; und daher 
& — 90°, aljo cos. —= 0 und der Stoß 


c ® 
—— 27; 





bei einer ruhenden Fläche: 
ce? 
pP—! ==: 5, Fr = 2 hr. 


Der — des Waſſers gegen eine ebene Fläche iſt alſo 
gleich dem Gewichte einer Waſſerſäule, welche zur Baſis den 
Querſchnitt F des Strahles und zur Höhe die zweifache Ge— 


2 
ſchwindigkeitsh she (21 — 5) hat. 


Die hierüber angeftellten Verfuche von Michelotti, Vince, Langsdorf, 
Boſſut, Moroſi und Bidone haben ziemlich, zu dem nämlichen Ergebnifie 
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geführt, wenn der Querſchnitt der geftoßenen Fläche mindeftens 6mal fo 
groß war, al8 der des Etrahles, und wenn diefe Fläche wenigftens zweimal 

Gig. 928. jo weit von der Ebene der Ausfluß- 
mündung abftand, al8 die Strahldicke 
maß. Der Apparat, welcher hierbei 
in Anwendung gelommen ift, beſtand, 
ähnlich wie Poletti's Rheometer 
($. 521), in einem Hebel, welcher 
auf der einen Seite den Waflerftoß 
aufnahm, dem durch Gewichte auf 
der anderen Seite das Gleichgewicht 
gehalten wurde. Das Injtrument, 
welches Bidone angewendet hat, ıft 
in Fig. 928 abgebildet. BC ift die vom Strahle FA geftoßene Fläche, 
@ die Wagichale zur Aufnahme von Gewichten, ferner D die Drehungsare 
und K und L find Gegengewichte. 


Anmerfung. Die ausführlichften Verſuche über den Waſſerſtoß find von 
Bidone S. Memoire de la Reale Accademia delle Scienze di Torino. 
T. XL. 1838. Sie wurden bei einer Gejchwindigfeit von mindeftens 27 Fuß 
und an Meifingplatten von 2 bis 9 Zoll Durchmeſſer angeftellt. Im Allgemeinen 
fand Bidone den Rormalftoß gegen eine ebene Fläche etwas größer als 2 F'hy, 
doch ift dDiefe Abweichung wohl einer Vergrößerung des Hebelarmes beizumefien, 
welde durch das zuridfallende Waſſer erzeugt murde. S. Duchemin: Recher- 
ches experimentales sur les lois de la resistance des fluides (ind Deutſche 
überfegt von Schnuſe). Wenn die geftogene Fläe der Mündung ganz nahe 
war, fo fiel bei Bidone P nur 15 Fhy aus. Wenn ferner die Fläche mit 
dem Strahle gleihen Querjänitt hat, in weldem alle das Wafler nur um einen 
ipigen Winkel « abgelentt wird, jo ift nah du Buat und Langsdorf, P nur 
— Fhy. Endlich Hat fih aud bei Bidone und Anderen ergeben, daß der Stoß 
im erften Augenblide beinahe noch einmal fo groß ift, als der permanente Stoß. 
Vergleichende Verſuche Aber den Stoß und die Reaction des Waſſers mit Hülfe 
eines Reactionsrades find von dem Berfafler angeftellt worden, fiehe deſſen 
„Erperimentalhydraulif“, ſowie den „Fivilingenieur” Bd. I. 1854. 





Durd neuere Verſuche über den Stoß tfolirter Luft- und Waſſerſtrahlen (fiehe 


„Eivilingenieur”, Bd. VII. Heft 5, und Bd. VIII. Heft 1) hat der Berfafler ge: 
funden, daß der effective Stoß eine ifolirten Luft- oder Wafferftrahles gegen eine 


normale Ebene 92 bi8 96 Procent der theorcetiihen Kraft P = ° rin daß 


dagegen der Stoß eines ſolchen Strahles gegen eine hohle Rotationsfläche, welche 
die Richtung des aufſchlagenden Strahles um d = 134 Grad abändert, nur zu 


83 bis 88 Procent der theoretiihen Kraft P = c (1 — cos. d) * ausfaͤllt. 


s. 527. 
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Maximalarbeit des Stosses. Die mehanijche Arbeit 


 Pv=(l1 — cos. «) e— m» 2 


des Stoßes hängt vorzüglich von der Geſchwindigkeit v der geſtoßenen Fläche 
ab; fie ift 3.3. Null, nit nur für v» — c, fondern aud für v — 0; es 
muß daher zroifchen c und O auch eine Gefchwindigfeit geben, bei welcher die 
Arbeit des Stoßes ein Marimum if. Offenbar kommt es Hierbei nur 
darauf an, daß (ce — v)v zu einem foldyen wird. Gehen wir c als den 
halben Umfang eines Rechtedes und v als die Grundlinie defjelben an, fo 
haben wir für defien Höhe — c — v und für beifen Inhalt — (c — Jr; 
nun bat aber unter allen Rechteden das Quadrat bei gegebenem Umfange 
2c den größten Inhalt, es ift daher aud; (c — v) v ein Marimum, wenn 


e-v=v div =- gemacht wird*), und wir erhalten jo den 


Marimalwerth der Arbeit des Wafferftoßes, wenn die Fläche mit 
der halben Gefhwindigkeit des Waſſers ausweidht, und zwar: 


Pv=(1 — cos.a) · \- ey -Qy=(l— cos.a).'s Ohr 


Iſt nun & = 180°, wird aljo die Bewegung des Waſſers durch den 
Anftoß die entgegengejegte, jo hat man allerdings die Arbeit 
—=23.1,Qhy = Qhy; 
ift aber & — 90°, wie beim Stoße gegen eine ebene Fläche, fo ftellt ſich 
diefe Arbeit nur 1/, Qhy heraus, es wird alfo tm legteren Falle von der 
ganzen disponiblen oder der Iebendigen Kraft des Waſſers entjprechenden 
Arbeit nur die Hälfte gewonnen ober auf die Fläche übertragen. 


Beifpiele 1) Wenn ein Waflerftrahl von 0,08 Quadratmeter Querſchniti 
eine Waflermenge von O,1 Eubitmeter pro Secunde liefert und gegen eine ebene 
Fläche normal ftößt, melde mit 2 Meter Geihwindigleit ausweicht, jo ift die 
Stokfraft: 

P=!? = 1 2) . 1000 = 13,59 Silogramm, 

0,03 581° 
und die auf di Fläche übertragene Arbeit: 
Pv = 13,59 . 2 = 27,18 Meterfilogramm. 


Die marimale Leiſtung wird bei einer Geſchwindigleit o = 3 — 167 Meter 





zu erwarten fein, und zwar: 


2 
L=Y 25 Qy = 05 . 3,332 . 0,051. 0,1.1000 = 28,28 Meterfilogramm ; 


*) Die Differenzialrehnung giebt einfacher das Marimum von Pro durch: 
d(c — rv)v 


n 
y = c— 20 =0(0; oder 7* 


e 
2 
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der entiprehende Stoß oder hydrauliſche Drud beträgt: 


28,28 _ 
P= 177 16,93 $ilogramm. 


2) Wenn ein Strahl FA, Fig. 929, von 0,04 Quadratmeter Querſchnitt und 

Sig. 929. 12 Meter Geſchwindigkeit gegen einen unbeweglichen 

Kegel von dem Convergenzwinkel BAB = 100° 
ſtößt, fo ift der hydrauliſche Drud in der Richtung 
des Strahles: 
P=(|-— c08.«) 7 Qy 
= (1 — cos. 50°) 12.0,102.0,04. 12.1000 
— 209,86 Kilogramm. 
Stoss des begrenzten und unbegrenzten Wassers. Beſetzt man $. 528. 

den Umfang einer ebenen Fläche BB, Fig. 930, mit Leiſten BD, BD, 

Fig. 930. welche über der vom Wafler getroffenen Seite hervor: 
ragen, jo wird das Waffer, ähnlich wie bei concaven 
Flächen, um einen ftumpfen Winkel von feiner an- 
fänglichen Richtung abgelenft, und es fällt daher ber 
Stoß größer aus, als bei der einfachen ebenen Fläche. 
Die Wirkung diefes Stoßes hängt vorzüglich von der 
Höhe der Einfafjung und von dem Duerjchnittöver- 
hältnifje zwiichen dem Strahle und dem eingefaßten Theile ab. Bei einem 
Berfuche, wo der Strahl 1 Zoll Dide, die cylindrifche Einfaſſung aber 
3 Zoll Weite und 31/, Linien Höhe hatte, floß das Waſſer beinahe in um⸗ 
getehrter Richtung, und e8 betrug der Stoß: 


393 F 
⸗ 29 Yy; 











in jedem anderen Falle war diefe Kraft eine Heinere. Wegen ber Reibung 
des Waſſers an der Fläche und Einfaffung ift der ‚theoretische Marimalwerth 


4- 
4 5 F'y nie ganz zu erreichen. 


Bei dem Stoße des begrenzten Waſſers FAB, Fig. 931, findet 

Fig. 931. zwar auch eine Einfaflung ftatt, e8 nimmt 
aber diefe Einfafjung nur einen Theil des 
Umfanges ein, und erftredt fich dagegen 
auf die geftoßene Fläche und den Waſſer⸗ 
ftrahl zugleich. Das ftoßende Wafler 
nimmt die Richtung nad) dem unein- 
gefaßten Theile des Umfanges hinein, 
wird alſo hier um den Rechtwinkel abgelenkt, weshalb hier auch ‚die oben 
gefundene Formel für den ifolirten Strahl 


Ce VÜ 
P= — — 
— 2* 





ce — v 





cFy 
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ihre Giltigfeit hat. Weicht die Fläche BB, Fig. 927, gegen welche der 
Waſſerſtrahl normal anftößt, mit der Gefchwindigkeit v im einer Kichtung 
aus, welche um den Winkel ö von der urſprünglichen Richtung des Strahler 
abweidt, jo ift die Gefchwindigfeit der Fläche in der Richtung des Stoßes 
u =vcos.b, 
daher bie Stoßfraft 
c — v Ccos. o 
p 
und die Leiſtung derſelben pro Secunde: 
L=Pu = (e — u v cos. Ö 0%. 
Tiefe Formel findet vorzüglich ihre Anwendung beim Stoße eines unbe: 
grenzten Stromes, wo 
Q=F(e—v cos. 6) 
zu fegen ift, jo daß 


__(e — v.c08.Ö)? 


pP FYy ausfällt. 


$. 529. Schiefer Stoss. Bei dem fhiefen Stoße gegen ebene Flächen müf 
fen wir unterjcheiden, ob da8 Waller nur nach einer oder nad) zwei od 
nad) allen Richtungen in der Ebene abfliegt. Iſt wie beim Etoße dei be— 
grenzten Waſſers die Fläche AB, Fig. 932, von drei Seiten eingefaft, ſe 
daß es nur nad) einer Richtung abftrömen kann, fo hat man den hydrauliſchen 
Druck des Waſſers gegen die Fläche in der Richtung des Strahles: 


0c — 5 
7 07. 





P=(1 — cos. «) 


Fig. 932. Fig. 933. 





Iſt aber die geftoßene Ebene BC, Fig. 933, nur auf zwei gegenübe: 
liegenden Seiten eingefaßt, fo theilt fi) der Strahl in zwei ungleiche Tkalt. 
der größere Theil Q, nimmt die Hleinere Ablenkung & und der Heinere Ihel 
Q, die größere Ablenfung = 180 — « an, es ift daher der Gefammtit 
in der Richtung des Strahlee: 


P=(1 — cos.a) - — 


9 - QıYy + (1 + os.e)- — 227 











S. m Bon der Kraft und den Widerftande zc. 1163 


—— [(1 — 008. @) Qı + (1 + cos. q) Qu] y. 
Nun —* aber das Gleichgewicht u een @ Strahltheile, daß die Drüde 


— "(1 + cos. c) 97 


zwiſchen denfelben einander gleich feien, e8 ift daher auch: 
(1 — cos. c) Q, =(1 + cos.) Qu, - 
oder da Qı + = Q, 
(1 — cosa) Q =(1+ 008 “(9 — Q)d. i.: 


1 + cos.«& cos. & 


= m = Hg 
zu fegen, fo daß endlich der gefammmte Stoß in ber Richtung des Strahles: 





!a — (c08.0) QıY und © 











P=I—Z2.9(1 — cs. LITER Q, 
9 2 
= — 008.0) Qy,d. i.: 
p— IT! gn.a?. Qy ausfällt. 


Dividirt man die Stoßleiftung 
L=Pv—{ 
9 





“ vsin.a?. Qy 
durch die Gefchwindigfeit Avı — vı = vsin.o, mit welcher die Fläche in 
normaler Richtung ausweicht, fo erhält man den Normalftoß: 


__(e — v)vsin.o? _e—Vv . 
N= — Q0y = sin... QY. 


Derjelbe befteht außer dem oben berechneten Parallelſtoße 


ev, 
P=Nsina = sin.a?. Qy 








noch aus einem Seitenfloße 








S— N c0s.u— — ” sin.a 008.0. Qy =, -sin.2a.0Qy. 

Es wächſt alfo der Normalftoß wie ber Sinus, der Parallelſtoß 
wie da8 Quadrat des Sinus des Einfallwinkels und der Eeiten- 
ft oß wie der Sinus vom Doppelten diefes Wintele. 


Hat endlich die fchief geitogene Fläche gar Feine Einfaffung, fo dag 


ſich das Waffer nad) allen Richtungen auf ihr ausbreiten kann, fo fällt der 


Stoß noch größer aus, weil unter allen Winkeln, um welche die Wafferfäden 


abgelenkt werden, gerade & der Hleinfte ift, und daher jeder Faden, welcher 
ſich nicht in der Normalebene bewegt, einen größeren Drud ausübt, als ber 
Faden in der Normalebene. Nehmen wir an, daß ein den Cectoren A OB 
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und DOE, %ig. 934, entjprechender Theil Q, um die Winfel CL OF=ı 
und G10 6 = 180 — «@, und ein anderer, den Secoren AOE m 

Fig. 934. BOD entiprecheuder Theil Q, ur 
C OK= C OH = 90° abgelent: 
werde, und daß beide Theile cine: 
gleichen Barallelftoß ausüben, jo for: 
nen wir ſetzen: 


P=— Qı 7 sin. a: 








' — N, f C—v 
— * 9 Fr 
\WY ferner Q, sin. a? — Q, und 
Qı + 9 = 9; 88 folgt daher: 
All + sine) —g, 
und der gefammte Parallelftoß: 
e—v 20Qy sin.a? 2 sin. 0? e—v 
J 
9 1 + sin.a? 1 + sin. a2 g er. 
Wiewohl diefe Borausfegung nur eine annähernd richtige ift, fo ſtimmt dieie 
Formel doch ziemlid, gut mit den neueften Verfuchen von Bidone überein 
Anmerlung. Herr Brof. Bro findet in ſeiner Mechanik, Seite 614, jür 
den ſchiefen Waſſerſtoß gegen eine Kreisfläche 
P=(3 — «a«)tang.a- — Qy, und 


N = tang. a In. eotg. > - 2 Ay. 





$. 530. Stoss des Wassers ins Wasser. Wenn das Wafjerquantum Q 
mit einer gewiſſen Geſchwindigkeit Ac — c in ein mit der Gefchwindigk: 
4Av=v fortbewegtes Gefäß DE, Fig. 935, frömt, fo wird von dem 

. 2 
dig. 985. Arbeitsvermögen Z, = er deflelben 


3 
ein Theil Z, = a y, welcher dem Fer: 


Iufte der Gefchwindigfeit c, entjpridht, 
auf die Bildung und Erhaltung dei 
Waflerwirbeld AB verwendet. Bezeid- 
net & den Winkel v Ac, um welchen dir 
Richtung des Wafferftrahles von der Be: 
wegungsrichtung des Gefäßes abweidit, 
jo iſt 


c? —⸗ cꝛ + v3 — 2cvcos.., 
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und daher die durd) den Wafferwirbel verloren gehende mechanifche Arbeit 
__e? + v2 — 2cv 008.% 
L= 29 QY- 
3 
Nun behält aber da8 Waflerguantum Q nod) da8 Arbeitsvermögen Z, — 5 25 
in ſich, da es die Geſchwindigkeit v des Gefäßes behält, daher folgt bie 
mechaniſche Arbeit, welche auf das Gefäß übergeht, und auf die Fort⸗ 
bewegung defjelben verwendet wird: 
L=Lb-Lb,—-D 


c? — (c? + v2 — 20.08.08) — v? 2cv cos.0 —2v? 
= d1= — — 0 
29 29 


C 008.6 — v)v 
— ——— Q y. 
und die Kraft, mit welcher das Gefäß in ſeiner Bewegungsrichtung durch 
das einſtrömende Waſſer fortgetrieben wird: 
L Cecos. x« — v 
P= 7* — 9Y. 

Noch ift das ftogende Waſſerquantum pr. Secunde, Q — Fe, wenn F 
den Duerichnitt des Strahles bei feinem Eintritte bezeichnet, daher hat 
man aud 
(c c08.% — v) c 


P= Fy, 
und für den Yall, deß das Gefäß in fteht, aljo v —= 0 ift, 
3 
Pp—! — Sm=2] J 2FR) co. 0, 


wobei % die Geſchwindigkeitshöhe 7 bezeichnet. 


Die mechanische Arbeit ift ein Marimum für v — !/.ccos. a, und zwar 
ı, €* (cos. &)? ı g 
In='h5, 9r='h Qh y (cos. 0)?. 
Führt man den Strahl in der Bewegungsrichtung des Gefäßes ein, macht 
man alfo « — 0, fo erhält man: 
L= (de — v)v 
9 


— 1/, Qhy. 
Eẽ wirb daher in diefem Sale nur die Hälfte des ganzen mechanifchen 
Arbeitsvermögense Qhy des Waſſers gewonnen (vergl. $. 527). 


dy und 


Reactionsrad zu Versuchen. ur Prüfung der vorftehenden Theorie 8. 531. 
des Stoßes und der Reaction des Waffers bedient man fid) am beften eines 
Heinen Reactionsrades AAB, Fig. 936 (a. f. S.), mit verticaler Um⸗ 
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drehungsare CD (f. des Verfaſſers Erperimental-Hydraulif $. 48 u. |. w.). 
Das Waller, welches zum Umtriebe diefes Rades dient, wird oben durch zwei 
Geitencanäle F, E nahe tangential in den Behälter AA des Rades ein: 
geführt, und ftrömt unten, durdy zwei Seitenmündungen F, F in den Enden 


Fig. 936. 





der Schwungröhren R, R aus. ‚Zur Erzielung eines conftanten Wajler: 
‚zufluffes und einer conftanten Umtriebsfraft dient der Hahn H in der Roͤhrr, 
welche da8 Betriebswafler zunächlt den Behälter @ zuführt, aus dem « 
‚wieder durd) eine Röhre KL in die Kammer AA mit den Eintrittscanälen 
:E, E geleitet wird. Während des Ganges. der Mafchine ift der Hahn 7 
jo zu ftelen, daß die Oberfläche W des Waſſers im Reſervoir G immer 
on der Spige des Zeiger& Z berührt wird. 








8. 532.] Don der Kraft und dem Widerftande zc. 1167 


Um die Reaction des außfliegenden Waſſers zu finden, befeftigt man noch 
an der Mittelröhre B des Rades eine dünne Schnur S, welche das vom 
Rade zu hebende Gewicht trägt und mittel einer Yeitrolle nad) dem Rade 
geführt wird. Das Auffchlagwallergquantum wird in dem Reſervoir, aus 
welchem das Wafler in die Röhre mit dem Hahne fließt, dadurch gemeflen, 
daß man den Inhalt A und die Tiefe & der Senkung des Wafferjpiegels 
während der Verſuchszeit ausmittelt. Iſt dann bie Ausfluß- oder Beobad)- 
tungszeit — t, jo hat man das Aufichlagwafferguantum pr. Secunde, 


Aa 
27 
und iſt das Gefälle, d. i. die ſenkrechte Tiefe der Ausmündungen des Rades 


unter dem Waſſerſpiegel im Reſervoir G@, — h, fo läßt ſich das ganze 
Arbeitsvermögen des Aufſchlagwaſſers pr. Secunde 
A = r ſetzen. 

Wird nun in der Zeitet von der Maſchine das Gewicht G auf die ſenk—⸗ 
rechte Höhe s gehoben, fo ift dagegen die wirklich verrichtete mechanische Arbeit 
des Reactionsrades: 





L=0hy = 


Lı — = 
und e8 lafjen fich beide Arbeitöwerthe, von welchen ber lettere ſtets der 


fleinere ift, mit einander vergleichen. 


Theorie des Reactionsrades. Das ganze Gefälle h eines foldhen $. 5832. 
Waſſerrades befteht aus der Höhe Ah, vom Waflerfpiegel bis an die Eintritts- 
ftele E gemeffen und aus der Höhe Az, von dem letteren Punkte aus bis 
zu den Ausflugöffnungen des Rades gerechnet. Aus 7, beftimmt fich die 
Eintrittsgefchtwindigfeit cı des Waſſers durch die Formel c, — V2gh,, 
und aus A, läßt ſich die relative Ausflußgejchwindigkeit des Waſſers beim 
Austritte aus dem Rabe nad) $. 329 mittel® der Formel 


c=V2g9h +? — v} 
berechnen, wenn die Umbdrefungsgefehwindigfeiten vı und v des Rades an 
der. Ein» und an der Austrittsftelle befannt find. Da bie als Umdrehungs- 
fraft dienende Reaction des Waſſers der Ausflußgefchwindigfeit entgegen: 


gefegt wirkt, jo ift die abfolute Gefchwindigkeit des Waflers, beim Austritt 
aus den Rade: 


v—=c—v 
und deren Quadrat: 


w? = c? — 2cv + v? = 29h, — 2cv + 2u? — vi, 
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folglich, das mechaniſche Arbeitsvermögen des fortfliegenden Waflers : 


_ w (e — v)v ve, 
L=9.2=0r(m -72- 3). 


Das mit der relativen Gefchwindigkeitse, — c, — vı in das Rad einftrömende 
Waſſer verliert außerdem durch den Stoß (nad) $. 463) das Er 


Ley“ a = er (m - a + 51 
folglich geht von dem ganzen Arbeitsvermögen des Baflırs Ir "has Rad 
Qhy=Qlkı +k)y 
nur bie mechaniſche Arbeit: 
L= 070-1 —m) + 07 (22 +20) übe 


Um eine. möglichft große Arbeit de8 Rades zu erlangen, m w — Wull, 
alov = c, und ebenfo u, — Null, alfo ©, = cı fein, wonad) dann 


Ti — hs, oder vı — V 2gh,, fowie 


2 — Rh, Oder vı, = J 2gh, folgt. 
Es ift alfo in diefem Falle Ak, = h, = 1, h, und die entſprechende 
ee der Maſchine: - 
cv vr 
=. 7 =97=20hr= Ohr, 
d. i. eh de dem ganzen Krbeitsvermögen des Waflers. 
Bezeichnet vr, den Abftand des Eintrittspunftes und r den mittleren Ab 
ftand der Ausflugöffnungen des Rades von der Are defielben, jo hat man 
an —_n 
7 „’ daher 0, = „ 
und die Rableiftung überhaupt 
— — 249; 
L=gr(e-r+2a); 
fo daß nun die Umdrehungskraft, im Abftande 7 gemeffen: 
—t_ı n 
?P=-- 7 ( v”+ 2a) folgt. 


Wenn die Laſt oder das angehangene Gewicht CF am Hebelarme a wirt, 
welcher 3. B. im abgebildeten Apparate fehr nahe dem Halbmeffer der Mittel⸗ 
röhre B gleich ift, jo hat man Ga = Pr und daher das anzuhängende 
und während der Umdrehung des Rades emporzuhebende Gewicht: 

"pH oe — 
==, [(e v)r + Garıl, 


alſo rec=rvmc — vi, 


8. 532.] Von der Kraft und dem Miderftande zc. 1169 
2 
a 


G = —an = nr. 
9a 9 
Bezeichnet F' den Inhalt der Ausflußmündungen, ſowie F, den der Ein⸗ 
trittsöffnungen des Rades zufanımengenommen, fo ift 
Q=Fec= Fıc, und daher 
net — ſowie 


ci — J 2ghı 
Q 2 ghı 
V29%» +1? — v 29, tt" —v, 


dhtrv=cwuo—=comwh—=h—!,h if, hat man Q=Fr, 
daher: 





F = 


a |e& 


P— Kit — Fhy, 
dagegen für v — 0, it Q — FV 2g%,, daher 
__ Fey ri 
—— ( r7 c) 


Führt man noch das Waſſer fehr langjam ins Rad ein, fo läßt fid) c, — 0, 
fowie A, — 0 fegen, und es folgt im legteren Falle die Reactionskraft: 


? 
P= 2 e—= — — 2FV 2FNHy, 
wie ſchon oben gefunden worden iſt. 

Da wir bei den vorſtehenden Entwickelungen von den Nebenhinderniſſen 
abgeſehen haben, ſo geben die Verſuche an der abgebildeten Maſchine nicht 
genau die gefundenen, ſondern um einige Procent kleinere Kraftwerthe. 
Uebrigens ſtehen die Ergebniſſe der Verſuche an einem ſolchen Rade bei forg- 
fältiger Ausführung im beſten Einklange mit der im Vorſtehenden entwickelten 
Theorie. 

Um dieſe Maſchine zur Prüfung der Theorie des Waſſerſtoßes zu 
verwenden, befeſtigt man Stoßplatten, O, O, kleine Gefäße u. |. w. fo an 
den Schwungröhren des Rades, daß dieſelben den Stoß des ausfließenden 
Waſſers aufnehmen können. Es iſt dann die Umdrehungskraft gleich der 
Differenz zwiſchen der Reaction des Waſſers im Rade und der Stoßkraft 
deſſelben außerhalb des Rades. Ganz der Theorie entſprechend bleibt dann 
das Rad ſtehen, wenn das ausſtrömende Waſſer winkelrecht gegen ebene 
Stoßplatten oder in mit Waſſer angefüllte Gefäße ſtrömt; es behält dagegen 
noch eine Umdrehungsbewegung in der Richtung der Reaction, wenn es ſchief 
gegen ebene Stoßplatten oder gerade gegen convere Stoßplatten ſtößt, und 
es dreht fich dagegen in der Richtung des ausfließenden Waſſers um, wenn 
daſſelbe von concaven Stoßplatten aufgefangen wird. 

Weisbach's Lebrbuch der Mechanik. L 74 
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$. 533.  Wassermesser. In neuerer Zeit bedient man ſich aud) zum Meſſen 
des fließenden Waſſers der Baff ermeſſer, welche burd die Reactionskraft 
des ausfließenden Waſſers in Bewegung geſetzt werden und im Weſentlichen 
die Einrichtung eines Reactionsrades oder einer Turbine haben. Eine ideelle 
Darſtellung eines ſolchen Waſſermeſſers führt Fig. 937 im Durchſchnitt vor 
Fig. 937. Augen. Das zu meſſende 
Waſſer fließt durch eine 
Köhre A in das Innere 
des Rades BB und ge 
langt dur) vier Ganäle 
CB, CB... am äußem 
Umfang defjelben zum Aus: 
flug in das Gehäufe DE, 
aus welchem e8 mittels einer 
Köhre EF weiter geführt 
wird. Die Welle W dieſes 
Kades trägt einen Zeiger 
Z, oder vielmehr einen 
ganzen Zeigermechantsmus, 
welcher die Umdrchungszahl des Rades und dadurd) auch das derfelben 
proportionale Quantum des durchgefloffenen Waſſers zu jeder Zeit angiebt. 
Bezeichnet A den durch die Höhe einer Wafferfäule gemeſſenen Drucdkverluft 
beim Durchgange durch da8 Rad, ferner Q da8 durdhfliegende Waſſer—⸗ 
quantum pr. Secunde, c die Ausfluß - und v die in umgekehrter Richtung 
erfolgende Radgejchwindigfeit am Umfange, fo hat man c? — » — 2gh 
und die Leiltung des Rades: 
v) v 


= 97 (1. 8.539). 


Iſt AR der auf den Umfang — Widerſtand des Rades, in Folge 
feiner Arenreibungen. ſ. w, ſo kann man L Röo ſetzen, und erhält die 
Formel 





c — ı. 





R= 2 


oder, wenn noch F die Summe = Inhalte ſämmtlicher Ausmündungen 
bezeichnet, ſo daß Q = Fe, oder c = x gejegt werden fann, 


r=($-) er, ſo daß 


d 5 
er , 1olgt. 


Wäre R Null, oder wenigftens = jo ließe ih v -=$ ſetzen, 





8. 533.] Bon der Kraft und dem Widerftande ꝛc. 1171 


alfo annehmen, daß die Umdrehungsgeſchwindigkeit v der Waflermenge Q 
proportional wäre, was allerdings aud) zu fordern if. Wenn dagegen 
R = Yv wäre, alfo der Widerftand des Rades mit v gleichmäßig zunähnte, 
fo würde 
vv N 
® + 85 — 7 alſo 
== — annähernd — 2 (1 — zu ſetzen ſein. 
F (1 + 2) z er 
97 

Wenn aljo der Widerftand R des Rades nicht ſehr Hein ift, jo nimmt 
das Inftrument eine Heinere Umdrehungsgeſchwindigkeit an, al® wenn derfelbe 
Null oder wenigftens unbeträchtlich ift, und es giebt dann auch das In⸗ 
ftrument ein zu Kleines Waſſerquantum an. 

Um den Einfluß des Widerftandes R wenigfteng annähernd zu beftimmen, 
bezeichne c, die größte Ausflußgefchwindigfeit, welche das Wafler annehmen 
kann, ohne daß das Rad fic in Bewegung fegt, für welche alfo v noch 
gleich O ift, fo Hat man, unter C0 — Fo die diefer Ausflußgeſchwindigkeit 
entiprechende Wafjermenge verftanden: 

gR 


GG — 0 
R= oder co — — . 
Co 0 57 


Es läßt ſich dann wenigftens annähernd v —= c — c,, ſowie 
zFru 








g=Feot)="T- t+%=uut 0 


feßen, wenn r den Radhalbineffer, u die Umdrehungszahl des Rades und u 
einen durd) Verſuche zu beftimmenden Coeffitienten bezeichnet. 
Am meiften haben in der neueften Zeit die Waffermefjer diefer Art von 


Siemens Anwendung gefunden, wovon Fig. 938 den Haupttheil im Durd)- 
dig. 938. 
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Schnitt darftellt. Das aus A zufließende Waller tritt durch die Röhre BB 
in das Rad CC und wird von da durd die Schwungröhren DD m iu 
Gehäufe EE geflihrt, aus dem es die Röhre F' weiter leitet. Die Welle W 
des Rades ift oben durch eine Stopfbüchſe geführt und fegt mit ihrem 
ichraubenförmigen Ende den Zählapparat in Bewegung. Die Flügel k, k 
auf dem Rade jollen durch den Widerftand, welchen fie im Waſſer erleiden, 
zum Neguliren der Umdrehungsbewegung des Rabes beitragen. 

Man kann aud) das Keactionsrad fo einrichten, daß es bei jeder Ur. 
drehung eine beſtimmte Waſſermenge durchführt. Im diefer Abſich 
taucht man das Rad BAB, Fig. 939, nur zum Theil ins Waller, fo dai 

zig. 939. fi) bei Umdrehung defjelben die Aöhren 
oder Spiralgänge abwechjelnd mit Yur 
und Waffer fiillen. Das Waller wirt 
auch hier durd) eine Röhre ins Innere 
des Rades und von da durd) die Spira! 
gänge in den librigen Raum bes Gr 
häuſes EF geführt, aus dem es in der 
Röhre F abläuft. Das Waffer ftch: 
hier im Innern des Rades um eine a 
wife Höhe % über dem Waſſer im & 
fäße, und wenn daher bei der Umdrehung 
des Rades in der angedeuteten Richturs 
eine Ausmündung D unter den Waſſer 
fpiegel im Inneren gelangt, fo fängt ta: 
Waſſer an durch diefelbe auszufliegen, und übt dabei eine gewille Reaction: 
fraft P aus, wodurd die Umdrehungsbewegung des Rades unterhalten wird 
Iſt 9 die Waſſermenge, weldje ein Spiralgang faßt, und n die Anzak! 
diefer Canäle, fo fließt bei der Ummrehungszahl u des Rades pr. Minmut, 


— 1 pr. Secunde durd) das Rad. 


Anmerkung. Ueber den Siemens'ſchen Waſſermeſſer ift nachzuleſen: %: 
Zeitfehrift des Vereines deutjcher Angenieure, Bd. I., 1857, wo aud noch ein n:= 
dem Principe des Aichens conftruirter Waflermefjer von Yopling beicdhricke: 
wird. Siehe auch die Schrift: Siemens and Adamsons Patent - Water- 
Meter. Ein ganz eigenthümlid) conftruirter Waſſermeſſer in Form eines Reactior: 
rades ift im Genie industrielle Tome XXI, No. 126, 1861, unter dem Rame: 
Compteur hydraulique pour la mesure d’ecoulement des liquides, par 
Guyet bejdrieben. Zwei Waſſermeſſer find aud in der engliſchen Schrift Hs- 
draulia, by W. Matthews behandelt. Ein Compteur hydraulique, weid-: 
auf dem Bahnhofe zu Chartres gebraucht wird, ift beſchrieben im Bulletin de iu 
Societe d’encouragement, 51. Jahrgang (1852). Ueber Uhler's Mekapparc: 
für Slüffigkeit handelt Dingler’s Journal, Bd. 161. Die Beihreibung er: 
Gontrolapparates zum Mefjen des in den Branntweinbrennereien gewonnere 








die Waflermenge Q — 





8. 534.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1173 


Spiritus von Perels enthalten die Mittheilungen des Gewerbevereines für 
Hannover, Neue Folge 1861. 


Gasmesser. Die fogenannten naffen Gasmeſſer oder Gasuhren 
find ebenfo, wie gewifle Waffermeffer, Heine Räder mit Spiralgängen, welche 
zur größeren Hälfte ins Waſſer eintauchen, und durd die Reaction des 
durchſtrömenden Gaſes in Umdrehung geſetzt werden, wobei jeder Spiralgang 


$. 34. 


eine gewiſſe Gasmenge von innen nach außen führt. Die weſentliche Ein⸗ 


richtung eines ſolchen Gasmeſſers iſt aus den beiden Durchſchnitten in Fig. 940 

Fig. 940. erfichtlih. Das  zuitrö- 
nıende Gas wird durd) eine 
Kropfröhre A in das In⸗ 
nere eines Rades BB ge: 
leitet, wo es den Wafler: 
jpiegel um die Höhe % tiefer 
drückt, welche dem Span⸗ 
nungsverluft des Cafes 
beim Durchgang durd) das 
Inſtrument entſpricht. Aus 
demſelben tritt es nach und 
nad) in die Einmündungen 
der Spiralgänge, füllt diefelben faft ganz aus, und ftrömt zulegt durd) die 
Mündungen am Radumfang in das Gehäufe GE G, aus weldyen es durch 
eine Röhre H nad) dem Punkte des Bedarfes geführt wird. Damit durch 
einen Spiralgang des Rades eine beftimmte Gasmenge abgeführt werde, ift 
die Anordnung fo zu treffen, daß fich von den beiden Mindungen einer 
Windung immer mindeitens eine unter Wafler befindet, weil dann während 
des Anfüllens eines Ganges kein Abflug ftatthat, und während des Abfluffes 
nicht noch Gas ungemeffen von innen nachſtrömt. Es ift dann die Gas— 
menge P, welche ein Spiralgang durdyläßt, eine beftimmte, und daher das 
Gasquantum 





nuV 
= 60 

zu fegen, wenn das Rad mit 9 Spiralgängen pr. Minute # Umdrehungen 
macht. Bezeichnet b den Barometerftand des abftrömenden Gafes, fo ift 
b + Ah der Barometerftand des zuftrömenden Gaſes, daher, nad) dem Ma⸗ 
riotte’fchen Gefege, das Luftquantum eines Spiralganges, Bet unter 
dem Drucke außerhalb des Rades: 

b+h Y 


® n= b 


und folglich die Tuftmenge, welche zunächft beim Austritt einer Außenmün- 
dung aus dem Waſſer, aus dem Nabe in den übrigen Gefäßraum ftrömt, 
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Vi — V —* V. 
Bei dieſem Ausſtrönien wird die mechanifche Arbeit 
A = Vyp Log.nat. Du 


frei (f. 8. 415), welche, da wegen der Kleinheit von 2 annähernd 
0 * R _ Log. nat, ( 4 ;) = — 
und bei dem fpecif. Gewichte y der Manometerfüllung, p—= (b + kR)y =br 
ift, aud) A = Vhy gejegt werden kann. 
Bon diefer Arbeit wird ein Theil auf die Ummdrehungsbewegung des Kader 
verwendet, und ein Theil von der Wirbelbildung aufgezehrtt. Der erftere 
Theil ift durd) den Ausdrud 


A = 


Log. nat. 





(e — v) v.h 

g 5 
in welchem A den mittleren Manometerſtand, c die mittlere Ausflußgeſchwin 
digkeit, v bie äußere Radgefchwindigfeit und Y, das fpecif. Gewicht des and 
ftrömenden Gaſes bezeichnet, bejtimmt. Iſt Z der auf den Radumfang 
reducirte Widerftand des Rades, fowie r der Halbmefler defielben, fo hat 
man bie von demfelben beanfpruchte Arbeit: 


Yy; 


4A, =R m, und daher zu jegen: 


((—v)v h 


7 yn=-UR ober da 2ur = if, 


ev Rh, 60 R 








9 b r nu 
und es folgt daher die dem Abjtande A zwiſchen ben beiden Waſſerſpiegeln 
entſprechende Umdrehungsgefchwindigfeit 


’ 





va c— 92.608 
hVYyı nu 
fowie die Umbrehungszahl deu Gasuhr pro Minute: 
„— 30 („_ _$0gbR 
ar \ nurn) 
Annähernd fällt c — 1/ 2 = aus, wenn Y das fpecif. Gewicht der 
1 


Manometerfüllung bezeichnet. Das Gasquantum pro Secunde ift natürlic 
Nu 172 ® 
Q — 60 ’ 
aljo der Umdrehungszahl % proportional. 





8. 535.] Bon der Kraft und dem Widerftande zc. 1175 


Neuere Gasuhren. Anſtatt die Spiralgänge einer Gasuhr in einer $. 535. 
Ebene um die Welle anzubringen, kann man diefelben auch ſchraubenförmig 
um diefelbe Herumführen. Die Art und Weife der Wirkung eines folchen 
Gasmeſſers ift aus den Durchjchnitten in I. und IL, Fig. 941, zu erjehen, 


wo DD den Wafjerjpiegel an der vorderen und EE den Wafferjpiegel an 
Fig. 941. 





der hinteren Stirnfläcye des eine liegende Trommel bildenden Rades vorftelt. 
Die Mündung A de8 Spiralganges AOB mündet in der Kanımer an der 
vorderen Fläche aus und nimmt das zuftrömende Gas auf, die Mündung B 
hingegen führt das Gas in die Kammer an der hinteren Stirnfläche, von 
welcher aus es mittels einer Röhre weiter geführt wird. In ig. 941, IL 
find die verjchtedenen Stellungen eines Spiralganges von der vorderen Stirn- 
fläche aus gejehen, abgebildet. Fig. 941, II. dagegen jtellt verſchiedene Stel- 
lungen dieſes Ganges von der hinteren Stirnfläcje des Rades aus betrachtet, 
dar. Bei der durd) einen Pfeil angedeuteten Richtung der Umdrehung des 
Rades um die horizontale Are C tritt in (F., 1) die Einmündung A eben 
aus dem vorderen Wafler heraus, während die Ausmündung B in das hintere 
Waſſer zu treten beginnt; ferner find in (I, 2) und (J. 3) Gasbögen A O, 
AO durd) die Mündung A eingetreten, und es taudjt in (I., 4) die Ein: 
mündung A wieder in das Vorderwaſſer, wobei nad) Aufnahme einer gewiflen 
Gasmenge 9 das weitere Einftrömen von Gas durd A aufhört. Kurz 
darauf gelangt aber die Ausmündung B wie (II., 1) darftellt, aus dem 
Hinterwaffer, und e8 beginnt das Ausftrömen des vorher eingenommenen 
Gaſes, welches bei den Stellungen (II., 2) und (IL, 3) vollfommen im 
Gange ift. Bei einer weiteren Drehung tritt B wieder in das Hinterwafler, 
wie (II., 4) darftellt, und es beginnt nun eine neue Aufnahme von Gas. 
Es wird alfo bei der einen Hälfte der Umdrehung von dem Spiralgange 
AOB ein Öasbogen AO (I., 4) von der größeren Preflung b + A aufs 
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genommen, und bei der zweiten Hälfte von demjelben in den Raum mit der 
fleineven Preſſung geführt. Bei dem Uebergange aus der größeren Preflung 
in die Fleinere wird wieder das Arbeitöquantum A— V hy frei, von welchem 
ein Theil die Umdrehung des Rades bewirkt, wie bereits im vorigen Para: 
graphen angegeben worden iſt. Die allgemeine Einrichtung und Thätigkeit 
einer ſolchen Gasuhr ift aus einer ideellen Darftellung in Fig. 942 nod) 
beiier zu erfennen. Das Gas wird zunächſt durch ein Kropfrohr A in ee 
Kammer BB geführt, welche nur in der Mitte, um die Umdrehungsare C 
herum, mit dem Waſſer im Gehäufe EFG communicirt, am äußeren Um— 
fange aber, wo die Spiralgänge ZK und LM einmünden, Iuftdicht ab- 
gefchlofien ift. In der Abbildung ift dargeftellt, wie der Spiralgang HK 
aus BB Gas aufnimmt, und wie dagegen der Spiralgang ZM das kurz 
vorher aufgenommene Gas bei M in den oberen Raum des Gehäufes EFG 
führt, aus den e8 durch eine Röhre F’ weiter geleitet wird. Bei diefer Ein- 
richtung der Gasuhr ift das Gas in der Vorkammer durd) das Waller von 
dem in dem Gehäuſe ganz abgefperrt, und daher eine Piderung, welche durch 
die Reibung viel Kraft verzehrt, nicht nöthig. ‘Das andere Ende D der Arc 
CD des Rades ift mit einem Schraubengewinde verjehen, wodurch der Räder: 
mechanismus des Zählapparates in Bewegung geſetzt wird. 
= Tig. 942. Tig. 943. 





Die Crosley’fchen Gasuhren, welche eine allgemeine Verbreitung erlangt 
haben, find nad) dem im Borftchenden erflärten Principe conftruirt; nur find 
bier die Spivalgänge nicht röhrenförmig, fondern wirkliche Kammern mit 
ſpiralförmigen Scheidewänden und durch Ausbiegung der Stirnwände gebil: 
beten triangulären Ein- und Ausmündungscanälen. Figur 943 ift eine per- 
jpectivifche Anficht eines folhen Rades bei abgenommenem Mantel, welches 
fid) aus 4 Blechſtücken, wie Fig. 944 darftellt, zufammenfegen läßt. 
Dan fieht in agec bie Ein- und n df.. . die Ausmändungen, 
jowie in AC.. . die Scheidemände des um die Are s2 umlaufenden 
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Rades. Im Fig. 945 ift ein Längendurchſchnitt der Gasuhr mit dem 
Aeußeren der Trommel abgebildet; man bemerkt bei K bie Kropfröhre, 
welche das Gas in die Vorkammer des Rades oder der Trommel einführt, 

Fig. 94. und in Z die Röhre, welde 
das Gas aus dem oberen 
Raume AA des Uhrgehäufes 
ableitet. Das Gas ftrömt 
nicht unmittelbar aus der Gas⸗ 
leitung nad) X, fondern die 
Röhre E führt erſt das Gas 
in eine Kammer F' und von 
da durch die Bentilöffnung 3 
in die Kammer G, von wo 
aus e8 durch den oberen Theil 
der verticalen Röhre ZZ in die 
Kropfröhre K gelangt. Teer 
äußere Waflerfpiegel reicht ge- 
rade bis zur Einmündung der 
Röhre H, durd) welche das 
überfchüffige Waſſer nad) unten 
in einen Behälter Z abgeführt 
wird. Damit jedod) das Wafler 
nicht zu tief ſinke, ift ein 
Schwinmer S angebracht, wel⸗ 
her das Aomiffionsventil © 
trägt und dafjelbe verfchließt, 
wenn er bis auf eine-gewille 
Tiefe fintt. Der Gaszufluß 
hört dann ganz auf, und man 
wird dadurd) benadjrichtigt, daß 
eine Nachfüllung von Wafler 
durd) eine Mündung M in 
einer nur unten mitdem Waſſer⸗ 
raume in Communication ftehenden Kammer N nöthig ift. 


Die Abbildung in Fig. 946 (a. f. ©.) führt die Gasuhr in einem vorbern 
Durchſchnitte vor Augen, worin außer der Kammer N mit der Mündung MM, 
vorzüglich das Uhrwerk Udes Zählapparates, welches mittels eines Schrauben- 
gewindes an der Are der Trommel und durch eine ftehende Welle mit Zahn- 
rad P in Umtrieb gefegt wird, zu fehen ift. 

Ein weſentlicher Widerftand bei dem Gange der Crosley' ſchen Gasuhr 
geht aus dem Ein- und Austritte des Waflers durch die verengten trian- 








g. 536. 
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gufären Mündungen Hervor. Aus dem Inhalte Feiner Ein- ober Aus: 

mündung und der durchftrömenden Waſſermenge pr. Secunde, welche ſich 

dem Gaequantum Q gleichſetzen läßt, folgt die Ein- und Austrittsgeſchwindig- 
Fig. 946. 





keit des Waflers vo, — —, und daher der entjprechende Arbeitsverluft pr. 


1/6» 


Secunde: 
—2 0— (2\ 9. 
ν () 9 


Anmerkung. Näheres über Gasuhren iſt nachzuleſen in Schilling's Hand— 
buch der Steinkohlengasbeleuchtung, ferner Heeren's Aufſatz: „Die Einrichtung der 
Gasuhren“ in den Mittheilungen des Gewerbevereins für das K. Hannover, Jahr: 
gang 1859. Eine neue Gasuhr von Hanſen ift beſchrieben im Journal für 
Gasbeleuchtung, 1861. 


Wirkungen unbegrenzter Flüssigkeiten. Wenn fid) ein Körper 
in einer unbegrenzten Flüſſigkeit progreffiv fortbewegt, oder wenn ein 
Körper in eine bewegte Flüffigkeit gebracht wird, fo erleidet derjelbe einen 
Drud, der von der Form und Größe diefes Körpers, fowie von der Tichtig- 
feit der Slüffigkeit und von der Gefchwindigfeit der einen oder der andrıen 
Maſſe abhängt, und in einem Falle Widerftand, im anderen aber Sto$ 
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der Flüſſigkeit genannt wird. Diefer hydraulifche Drud entfpringt aber 
vorzüglich aus der Trägheit des Waſſers, deflen Bewegungszuſtand durch das 
Zuſammintreffen mit dem feiten Körper verändert wird, dann aber aud) noch 
aus der Kraft des Zuſammenhängens der Waflertheilchen, bie hierbei theil- 
weife von einander getreunt oder an einander verjchoben werden. Bewegt ſich 
ein Körper AC, Fig. 947, ım ftillftehenden Waffer, fo fchiebt er eine 
gewifle Waſſermaſſe mit erhöhten Drude vor fid) her. Während diefe 
Waffernaffe beim weiteren Fortrücken des Körpers einerfeit8 immer mehr 
Zuwachs erhält, findet andererfeitS nahe am Körper ein fteter Abfluß ftatt, 
indem die der Vorberfläche AB zunächſt liegenden The.lcen eine Bewegung 


Fig. 947. Big. 988. 





‚in der Richtung diefer Fläche annehmen. Trifft da8 bewegte Waſſer 
einen in Ruhe befindlichen Körper AC, Fig. 948, fo erzeugt fid) vor dem⸗ 
jelben ebenfalls ein erhöhter Waſſerdruck und macht, daß die Wuflertheilchen 
vor dem Körper von -ihrer urfprünglichen Richtung abgelenft werden und 
fid) an der Borderfläche A B hinbewegen. Haben diefe Waffertheildyen die 
Grenzen der Borderfläche erreicht, fo machen diefelben eine Wendung, und 
laufen nachher an den Ceitenflädhen des Körpers hin, bis fie an die Hinter- 
fläche kommen, wo fie fi) nicht fogleich wieder vereinigen, jondern zunächſt 
wirbelnde Bewegungen annehmen. Mean fieht, daß die allgemeinen Bewe⸗ 
gungsverhältniffe der den Körper umgebenden Waflerelemente beim Stoße 
des bewegten Waſſers diefelben find, wie beim Widerftande eines im Wafler 
bewegten Körpers; nur findet bei den Wirbeln eine Verſchiedenheit infofern 
ftatt, als bei kurzen Körpern die Wirbel im legteren Falle einen kleineren 
Raum einnehmen als im erfteren. Die Geſchwindigkeit der Waflerelemente 
nimmt in beiden Fällen von der Mitte der VBorderfläche an nad) den Grenzen 
berfelben mehr und mehr zu, erreicht am Anfange der Seitenfläden, wo in 
ber Kegel nod) eine Contraction eintritt, ihr Marimum, nimmt nun bei 
dem an den GSeitenflächen hingehenden Waſſer allmälig ab, und erreicht 
endlid) ihr Minimum bei dem Waſſer, welches die Hinterfläche erlangt und 
in wirbelnde Bewegung übergeht. 


Theorie des Stosses und Widerstandes. Der Normaldrud bes $. 537. 
ruhenden oder bewegten Waſſers gegen einen in demfelben bewegten oder in 
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Ruhe befindlichen Körper - ift an verfchiedenen Punkten deffelben fehr ver: 
ſchieden. Er ift in der Mitte der Vorderfläche deſſelben am größten und 
in der Mitte der Hinterfläche und nächſtdem am Anfange der Seitenfläcden 
am fleinften, weil dort mehr ein Zu⸗, bier aber mehr ein Entftrömen des 
Waſſers in Hinficht auf den Körper ftatt hat. Iſt der Körper, wie wir in 
der Folge vorausfegen wollen, in Hinficht auf die Bewegungsrichtung ſym⸗ 
metrifch, jo Heben fich die ſämmtlichen Preſſungen rechtwinkelig gegen dicje 
Richtung auf, und es kommen daher nur die Preffungen in der Bewegungs: 
richtung in Betracht. Nun find aber die Preffungen auf der Hinterfläche 
bes Körpers den Preffungen auf der Vorderfläche entgegengejett, es läßt ſich 
“ daher der refultirende Stoß oder Widerftand des Waffers gleid;: 
fegen der Differenz zwifchen dem Drude gegen die Border- und 
dem gegen die Hinterfläche. 

Wenn wir aud) die Größe diefer Drücke a priori nicht angeben Fönnen, 
fo Können wir doch wegen der großen Aehnlichkeit der Verhältniſſe mit dem 
Stoße ifolirter Strahlen annehmen, daß wenigftend das allgemeine Geſetz 
für den Stoß des unbegrenzten Waſſers von dem für den Stoß ifolirter 
Strahlen nicht abweiche. Iſt alfo F' der Inhalt einer Fläche, welche von 
einem unbegrenzten Strome, defjen fpecififches Gewicht Y fein möge, mit 
der Geſchwindigkeit v getroffen wird, fo läßt ſich der ent|prechende Stoß oder 
hydraulifche Drud: 

y2 
jegen, wobei & nod) eine von ber Form ber Fläche abhängige Erfahrungs: 
zahl bezeichnet. Dieſer Ausdrud läßt ſich aber nicht nur auf bie Wirkung 
gegen die Borderfläche, ſondern auch auf die gegen die Hinterfläche anwenden, 
nur befteht fie hier, mo das Waffer ein Beftreben hat, fich zu entfernen, in 
einem Zuge oder einen Negativdrude Iſt nun F'hy ber hydroſtatiſche 
Drud gegen die Border» und gegen die Hinterfläche eines Körpers, fo folgt 
der Geſammtdruck gegen die Vorderfläche: 
: 2 
P=ry+G,,Fr 
und der gegen die Hinterfläche: 
2 
B=Fhy—b;,Fr 
und es ergiebt fid) fo der refultivende Stoß oder Widerftand des Waflers: 
2 2 
P=Bh—-RA=h+b)l,,Fr=t:;,Fr 


29 
wenn & + &; = 8 gefegt wird. 
Diefe allgemeine Formel für den Stoß und Widerftand des un: 
begrenzten Wajfers findet au) ihre Anwendung auf den Stoß dee 
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Windes und auf den Widerftand der Fuft. Allerdings findet hier außer 
der Verfchiedenheit des asrodynamiſchen Drudes an der Border- und Hinter- 
fläche auch nod) eine Verfchiedenheit des aöroftatifchen Drudes ftatt, indem 
die Luft vor der Vorderfläche bei ihrer größeren Spannung auch eine größere 
Dichtigkeit (y) hat, als an der Hinterfläche. Deshalb fallen wenigftens bei 
großen Geſchwindigkeiten, wie fie z. B. bei Gefchligfugeln vorfommen, die 
MWiderftandscoefficienten der Luft größer aus, als die des Waſſers. 
Anmerlung. Eine eigenthümliche Erſcheinung beim Stoße und Widerftande 
unbegrenzter Mittel (Waſſer oder Luft) ift das Anhängen einer gewiflen Wafler: 
oder Luftmaſſe an den Körper, deffen Einfluß fich bei der ungleichförmigen Be⸗ 
wegung der Sörper, wie 3. B. bei Pendelihwingungen, beſonders bemerkbar 
madt. Bei einer Kugel hat die dem beivegten Körper anhängende Luft- oder 
Waflermafie ein Volumen von 0,6 des Bolumens der Kugel. Ber einem in der 
Axenrichtung bewegten prismatiſchen Körper ift das Verhältniß dieſer Volumina 
VF 


= 0,18 + 0,7056 ——, 


wo 7 die Länge und F’ den Querſchnitt des Körpers bezeichnet. Dieſe ſchon von 
du Buat aufgefundenen Berhältnifie haben durch die neueren Beobachtungen von 
Beſſel, Sabine und Baily volltommene Beftätigung gefunden. 


Stoss und Widerstand gegen Flächen. Der Widerſtands— §. 538. 
coefficient & oder die Zahl, womit die Geſchriudighitchöhe D zu multi⸗ 


pliciren iſt, um die Höhe einer den hydrauliſchen Druck meffenden Waſſer⸗ 
ſäule zu erhalten, iſt bei Körpern von verſchiedenen Formen ſehr verſchieden, 
und nur bei Platten, welche rechtwinkelig gegen die Bewegungsrichtung ſtehen, 
von beinahe beſtimmter Größe. Nach den Verſuchen von du Buat und 
nad) denen von Thibault läßt ſich für den Luft- und Waſſerſtoß gegen eine 
ruhende ebene Fläche & — 1,86 fegen, wogegen, jebod, mit weniger Sicher- 
heit, für den Wiberftand der Luft und des Waſſers gegen eine bewegte ebene 
Fläche & = 1,25 anzunehmen fein möchte. In beiden Fällen kommen auf 
die Vorderfläche ungefähr zwei, und auf die Hinterfläche ein Drittel der 
ganzen Wirkung. Der Widerftand, welchen die Luft einer im Kreife um- 
laufenden Fläche entgegenfegt, ift von Borda, Hutton und Thibault fehr 
verfchieden gefunden worden. ‘Der Legtere fand mittels einer rotirenden ebenen 
Fläche von 0,1 Quadratmeter Inhalt den Widerftand: 
P = 0,108 Fv?, wonad) 
_ 29 _ 19,62 | 
&£ = 0,108 - „= 0,108 - 755 = 1,70 ift, 
wenn man das ſpecifiſche Gewicht der Luft bei einer mittleren Temperatur 
von 100. zu 
1,2935 


TI .one 1,25 Kilogramm annimmt. 
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Diefer Widerftand bleibt, diefen Verſuchen zufolge, fait unveräudert,, fo 
lange der Winkel ©, um welchen die Fläche von der Bewegungsrichtung ab- 
weicht, nicht unter 45 Grad herabgeht. Bon 45 Grad an nimmt er mit 
dem Stoßwinkel & ab, fo daß bei & — 10 Grad, & nur — 0,53 ausfällt. 

Nach den Verſuchen von Didion u. f. w. ift für den Widerftand rotiren- 
der ebener Tslächen von 0,2 . 0,2 = 0,04 Quadratmeter Inhalt: 


£ = (01002 + 0,04840°%) 2 = 1,573 + 0,6810, 


wo v in Metern zu geben ift. 

An einer ebenen Fläche von 1 Ouadratmeter Inhalt fand dagegen Di- 
dion u. f. w. bei einer fenfrecdjten Bewegung derfelben, den Widerftande- 
coefficienten : 


& — (0,084 + 0,036v7) - = — 1,318 + 0,565 7-2, 


wogegen Thibault an ſolchen Flächen von 0,1 und 0,2 Quadratmeter 
Inhalt den Coefficienten 


& — (0,1188 + 0,0367) - 4 — 1,865 + 0,56502 findet. 


Borftehende Formeln gelten nur für eine gleichförmige Bewegung der 
Fläche; erfolgt die Bewegung derfelben ungleichförmig, fo erfordern bie: 
jelben noch eine Ergänzung. Aendert fic die Geſchwindigkeit eines in einem 
widerftehenden Mittel bewegten Körpers, jo wird aud) die von dem Körper 
in Bewegung gejette, oder von demfelben mit fortgenommtene Flüſſigkeits⸗ 
maſſe eine andere, und deshalb läßt ſich der Widerftand aud) noch von der 
Acceleration p de8 Körpers abhängig darftellen. Nach den Berfuchen von 
Didion u. f. w. an einer Fläche von 1 und an einer folhen von !/, Qua⸗ 
dratmeter Inhalt, welche in einer verticalen Linie bewegt wurde, ift der 
MWiderftand: 

P = (0,084v2 + 0,036 + 0,164p) F, und hiernad): 


E = [0,084 + (0,036 + 0,1649) 2] - 22 


Y 
— 1,318 + (0,565 + 2,574 p) v2. 

Uebrigens ift zu beachten, daß bei der ungleichförntigen Bewegung das 
mittlere Quadrat der Gefchwindigfeit von dem Quadrate der mittleren Ge: 
ſchwindigkeit verjchieden ift. j 

Stoß und Widerftand unbegrenzter Mittel werden aud) erhöht, wenn man 
die Flächen aushöhlt oder am Umfange mit vorftehenden Rändern verfieht; 
doc) ift man hierüber zu allgemeinen Ergebnifjen noch nicht gelangt. 

An einem Fallſchirm von 1,2 Duadratmeter Ouerfchnitt, 1,27 Meter 
mittleren Durchmeſſer und 0,430 Meter Tiefe fand Didion u. f. m. bei 
einer accelerixten Bewegung, wobei die Hohle Seite vorausging: 
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P — (0,163 v? + 0,070 + 0,142p) F, 
wonach aljo 
&£ = 2,559 + (1,099 + 2,229 p) v2 ift. 


Stoss und Widerstand gegen Körper. Der Stoß und Wider: 
ftand des Waſſers gegen prismatifhe Körper, deren Are mit der Be- 
wegungsrihtung zufammenfällt, nimmt ab, wenn die Länge der Körper eine 
größere wird. Nad) den Verfuchen von du Buat und Dudemin ift der 
Stoß von der Vorderfläche unveränderlic, und mur die Wirkung gegen die 
Hinterfläche veränderlid. Jenem entjpricht der Goefficient & — 1,186, 
für die Gefammtwirfung ‘aber ift bei den relativen Yängen 


7* o, 1, 2, 33: 
& —= 1,86, 1,47; 1,35; 1,33. 

Bei noch größerem Verhältniſſe zwifchen der Yänge J und der mittleren 
Breite VF des Körpers nimmt E in Folge der Reibung des Waſſers an 
den Seitenflächen des Körpers wieder zu. Bei dem Widerftande des Waſſers 
treten umgekehrte Verhältniffe ein. Hier ift nad) du Bnat für die Wirkung 
gegen die Vorderfläche unveränderlic &, — 1, flir die Geſammtwirkung 
aber bei 


1, 2 3: 


l 

vr 
&£ — 1,25; 1,28; 1,31; 1,33, 

jo daß aljo bei einen Prisma, welches dreimal fo lang als did ift, ber 

Stoß mit dem Widerftande des Waſſers gleid) groß ausfällt. 

Die von Newton, Borda, Hutton, Bince, Defaguilliers u. A. 
angeftellten Berfuche über den Widerftand von edigen und runden Körpern 
Laffen noch viel Unsicherheit zurid. Was die Kugeln betrifft, jo fcheint bei 
mäßigen Geſchwindigkeiten der Widerftandscoefficient für die Bewegung in 
Luft oder Waller 0,5 bis 0,6 gefetst werden zu können. Bei großer Ge- 
ſchwindigkeit und für die Bewegung in der Luft ift aber nad) Robins und 
Hutton zu fegen für die Gejchwindigfeiten 
v1, 5, 25, 100, 200, 300, 400, 500, 600 Meter: 
& — 0,59; 0,63; 0,67; 0,71; 0,77; 0,88; 0,99; 1,04; 1,01. 

Duchemin und Piobert haben befondere Formeln für das Wachen 
dieſer Widerftandecocfficienten angegeben. Nach Piobert ift der Widerftand 
der Geſchützkugeln im der Luft: 

P = 0,029 (1 + 0,0023 o) Fv? Kilogranım, wonad) 
€ = 0,451 (1 + 0,0023) folgt. 

Für den Stoß des Waflers gegen eine Kugel findet Eytelmwein: 

& — 0,7386, 


8. 539. 
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wogegen nach den Verſuchen Piobert's u. |. w., angeftellt mit Geidüt- 
fugeln von 0,10 bis 0,22 Meter Durchmeffer, ber Widerftand der Kugeln 
im Wafler: 
P = 23,8 Fv? Kilogramm; und daher 

& = 0,467 zu ſetzen ift. 

Die Widerftandscoefficienten fallen aud) bei nır zum Theil einge 
tauchten Körpern anders aus, al bei ganz vom Wafler umgebener 
Körpern. Für einen ſchwimmenden prismatifhen Körper, welcher 
5 bis 6 mal fo lang als breit ift, und in der Arenrichtung bewegt wird, tol 
& —= 1,10 gefegt werden. ft der Körper durd) zwei Berticalebenen vorn 
zugefhärft, wie ABC, Fig. 949, fo nimmt & mit dem Zufchärfungs: 
winkel ACA — Pß ab, und es ift 


fr = | 180° | 156° | 1320 | 1080 | 84° | 600 | 360 | 190 
ö— EEE Een BR EEE EEE 
| 

Iſt das Hintertheil des Körpers ACB, Fig. 950, zugeichärft, und ß 
der Zujchärfungswinfel, jo hat man dagegen 











05° 0,4 





= | 1,10 | 1,06 | 0,93 | 0,84 | 0,59 | 0,48 








Bei zugefpitten Vorder» und Hintertheilen des ſchwimmenden Körper: 
fällt natürlich & noch Heiner aus; für Flußdampfſchiffe ift & — 0,12 bie 
0,20, und für große Seedampfichiffe 5 = 0,05 bis 0,10. 

Anmerkung. Sehr ausführlid über dieſe Berhältniffe Handeln Poncelet 
in feiner oben citirten Introduction, und Duchemin ſowie Thibault in ihren 
Recherches experimentales etc. Ueber den Widerftand gegen ſchwimmende 
Körper, namentlich gegen Schiffe, jowie au vom Stoße des Windes gegen Räder. 
wird im zweiten und dritten Theile gehandelt. 

Beijpiel. Wenn man nah Borda den Widerſtand und Stoß rechtwintelig 
gegen die Are eines Cylinders Yomal fo groß jegt, als den gegen ein Baralld: 
epiped, welches mit ihm gleiche Dimenfionen hat, fo erhält man für den Wider 
ftand den Eoefficienten: 
= 1.128 = 0,64, 
und für den Stoß denjelben 

—= Y, .147 = 0,735. 
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Wendet man nun dieje Werthe auf den menſchlichen Körper an, defjen verticaler 
Querſchnitt etwa 0,7 Quadratmeter Inhalt Hat, jo findet man für den Wider: 
ftand und Stoß der Luft gegen denfelben die Werthe: 

P = 064 .0,051 ..125.07.v? = 0,0285 v2 


und 
P = 0,735 .. 0,051 ..125.0,7.v2 = 0,0328 v2. 


Bei einer Geſchwindigkeit von 1 Meter ift daher der Widerfland der Luft nur 
0,0285 Kilogramm und die entiprecdende Leiſtung 0,0285 Meterfilogramm, wäh: 
rend bei einer Geichmwindigleit von 2 Metern diejer MWiderftand viermal und der 
Arbeitsaufwand achtmal jo groß ausfällt. Bewegt fih ein Menſch mit der Ge: 
jhwindigkeit von 1,2 Meter dem Winde von 12 Meter Geſchwindigkeit entgegen, 
jo hat er einen der relativen Geihwindigfeit von 13,2 Meter entiprechenden 
MWiderftand von 0,0328 . 13,22 —= 5,71 Kilogramm zu überwinden und die be: 
deutende Arbeit von 5,71 . 1,2 = 6,85 Meterlilogramm zu verrichten. 


Bewegung in widerstehenden Mitteln. Die Geſetze der Be- 
wegung eines Körpers in widerftehenden Mitteln find nicht fehr ein- 
fach, weil man e8 hier mit einer veränderlichen, d. H. mit dem Quadrate der 
Geſchwindigkeit wachjenden Kraft zu thun hat. Aus der Kraft P, die einen 


Körper forttreibt, und aus dem Widerftande P, = 5 - —* welchen das 
Mittel der Bewegung entgegenſetzt, folgt die bewgende Kraft 


a y Pr. 


Da aber die Mafie des Körpers M — — ift, jo ergiebt fich die Befchleuni- 
gung deſſelben: 


v? 
P—t$—Fy 
»=y=(P 6, Fr) M= q 9, 





.$Fy, ‚1... V2s: - 
odet, wenn wir FT; durch * bezeichnen, alſo 55* w ſetzen: 


—_[} v\?]P 
»-[-@)]3- 

Iſt die bewegende Kraft P conftant, fo nähert fich die Bewegung nad) 
und nad) der Gleichförmigkeit, deun die Acceleration p fällt immer Heiner 
und Heiner aus, je größer v wird, und die größte Geſchwindigkeit, welche der 
Körper annehmen kann, ift 


vw Vz: 


Nun nimmt aber bei der Acceleration » die Gefchwindigkeit v in dem 
feinen Zeittheilhen um x — pr zu, daher läßt ſich ſetzen: 
Wel⸗bach's Lebrbuch der Mechanik. J. 75 


$. 540. 
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® 


1 1 
= | — (5) | chZ und umgekehrt: 
@ 


_4 % 
= 
1-2) 

Um nun die einer gegebenen Gefchwindigfeitsveränderung entſprechende 
Zeit zu finden, theilen wir die Differenz ». — vo zwiſchen der End: um 
Anfangsgefhwindigkeit in n gleiche Theile, jegen einen folchen Theil: 

. — U 
n 
berechnen hiernad; die Geſchwindigkeiten: 
vu tr%ın, =n + 28» = + 3% u f. w., 
und führen diefe Werthe in die Simpfon’fche Formel ein. Auf diele 
Weiſe erhalten wir die gefuchte Be bei Annahme von vier Theilen: 


Dt=®. — 


J— 
J 


Es iſt ferner der in einem Zeittheilchen T zurückgelegte Raumtheil ($.19): 


— x, 


6 — vr, oder da ſich r = z feten fägt: 


v x 
6 — , alſo hier: 
— jo 5 


6 — RO . @ . 
1-(5) * 
w 
Durch Anwendung der Simpſon'ſchen Kegel findet man nun den Raum, 
welcher zuritdgelegt wird, ir die — vo in v„ übergeht: 
8— @G a —ın Au _ 


Zee) — 26 
— 


Natürlich wird die Genauigkeit größer, wenn man 6, 8 oder noch meb: 


Theile annimmt. Uebrigens geftattet diefe Formel auch eine Berückſichtigung 
der Beränderlichkeit des Widerftandscoefficienten, welches bei bedeutenden Ge- 
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ſchwindigkeiten nothwendig if. Beim freien Fall der Körper in der Luft 
oder im Wafler ift P = @ ba8 ſcheinbare Gewicht des Körpers, und bei 
der Bewegung anf der Horigontalebene P = 0, oder richtiger, gleich der 
Reibung fG. Da biefe ein Widerſtand ift, fo hat man fie negativ in Red)- 
nung zu bringen, weshalb hier 

Po = — (P + P,) und 


v pP 
-[+6)]9> 
zu fegen iſt. Da ferner bier nicht von einer Zu⸗, jondern nur von einer 
Abnahme der Gefchwindigfeit die Rebe fein kann, fo haben wir hier ftatt 
U — 9 9 — du in den obigen Formeln zu fegen. 

In den falle, wenn der Körper durd) eine conftante Kraft, 3. B. durch fein 
Gewicht getrieben wird, nähert fich die Bewegung immer mehr und mehr einer 
gleihförmigen, fo daß fie ſchon nad) einer gewiffen Zeit als eine ſolche an- 
gefehen werben kann, wiewohl fie e8 in Woehrheit nie wird. Es fällt die 


Acceleration p = Null aus, wenn $ - 37 Pr = — P, wenn alfo 


20P 
£Fy 

Diefem Ziele nähert fi) alfo die Geſchwindigkeit eines fallenden Körpers 
immer mehr und mehr, ohne es je volllommen zu erreiden. 


Beifpiele 1) Piobert, Morin und Didion fanden für einen Fallſchirm, 
Defien Tiefe 0,81 des Oeffnungsdurchmeſſers betrug, den Widerftandscoefficienten 
t = 19 . 1,37 = 266. Bon welder Höhe wird fi hiernach ein 72 Kilo: 
gramm jchwerer Menj mit einem ähnlichen Fallſchirme von 8 Kilogramm Ge⸗ 
wicht und 8 Quadratmeter Querſchnitt herablaſſen können, ohne eine größere 
Geſchwindigkeit anzunehmen, als diejenige ift, welche er erlangt, wenn er ohne 
Fallſchirm von 3 Meter Höhe herabipringt? 

Diefe letztere Beichwindigleit if o = 449 V 3 = 7,071 Meter, ferner die 
Kauft P= G = 72 +8 = 80 Rilogramm; die Fläche F = 8 Quadrat 
meter; y = 1,25 Kilogramm und der Widerflandscoefficient £ = 2,66, daher: 

1 _CFy _ 266.8. 1,25 _ 
wi 2gP  2.981.80 0,0169. 

Kheilt man nun die Gefpmwindigkeit vo — 7,671 in 6 gleiche Theile, jegt alſo: 

%=0;v, = 1278; vg = 2,567; vg = 8,836; v. = 5,114; u, = 6,393; 
v% = 7,671 Meter, 


2 
fo nimmt der Ausdrud 1 — I die entſprechenden Werthe an: 


1; 0,9724; 0,8895; 0,7513; 0,5680; 0,8098; 0,0055. 

Man bat deber nach der Simpfon’ Ir — den geſuchten Fallraum: 
7,671 1,278 2,567 5,114 6,393 _ 7,671 
18.9,81\ 1 Tr 0, 0,9734 T > 0,6808 —— ————— Te 0, 0,5005 ? 0,0068 

— 0,0484 .1527 = 66,27 Meter. 


v= _on 


8 — 


75* 





1188 Eiebenter Abſchnitt. Neuntes Gapitel. [$. 541. 


Die entſprechende allzeit ift: 
7,671 l 4 2 4 2 4 —1 
18.981 \1 + 0,9724 + 0,8895 + 0,7513 + 0,5550 + 0,5095 508) 
— 0,0434 . 211,0 = 9,16 Eecunden. 
Ohne den Fallſchirm würde die Geſchwindigkeit nad) dem Herabfallen von der 
Höhe 66,27 Meter, v — 4,429 V66,27 —= 36,05 Meter und die Fallzeit 
2.66,27 
98 





— 8,67 Secunden 





betragen. 
Die größte Geſchwindigkeit, melde die mit dem Fallſchirme verjehene Berjon 


überhaupt erlangen fann, folgt aus 3 = 0,0169 au: 


w — 0,010) — 69,17 = 7,69 Meter, 


d. h. eine Geichwindigfeit, wie fie die ohne Schirm fallende Berjon bei einem 
allen von der Höhe 
169° — 3,016 Meter 
2.981 ' 
erlangen würde. 
2) Welche Geſchwindigkeit fann ein Regentropfen von 5 Millimeter Durchmeſſer 
höchſtens annehmen? 
Setzt man hierfür Z = 0,5, jo hat man, da P= %r. 0,00253.1000 Kilo: 
gramm ift: 
_ 4,7 .0,00253 . 1000 
w= 4429 \/ ),5.m.0.0025%. 1.28 
entiprechend einer Fallhöhe von 5,333 Meter. 
Anmerkung. Für einen conflanten Widerftandscoefficienten ergiebt fidh für 
den freien Fall dur den höheren Calcül: 


65) ; ” * 


— + ar — In. (Er "HN _G 


get! uU JEFy 
2a 


BR 35 


V F 
“* 29.5, 


— 10,23 Meter, 





und 


wobei 


e die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtemes und In. den natürlichen 


Logarithmen bezeichnet. 


Geworfene Körper. Wir haben ſchon früher die Wurfbewegung 
im [uftleeren Raume fennen gelernt und $. 39 gefunden, daß derfelben 
eine Parabel entſpricht. Iett fünnen wir uns aud) über diefe Bewegung 
in einem widerftehenden Mittel, 3. B. über die eines abgefchoffenen 
Körpers in der Luft nähere Keuntniß verſchaffen. 


s. 541.] Bon der Kraft und dem Widerftande ıc. 1189 


Jedenfalls ijt die Bahn eines die Luft durchfchneidenden Körpers feine 

Parabel wie im Iuftleeren Raume, fondern eine unfymmetrifche Curve, 

Fig. 951. init einem ſchwächer auf» und ftärker nieder 

fteigenden Schentel, wie aus Folgendem hervor: 

geht. Während der Heinen Zeit = durchläuft 

der mit der Geſchwindigkeit v in der Richtung 

AT, Fig. 951, auffteigende Körper in 
Folge feiner Trägheit einen Weg 
AU=s=vr, 

fowie in Folge feiner Schwere den fenfrechten 

mM X Weg: 





I. 
0P=h=°-; 


2 
und e8 wird der erftere Weg durch den Widerftand & 5 F'y der Luft noch 
um eine Größe vermindert, welche fid) durch den Ausdrud 








y3 
00 u? ge _, Fr ort 
— 6 2 °2G 2 
beſtimmen läßt. 
Sept man $ ni — u, jo hat man einfad): 
y? T: 
Og=uz 


Der vierte Eckpunkt R des aus OP und OQ conftruirten Barallelo- 
grammes OPRQ giebt den Ort an, wo fi) der Körper am Ende der Zeit 
T befindet, während P der Drt ift, welchen der Körper in dieſem Augen- 
blide einnehmen würde, wenn der Widerftand der Yuft Null wäre. Es 
zieht ſich folglich die Bahn AR des geworfenen Körpers unter der Parabel 
AP hin, welche dev Körper im [uftleeren Raume durdylaufen wilrde. 

Ebenfo find für einen in der Richtung AT, Fig. 952 (a. f. ©.), mit der 
Anfangsgefchwindigkeit » niederfteigenden Körper die in der Zeit z 
gleichzeitig zurlicgelegten Wege 

AO =vtr, 


tr? 
0P=yg 7 und 


v?r? 

0Q —M 9° 
und es ergiebt ſich aus denfelben wieder dev Ort R, weldyen der Körper am 
Ende diefer Zeit einnimmt, ſowie der Ort P, welchen er einnehmen wiirde, 
wenn die Bewegung int luftleeren Raume erfolgte. Cs läuft aljo aud) in 
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diefem alle die Bahn AR des Körpers unter der paraboliichen Bahn AP 
hin, welche der Körper verfolgen würde, wenn die Luft fein widerſtehendes 
Mittel wäre. 

Iſt der Neigungswinkel, unter welchem der Körper von A aus mit der 





Sig. 9563. 
ig. 952. Y 
Re | j | 
44 —— — a! 
.0Y ä 
JR 
£ F 
x U x 1 
ul hi 





Anfangsgefchwindigteit v emporfteigt, TAX «, Fig. 953, find folglid) 
die anfänglichen Coordinaten- oder Arengeſchwindigkeiten: 
“= v 008.0 
und 
w = vsin.o, 


jo hat man nad; Verlauf der Heinen Zeit T für den Ort R des bewegten 
Körpers die Abfcifle: 


3 
AM=x:=AQos.& = (vr — "T) cos. & 





= (1 — — YVT C08.% 


und die Ordinate: 
| uvr gt 

MR=y= 4Qsin.o — QR =(1 — ) vt sin. — 7; 

ferner die Abfciffengejchwindigfeit : 
Ru = %ı = 0008.% — wvlrcos.u — (1 — Uvr)v cos.« 

und die Ordinatengeſchwindigkeit: 
Ru, = wı = sin.a — url sin.a— gr—=(l1—uvr)vsin.a — gr. 

Aus beiden Gefchwindigkeiten folgt nun für den Neigungswintel T, RX, 
— a, ber Bahn in R: 
gr 


w 
tang.c = — =t 
Be u — (1 — uvr)v cos. & 


und die Curvengefchwindigkeit: 
Ru=v= w+w—V(1— uvr)202? — 2(1—uvi)vgrsin.a + gerı. 
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Durch wiederholte Anwendung diefer Formeln läßt fich der ganze Yauf 
der Wurflinie finden. Sept man 3. B. in die obigen Formeln fir x und y 
ſtatt & und v die durd) die legten Ausdrücke beftimmten Werthe für &, und 
v, ein, fo erhält man durch diefelben die Coordinaten x, und Y, eines neuen 
Punktes in Beziehung auf R u. ſ. w. 


Beifpiel. Eine maffive gußeilerne Kugel von 2r = 0,10 Meter Durch⸗ 
mefier werde unter dem Clevationswinfel « — 250 mit der Geſchwindigkeit 
v — 300 Meter abgeſchoſſen; man ſoll den Ort derjelben nad Berlauf von 
0,1, 0,2, 0,8... . Secunde angeben. 

Das Ipecififche Gewicht des GBußeifens zu y, = 7500 und daß ber Suft zu 
y= 1,25 angenommen, bat man: 

Fr, "I: =y Ad: = 0018 t 
HT’ Gary, s 0,08.75000°  " " 
Setzt man nad $. 539 für # = 300 Meter C —= 0,88, jo wird 
u = 0,0125 ..0,88 = 0,0011. 

Für 7 = 0,1 Secunde erhält man daher: 
z=(l — Y,0,0011.300 .0,1)300 .0,1. c08.25° —= 0,9835 .27,189 = 26,740 Meter, 
y= 0,9835 . 300 . 0,1. sin. 250 — 0,005 . 9,81 = 12,404 Meter, 


9,81..0,1 
— 0_ . - = 
Fang. a, = tang.26° — 7 5,0011 .80) 300.c0s.250 — 110288, 


daber:: 
a = 240 49 28", 
Die Curvengeſchwindigkeit folgt zu: 


= Y (0,967 .300)2— 2. 0,967.300..9,81. 0,1. 0,4226 + 0,9812 — 289,7 Meter. 


eh man die gefundenen Werthe von a, und v, von Neuem in die obigen 
Bleihungen und 5 dem Werthe von v, —= 289,7 entſprechend glei 0,87 ein, fo 
folgt in gleiher Weile: 
a = 0,00125.0,87 = 0,00109, 
& =(1 — 1, 0,00109.28,97) 28,97 .cos.240 49' 28'' —0,984.26,29— 25,869 Meter, 
Yyı =0,984 . 28,97 . sin. 240 49’ 28” — 0,049 = 11,923 Meter, 
ferner: 


tang. tg — tang. 24049 28" — 


daher « — 24° 39’ und 
v, = V(0,968.289,7)? — 2.0,968 .289,7..0,981 .0,4198-4-0,9812 — 280 Meter. 
Rohmals 7 = 0,1 Secunde, v = 280 Meter und 5 = 0,86 geſetzt, folgt 
ebenjo: 
u = 0,00125.0,86 = 0,00107, 
x = (1 — 1,0,00107 ..28). 28. cos. 24039’ — 0,985 . 25,44 — 25,05 Meter, 
fowie 
Y = 0,985 . 28. sin. 24° 3% — 0,049 — 11,472 Meder. 
Es ift biernad der Ort des abgefchofienen Körpers nod 0,3 Secunden in 
Hinfiht auf den Anfangspunkt der Goordinaten durd) 
z=4+ x, + x, = 26,74 + 25,87 + 25,05 = 77,66 Meter 


0,981 


0,968.289,7.cos. — 04988; 


und 
y+y+% = 12404 + 11,923 + 11,472 = 35,80 Meter 


beftimmt. 


&1. 
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Ohne Berlidfihtigung des Yuftwiderfiandes würde man haben: 
+7 +2,=308 .0,3.cos. 250 = 81,567 Meter. 

y+yı +9,30 .0,3.8in.250—1/,.9,81.0,09— 38,034 — 0,442— 57,592 Retır. 


Anhang, 
1. Die Theorie der Schwingungen. 


Schwingungen. Ein Körper befindet ſich in einer ſchwingenden 
Bewegung, wenn er, unter Einfluß des Strebens, die Gleichgewichtslage 
einzunehmen, wiederholt denfelben geraden oder frummen Weg hin- und 
zuriidläuft. Im Allgemeinen nähert ſich hierbei der Körper abwechjeln 
feiner Gleichgewichtslage und entfernt ſich von ihr, doch kann diefer Abſtand 
(bei Freisförntigen Schwingungen) auch conftant bleiben. Die Natur biete 
uns außer der Bewegung des Pendels noch viele andere Schwingungs 
bewegungen dar. Die vorzäglichfte Urfache einer ſolchen Bewegung iſt cine 
Kraft, welche den ſchwingenden Körper nad) einem beſtimmten Punkte hin: 


- zieht oder treibt. So ift e8 5. B. die Schwerkraft, weldye ein Pendel in 


Schwingungen verjegt. Wenn ein aus feiner Ruhelage herausgebrachter 
Körper, ſich felbft überlaffen, der Kraft ungeftört folgen kann, welche ihn 
nad) einem beſtimmten Punkte hintreibt, jo erfolgt die Schwingung in einer 
geraden Linie; außerdem aber nimmt er Schwingungen in einer Curve an, 
wie 3. D. ein Pendel, bei welchen die Wirkung der Schwerkraft durch die 
Berbindung des Körpers mit einem feften Punkte fortwährend geftört wird. 
Ebenfo erfolgen oft Schwingungen in krummen Linien, wenn die Anfange- 
geſchwindigkeit des bewegten Körpers eine andere Richtung hat als die Kraf:. 

Der einfachfte und am häufigften vor. 
kommende Fall ift der, wenn die Kraft 
der Entfernung von einem ge 
wiffen Punkte C proportional it 
(j. aud) S. 20). Es ſei A, Fig. 954, 
der Anfangspımkt der Bewegung, C der 
Sit der Kraft, d. i. der Ort des Kör— 
pers, wo die Kraft Null ift, und M 
der veränderliche Ort des Körpers. Be 


Fig. 954. 
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zeichnen wir nun den Abſtand CM durdy x und bedeutet u eine conftante 
Erfahrungszahl, fo künnen wir die Acceleration des Körpers in M 

P— 4% 
ſetzen. Bezeichnet nun v die veränderliche Gefchwindigleit des Körpers in 
irgend einem Punkte M feines Weges und 9x das Wegelement MN wäh- 
rend der Zeit Of, jo hat man (f. $. 21, III.) allgemein: . 


3 
vov —=pOr, alfo hier: v9v = ur. Or und = Ikz . 08. 


Hieraus folgt die Gefchwindigfeit v in M, wenn der Körper den Weg 
AM=4AC— MC=a— x zurüdgelegt hat, durch 


2 — 72 





3 
7 =u [sd =u . 
v = Vula! — 29) 
Dieſer Ausdrud erreicht fein Maximum für z — 0, alſo in C, und 
zwar iſt hierfür 


zu: 


v=c=aVu. 

Bewegt fid) der Körper über C hinaus nad) B Hin, fo nimmt die Ges 
ſchwindigkeit allınälig wieder ab, indem fie in dem Abſtande CB = a 
twieder zu Null geworden ift. Nun fehrt der Körper wieder nad) c zurück. 
Diefe rückgängige Bewegung erfolgt genau nach demfelben Gefege wie die 
hingehende, es ift n C, = — c und v — 0 in A. Die Bewegung 
wiederholt fid) auf ſolche Weife regelmäßig in dem Raume AB = 2a, 
welcher legtere die doppelte Schwingungsmweite genannt wird. 

Unter der Bibrationsintenfität verfteht man die Geſchwindigkeit des 
Körpers in C und der Bewegungszuftand an irgend einer Stelle heißt bie 
diefer Stelle entfprechende Bhafe der Bewegung. Da obige Formel 


v = Vu(a? — 2?) 
denfelben Werth giebt für — +2, und r—=— z,, ſo folgt, daß je zweien 
beiderfeitS gleichweit von C abftehenden Punkten gleiche Phaſen entjprechen, 
oder daß die Bewegung in Hinficht auf C eine ſymmetriſche ift. 


Schwingungsdauer. Die Zeit, während welcher der Körper einen 8. 2. 
gewiſſen Weg AM — x zurücklegt (Fig. 955 a. f. S.), beſtimmt ſich 
wie tigt Dean Hat nad) $. 21, L: 


v— 02 ‚sr 
2 v 


—=V u(a? — 9) ift, auch: 


folglich hier, wo 
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0x 
Vu(a? — 2%) 
Die gejuchte Zeit, während welcher der Körper von A nad) M pafjirt, 
aljo der Abftand von C aus a in x ſich verändert, beträgt daher: 


ot = 


Ä a 3 
— f 0x _ 0 a 
x \ G 
= = (arc.sin— a -)= L(E_ sin. 2). 
= Va arc.sin.— — arc. sin. )= 7u(3 arc.sin. — 
Die Zeit, welche der Körper gebraucht, um von A nad) C zu gelangen, 
erhält nıan, wenn hierin x — 0 gejett wird, zu: 
t= 7(3 — arc. sin.0) = nn; 
Va\2 7779 Ve’ 
während die Zeit einer ganzen einfachen Schwingung von A bis B fich auf 
das ‘Doppelte berechuet, wenn man 2 = — a einfeßt: 


t= — (E — arc.sn )= 
vn) yy 
Diefelbe Zeit gebraucht der Körper zur Rückbewegung von B nad) A, fo 


Big. 955. daß die ganze Schwingungsdauer zur Aus— 
D führung einer Hin- und Rückſchwingung 
IR tz 
u 
r beträgt, aljo von der Schwingungsweite 
MNPCcC —B garnicht abhängig iſt. 


Man kann fid) die Bedeutung der erhaltenen Formeln graphiſch veran- 
fhaulichen, wenn man um C mit dem Halbmefler CA — a den Halbkreis 
AODB ſchlägt und die Ordinate MO zieht. Hierin ift offenbar 

M0O—Va— x2, 
d. h. die Gefchwindigfeit des Körpers in jebem Punkte M ift der Ordinate 
MO proportional. Ferner ift 


" Bogen DQO =a. arc.sin. — und 


Bogen DQA=a- =; 


folglich, ift die Schwingungsgeit, welche der Körper gebraucht, um von A 
nad) M zu gelangen: 


1 (3 , =.) 
t — — 1—— arcsin — 
V u 2 G 
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proportional der Differenz "jener beiden Bögen, oder dem Bogen AO, 


nämlich 
1 


aVn 


Dieſes Geſetz gilt allgemein fiir die Bewegung des Körpers zwiſchen zwei 
beliebigen Punkten; e8 ift z. B. die Zeit, welche der Körper gebraucht, um 
von M nad) C oder von CO nad) M zu gelangen, dem Bogen DQO pro» 
portional, und zwar: 


t = 





Bogen AO. 


woraus umgekehrt 


z=a.sin.(t Va) und 
v= Vu Vo: — a2 [sin. (t Vu)] = Ve. @. C08. ( vn) folgt. 


Anmerkung. Die vorſtehende Schwingungstheorie läßt ſich ſogar auf das 
Kreispendel CM, Fig. 956, anwenden, wenn man kleine Schwingungsbögen vor: 


Fig. 96 ausſetzt. Es iſt die Beſchleunigung des im Bogen 
AMB ſchwingenden Punktes an der Stelle A: 
c p=gsnA0D= 24.9, 


oder da bei kleinen Elongationen DA= MA gelett 


werden Tann: 
MA 


P= gg 
A B WBezeichnet man nun CA mit r und MA mit z, 
— —⸗ ſo erhält man: 
M gx 
pP= y> 
ind Daher durch Vergleichung mit der Formel p—= ax des vorigen Paragraphen: 
— I. 
57 


Folglich iſt die Schwingungszeit: 
— Va — 7 (verg . 8. ). 


L,ängenschwingungen. Die vorzüglichfte Urfache fchwingender Be⸗ $. 3. 
yegungen ift die Elafticität der Körper. Den einfachiten Fall bietet ein 
saden ober eine Stange (Draht) OC, Fig. 957 (a. f. ©.), dar, wenn der⸗ 

{be durd ein Gewicht G geipannt wird. Führt man diefes Gewicht von 
em Ruhepunkte C in ber Arenrichtung des Fadens um einen Weg OA= a 
rt, und überläßt man e8 num ſich felbft, jo wird es in Folge der Elafticität 
»3 Fadens wieder bis C' gehoben, kommt dafelbft mit einer gewiſſen Geſchwin⸗ 
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digfeit c an und fteigt durch feine lebendige Kraft bis zu einem Puntte B, 
von wo aus es wieder zurüdfällt u. f. w. In dem Ruhepunkte wird du: 
Sig. 957. Gewicht G@ von ber Siaftieität > 1 FE (1. $. 210) ka 
— aufgehoben, es iſt ei hier die bewegen: 
Kra 


P=+FE— G=0, de L FE= @. 

Iſt aber da8 Gewicht in einem tieferen Punkte X, 
welcher um ON = x von O abſteht, fo beträgt die kr. 
wegende Kraft 


p=!+F2FE-0={FE+° FE-6 











FE 
Di- zul Biel, 
und befindet es fich in einem höheren Punkte Q, fo if 
diefe Nele: 
1 — _FE 
I — I * 


Vernachläſſigen wir die Maſſe der Stange ſo ift ti, die Acceleraticı 
mit welcher ſich das Gewicht G nad) C zurückbewegt: 


, P FE 
p= GI = G1°’” und daher: 
_FEJ 
vu — al , 


wenn 9 — x geſetzt wird, F' den Querfchnitt, I die Fänge und E ie 
Elaſticitätsmodul der Stange bezeichnet. Da dieſes Geſetz mit dem in ke: 
vorigen Paragraphen behandelten Yalle übereinftimmt, fo haben wir ar: 
hier die tn ! — 
Gl — 
= ON FEg Vg 
Wenn Gi = Fly das Gewicht der Stange und Z ven Elafticitäteme- 
als Yänge ausgedrückt (ſ. $. 210, Anmerk. 1) bezeichnet, fo daß E = I: 


und F= n ift, jo bat man nad) Einfegung diefer Werthe auch: 


‚a 
wYaL 


Wenn man unigekehrt die Schwingungszeit & beobadıtet, fo kann man > 
Elaſticitätsmodel berechnen, inden man ſetzt: 
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n? Gl a2 @ 
Ben z oder L* ge 
Diefe Formeln gelten aud) dann, wenn die Schwingung der Stange nur 
durch bloßes Anhängen des Gewichtes (in B) und plögliches Loslaſſen deſ⸗ 
jelben hervorgebracht wird; es ift hier die Amplitude zu beiden Seiten von C' 
a — — FE J. 
Beiſpiel. Wenn ein Eiſendraht von 5 Meter Länge und 2 Millimeter Dicke 
durch ein Gewicht von 60 Kilogramm in Längenſchwingungen verſetzt, pro Se⸗ 


cunde 7,5 Doppelſchwingungen macht, jo hat man t — 5 TE —= 0,0667” und 


den @lafticitätgmodul des Drabts: 
E— 8,142 60 .5000 
- 9810.0,06672 ° 12.3,14 





= 0,2264 .95541,4 = 21600 Rilogramm. 


Die vorftehenden Formeln laffen fid) aucd) anwenden, wenn das Gewicht 
@G zufammendrüdend auf eine fteife prismatifche Stange wirft. Ebenfo 
finden diefelben nod) ihre Anwendung, wenn das an das ımtere Stangenende 
angehängte Gewicht gleich anfangs mit einer gegebenen Gefhwindig- 
feit v niebergeht. Nach dem Principe der mechanifchen Arbeiten ift in 
diefem alle für die Fallhöhe A von G: 

h h FE 


v⸗ | 
Gh + 7 TfE ;= 27» daher: 


26 J vꝰ 
75 + Va FE) tFE FE 29 
Nad) Durkfaufung d dieſes Weges hat das Gewicht G feine Geſchwindigkeit 


verloren und fteigt num in Folge der Elafticität bi8 zum Ausgangöpunfte 
zurüd, wo es wieder mit der Geſchwindigkeit v ankommt. Endlich aber 


2 
erhebt es fic) in Folge feiner Tebendigen Kraft @ 57 ‚indem e8 die Stange 


comprimirt, nod) um eine Höhe A, ehe es wieder zurückkehrt und eine neue 
Schwingung vo Fur diefe po Höhe ift 


F — — Gh + En, und daher: 


va + 2el, 
Ent FE 3 


Durch Addition von h und hı * man num die ganze Schwingungs⸗ 


amplitude: 


(si, 2, 2 
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umd daher die einfache Elongation: 


Vet: +2 BE 
29 


Da aud) hier p — = Er — uz ift, fo hat man, wie oben, die Zeit 


— 
— 


Wenn die Anfangsgeſchwindigkeit » des Gewichtes GC, durch ein nieder: 
fallendes Gewicht @ erzeugt wird, fo hat man e8 mit dem in 8. 372 
abgehandelten Falle (Fig. 958) zu thun. Laſſen wir das Gewicht G mit der 

Fig. 958. Geſchwiudigkeit c aufichlagen, und fegen wir einen unelaftijchen 
Stoß voraus, jo haben wir die Anfangsgeſchwindigkeit von 
G + 61: 


einer Schwingung: 


Ge 
G+%' 
daher die größte Schwingifngselongation : 


- Ve Fo, ae 
a ( TG Fr G)FE 2 


und die Schringunge zeu 


— 

Die Elemente der Stange nehmen an den Schwingungen 
von G oder & + G, ebenfalls Antheil, nur ift die Amplitude 
um fo Heiner, je näher das Element dem Aufhängepuntte liegt. Für ein Element 
Ch, Fig. 957, im Abftande O C, = x vom Aufhängepunfte ift die Amplitude: 


v —⸗ 


h 


(G + nu 





_% 
y=7®% 

wogegen die Schwingungszeit, da diefe gar nicht von y oder a akhängt, 

diefelbe ift wie für @. Es Schwingen aljo alle Elemente der Stange in von 

C nad) O ftetig abnehmenden Amplituden ifochron. 


Querschwingungen. Auch die Biegungs- fowie die Torſions— 
elafticität bieten Gelegenheiten zu jolchen Schwingungen dar, wie wir im 
Borhergehenden kennen gelernt haben. Für eine an einem Ende O feſt 
gehaltene und am anderen Ende C durd) ein Gewicht G geipannte Stange 
oder Feder OO (Fig. 959) haben wir nad) $. 235 die Einbiegung : 

pl 
H=zem ggg 
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gefunden; e8 folgt daher umgekehrt die Kraft P, mit welcher die Stange 
gebogen ift, 
3W Ea 
P= E 

Wird nun diefe Kraft durch ein 
angehängtes Gewicht G erfegt, und 
a um CA= CB=x ve: 
größert oder verkleinert, fo bat 
man die Kraft, mit welcher das 
Stangenende nad) der Ruhelage durch die Elafticität der Stange zurück⸗ 
getrieben wird: 











_3WE(a-+ 2) 3WE(a+r) 3WE 3WE 
Pe ne 
daher die Accelevation, wenn wir bloß die Maffe von @ in Betracht ziehen: 
P 3WE — m. 
P=79= gm 9% und, da hiernad) P = ux zu fegen ift: 
__8WE 
H—gn I 


Die Proportionalität zwifchen 9 und x geftattet die Anwendung der For- 
mel in $. 2 (Anhang), weshalb nun die Schwingungözeit 
— _ rel 
Ve V, Y sw& 
folgt. 


Fuür eine an beiden Enden frei aufliegende und in ber Mitte C mit einem 

Gewichte G belaftete Stange HO, Fig. 960, ift nad) $. 241: 
Fig. 960. a — 
48WE' . 

daher die Schwingungsdauer: 

——VV 
Vor ısWE 

Bei Berlifichtigung des Stangengewichtes C hat man im erften Falle, 
Fig. 959, ftatt @, @ + ?/; Gı, und im zweiten Yalle, Fig. 960, ftatt, 
G, @ + ®/; @ı einzufegen. 

Aus der beobachteten Schwingungägeit t, läßt fi nun der Elafticitäts- 
modul berechnen, und zwar flr den erften Fall, mittels der Formel 


—— 


oder, wenn 2 — = die Anzahl der Doppelichwingungen pro Secunde 





bezeichnet, 
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G + 2/5 Gı 
— 22 
E= (an) 37 W 13, 


Beilpiel. Ein Yichtenholzftab von 10 Millimeter Breite und Dide wurde in 
zwei um 1 Meter von einander abftehenden Punkten unterftügt und in der Witte 
von dem Gewichte & = 1,37 Kilogramm um a — 32 Millimeter Breite nieder: 
gezogen. Deshalb ift hiernady der Elafticitätsmobul des Fichtenholzes: 


8 
= ——— — ———— —_ — 1070,3 Rilogramm. 


Kerner wurde diefer Stab an einem Ende eingeflemmt, am anderen Ende mit 
den Gewichte & — 0,81 Kilogranım belaftet und in Schwingungen verjei, 
wobei die Anzahl der Schwingungen in 35 Secunden zu 100 ausfiel. Tas Ge 
wicht G, des Stabes betrug 0,044 Kilogramm, folglid if: 

G + 3% G, = 0,3265 Kilogramm, und 

E- (=) G+3% Gı j _ (3:14\? 0,3265 . 1000° 

t 39 V 0,85/ 3. 9810. 1,5 10% 
aljo jehr nahe dem durch den Biegungsverſuch gefundenen Werthe. (Die Tabelle 
in $. 218 giebt & = 1100.) 


— 1071,2 Kilogramm, 


T 
Vu 
das Torfionspendel, d. i. für einen Faden oder eine Stange. D O, Fig. 961, 
welche vermöge ihrer Torfion um ihre eigene Are ſchwingt. In der Kegel 

Fig. 961. verfieht man dieſes Pendel mit einem 
belafteten Ouerarme CC, , mittels deſſen 
die anfänglihe Drehung bes Fadens 
hervorgebracht wird, indem man biefen 
Arm Mus ber Ruhelage CC, in du 
Lage AA, bringt. Die Torfion dreht 
dann den Arm nad CC, zurüd, und 
vermöge der Trägheit geht derjelbe audı 
nod) weiter bis B B,, von wo audr 
nah CC, und AA, u. ſ. w. zurüd 
fehrt. Wir haben oben ($.269) das Tor⸗ 
fiongmoment eines prismatifchen Körpere 

«WC 
Pa = 7 

gefunden und wiſſen hiernach, daß daffelbe umgekehrt wie die Ränge OD =! 
des Stabes und direct wie bie Torfionswinfel MDC — « wädjlt; ift nun 


2 
Gk? das Trägheitsmoment des Armes CD C,, folglid) — — die auf die 


Armenden C und C, reducirte träge Maſſe M deſſelben, fo folgt die Ace 
leration diefer Punkte: 


8.6. Torsionsschwingungen. Die Formel i— gilt endlich auch für 
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P oWC MG ovaWCg 


Dezeichnen wir noch den Bogen CM — «a, welder der Armlänge 
DA= DC = a und dem veränberlicdhen Elongationswinfel ODM = « 
entfpricht, durch x, jo erhalten wir den Ausdrud: 


_WtCg 
= 7m I, und können wieder p —= u feten, alfo: 
—_ W069 
u = Gel annehmen. 
Es ift folglich auch die Schwingungsdauer,, der Schwingungsbogen 
ACB = A,C, Bi mag groß oder Klein fein: 


7-75 VW 


Umgekehrt folgt 





a? R 
wc = gu @Gk T, 
und daher das Torfionsmoment 
2 
Pa=-.v@kM. 
gt? 

Anmertung. Borftehende Formeln für die Schwingungen, welche durch die 
Elafticität fefter Körper hervorgebracht werden, gelten natürlich nur jo lange, als 
mit den Schwingungselongationen die Elafticitätsgrenze nicht erreicht wird. Bei 
allen Mafchinentheilen find die Schwingungen möglichft zu vermeiden, weil das . 
Arbeitsquantum, welches auf diefelben verwendet wird, für die Majchinen ver: 
Ioren gebt; deshalb find dieje Theile höchſt forgfältig mit einander zu verbinden, 
und es ift zumal ein fogenannter todter Gang zu vermeiden, der zu Stößen und 
Schwingungen Beranlafiung giebt. 


"Fig. 962. Dichtigkeit der Erde. Die Theorie $. 7. 
des Xorfionspendels findet ihre unmittelbare 
Anwendung bei der Beftimmung bes fpecififchen 
Gewichtes oder der mittleren Dichtigleit & 
unferer Erde. Nähert man dem einen Ge- 
wichte Q am Armende A, Fig. 962, eines Tor- 
fionspenbel8 eine ſchwere Kugel K, fo riidt 
daffelbe in Folge der Anziehung um einen Weg 
AM =x näher; es jeßt ſich in diefem neuen 
Orte M von Q die Anziehungskraft B von K 
mit der Torfionskraft P ins Gleichgewicht, und 
es läßt fich daher auch Die eine durch die andere 
j beftimmen. Laffen wir nun nad) Entfernung 

der Kugel K das Torfionspendel ſchwingen, jo 
Weisbach's Lehrbud der Mechanit, L 76 





Ze 
r [2 
> 
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können wir die Schwingungsdauer deffelben ermitteln und hieraus die Torfiond- 
kraft berechnen. Nach dem vorigen Paragraphen ift die Schwingungsdauer 


— 
AR 


—7 — Torſionstraft Pa? 
= w' "7 und p = Mafle des Pendel Gi? 9 


wenn G%? das Trägheitsmoment und a die Armlänge des Pendels bezeichnen; 
daher hat man umgekehrt die Torfions- oder Anziehungskraft: 
pP— Gep _ uGdkz_ m? Glz m? Gkia 
ga ga ge a gg «a 
und das dem Drehungswinkel & entjprechende Torſionsmoment: 


N) 
Pa = -aGk:, 


Wenn nun die Anziehungsträfte der Körper wie die Maffen derfelben 
und umgefehrt wie die Quadrate der Entfernungen wachſen (f. $. 327, 
Beifpiel 3), jo können wir die von K hervorgebracdhte Anziehungsfraft P 
mit dem der Anziehungskraft der Erde entfprechenden Gewichte Q bes Fleinen 
Körpers an der Torfionswage wie folgt vergleichen: 

P__K:s? 
Q _ E:r’ 
wobei s die Entfernung MK der Mittelpunfte beider Maſſen Q und X 
von einander, r den Halbmeſſer der Erde und E das Gewicht derfelben 
bezeichnet. Wir erhalten nun das legtere: 

KQr? 

B= Ps? ' 
und wenn wir Et, wr’.ey ſetzen, das fpecifilche Gewicht der Erde: 
3E _ 3KQr’ 3KQ 3KQ gi?a? 


4Anr? AnPr’s AnPrs? Anırs? an?Gkr' 

















yı=EY = 


oder, wenn wir ftatt * die Länge J des Secundenpendels (ſ. 8. 347) ein⸗- 





führen: — 3MAIli2 qa 
me gras am’ 
und daher die mittlere Dichte der Erde: 
3Klt 0a: 


— Anrı Gy 
Segt man annähernd Fk? —= 2. Qa?, was in dem Falle immer ge- 
ſchehen kann, wenn die Maſſe der Pendelarme verſchwindend Hein gegen die 
jenige der Kugeln Q ift, fo erhält man einfacher: 
£E = 8/5 Kir . 
nrıs?ıy 
Mittels des einfachen Torfionspendels oder der fogenannten Coulomb’: 


ſchen Drehwage fand zuerft Cavendiſh: & — 5,48; 
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oder nad) Hutton's Nevifion: & —= 5,32; 

fpäter bei Zuhülfenahme des Gauß-Poggendorff’fchen Spiegelapparates 
Neid: e —= 5,43, 

dagegen Baily, durch Verfuche in größerem Maßftabe: & = 5,675. 

Dei Wiederholung der Berfuche wurde von Reid) & — 5,583 
gefunden. (S. „Neue Verſuche mit der Drehwage, Leipzig 1852.°) Es ift 
hiernach die mittlere Dichtigfeit ber Erde ungefähr gleich der Dichtigfeit des 
Eifenglanges. 

Anmerkung. Ueber die Ausführung der Verſuche zur Beftimmung der Dich: 
tigleit der Erde ift nachzuſehen: Gehler's phyfifal. Wörterbuch, Bd. III.; ferner 
die Abhandlung von Reich, „Berfudhe über die mittlere Dichtigleit der Erde, 
Freiberg 1838", und die von Baily, Experiments with the torsion rod for 
determining the mean density of the Earth, London 1843. 


Magnetnadel. Die Torfionswage wird auch angewandt, un die $. 8. 


Directiongkraft oder das Drehungsmoment eines Magneten oder einer 
Fig. 968. Magnetnadel zu finden. Erjegen wir den Querarm 
einer ſolchen Wage durd) eine Magnetnadel oder einen 
Magnetftab MDMı, Fig. 963, fo ftellt fich derjelbe fo, 
daß feine Directionsfraft von der Torſionskraft auf- 
gehoben wird. Weicht der unmagnetifche Arm in ber 
Ruhelage AA, um den Winkel ADN = « vom 
magnetischen Meridiane NS ab, und ftellt fid) der 
Magnetftab MM, jo, daß feine Are um den Winkel 
MDN = Ö von dem Meridiane NS abfteht, fo haben 
wir denjenigen Componenten R, der parallel NS wir« 
tenden Directionskraft R, welcher die Umdrehung der 
Nadel bewirkt: R, = Rsin.d. 
Da diefe Kraft von.der Torfionsfraft P im Gleichgewichte gehalten wird, 
fo hat man R sin.ö — P, oder wenn die Declination ö Hein ift: Rö= P 
Nun ift nad) dem vorigen Paragraphen das einem Drehungswintel « — Ö 
entjprechende Torſionsmoment: 


Po, u— CH 





wem man daher das —* Torſionspendel ſchwingen läßt, ſo kann 
man aus der Schwingungsdaueret u. ſ. w. auch die Directionskraft des 
Magnetftabes R finden, und zwar hat man: 
2 2 
Rsin.d — Fr (a — ee 
Hierbei ift vorausgejegt, daß die magnetifche Directionskraft R ihren Sig 
int Abftande DM — a von D habe; fireng genommen Tann weder die 
76 * 
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Divectiondkraft R, noch der Abftand des Angriffspunktes berjelben von M, 
fondern nur das Directionsmoment BR sin. d . a beftimmt werben, wofür 
man hat: 


a3 
7 — — — 2 
Rsin.d.a = (a mer | 
Diefes Moment (Ra sin. 6) ift für sin.d — 1, d. h. wenn die Magnet- 


nadel rechtwinkelig gegen bie Magnetrichtung fteht, am größten, und zwar 
— Ba, und dagegen fir d — 0, d. h. wenn die Are der Magnetnabel in 


‚ven magnetifchen Meridian fällt, am Keinften, nämlich — Null. 


Magnetismus. Da die Directionskraft RB der Maguetnadel feinen 
Drud auf die Drehare verurfacht, alfo die Nabel kein Beſtreben zum Forts 
fchreiten, fondern nur ein Beftreben zur Drehung bat, wenn fie außerhalb 
des magnetiſchen Meridians fteht, jo folgt, daß die ganze Wirkung bes Erd⸗ 
magnetismus auf einen Magnet aus einem Kräüftepaare = -5 nit dem 
größten Momente Ra beftehen müſſe. Da ſich ferner jedes Kräftepaar 
2, — = durch unendlich viele andere Paare S. — * S — =) 
u. f. w. erjegen läßt, deren Momente Ra, Rıaı, Rsas u. ſ. w. alle em- 
ander gleich find, jo folgt, daß weder AR noch a, alfo weder die SDirectione- 
fraft noch ihr Angriffspunft, fondern nur ihr Moment Ra beftimmt il. 
Diefes Drehungsmoment Ra ift itberdies noch von zwei Factoren m, 
und S, wovon m, dem Erd⸗ und 8S dem Stab- oder Nadelmagnetismnt 
entfpricht, abhängig, weshalb wir 

R=m,S und Ba = mi Sa 
fegen Eönnen. Was endlid) noch das Maß m; des Erdmagnetismus an- 
langt, fo ift dieſes bei einer horizontalfchwingenden Nadel, wie wir feither 
angenommen haben, nur der horizontale Component der Intenfität me bes 
ganzen Erdmagnetismus, denn der verticale Component m, wird durch die 
Unterftügung oder Aufhängung der Nadel aufgehoben. Ift s die Incli— 
nation ober die Abweichung der magnetifchen Erdaxe von dem Horizonte, fo 
haben wir für ben betreffenden Drt den horizontalen Componenten: 
m, — Mm CoSs.t, 
dagegen den verticalen: 
My — m sin.ı 
und endlid) da8 Drehungsmoment einer Magnetnadel: 
Ra sin.ö = m.cos.ı . Sa sin. d, 
alfo den größten Werth defelben: 
Ru = m Sa cos.ı. 
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Schwingungen einer Magnetnadel. Man kann auch das Dre $. 10. 
hungsmoment einer Magnetnadel aus der Schwingungszeit derjelben felbft 
berechnen. Bringt man die aufgehängte Magnetnadel M.DMı, ig. 964, aus 
ihrer durch das Gleichgewicht zwifchen der Torfions» und der Magnetkraft 

Fig. 964. bedingten Ruhelage, fo daß fie von diefer um den 
Heinen Winkel MDC 9 abweicht, jo nimmt ent= 
weder die magnetische Directionskraft 2 um Rp zu 
und bie Torſionskraft um PL @ ab, worin P, nad) 
8. 6, Anhang, den Werth 

a3 GR 

ge a 
bedeutet, oder es tritt das Umgelehrte ein; in jedem 
Falle erwächſt alfo aus beiden eine Kraft: 
Sn (R + Pı) 9, 

— oder ein Moment: 
(R+ P)ya=(R+P)z» 

welches den Magneten nad) der Ruhelage zurildtreibt. 

Iſt nun @k? das Trägheitsmoment der Nadel, fo haben wir folglid) die 
Beichleunigung, welche diefer Kraft entſpricht: 

— (R 4 Pı)ez 





@G k? VB 
und fegen wir diefelbe — uz, fo erhalten wir: 
R+P: 





u — 0 x2 ag, 
fowie die Schwingungsbauer : 


t = — — ız __ 6m 
Vu (R + Pıag 
27 GR? 
Vs Y&+P)a 
oder, wenn v das Berhältnik = = — der Torſionskraft zur magne⸗ 
tiſchen Kraft bezeichnet: 


BE. Gr 
= Ve 


Hat man & durdy Beobachtungen gefunden, fo kann man hiernach um» 
gelehrt das magnetische Umbdrehungsmoment finden, es ift nämlich 


g. 11. 
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If die Torſionskraft Hein, fällt namentlich die Ruhelage MM, nahe in 
ben magnetifchen Meridian, fo kann man v vernachläffigen und 


2 
i= — —-V5 Ze, ſowie 


Ra= En » &#%2 feßen. 
Noch können wir flatt Ra den oben angegebenen Werth einführen und 
daher das Trehungsmoment durch die Formel 


2 
m Sa cos. ı = 5 .0 xa ausdrücken. 


Für eine im magnetiſchen Meridiane ſchwingende Inclinationsnadel 
iſt dagegen: 


mSu = Pr «GM 
ga 


und für eine Nadel, deren Umdrehungsare in dem magnetifchen Meridiane 
liegt, die fich daher ſelbſt vertical zu ftellen fucht: 


x? 
mSasin.ı = — : GR, 
gt? 


a3 
Die Formel m Sa cos.ı —= RE 


duct von vier Yactoren; ba fich aber die Inclination s durch Beobachtungen 
an einer Magnetnadel beftimmen und ſich Sa auf eine beitimmte Weile 
nicht in feine Factoren zerlegen läßt, fo bleibt nur eine Zerlegung bei 
befannten Productes m Sa in die Factoren m und Sa zu vollziehen librig. 
Wie fich diefe Zerlegung mittels Declinationsbeobachtungen ermöglichen läßt, 
wird aus Folgendem hervorgehen. 


- E%2 giebt und in m Sa cos. s ein Pro⸗ 


Magnetische Anziehungsgesetze. Die Kräfte, nıit welchen ſich bie 
ungleichnamigen Pole zweier Magnete anziehen und die gleichnamigen Pole 
derfelben abftoßen, ftehen im umgekehrten Berhältniffe der Quadrate 
der Entfernungen zu einander. Man überzeugt fih hiervon am em: 
fachften durch die Beobachtungen an einer Kleinen Magnetnadel, welche men 


in ber Nähe eines größeren Magnetftabes ſchwingen läßt. Zu diefem Zwede 


legt man den Magnetftab horizontal und parallel dem magnetifchen Mteridiaur, 
fo daß fein Nordpol gegen Nord, alfo fein Südpol gegen Süd gekehrt ifl, 
und bringt eine Heine Declinationsnadel in die Verlängerung der Are dei 
Magnetftabes. Iſt der Abftand 8 des Stiftes diefer Nadel von dem einen 
Pole des Magnetftabes viel Heiner als der Abftand von bem anderen, fo 
fann man die Wirkung des letzteren auf die Nabel Null jegen und an- 
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nehmen, daß durch die Wirkung des näheren Poles der Coefficient m, ber 
erdmagnetiſchen Kraft noch um einen gewiſſen Werth x, oder x, vergrößert 
werde. Iſt nun die Schwingungszeit der Nadel — t, wenn ber Magnetitab 
ſich gar nicht in der Nähe derfelben befindet, Dagegen — ,, wenn der nähere 
Pol diefes Stabes um sı von dem Stifte der Nadel abfteht, und — tꝛ, 
wenn diefer Pol um ss von dem Nabdelftifte abfteht, jo haben wir: 


+? x? ac? 
m Sa—=— Fk?,(mı + X) Sa= —; Ek?und(m + %)Sa—=—; Ch}; 
gt gt, gt; 


daher folgt durch Divifion: 
2 3 
m + % — und m + % — Mai folglich: 
Mı t, 


m; 2 








ı__ 32 _. 
%ı =( m und % — ' 7) m. endlich: 
Bon eza 








%ı . %y = 7 7 
1 2 
oder, wenn ftatt £, td und &z die Schwingungszahlen 
60” 60 „ 60” 
= ,m =, mm=Q- 


eingefithrt werden, 
u: — im —M. 
Wenn nun die Wirkung des Magnetftabes auf die Nadel dem umgekehrten 
Duadrate der Entfernung proportional ift, jo muß aud) 
%:%==8}:s?, und folglid) aud) 
NM _ 8% 
Ä n2—n 8} 
fein, welches durch die Beobachtungen beftätigt wird. 


Die Wirkungen eines Magnetftabes NS auf eine Magnetnadel ns fallen 8. 12. 
am einfachſten aus, wenn der Magnetitab rechtwinfelig gegen ben magne—⸗ 
tischen Meridian gelegt wird, und zwar entweder fo, daß fich der Stift d der 
Nadel ns, Fig. 965 (a. f. S.), in der Verlängerung von NS, oder fo, daß 
er fic) in dem durch die Mitte C gehenden Perpendifel von NS, Fig. 966 
(a. f. ©.), befindet. Seten wir vor der Hand die Kraft, welche ein Pol von 
NS auf einen Bol von ns in der Entfernung Eins ausübt — K, fo haben 
wir fir den erften Fall, Fig. 965, wenn a bie Länge NS und e die Ent- 
fernung Cd ber Mittelpunfte CO und d der Körper NS und ns von ein⸗ 
ander bezeichnet, die Kraft, mit welcher ber Nordpol 9 von S angezogen wird, 


K K 
P = ——, amäherıd = — —., 
Sn? h (e — Y/a a)? 
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und die Kraft, mit weldyer n von N abgeftoßen wird, 
Gig. 965. Fig. 966. 





il Nm (de + !ha)?’ 
| daher die Mittelkraft aus P und Pr: 


Pı 


1 1 
PA ap (ran) 
_(e+ Ya 0)? — (e— 1/, a)? 
(ee + Yaa)? (e— ya)? 
_ 2aeK 
 (e+ Ya)? (e—!/, a)?’ 


oder, wenn 1/,a gegen e Kein ift, 





Ebenſo ift die Mitteltraft aus der Anziehungs- und Abſtoßungskraft der 
. Siüdpoles s: 
= 
und daher das Moment bes von diefen Mittelfräften gebildeten Kräftepaares, 
wenn I bie Entfernung der Pole der Nadel von einander bezeichnet, 
2alK 
==: 
Für den zweiten Fall (Fig. 966) find Hingegen die Anziehungs» und 
Abſtoßungskräfte in 8: 





p=t— ——, und die in n: 
s? s? 
P 1 — = & 2 
Sn? Nn? 
folglich die vefultivenden Mittelkräfte: 
EN p—'F _ eK aK 


en teen mNunmn 
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Wenn nun Ya und 1/zT anfehnlich Heiner find als e, fo können wir 
ftatt Ns = Ss und Nn —= Sn den Mittelwerth Nd = 34 und dafiir 
den Näherungswerth Cd — e einführen, erhalten demnach: 
aK 
Q = Qı = es ’ 
und daher da8 Moment bes von Q und Qı gebildeten Kräftepaares: 
alK 
Qi = — 
d. i. halb ſo groß als im vorigen Falle, was auch durch die Beobachtungen 
vollkommen beſtätigt wird. 
Uebrigens iſt aber die Kraft X felbft noch ein Product von der Intenfität x 
des Magnetismus in ns und von der Intenfität S in NS, alſo K— x8 
zu fegen, weshalb nun für den erften Fall 


= —— <, und für den zweiten: Q — —— < vefultirt. 


Bestimmung des Erdmagnetismus. Ueberlafien wir in den beiben $. 13. 
vorher betrachteten. Fällen die Magnetnadel ns der Einwirkung des größeren 
Magneten, fo nimmt diefelbe eine neue Stellung ns, Fig. 967, ein, wobei 

Fig. 87. fid) die Kraft Q, mit welcher der Mag⸗ 
netftab auf die Nabel einwirkt, mit ber 
Kraft R, die der Erdmagnetismus auf 
fie ausübt, ing Gleichgewicht fett. Iſt nun 
Ö der Ablenkungswintel Nan — Sds 
der Nadelvon dem magnetifchen Meridian, 
jo haben wir die ſich das Gleichgewicht 
baltenden Seitenträfte von Q und R: 

O0, = Qcos. 6 
und Rı = Rsin.b, 
folglich iſt Q cos.d = R sin. 6, und fonad) 








2 
tang.d = J 
oder, wenn wir nach dem vorigen Paragraphen entweder 
= 2% — aoder er 2 — x a, 
und nad) $. 9 Anhang, mi x feßen, 
2xSa__28a Sa 








entweder tang. o= me ; = Fr. — —— oder fang. 9 — Frag . 
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Hiernach läßt fi nun umgekehrt das Verhältniß des magnetiſchen Mo 
mentes des Stabes zu der Intenfität des Erdmagnetismus finden, 
denn es ift in dem einen alle 


Sa . Sa 
— —— t .Ö d der U — — 3 ta .ö. 
m /s edtang.Ö und im anderen alle * ed tang 


Die Beobachtung der Schwingungsdauer des Magnetftabes NS gicht 
uns aber (nad) $. 10) das Product: 


3 
mSa=—- Gk, . 


gt? 
daher folgt durch Kombination beider Gleichungen mit einander das magne⸗ 
tifhe Moment des Stabes 


7 
tweder Sa = ——V 1, Gk?eötang. 6 
entwe 57 /2 9 


x 
oder Sa = — Y Gk?edtang.d, 
tVo9 


und das Maß der horizontalen Componenten ded Erdmagnetismus: 
__® \/2GKkrotangd  __R @ k? cotang.d 
entweder 1 = —A oder 7 Vs — —. 
je nachdem man ôüauf bie eine oder die andere Weiſe beobachtet Hat. 
Durch Divifion mit dem Coſinus der Inclination (e) befommt man die 
ganze Stärke des Erbmagnetismus : 
| m 
008.6 
. Um fi einen Haren Begriff von dem Coefficienten oder dem Maße m 
des Erdmagnetismus zu verfchaffen, nehme man zunächſt an, die Nadel ns, 
Fig. 966, habe die Intenfität « — 1 (1 Milligramm) und die Yänge 11 
(1 Millimeter), und der Stab NS habe ebenfalls die Intenfität S — 1 
und die Länge a — 1. Get man endlich nod) den Abftand e diefer Radeln 
bon einander ebenfalls gleich 1 voraus, fo ergiebt fi) nach Einfegung dicie: 
Werthe in die Formel $. 12 (Anhang): 


n = 








x Sal 
= 
für das magnetifche Moment des Magnetſtabes der Werth: 
Ql=1. 


Das magnetifhe Moment einer Magnetnadel ift daher gleich Eins. 
wenn diefe Nadel einer ihr gleichen (a )), mit ihr gleich ftarfen (x = S' 
Magnetnadel bei der in Fig. 966 abgebildeten zweiten Stellung in der 
Entfernung Eins ein Monient gleich, Eins (1 Millimetermilligramm) erteilt 
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Sest man nun eine folche Nadel vom magnetifchen Moment Eins voraus, 
jest aljo in ber Yormel Ra = mSa, ſowohl S—=1 wiea—1, fo 


folgt: 
m = Rau, 


d. h. die Intenfität des Erdmagnetismus m ift dasjenige Moment, 
mit welchem eine Magnetnadel umgebreht wird, deren magnetifches Moment 
gleich der Einheit ift. 
Nach Weber's Angaben ift, wenn die Acceleration ber Schwere 1 Milli 

meter wäre: 

in Göttingen m —= 1,774 Millimetermilligramm, 

in Münden m = 1,905 n n 

in Mailand m = 2,018 n n ; 
für die Acceleration der Schwere von 9810 Millimeter im mittleren Europa 





1 
inb aber diefe Werthe nur = 0,0101 mal fo groß. 
fi j h 55 2 


Anmerlung. Zum tieferen Stubium des Magnetismus find außer Müller: 
Pouillet’3 Lehrbuch der Phyfit vorzüglich noch Lamont's Handbuch dei 
Erdmagnetismus (Berlin 1849) und Gauß und Weber's NRejultate aus den 
Beobachtungen des magnetiſchen Vereins, Bdttingen und Leipzig 1837 bis 1848, 
zu empfehlen. Ferner: die Experimentalphyſik von Quintus Ycilius, fowie 
die Phyfik auf Grundlage der Erfahrung, von-Moujfon u. |. w. 


Fortschreitende Schwingung oder Wellenbewegung. Wir $. 14. 
haben bei ben Längen» und Querfchwingungen ber Körper im Obigen 
($8$. 3, 4 und 5) gar nicht auf die Maffe diefer Körper Küdficht genommen, 
fondern nur die Maffe des ben Körper fpannenden Gewichtes in Betracht 
gezogen und deſſen Schwingungen wie bie eines materiellen Punktes bes 
trachtet, der unter dem Einfluffe der Elaſticitätskräfte fteht, welche die Stange 
auf ihn ausübt, woran er befeftigt if. Im Folgenden wollen wir hin- 
gegen von der Mafle des ſpannenden Gewichtes ganz abfehen, dagegen die 
Maſſe des ſchwingenden Stabes berüdfichtigen,, indem wir annehmen, daß 
derfelbe durch einen momentanen oder nur eine fehr Heine Zeit über wir: 
fenden Impuls in eine fchwingende Bewegung gefegt worden fei. 

Die ſchwingenden Bewegumgen, in welche die einzelnen Maſſentheilchen 
eines Körpers gerathen können, find zweierlei Art, nämlich, fortfchreitende 
und ftehende, deren Charakter aus dem Folgenden fich ergeben wird. 

fig. 968. Denn man irgend einem Punkte 
G — bei A en B, Fig. 968, 

_ __ > — eſtgehaltenen Stabes oder einer 
BL- — hi HE rn —A Saite in irgend einem Sinne, 3.3. 

in der Richtung bes Pfeile, einen 
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Stoß ertheilt, fo pflanzt ſich derſelbe durch die ganze, noch fo große Fänge 
bes Stabes mit einer großen Gefchwindigkeit fort. In Folge der zwiſchen 
den einzelnen Maffentheilchen des Körpers ftattfindenden Spannungen kann 
das Theilhen C fid) dem Theilchen D nicht nähern, ohne D zu veranlaflen, 
in derfelben Richtung von C' nad A hin gegen das folgende Theilchen E 
zu wirken, welches feinerfeit8 wieder nach F' agirt. Der auf C ausgeübte 
Stoß wird ſich daher in der Richtung nach A Hin bis an das Ende dei 
Stabes A fortpflanzen. In ebenfoldher Weife muß aber auch die Fort⸗ 
pflanzung des Stoßes von C nad) B hin fortfchreiten, denn C kann ſich von 
@ nicht entfernen, ohne ebenfalls zu einer Entfernung von ZZ nad) der- 
felben Richtung Hin zu veranlafien u. |. w. Somit wird der auf C aus⸗ 
geübte Stoß fi) von C aus ſowohl nad A wie nah B hin fortpflanzen, 
mit dem Unterjchiede, daß die Theilchen, welche von dem nach A Hin fort 
fchreitenden Stoße in Bewegung gelegt werben, in der Richtung beivegt 
werden, in welcher der Stoß fortjchreitet, während bie Theilchen, welche der 
nad) B hin fortjchreitende Stoß trifft, fich in einer der Fortpflanzung diejes 
Stoßes entgegengefettten Richtung bewegen. Die Folge diefer Wirkung wird 
eine Verdichtung der von C nad) A hin und eine Berdlinnung der von C 
nad) B hin gelegenen Theilchen fein. Die Geſchwindigkeit, mit welcher diefe 
Stoßwirkung fortfchreitet, ift abhängig von der zwiſchen der einzelnen 
Theilchen ftattfindenden Spannung und dem Gewichte oder der Maſſe der 
bewegten Theilchen. 

Wenn der dem Theilchen C mitgetheilte Stoß nicht in der Yängenrichtumg 
von AB, fondern fenkrecht gegen diefelbe ftattfindet, wenn 3. B. das Theilchen 
C durch den Stoß in die Lage CO, gebracht wird, fo kann dies nur dadurch 
gefchehen, daß C von den beiden Theilchen D und G entfernt wird, mb 
daher müſſen diefelben ebenfalls in die Bewegung gezogen werben. Cs 
werben biefe Theile D und @ daher bei einem fteifen Körper ebenfalls zu 
Dewegungen parallel der CC, veranlaßt werden, und jo wird weiter die 
Bewegung auf EF' ıc. ſowohl wie ZZI u. |. w. libertragen. Auch hier wird 
daher der Stoß von CO nach beiden Seiten hin ſich fortpflangen, und die 
Theilchen in eine Bewegung ſetzen, welche rechtwinkelig auf der Fortpflanzung 
des Stoßes ftcht. 

Wenn daher eine prismatifche Stange BM,, Fig. 969, durch eine m 
ihrer Arenrichtung wirkende Kraft P ausgedehnt oder comprimirt wird, fo 
werden die fänmtlichen Theile der Stange nad) dem Obigen in Schwin⸗ 
gungen verfegt. Nicht allein das Endelement M, fondern auch jedes andere 
Element M,, My... . ber Stange ſchwingt dann innerhalb eines gewifien 
Raumes BD, Bi Di, BaDs ... hin und her, den man die Schwin 
gungsamplitube nennt; auch läßt fi), wenn die Stange fehr lang if, 
annehmen, daß diefer Raum bei allen Elementen einer und berfelbe ſei 
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Wenn nun aud) bie Zeit, innerhalb welcher ein Stangenelement eine Schwin- 
gung vollendet, an allen Stellen der Stange eine und biefelbe ift, jo können 
wir doch nicht vorausjegen, daß fich alle diefe Elemente M, M,, M, u. |. w. 
gleichzeitig in derjelben Bewegungsphafe, 3. B. gleichzeitig in der 
Mitte ihrer Schwingung befinden, fondern wir miffen vielmehr annehmen, 


Fig. 969. 





daß die Mitteilung der von A ausgehenden Bewegung Zeit erforbere, und 
derſelbe Bewegungszuftand eines Elementes um jo jpäter eintrete, je entfernter 
dieſes Element von der Bewegungsquelle P entfernt if. Es ift hiernach 
möglich, daß in dem Augenblide, wenn M einen Schwung BD hin und 
zurück gemacht hat, da8 Element M, noch auf dem Rückwege begriffen, 3. B. 
erft in Cı fei, daß ferner ba8 Element M, erſt einen einfachen Schwung 
gemacht Habe, aljo den Ort D, einnehme, daß das Element M, erft bie 
Hälfte des Hinweges zurückgelegt habe, daher in Oz ſtehe, daß endlich ein 
Element M, erft eine Schwingung beginne, aljo mit M gleichzeitig ſchwinge. 
Die Gefchwindigfeit, mit welcher eine und diefelbe Bewegungsphafe von M 
aus nad) und nad) in dem Körper fortichreitet, heißt die Kortpflanzungs- 
geichwindigfeit der Schwingungen des Körpers. Werner bezeichnet man 
den Inbegriff aller derjenigen Elemente von M bis M, des Körpers, welche 
ſich in den ſämmtlichen Bewegungsphafen einer Schwingung befinden, alfo 
zwifchen zwei Elementen M und M, von gleichen Bewegungszuftande ent- 
halten find, mit dem Namen einer Welle des fhwingenden Körpers, und 
nennt den Abftand MM, felbft die Ränge der Welle. Eine Welle befteht 
aus einem Hintertheile BD,, innerhalb beflen ſich die rückkehrenden 
Elemente, wie M\, Ma . . . befinden, und aus einem Vordertheile D, B,, 
welcher bie noch vorwärtsgehenden Elemente M,, M& . . . einfchliegt; man 
nennt auch wohl BD, ben verdünnten und D, B, den verdidhteten 
Theil der Welle, weil alle rückkehrenden Elemente innerhalb BD, in Aus⸗ 
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dehnung, und alle hingehenden Elemente D, B, noch im Zuſammendrücken 
begriffen find. 

Man Tann fid) von der hier beſprochenen fortfchreitenden Schwingung, 
welche das Charakteriftifche der Wellenbewegung bildet, eine deutlice 
Anſchauung verfchaffen, wenn man einem nicht zu diinnen, langen Seile, 
welches zwifchen A und B ausgefpannt ift (Fig.970), an einer Stelle etw 


Fig. 970. bei C eine Ausbauchung nad) oben 

r durch einen fchnellen Stoß oder auf) 
ik Przi 7 dadurch ertheilt, daß man das in der 
Bi v Hand gehaltene Ende A des Seiles 


c 
2) N j einem plögliden kurzen Hude der 


a0 dv Hand unterwirf. Man bemerft als⸗ 


m—, dann, wie dieſe Ausbauchung C von 


A nad) B fortfchreitet, fo daß fie die 


N 
mw — in Fig. L, II., IH. angegebenen 


I— — Stellungen nach und nach einnimmt. 
F Dieſe Bewegung iſt folgendermaßen 

vi —— —— zu erflären. Der gehobene Bunt 
Cı oder Gipfel (tig. I.) wird durch die 


beiderjeitigen Seiljpannungen Ca 
und Cb nad abwärts gezogen und folgt diefem Zuge, indem er fich in die 
Linie AB ftellt. Gleichzeitig wirkt die in dem Geilftüde d0 vorhandene 
Spannung aber auch auf den Punkt d in entgegengejegter Richtung ein, und 
muß in Folge deflen der Punkt b ſich erheben. Nachdem derjelbe bis zum 
Gipfel der Ausbauchung gehoben ift, wird auch er durch bie beiden abwärts zie- 
benden Spannungscomponenten wieder finfen, wobei der rechts daneben gelegene 
Punkt d in ebenderfelben Weife gehoben und. gejenkt wird. Es entiteht auf 
diefe Weife eine fortjchreitende Berwegung der Ausbauhung aCb von A 
nad; B, wobei man aber die wirkliche von der ſcheinbaren Bewegung 
unterfcheiden muß. Eine Bewegung von Maffentheilchen in der Richtung 
von A nad B ift nur ſcheinbar vorhanden, die wirklichen Bewegungen 
der einzelnen Theile des Seile gehen dagegen lediglicd) in auf und abgehenden 
Bahnen vor ſich, wobei jedes Theilchen, 3. B. d, nad) nnd nad) alle den 
verschiedenen Punkten ber Ausbauchung a Ob entjprechenden Stellungen an- 
nimmt, jobald diefelbe den Punkt b paſſirt. Man ertennt, daß die Welle € 
nur eine Form ift, welche von immer anderen Theilen des Seiles gebildet 
wird, da die verjchiedenen Theile des Seiles nicht alle gleichzeitig, fondern in 
allmäliger Folge in ihre Schwingung gerathen. Dabei haben diejenigen 
Punkte, welche in irgend einem Augenblide zur Bildung des vorderen Theil 
Cb ber Welle beitragen, nad) aufiwärts, diejenigen, welche den Kinteren Teil 
Ca bilden, nad) abwärts eine Bewegung. 
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Wenn bie Welle (ig. III.) bei B angelommen ift, wo ein Erheben bes 
feiten Punktes 3 nicht möglich ift, wird C durch bie beiden Zugkräfte Ob 
und Ca nach unten getrieben werden, und, jobald es die Mittellage AB 
paffirt hat, wegen feines Beharrungsvermögens noch weiter ſchwingen nad 
C, (Fig. IV.), fo daß aus der Ueberhöhung eine Vertiefung entfteht. Diefe 
plöglich entftandene Vertiefung C, wirft aber auf die links benachbarten 
Punkte a, genau in derfelben Art, wie bei A (fig. I.) die hervorgebrachte 
Ueberhöhung auf bie rechts benachbarten Punkte b, und e8 muß daher die 
Ausbengung von B nad) A (Fig. IV.— VI.) zurückkehren, um bier wieder 
nach oben umzuflappen und das Spiel zu wiederholen. Bei langen Seilen 
fann man derartig erzeugte Wellen oftmals von einem Ende zum anderen 
hin⸗ und zurückgehen fehen. 


Die Bewegungs- und Gefhwindigfeitsphafen innerhalb einer $. 15. 
Welle laffen ſich recht gut durch die Ordinaten von Schlangenlinien (I. und 
II. Fig. 971) wie FC, Ge Q; H, und BAM, D; N; B. darſtellen. In dem 
Augenblicke, wenn M in B eine neue Schwingung beginnt, und die größte 


ig. 971. 





Elongation und Null Gefchwindigkeit hat, befindet fi) M, in der Ruhelage, 
bat aljo die Elongation Null und bie größte Geſchwindigkeit; beibes wird 
auch durch die genannten Curven angezeigt, denn die erfte oder Elongations- 
curve (I.) geht in B um die Amplitude BF CB über die Are BD, 
bin und ducchfchneidet in C, diefe Are, wogegen die zweite oder Geſchwindig⸗ 
keitscurve (II) in B durd) die Are hindurchgeht und in C, um die Marimal- 
gefchroindigkeit CM, über der Are Hinläuft. Im demfelben Uugenblide 
befindet ſich ferner das Element M, auf der anderen Seite im größten Ab⸗ 
ftande von feiner Ruhelage Ca und es ift feine Geſchwindigkeit wie bei M 
gleich Null; auch die ift aus beiden Curven zu erfehen, denn die eine läuft 
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in D, um die Amplitude D,G@s unterhalb ber Are hin, und die andere 
fchneidet die Are dafelbft, hat aljo die der Geſchwindigkeit entfprechende Dr: 
, dinate Null. Ebenſo werden durch diefe Eurven die Bewegungs und Ge 
fhwindigkeitsphafen der Elemente M;, M, u. ſ. w. angegeben. Da z. B. 
die erfte Curve die Are in C, fchneibet und die zweite bafelbft um den 
Marimalwerth C; N, unter der Are hinläuft, jo wird dadurch angezeigt, daß 
in dieſem Augenblide das Element M, durch feine Ruhelage mit der Ma⸗ 
rimalgeſchwindigkeit in pofitiver Nichtung hindurch gehe. WIN man bie 
Bewegungsphaſe irgend eines anderen Elementes M, zwifchen M, Ma, M, wi.m. 
im Augenblide Tennen lernen, wo das erſte Element M eine neue Schwin- 
gung beginnt, fo darf man nur von bemjelben ein Perpendifel auf die be- 
fprochenen Eurven herablaffen. Das Stüd RS diejes Perpendikels zwiſchen 
der erften Curve und ihrer Are entjpricht der Elongation biefes Elemente, 
und das Stück TU zwiſchen ber zweiten Curve und ihrer Are giebt bie 
Geſchwindigkeit defjelben an. ‘Da beide Ordinaten abwärts gerichtet find, jo 
deuten fie auch an, daß ſowohl die Elongation als auch die Geſchwindigkeit 
pofitio fei, d. i. die Richtung der Fortpflanzungsgeſchwindigkeit habe. 
Befände fi das Element M in D, träte es aljo eine rlidgängige Bewe 
gung an, fo würden fich die verfchiedenen Elongationen der übrigen Elemente 
einer Welle durch die Ordinaten der punktirten Curve JC, K. OC. L., und 
die Geſchwindigkeiten derjelben durch die Ordinaten der punktirten Curde 
DO, Ba Q; D, repräfentiren laffen. Die doppelte Schwingungsdauer € eines 
Elementes, d. i. die Zeit, innerhalb welcher dafjelbe den Weg BD + DB 
zurlidiegt, ift auch gleich der Zeit, innerhalb weldier die Schwingung: 
bewegung um die ganze Länge MM, — 1 einer Welle fortgepflanzt wird; 
ift daher c die Fortpflanzungsgefchwindigkeit, jo hat man die ganze Fänge 
der Welle: | - 
BB, =1i=c.2t=2ct. 
Die Länge des Hintertheils der Welle ift aber 
BD =h4=BBR +BD=ct +4, 
‘und bie des Vordertheiles: 
DB=Lh=DDN—-BD=ce—\ 
two A die ganze Schwingungsanplitude eines Elementes bezeichnet. 


8.16. Fortpflanzungsgeschwindigkeit. Die Fortpflanzungsgef mis. 
bigfeit der Wellen läßt ſich auf folgende Weiſe ausmitteln. Denken wir 
ung ben ſchwingenden Körper BO, Fig. 972, aus unendlich Heinen Elementen, 

Fig. 972. jebes vom Duerfchnitte A und von 

unnwm,o der Länge BC=CD=20x be- 
ſtehend, und nehmen wir an, daß der 
Bewegungszuftanddeseinen Elementes 


BC _D 
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BC = Ada in einem Zeitelemente 9 vollfommen auf das folgende 
Element CD Adæe Übergehe, daß alfo die Bewegungsphaſen in der 


Arenrichtung des Korpers mit der Geſchwindigkeit e — = fortfchreiten. 


Segen wir voraus, daß bie Elemente BC und CD in ber Zeit € von C 
nad) N fhwingen und dadurch in die Lagen MN = dx, md NO =09m 
kommen, und bezeichnen wir die entfprechende Elongation CN durch y. War 
nun die Trennungsfläche zwifchen beiden Elementen vor 9 Secunden in N, 
und gelangt dieſe Ot Secunden fpäter nad) N,, fo haben wir die ent- 
ſprechenden Wege der Elemente: 
NN, = oyı und NN; = Oys, 

ferner die Gefchwindigfeiten: 

_ 9Yı 
vı, = Fr 
und daher die Retarbation: 


Da 9 Secunden vor dem Zeitpunkte, wo die Elemente BC und CD 
die Stellen MN und NO einnehmen, N, genau in ber Phaſe war, wie 
jegt O, fo dat man auch CN = DO,2i..NO=CD=2r; und 
da Ot Secunden nad) diefem Zeitpunfte N, in derfelben Phafe ift, in der 
jest M fich befindet, fo folgt ud C', = BM,b.ı. MN, =BC=0r. 

Da nun aus der Figur 

NO=NN+NO=0y + 0% 
ſich ergiebt, fo hat man auch: 
oyı = 9x2 — 09%,, und ebenſo: 
Oo =02 — 9m. 

Es ift alfo das Wegelement 9yı zugleich die Zuſammendrückung 
0x — 02, des Elementes NO, und das Wegelement Oys die Zuſammen⸗ 
drüdung 92 — Oz, des Elementes MN. Bezeichnet nun noch Z den 
Elaſticitätsmodul des ſchwingenden Stabes, fo hat man die aus diefen Zu⸗ 
fammendrüdungen hervorgehenden Spannungen der Elemente MN und N O: 


_08 — 08 _ 0 
= FA AE ind 


—_ 9a — 0m m N 
| % = — — AE= * AE. 
Durch Subtraction dieſer beiden Spannungen von einander erhält man 
num die verzögernde Kraft: 
— 0 
P=-& —9 = en u AE, 
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und ift nun noch y das fpecififche Gewicht der Stangenelemente BC, CD, 
alfo Az . Y das Gewicht und et die Dlafie M eines Stangen 


elementes, fo hat man die dchemigun— deſſelben in N auch 
— p — — —od Ya — . 
ey AH * 7 022 
Durch Gleichſetzen beider Werthe für p erhält man nun die Gleichung 


oyı — Oyı _gE Oyı — OY 








ot? Y 022 
woraus 
2 
02 _ IE oder —gE . 
ot Y Y 


alfo die Fortpflanzungsgefhwindigkeit der Wellen (Schallgefchwin- 


digkeit), 
= / I" = Vor 


folgt, wo L den Elafticitätsmobul nad) Länge bezeichnet. 


Beijpiel. Nimmt manden Elafticitätsmodul des Tannenholzes zu 2 = 1100 Kils: 
gramm und daß Gewicht eines Cubikmillimeters zu 0,00000056 Kilogramm, je 
erhält man die Tortpflanzungsgefhmwindigkeit des Schalle8 im Tannenbolze zu: 


9810 . 1100 
= V 0.00000056 ” 4891 Meter, 


d. i. ungefähr 13,2 mal jo groß wie in der Luft. 

Anmerlung. Diefe Formel für die Fortpflanzungsgeihwindigkeit gilt aub 
für eine gejpannte Saite, und jogar für das Wafler und für die Luft. Iſt > der 
Drud der Luft auf die Flächeneinheit, jo hat man die den Berdichtungsverhältnifer. 


u und ya entiprechenden Spannungen nad dem Mariotte’jhen Gelege: 


on:  _ pe _ px pdr _ p)r 
8 90 32 — dyı und 9, = 2%, Id yg 
und daher die bewegende Kraft auf ein Element vom Querjänitte A: 

| | _ 1 „AN dy) Apde 
PA) = Ey) Br m’ 


oder, da * nur ein Heiner Bruch iſt, alfo (dx — dVI) (dr — Ayo) = ar 


gejegt werden fann, 
_ &Yı = dyo) Apı 
x 
Diefer Ausdrud ſtimmt mit dem obigen, wenn man ftatt p, E einjegt, vo8- 
fommen überein, es ift folglih die Schallgeſchwindigkeit in der Luft: 
p 


e= =. 
9, 
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Bei der Lehre von der Wärme wird im zweiten Bande gezeigt, daß wegen der 
Wärmederänderung, welche mit der DichtigkeitSperänderung der Luft nothwendig 
verbunden ift, an dieſer Kormel noch ein Goefficient anzubringen ift. Da die Dich: 
tigleit 4 der Luft ihrer Spannung p proportional ift, fo fällt auch p aus der 
Formel heraus, und e8 bleibt nur noch die Temperatur z in derjelben zurüd. 
Gewöhnlih nimmt man für Luft 


c = 3838 V1 + 0,00867 . x Meter = 1061 V1 + 0,00367 Zuß an. 
Beifpiel. Wenn nad der Anmerkung des $. 376 eine Waflerfäule durch 


eine Kraft von 10336 Kilogramm um 0,00005 ihres Volumens zujammengedrüdt 
wird, und hiernach der ElafticitätSmobul dieſer Ylüffigkeit 





0,010336 __ 
E= 0.000068 7 207 Kilogramm 
zu fegen ift, fo hat man hiernach die Schallgeichwindigkeit im Wafler: 
207 
ce = \/ 9810 0.000001 ” 1425 Meter, 


alfo ungefähr 4,3 mal fo groß, wie die Geſchwindigkeit in der Luft. 


Schwingungszeit. Wir lünnen nun auch die Zeit einer Schwin= 8. 17. 
gung finden, indem wir zunächft die Gleichung fuchen, welche die Abhängig- 
keit der Schwingungselongation y von der Zeit und von der die Ruhelage des 
ſchwingenden Elementes beftimmenbden Abfciffe x ausdrüdt. Sicherlich ift y 
fowohl eine Function von als aud) eine ſolche von x, es läßt fich folglich 
y= 9 () und auch y—= % (@) feßen. 

Aus der erften diefer beiden Yunctionen folgt durch Differenziren die 
variable Schwingungsgefchwindigteit: 


d 
90 


und ebenſo die entſprechende Acceleration: 


öv 
pP — Cru P⸗ (t), 


wo Pi (E) und @; (f) andere Functionen von t ausbrüden (vergl. 8. 19). 
Die zweite Yunction giebt das Spannungsverhältniß 
o. — vVi (x), alfo die Spannung 
_ um _ Ar 
S= AE7, — AE. Vi (z), 


daher die bewegende Kraft des Maſſenelementes oM —= Adz- r 


= un MO) 42.2. 
77? 
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und bie entjprechende Acceleration: 


E 
- 0 — * — v⸗ (2); 


wobei unter %ı (2) und %, (2) bie- eriirten Sunctionen von % (z) yı 
verftehen find. 

Segen wir bie beiden Ausdrücke fiir p einander gleich, fo erhalten wir 
folgende Endgleihung: 

2 (t) —⸗ en. %, (x), oder, da * = er iſt, 
93 (t) —c?.% (x). 
Diefer Differenzialgleihung wird durch folgende Integralgleichung: 
1 0) — () ⸗ PEt 42) 4Et — 2) 

genügt, worin F' und f ganz beliebige, vorläufig noch unbekannte Funchionen 


von den in den PBarenthefen enthaltenen Größen bedeuten. Es iſt nänlıd 
jederzeit 


= EN etä— et — 
= EN one +dt+enet— 2 
=c[R(t+2)+f (ce — o)], 


ferner: 
(le) = el =F(t +9) —fı(lt — x) md 
Ye) = * —— 
alſo wirklich: 


9) =... v (). 
Obgleich die Function 
F(ct) Ct —- 5) 

eine unbeſtimmte iſt, fo läßt fie ſich doch, wenn man noch nähere Belt 
mungen bes fehwingenden Körpers giebt, dazu benugen, um die Schwu 
gungszeit des ſchwingenden Körpers zu finden. Wie dies in einigen gilt 
möglich ift, wird aus Folgendem erhellen. 

Anmerkung. Wenn man auß den Formeln dy = vBt ud dr =! 


dt eliminirt, jo erhält man den Ausdruck = -, oder, da = die Berdihtzz 


o des ſchwingenden Elementes ausdrüdt, « — Zi; es ift alſo die Verdichtung e 





jeder Stelle des ſchwingenden Stabe in einem und demſelben Augenblide %° 


Schwingungsgejhwindigfeit diefer Stelle proportional. 
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Bestimmung der Elsstioitätsmodul. Nehmen wir zunächſt an, $. 18. 
ber jchwingende Körper babe die Länge I und fei an beiden Enden feftges 
Hemmt. In diefem Falle ift fowohl fir z — 0, als auch für = = 1, 
y=0, folglid): | 

Fe) -F () - o und Flti +) + fl -D=0. 

Aus der erften Gleichung folgt f —= — F, und bringen wir diefe Bes 
ziehung in ber zweiten Gleichung an, fo erhält man: 

Slkt +) - Se -D=-Odiflet+d=flet—), 
oder, wenn man cd — I — ct, Sekt, 

fech +2) = eh). 
Es nimmt alfo die Function f ſtets denfelben Werth voieder an, wenn 


ct um 21, alfo die Zeit d, = z größer wird, und es ift folglich auch 


_20 y 
= =) 


die Zeit eines Doppelfchwunges, 

Seten wir zweitens voraus, daß der fchwingende Körper an beiden 
Enden frei fei, fo haben wir fr = O und z—=1, 5 und alfo auch 
vd, (2), = 0, daher: 

F (et) — f (et) = o und lt -) — Alt — * 0. 

Hiernach iſt: 
= Fwf(lt+d=filet — ), oder fı ti F2)=f(ch), 
und folglic, wieder die Schwingungsdauer: 

21 
vu 

Iſt ferner der Körper an einem Ende frei und an dem anderen 
feft, fo hat man für z—=0,y= 0, und für = 1, S = 0, daher: 

Fl) + ⸗ o und Fi (ct -) —- Et — ) * 0, 
es folgt nun f = — F, ſowie auh fi = — Fi, und daher: 
lt+y+rfA(t—)=0, def (ch +2)= — fi (ch). 


Hiernad) nimmt alfo der Körper nad) der Zeit dı — = ftet8 den umge⸗ 
fehrten Bewegungszuftand an, und es ift folglich erft in der doppelten Zeit 
23h = “ eine Schwingung vollendet. Man hat alfo hier die Schwin- 


h = 


gungädauer: 


alfo doppelt fo groß wie in ben beiden erften Fällen, 
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Mittels der gefundenen Formeln kann man aus ber beobadjteten Schwin- 
gungszeitet, oder vielmehr aus ber Anzahl n der Längenfchwingungen, welche 
ein prismatifcher Körper in einer gewiffen Zeit macht, den Elafticitäte- 


2 
modul E= —) n und die Yortpflanzungs - oder Schallgefchtwindig- 


: I 
feit in deinfelben, c = 2 berechnen. 


Beiſpiel. Ein an beiden Enden eingellemmter Eiſendraht von 2 Meter 
Länge wurde durch Reibung nad) feiner Axenrichtung in Longitudinalſchwingungen 
verjegt, deren 1250 auf eine Secunde gingen. Wie groß iſt hiernady der Elafti: 
cität8mobul des Eiſendrahts und die Yortpflanzungsgeichwindigfeit des Schalles 
in demjelben? 

Man hat, die Dichte des Eiſens zu 7,6 angenommen: 

[2a y _ 2 0,0000076 _ . 

E= (7) Z = (2.2000 . 150° Gap = 19368 Rilogramm. 

Die Kortpflanzungs- oder Schallgeigwindigkeit in dem Drahte if: | 
gE _ 1/10 . 19368 


ce — 0000076 ” —= 5000 Reter, 
oder, die Schallgejhwindigkeit c, — 333 Meter der Luft ala Einheit genommen: 
e= 333 = ]5. 


Anmerlung. Iſt der ſchwingende Stab jehr Iang, jo können fi in dem: 
jelben Schwingungsknoten (f. den folgenden Paragraphen) bilden, und es if 
dann unter 3 in der Formel d — ı nicht mehr die Länge des Stabes, ſondern 
die Entfernung zweier aufeinanderfolgender Schwingungsfinoten zu verfiehen. Dir 
Schmwingungszeit 5. beftimmt auch die Höhe des mit den Schwingungen verbun: 
denen Tones; je größer oder Kleiner & ift, defto tiefer oder höher fällt der Ton aus. 
Die Stärke des Schalles hingegen wädft und nimmt ab mit den Schwingungt: 
elongationen. Bei den ſphäriſchen Wellen, in welchen fi der Schall in der Luft 
und im Waſſer audbreitet, bleiben c und & unverändert, und e8 nimmt nur die 
Schwingungselongation, alfo die Stärke des Schalles allmälig ab. Bei der Fort. 
pflanzung der Schwingungen in ſtab⸗ und röhrenförmigen Körpern bleibt aud 
die Clongation unverändert, daher ſolche Körper den Schall mit ungeſchwächter 
Antenfität in ihrer Längenrichtung fortpflanzen. 


Stehende Schwingungen. Außer ben fortſchreitenden Schwingungen 
| Sig. 973. oder Wellen giebt e8 eine zweite 

} Art von Osctllationen, die mar 

mit dem Namen der ftehenden 
Schwingungen bezeichnet. Das 
einfachfte Beiſpiel von ftehenden 
Schwingungen bietet eine zwiſchen 
den beiden Punkten A und B. 
Fig. 973, ausgefpannte Saite dar, 
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welche durch äußere Kräfte aus ihrer Gleichgewichtslage 4 B herausgebracht 
und dann ſich jelbft überlaffen wird. 

Denkt man fid die Saite in eine foldhe Lage A CB gebracht, in welcher 
die Spannung in allen ihren Punkten conftant und etwa gleich p fei, fo 
wird irgend ein Element ab zweien auf feine Endpunfte a und d nad) den 
Richtungen ad und be wirkenden gleichen Kräften unterworfen fein, deren 
Nefultivende cf dem Elemente ab die Tendenz zur Rückkehr nad) der Ruhe⸗ 
lage in AB ertheilt. Da diefelbe Wirkung zu gleicher Zeit bei allen 
Eiementen vorhanden ift, fo wird auch die Saite mit allen Punkten zu 
gleicher Zeit dein Zuge nachgeben und bie Gleichgewichtslage 4 B erreichen. 
Es erhellt aber ferner, daß vermöge der lebendigen Kraft, welche die einzelnen 
Maſſentheilchen bei der Ankunft in A B angenommen haben, ein Ueberfchreiten 
der Gleichgewichtslage bis zu derjenigen in A C,B erfolgen und ein regel- 
mäßiges Hin- und Herfchwingen zwiſchen ACB und A C, B eintreten muß. 

Die Eigenthüimlichkeit diefer Schwingungsart befteht darin, daß wegen der 
in allen Buntten gleichen Spannung alle Elemente gleichzeitig ſchwingen; 
eine fortfchreitende Mittheilung von Impulfen kommt daher hier nicht vor, 
wie wir fie in $. 14 an dem Seile kennen gelernt haben, bei welchem jedes 
in Spannung verfegte Element auf das ihm benachbarte noch in Ruhe 
befindliche eine hebende refp. jenfende Wirkung ausübt, wodurch das fucceffive 
Fortfchreiten der Welle erzeugt wird. 

Denkt man ſich die Saite AB, Fig. 974, in eine Lage wie ADCEB 
gebracht, fo daß auch die Spannung in allen Punkten gleich groß ift, fo 

Big. 974. werben allein der Strede ADC 
gelegenen Punkte in Folge der 
Spannungen nad) abwärts und 
alle Bunkte der Strede CEB 
nad) aufwärts getrieben. Auf 
ben Punkt C der Saite wird 
auf der einen Seite eine ebenfo große Kraft nad; aufwärts und nad) A hin 
ausgelibt, wie andererſeits nad) abwärts und nad) B hin, weshalb diefer 
Punkt eine Bewegung nicht annehmen kann. Da die auf C wirkenden Kräfte 
nicht nur im Anfange, fondern in jedem Augenblide ſich da8 Gleichgewicht 
halten, fo entfteht in C ein an der Schwingung unbetheiligter feiter Punft 
oder Schwinguugsknoten, um welchen die Saite entfprechend den äußerften 
Tagen ADCEB und AD, CE, B ſchwingt. Ebenfo kann in dem ſchwin⸗ 
genden Körper eine größere Anzahl von Schwingungsfnoten ſich bilden. 

Zu den ftehenden Schwingungen gehören immer diejenigen der tönenden 
Körper, alfo der Saiten, Stäbe, Scheiben und Öloden; aud) die Schwingungen 
der Luft in Orgelpfeifen find ftehende, endlich können auch das Waſſer und 
überhaupt tropfbare Flüſſigkeiten in ſtehende Schwingungen verjegt werden. 
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Entstehung stehender Schwingungen. Im vorigen Paragraphen 
ift fchon der Weg angedeutet worden, wie man Körper zu flehenden Schwin⸗ 
gungen dadurch veranlafien Tann, daß man die einzelnen Theile in eine folde 
Lage bringt, in weldyer fie vermöge der gleichen Spannung alle zugleid in 
Schwingung gerathen, ohne daß ein Theilchen das daneben befindliche für. 
Diefe Art der Erregung ftehender Schwingungen kommt aber in Wirllichkei 
nur felten vor; es entftehen diefe Oscillationen vielmehr meift in andern 
Weife, nämlich durch die jogenannte Interferenz ber fortfchreitenden 
Schwingungen oder Wellen. 

Mit Hilfe der Schwingungscurven (vergl. Anhang $. 15) laſſen ſich die 
Erſcheinungen vor Augen führen, welche bei der Interferenz der Wellen auf: 
treten. Zieht man zwei gleiche und entgegengefegt laufende Wellenzüige in 
Betracht, und feien hiervon ABCDE und FGHJR, Fig. 975, diejenigen 
Curven, deren Ordinaten die Schwingungselongationen barftellen. Aus ben 

Fig. 975. 





Schwingungsereurfionen eines zweien Wellen angehörigen Elementes ent 
fpringt eine mittlere Elongation, welche genau fo gefimben wird, wie jet 
mittlere Bewegung aus zwei Seitenbewegungen (f. $. 30), und zwar hie 
durch die algebraifche Addition der einfachen Elongationen. Hiernach werden 
in den Punkten M und N, wo fich beide Wellencurven begegnen, bie Tr: 
dinaten verboppelt, dagegen in den Punkten O und Q, wo beide Curven an 
entgegengefegten Seiten von der Are A E gleich viel abftehen, die Orbinaten 
zu Null; und es refultirt aus beiden Wellencurven eine dritte FRBOHSDOQK, 
deren Ordinaten die Elongationen aller Elemente von der Are A _E angeben. 
Mährend die Wellenzüge ABC und FG H einander entgegenrüden, ändert 
ſich natürlich auch die vefultirende Wellencurve FRBO u. ſ. w.; fi 
indeflen leicht zu ermefien, daß hierbei die Punkte O und Q flets Ruhepumlte 
bleiben müflen, da in ihnen die Ordinaten ber beiden entgegengefegten Wellen: 
züge in jeder Stellung derfelben gleich groß und entgegengefegt hleiben. Et 
bilden ſich daher ftehende Oscillationen, für welche O und Q die Schwingunge⸗ 
Inoten find. Die tönenden Schwingungen der Quft in Orgelpfeifen 2c. entftehen 
auf diefe Weife durch die Interferenz der directen und reflectirten Luftwellen. 

‚Mit Hülfe eines bei A und B, Fig. 976, befeftigten Seiles kann ma 
ſich leicht die Entftehung ftehender Wellen durch Interferenz in folgender 
Weiſe beutlich machen. Ertheilt man dem Seile bei a, Fig. 976 I., burh 
einen kurzen Stoß eine Ausbeugung nach oben, fo ſchreitet dieſelbe nad) B 
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hin fort und hat nach einem gewifien Zeitraume die Stellung aı, Fig. IL, 
angenommen. Nach einem zweiten Zeittheilchen, wenn die Ausbauchung bis 
G; in III. fortgefchritten ift, fei gleichzeitig bei A eine zweite Ausbauchung b 
erzeugt, welche nun ebenfalls nad) B bin fortfchreitet. Während die Aus- 
baudjung a; an B abprallt und fich in die Einſenkung a, in IV. verwandelt, 
ift d nach d, in IV. gelommen. Während num db, feinen Weg nad) rechts 
und as ben Weg nad links fortfegt, und beibe in V. in die Lagen b, und a, 
gelommen find, fei bei A in V. eine neue Ausbaucdhung c erzeugt, welche 
nun ebenfall® nad) rechts fortfchreitet, fo daß fie nad; dem nächſten Zeit- 
Big. 976. abſchnitte nad) cı in VI. gelangt ifl. 
Jetzt bietet das Seil nur noch bie 
beiden in V. und VI. dargeftellten 
Lagen dar. Man kann fid) zwar 
denken, daß die Wellen in den durch 
die Pfeile angegebenen Hichtungen 
ſich fortwährend hin und her beivegen, 
indem fie einander ohne gegenfeitige 
Störung durchdringen; da wir aber 
geiehen, daß das Fortſchreiten der 
Wellen überhaupt nur eine ſcheinbare 
Bewegung, die wirkliche Bewegung 
der Geilelemente indeflen eine auf⸗ 
und abſchwingende ift, fo ergiebt fich, 
daß das Seil eine ftehende Schwingungsbewegung angenommen bat, wobei 
die Punkte C und D die Schwingungsfnoten bilden. 


Querschwingungen einer Saite. Die Querfhwingungen der 
Saiten und elaftifchen Stäbe laſſen ſich auf ähnliche Weile ausmitteln, wie 
die Longitubinalfchwingungen. Die gefpannten Saiten bieten ben ein- 
facheren Fall dar, daher ſei auch von diefen zunächſt die Rede. Es ſei ADB, 
Fig. 977, irgend eine Pofition der ſchwingenden Saite, A ber eine, B ber 
andere Feſtpunkt, I AB ihre Länge, @ ihr Gewicht und S ihre ale 
conftant anzufehende Spannung. Faßt man einen den Coordinaten AN = x 

Big. 977. 








und NO = y entiprechenden Punkt O der Saite ind Auge und zerlegt 
deſſen Spanntraft 8 parallel zu AB und rechtwinkelig gegen AB in bie 
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Seitenträfte X und P, fo kann man bie legtere als die bewegende Kraft un 
einem Ende O des Elemente OQ anfehen. Läßt man den Bogen A0=s 
um das Element OQ 28 und eben dadurd; auch die Ordinate y um em 
Element OT = 9y wadjien, fo erhält man in P, S, Oy und Os die gleich— 
liegenden Seitenpaare von zwei ähnlichen rechtwinfeligen Dreiecken OPS 
und OTO, und es ift: 


P_QT — 2 _d 0% 
s=-0 ; alſo P= 5 8. 
Auf daſſelbe Element O Q —* aber auch uen ze aus der Zerlegung 
der Gegenfpannung heroorgehende Kraft Pi = SR :S= SH "Sum: 


gegengefetter Richtung, baher bleibt die beivegende, da8 Element OQ nad 
der Are AB zurüdfüihrende Kraft: 
— oy — Oyı 
P-P, = 55 8 
übrig. 

Die Maſſe M des Elementes iſt zwar ber Länge O Q — Os deſſelben 
proportional, fegen wir indeffen nur Kleine Schwingungselongationen yo: 
aus, fo können wir auch biefelbe dem Elemente OT — 8 UV der 
Abſciſſe proportional wachſend aunehmen, alſo M = — 'T fegen. Dies 
porausgefegt, erhalten wir nun die Acceleration, mit welcher das Elemen 
OQ fi der Ruhelage in AB nähert: 

P — ——— 981 


oder Os = Or geſetzt, 
_ 99 — On ‚gBl, 

Pa @G 

Nun ift y irgend eine Function von ©, 3. B. Y (x), daher auch eirt 


andere Function 9, (x) und oy — oyı = 00y = 0 0 [vı @)] (@)] eine dri:t: 


or? 0 0 da 
Function Yz (x) von diefer Größe, ſowie 
_ ‚gs, 


Da aber y auch eine Function der Zeit £, alfo etwa y— pt) if, ſ⸗ 
hat man ebenfo die Geſchwindigkeit, mit welcher O Qzur Ruhelage zurüdkteht:. 


Ö 
= =pml 
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und die entſprechende Ycceleration: 
opı(t 
= Au E = 93 (2). 


Wenn man num beide Ausdrüde für 9 einander gleichjegt, jo erhält man 
ganz wie im Anhang $. 17, die Differenzialgleidhung : 


Or ern 


und es läßt fich daher auch wie dort 
y=9yH)=Yla)=Flet+x) +f(et — 2) fowie 
v=c[F(et +2) + fılet — 2)] jegen. 
Da auch hier fir z —= 0 und x = |, y und v — 0 find, fo haben wir 


wir, = — Fıudf(et +D=flet—)), vder f(ct +2) =f(ch); 
es ift daher die Zeit einer ganzen Schwingung: 


t, -7 = = — sy’ oder, wenn man E — Aly jekt, 
47. 
= 2l 78° 


Es wächſt alfo die Schwingungsdauer einer Saite direct wie die Yänge Z, 
wie die Duadratwurzel aus dem Gewichte Ay der Tängeneinheit und 
umgefehrt wie bie Quadratwurzel aus der Spannung S der Saite. 


Anmerfung. Da der halben Schwingungszeit der nächſte Octaventon ent- 
ſpricht, jo wird nad diejer Regel eine Saite die Octave zu dem anfänglichen 
Grundton geben, wenn man fie bis zur Hälfte abfürzt, oder in ihrer Mitte unter: 
ftügt, oder wenn man fie viermal jo ſtark jpannt, oder wenn man fie bei gleicher 
Spannung durd eine Saite erjegt, von der die laufende Längeneinheit nur Y/, 
fo viel wiegt wie bei der erften Saite, 


Querschwingungen eines Stabes. Die Beitimmung der Schwin- $. 22. 

gungsdauer eines elaftifchen Stabes AB, Fig. 978, welcher an einem 

Big. 978. Ende B feftgehalten wird, läßt fid) 
auf folgendem, allerdings etwas um⸗ 
ftändlichen Wege finden. Nach $. 220 
ift, wenn r den Krümmungshalbmeſſer 
des Stabes an einer durch die Coordi⸗ 
naten CN =z md NO = yı 
beſtimmten Stelle O bezeichnet, das 
Biegungsmoment des Bogens 40 8 
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Setzen wir num die Kraft, mit welcher ji) ein den Coordinaten OR —=s 
und RQ 5 entiprechendes Element Q der Are oder Ruhelage CB nährn, 
gleich POx, aljo deſſen Moment in Bezug auf O ober N: 

NR.Poz= (m — x) Pos, 
fo haben wir da8 Moment des Bogens A O: 


WE_ Par 
Nun ift aber ° 
x Eu 
fe — :) POx —5— — — 
0 ö 0 
= [ Pe — —* 
6 ö 


Setzt man Pdx = Pı, und dann nad) der Reductionsformel (analıt. 
Hulfsl. $. 38): 
[proe= | Por. x=P,1 — [ Pı0x, fo hat man: 
0 


F 
— 


N, — x) Pdxr—= [ P,9z, daher auch: 
0 


“2 = [mia 
0 





08? 
Ferner iſt r=_o 9220 (tang.o) (ſ. 8. 33 der analytischen Hüffslehren), 
oder, da bei einer Heinen Biegung 08 = 0x gejet werben kann, 
— 55 ang 5 ; daher folgt: 
_ wrdtee)_ (nos 
0% , 


und durch Differenziven: 
— WE.® 


Setzt man nun y — % (x), ferner 
PC), (EEE) —— 


ing) = P,08. 
% 


tung. = I =vı (a) 
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jo erhält man die einfache Gleichung: 


P =—- WE.Y(R) 
woraus durch nochmaliges Differenziren 
oPı = — WEOY, (a), d. i. POx = — WEOY,(x) oder 
P= —_ we) a u _ — WELLE) folgt. 
Damit der Stab ſymmetriſch Käminge, fönnen wir num noch annehmen, 
daß P proportional mit y wachſe, aljo P = — Ky fei; und hiernad) er- 


halten wir: 


X 
VE V. (x) — Ky, oder v. (x) = WE y= kiy, 


wenn wir 535 mit kt bezeichnen. 
Diefer Differenzialgleihung V. (x) — kty entſpricht die Gleichung: 
y=%Y(z) = Acos.(kxz) + Bsin.(kxz) + Ce* + Det, 
worin A, B, C und D willführlidhe Conftante find. Bon der Richtigkeit 
überzengt man ſich leicht durch viermaliges Differenziren, wodurd man erhält: 
Y,(&) = k[— Asin.(kz) + Bcos.(kx) + Cei* — De*?], 
Vs () = K?[— Acos.(kxz) — Bsin.(kxz) + Ce” + De-t:], 
Vm (x) = k?[A sin.(kx) — Bcos.(kx) + Ce? — De*=] und 
Y%ı(z) = kt[Acos.(kz) + Bsin.(kx) + Ce* + De?], 
alfo wirklich: 
dı (a) = kiy. 


Die Schwingungszeit ’ des elaſtiſchen Stabes finden wir wieder $. 23. 


wie oben, wenn wir 9 = 9; (tl) = Kraft fegen. Nun ift aber die Kraft 


Maſſe 
eines Elementes: 
=Pox = — Kydam= — WEyOz, 
und bei dem Querſchnitte Fund dem fpeciftichen Gewichte y die Mafle 
deflelben: 


— Fox m daher folgt die Gleichung 








WEKH 
al= 7, yz=-uy, 
wenn wir den Ausdrud 
4 
g * durch gu? bezeichnen. 


Diefer Differenzialgleichung entfpricht ſchon die einfache Formel 
y=pM = sin.(et + 7), 
wo r eine beliebige Anfangszeit ausdrückt, denn es ift: 
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== 9) =u.cos.(ut + r) md 
p= = = 9 (tl) = — uisin.(pt + 7), d. i.: 
pt) = — u?Y. 


Nehmen wir num in der Gleichung y —= sin. (ut + r), re —=0,fobe | 
fommen wir y = sin. (ut), daher für at = 0, m, 2x u. ſ. w, — 0: 
und es ift folglich 


= ZT die halbe, und 


2=_2=]/ Fr 

Ta KRVYgWE 

Um hiernach die Zeit einer Schwingung berechnen zu fünnen, muß nicht 
allein die Größe x, fondern aud) das Berhältnig = befannt fein. 


Iſt der Stab cylindrifch und der Halbmefler deffelben — r, fo hat man: 
Fa 4 
WI al, 
und ift er parallelepipedifch, feine Breite d und Höhe A, fo fällt 
Fr __12 si. $. 227). 
Hiernach folgt fir die erfte Stabform: 
am \/r_ 
= mV 7# 
und für den Stab von der zweiten Form: 
_ 47 37 


= mV GE 
Die Größe x wird aus der Gleichung: 
y = Acos.(kz) + Bsin.(kx) + Ce*’+ De 
auf folgende Weife gefunden. 
Seen wir in diefe Formel die zufammengehörigen Werthe x — J um 
y= 0, fo erhalten wir: 
1) 0 = Acos.(kl) + Bsin.(kl) + Ce! + Det! 
Thun wir ferner dafjelbe auch in der Gleichung 
tang. — = — »ı (x), fo erhalten wir: 
2) 0 = — Asin.(kl) + B cos. (kl) + C&'!— De. 
Da ferner das Biegungsmoment am Ende A bed Stabes — Null m 
folglich der Krümmungshalbmefier r — ©, alfo %(z) — O0 umb ebeni⸗ 
9 (2) = 0 ift, fo folgt 





die ganze Schwingungsdauer. 
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0 = — Acos. O — Bsn.0 + Ce + De, d.i.— A+C+D=0, 
und 
0= Asin.O — Bcos.0 + (Ce! — De’, du... — B+C—D=0, 
daher 3)) A=C+Dw 
4) B=(C0—D. 
Eliminirt man nun aus biefen vier Gleichungen A und B, jo erhält man: 
(C + D) cos.(kl) + (C—D) sin.(kl) + Ce! + Det! 0 
und 
— (C+D)sin(kl) +(C —D) cos.(kD + Ce! — De*!—= 0. 
Hierans folgt durch Addition: 
C c08.(kl) — Din. (kl) + C!= 0, 
und durch Subtraction: 
D cos. (kl) + Csin.(kl) + Det! = 0, oder: 
C[eos.(kT) + eti] = Dsin. (kl) und 
D[cos. (kl) + e*) = — C sin.(k)); 
daher durch Divifion: 
c0s.(kl) + e&! sin.(kl) 
nd el endlich 
2 + cos.(k)) (&! + ee!) = 0, oder 
cos.(kl) = — Az 
Bon den verfchiedenen Werthen, entjprechend den verfchiedenen Tönen, weldye 
der Stab je nad) der Anzahl feiner Schwingungsfnoten geben kann, ift der 
fleinfte kl = 1,8751, wogegen die größeren nahe 
„3x 5= 7= 
2'’2°’2 
ausfallen. Kommt es darauf an, aus der beobachteten Schwingungsbauer £ 
den Elafticitätsmodul Z zu finden, jo hat man in der Kegel nur den leinften 
Werth in Betracht zu ziehen, e8 ift daher: 


u. ſ. w. 


__18751,, .,__ 3,516 
k= N und k? = 7. 
folglich für ein diidriſchen Stab: 
=! = 1 (ar) = rt 
P= —* — 3,516rt) 12,774 g rt? 


und für einen —— 


3 235 /42 y I 
= = — 38,322 . - —— 
F= (vn )= ? (um m) 9 h?t? 
Anmertung 1. Bergleiht man die Formeln 


1 Vu mn, VZ 
- 5 VG wu=2, 7E 
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für die Quer- und Längenſchwingungen eine und befielben Stabes mit einanber, 
jo erhält man die Proportion: 


2 
= nit =D : 085965. 


Wertheim hat für Gußſtahl und Meffing diejes Verhältniß durch Berjude 
beftätigt gefunden. 

Anmertung 2. Ueber die Querihmwingungen elaſtiſcher Stäbe handelt aus 
führlid Seebed in einer Abhandlung der Leipziger Geſellſchaft der Wiſſenſchaften, 
Leipzig 1849, ſowie in dem Programme der techniſchen Bildungsanftalt in Dresden 
vom Jahre 1846. Wertheim’s Unterfuhungen über die Elafticität. der Metalle 
und des Holzes mittel8 Längen: und Querihmwingungen werden in BPoggendorff’s 
Annalen, Ergänzungsband II. 1845, ziemlich ausführlich abgehandelt. 


Anmerlung 3. Die Shwingungsdauer, oder vielmehr die Anzahl der Schwin⸗ 
gungen eines Stabes in einer gewiſſen Zeit läßt fi wegen ihrer Kürze in der 
Regel nit unmittelbar beobadten,, jondern man muß ſich hierbei befonderer 
Hülfsmittel bedienen. Dan benugt hierzu, entweder nah Ehladni, Savartx. 
die Höhe des von den Schwingungen erzeugten Toneß, oder man wendet dei 
zuerft von Duhamel angegebene Verfahren an, melde darin beſteht, dei 
man von dem fchwingenden Stabe mittels eines feinen Hälchens auf eine gar 
gleihförmig umlaufende und mit Kienruß überzogene Slastafel eine Wellenlinie 
aufreißen läßt. Zur Erzielung einer möglichſt gleigförmigen Umbrehungsbewegung 
kann man fi eines chrönometriſchen Apparates bedienen, welcher mit 
einem Windfange, ähnli wie ein Bratenwender oder das Schlagwerk eine 
Thurmuhr, außgerüftet ift, und von Morin in der Abhandlung „Description 
des appareils dynamometriques etc., Paris 1838“, jowie in deſſen Notions 
fondamentales de mecanique bejchrieben wird. Wertheim fand die Anzahl 
der Schwingungen in einer gewiſſen Zeit dadurch, daß er mit dem zu unter: 
ſuchenden Stabe noch einen anderen Körper, 3. 3. eine Stimmgabel, ſchwingen 
ließ, deſſen Schwingungszahl befannt war. Wenn man nun bon beiden Körpern 
MWellencurven in die Rußſchicht der rotirenden @lastafel eintragen läßt umd die 
Wellen berjelben zählt, weldde einem und demjelben Gentriwintel entipreden, jo 
erhält man in dem Verhältniſſe diefer Zahlen auch das Berhältnik der Schwin⸗ 
gungszahlen. Was die Longitudinalſchwingungen anlangt, jo find dieſe in der 
Regel auf mit Heinen Querſchwingungen verbunden, weshalb bier die Stäbe 
zweifache Wellenlinien beichreiben, und die Anzahl der Längenſchwingungen mi 
der ber Querſchwingungen leicht verglichen werden kann, wenn man die Eleinen 
Wellen innerhalb einer Welle der großen Wellencurve auszäblt. 





Schwingungshindernisse. Zu ben Kräften, welche die Schwingur- 
gen eines Körpers erzeugen, gefellen fich nocd gewiffe Bewegungshinder- 
Fig. 979. niffe, deren Einfluß wir mm 

noch kennen lernen müſſen. Sf 
ein jolches Hindernig conftant, 
wie z. B. die Reibung an der 
Drehare eines Penbel® oder an 
dem Stifte einer Magnetnabdel, 
jo Hat dafjelbe auf die Schwin 
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gungsdauer gar keinen Einfluß,- jondern e8 wird nur durch daflelbe die 
Scwingungsweite bei jedem Ausſchlag um eine gewifle Größe Heiner. Wir 
haben oben in $. 1 (Anhang) in dem Falle, wenn bie bewegende Kraft der 
Entfernung x vom Ruhe⸗ oder Mittelpunkte C der Bewegung AB, Fig. 980, 
proportional ift, 

p=»pr=ula — xi) 
gefegt, wo x, den durchlaufenen Weg AM bezeichnet. Bei Berlidfichtigung 
der Verminderung k des Weges durd) die Reibung haben wir dagegen für 
dad Durchlaufen der erften Weghälfte AC: 

p=rla— k— a), 
und für das der zweiten Weghälfte CB: 

p=— elsı —(a +] 
zu fchreiben; es befteht aljo der Einfluß der Reibung % nur darin, daß durch 
fie bei der einen Weghälfte, a in a — x umd bei der andern, aina + k, 
alſo der ganze Schwingimgäweg 2a, in 2a — 2% umgeänbert, d. i. die 
Schwingungsweite bei jedem Ausichlage um eine conftante Größe 2 k ab- 
gefürzt wird. ‘Da endlich in der Formel 

— 
Vr 

die Schwingungsweite gar nicht vorlommt, jo Tann folglich auch x keinen 
Einfluß auf diejelbe ausüben. 

Anders ift e8 dagegen mit dem Widerftande ber Luft. Dieſer wächſt 
bei Heinen Gejchwindigleiten, wie fie bei Bendelbewegungen vorkommen, mehr 
nach der einfachen Geſchwindigkeit als nad) dem Quadrate berjelben, wie 
befonders aus Beſſel's Unterfuchhungen (über die Länge des einfachen Pen- 
dels, Abhandl. der Akademie der Wiſſenſch. zu Berlin, 1826) hervorgeht, 
und ſich auch dadurch erflären läßt, dag biefes Hinderniß vorzüglich aus der 
mit der Geſchwindigkeit v des fchwingenden Körpers wachſenden Verdichtung 
und Berbiinnung der Luft vor umb Hinter demſelben (ſ. $. 537, fowie den 
Anhang $. 17, Anmerkung) erwächſt. Dies vorausgeſetzt, können wir die 
Acreleration des ſchwingenden Körpers, wenn wir benfelben im Auswärts⸗ 
ſchwingen begriffen annehmen, und feinen Weg vom Ruhepunkte aus mefien, 

p = — (ux 4 vo) oder p + vv + aux = 0 annehmen. 

Segen wir nun 


fo können wir auch fs(t) + vl + Bft) = 0 fchreiben, und diefem 
Ausdrud durd) die Integralgleihung 


vi 
x = [bcos. (vt Vn) + di sin. (vi Vp)]e 


Welsbach's Lehrbuch der Mechanik. J. 78 
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entfprechen, wo d und bi noch zu beftimmende Conftanten find und 
U = V 14 In 
ft. Nun ift aber fr = 0 auch = e, baher d = 0 und eimfader: 


z—b sin. (viVp)e ® 
Da diefer Werth für vt Vn — 7 wieder Null wird, ſo iſt folglich die 


Zeit einer einfachen Schwingung 


‚1 1 
d. i 


Ve VIE 


mal fo groß, als wenn der Widerftand der Luft nidjt vorhanden wäre. 





Anmerkung. €s ift leiht zu erflären, weshalb die in Schwingungen vır: 
ſetzten Körper nah und nad immer Meinere und fleinere Schwingungen maden 
und zulest in Ruhe übergehen. Die Urſache dieſer Erſcheinung ift zwar zunädt 
der Widerftand der Luft, dann aber au noch die Unvolllommenheit der Elch: 
cität der ſchwingenden Körper, vermöge welcher ſich diefe Körper, namentlid) inncr- 
halb kurzer Zeiten den auf fie wirkenden Kräften nicht volllommen proportisne: 
ausvehnen und zujammendrüden. 


Schwingungen des Wassers. ‘Den einfachjiten Hall der Weller: 
bewegung des Waffers bieten die Schwingungen deffelben ı: 
zwei communicirenden Röhren ABCD, Fig. 980, dar. Nehmen 
wir zunächft an, daß diefelben von gleichem Querſchnitte A feien, und benten 

Fig. 980. wir uns das Waffer in dem einen Scher— 
tel um DA = x über den der Ruhelage 
entfprechenden Niveau ZR gehoben un: 
im anderen um RD = 2 gefunfen. Er 
haben dann die bewegende Kraft 

P=A.2ry, 

ferner, wenn 2 die ganze Yänge AB CD 
— HBOR ver Waſſermaſſe bezeichne. 


die bewegte Maſſe M —= 42 und NK: 





die Befchleunigung, mit welcher der eine Waflerfpiegel finft und der ande: 
fteigt: 
_r_ 2Axy __29% 
Pyn Aly IE T 
Da diefe Formel ganz dem im Anhange $. 1 und 2 abgehankeir: 
Schwingungsgefege pP — ur entipricht, fo «haben wir auch hier die X“ 
einer Schwingung: 
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* I 
t= — — 7 VE . 
Vu 29 


Da ferner beim einfachen Kreispenbel von der Länge z ebenfalls 


t=alyı 
29 


ft, fo fchwingt alfo das Wafler in den communicirenden Röhren von gleicher 
Weite mit dieſem Pendel ifochron. 

Sind die beiden Schenkel der Röhre ABCD, Fig. 981, gegen den 
Horizont geneigt, bildet 3. B. die Are des einen den Winkel &, und die 
des anderen ben Winkel 4 mit dem Horizonte, fo entfpricht bem Wege 
AH=DR= x, welden der Wafferfpiegel in dem einen Schenfel auf- 
und in dem anderen abwärts gemacht hat, der Niveauabftand: 

z=ısin.a + xsin.ßB (sin. a + sin. ß), 
Sig. 981. daher ift die Kraft: 
P= Ayz(sin.a + sin.ß), 
ferner die Acceleration: 
9 (sin.a + sin.). x 
P—= — — —, 
und die Schwingungsdauer: 


t * 7 V— 8 
g9(sin.a + sin. P) 

Eind endlid die Röhren von ungleiher Weite, fo fällt die Beftim- 
mung ber Schwingungsdauer bedeutend compficirter aus. Es ſei A der 
Duerfchnitt und I die Yänge der Mittelröhre, ferner &,, A, und !, Neigungs- 
winfel, Querfchnitt und Länge der einen, fowie &s, A, und I; Neigungs- 
winkel, Querſchnitt und Länge der anderen Ceitenröhre; denken wir un 
endlich da8 Wafler in der Are des einen Schenkel um z, geftiegen und im 
anderen um x gefunfen. Wir haben zunächit 


Aıcı = Agte, baher 4y=7T 2 
3 





und die bewegende Kraft, auf A, reducirt: 
A “ 
P — A, (zı sin. + 1, sin.) y = — (A, sin. a, + Aı sin.) &ı. 
2 


Die Waflermaffe in der Zwifchenröhre ift conftant, und zwar — Et, 


und da ihre Gefchwindigfeit in dem Verhaltniſe 4 zu der der Kraft fteht, 


diefelbe auf den Kraftpunkt rebucirt: 
78* 
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- (4) 4 » Aly 
Die Waflermaffe im erften Schenkel iR: 


_ Alt +7 
9 


und die im zweiten: 
— A. (2 — 23)Y 


oder auf den Kraftpunkt reducirt: 
= (2) Ale — %)Y, 
As 9 
Endlich folgt die von P zu bewegende Maſſe: 


————— 7) 
—ν) 
* "4a A)an]. 


und dıe Acceleration: 
sin. &% sin. . 
+) 








_fP_ Aı 2 
aM ı , 1 
A + A, A + 4? 2) A, 71 
Wären die beiden Seitenröhren von gleichem Querſchnitte, fo Hätte man 
A, = = As, daher: 
_ Gin. + Sm.) ga %ı + sin.%e)gaxı __ (sin. + sin.) gaı 
4 Er TI, u F+u\, Al 
(+ )A +n+b 


und bie Scningungegit, 
At+AhH+b). 
gAlsin.a, + sin.) 
Anmertung. Durd die Reibung und durd den Krümmungswiberfland er: 
leiden natürlich diefe Formeln noch einige Modificationen (vergl. Anhang 8S. 24. 


t=ı1 


8.26. Elliptische Schwingungen. Wenn der Körper M, welcher bımdı 
eine Kraft P nad) einem feften Punkte C, Fig. 982, mit einer Acceleratien 
p=ue—= m. ÜOM hingetrieben wird, eine Anfangsgeſchwindigkeit c hat, 
deren Richtung von der Kraftrichtung abweicht, jo erfolgen feine Schwin⸗ 
gungen nicht mehr in der geraden Linie, fondern in einer Ellipfe, wie ans 
Folgende hervorgehen wird. Es fei in dem Anfangspunfte A der Bewegen: 
die Bewegungsrihtung rechtwinkelig auf dem Abftande CA = a md bt 
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entjprechende Gefchwindigkeit — c. Legen wir die Coordinatenaren durd) 
C und zwar die eine auf die andere vechtwinkelig gegen CA. Bezeichnen 
wir nun die Coordinaten CK und KM 
Big. 982. durch x und Yy, fo haben wir die mit 
den Aren parallel gehenden Somponenten 
q und r von p = We, da 
I_2 und ı—! iſt: 
pP 2.» —— 
g=urwmdr —uy. 

Sind nun w und v die ebenfalls den 
Aren parallel gerichteten Componenten 
der Geſchwindigkeit «0 des Körpers M, 
fo Haben wir nad) $. 1, Anhang: 


„= Vu — 22); 





zugleich 
a 0=2 [rdy= 2u | yöy= uy?, und daher v — Vo— uy?, 
Wenn fir y=b, v = 0 ift, fo folgt: 


0=c — ud, daher c—bVu und ⸗ Va (d? — y3). 


Nun ift aber u = = mdv= 3 daher folgt auch: 


u _ 08 a? — x? 


_ — | ‚oder —— — = 
9 —— 
V-&$ V'-(&' 
und daher (nad) $. 26, V. der analytischen Bu 
U cn I 
arc. sin. = = arc. sin. © + Const. 


Die Conftante beftimmt fich mit Rückſicht darauf, daß fr z = a y = 0 
ift, durch 
arc. sin. 1 = are. sin. 0 + Const., zu Const. = 5. 


und folgt ſonach: 


8 
| 
iR 


[) x hd 
arc. 8m, 7 — arc. sın. 
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Wenn aber die Tifferenz zweier Bögen z beträgt, jo ift der Sinus des 
einen gleich dent Coſinus des anderen, d. i.: 


2= Vi (Gran (+ = 


Da dies die Öleihung einer Ellipfe ift, fo folgt auch, daß der 
Punkt, welcher mit der Acceleration gs nad) C getrieben oder gezogen vwoird, 
in einer Ellipfe von den Halbaxen CA= a und CB=b um C läuft. 

Auch folgt nun: 


ot — 9 — ——, daher die Zeit: 
® u F — y°) 
t—= re arc. sin. — , ferner umgefehrt: 


y=bsin. (tVe), ——8 Va). 


Man erhält hieraus die Zeit zum Durchlaufen eines elliptifchen Qua— 
dranten, wenn man y — b jeßt: 


t Vor sin Won sin. 1 = * 
il — u . DD u 2 Vu’ 





alfo die Zeit zum Durchlaufen der halben Ellipfe: 
x 


Vu 
und die Zeit einer ganzen Umdrehung oder Schwingung: 

he. 

1 Vu 2 


alſo genau ſo groß, als wenn die Bewegung eine geradlinig wiederkehrende 
wäre. Noch folgt: 


u=Vu(a?— 2?) (a) = v u(a?— a? [cos. (t Vr)] )— —Vp .a sin. (t Vu) 
und 

v—V u(2—y)—Vu. b cos. (tVu), 

und daher die Umdrehungsgejchwindigfeit: 


o—=Vu Vn V(asin.tVu)? + (beos.t Ve). 


Endlich fann man Fe 


D 008. (Van) + 
y= D sin, (:Vu) — 


fegen, und da nun m erften Glieder 


2, = 


x = 








” cos. (Va) und 
D sin. (tVu) 
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_ + : cos. (t Vn) und ° + « sin.(tV u) 








einer gleichförmigen Bewegung in einem Kreife von Halbmeſſer - — 


und die beiden anderen Glieder einer entgegengeſetzten gleichförmigen in einem 


Kreiſe vom Halbmeſſer * entſprechen, ſo kann man auch annehmen, 
daß die elliptiſche Bewegung des Punktes aus zwei kreisförmigen Bewegungen 
zuſammengeſetzt ſei, daß nämlich der Punkt gleichförmig in einem Kreiſe 
= = 2 umlaufe, während fi) das Centrum diefes Kreifes 
gleihförmig in einem Kreife von Halbmefler 2 + 2 fortbewegt. 
St db = 0, fo erfolgt zwar die Schwingung in einer geraden Linie, 
allein man kann fic) auch denken, daß diefe Schwingung aus zwei gleichen 
und entgegengefegten Kreisbewegungen zuſammengeſetzt ſei. 











vom Halbmeffer 





Wasserwellen. Die elliptiihen Schwingungsbewegungen $. 27. 
finden fi) den genauen Beobachtungen der Gebrüder Weber zufolge bei den Be⸗ 
megungen ber Waflerwellen vor. Danach bejchreibt nicht allein jedes Wafler- 
theilchen in der Oberfläche, fondern auch jedes Waffertheilchen unter derjelben 
während der Wellenbewegung des Waſſers eine Ellipfe. Wegen des Wider- 
ftandes am Boden find jedod) die Ellipfen unter dem Waffer Feiner als die 
an ber Oberfläche, und nehmen überhaupt mit dem Abftande von der Ober- 
fläche ab. Die verfchiedenen Elemente im Waflerjpiegel, fowie in jeder 
anderen Fläche parallel zu demfelben, befinden fich in demfelben Augenblide 
in den verfchiedenften Bewegungsphafen; während ein Element A, Fig. 983, 
feine Bahn in (0) beginnt, ift ein Element B ſchon in (1), ein anderes C 

Ä Fig. 983. 





int (22), ein drittes D in (3), ein viertes E in (4) u. f. w.; es bildet aljo in 
dieſem Augenblide der verticale Durchſchnitt der Oberfläche des Waſſers eine 
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eykloiden⸗ oder trochoidenförmige Curve ABCDEFGHJ. Bor km 
Eintritte der Wellenbewegung waren die Elemente in den Mittelpunkten 
K, L.... N ihrer Bahnen und bildeten den horizontalen Wafferfpiegel KN, 
während der Wellenbewegung hingegen befinden fie fic) zum Theil ber, zum 
Theil unter diefer Ebene, und haben natürlich ſtets ein Beftreben, nad) ihren 
Ruhepunkten X, L... N zurldzufehren. Die elliptiichen Schwingungen 
finden jedoch nur fo lange ftatt, als bie Wellen unverändert bleiben; nimmt 
aber die Größe derfelben allmälig ab, fo wird aud) die Bahn eines Elementes 
nad) und nach eine engere und engere, und bildet daher feine Ellipſe mehr, 
fondern eine Spirallinie. Umgekehrt bildet ſich ficherlich bei der Entftehung 
und dem Wachen der Wellen die eliptiiche Bahn erft. allmälig aus einer 
Spirallinie heraus. 

Nach) einem Zeittheilchen ift A in feiner Bahn nad) (1), B nad (2), C 
nad) (3) u. ſ. w. gerüdt, und dadurd) die Welle um den Horizontalabftand 
KL zwifchen je zwei Elementen fortgefchoben worden; nad) Verlauf eines 
zweiten eittheilchens befindet fich ferner A in (2), Bin (3), C in (4), 
und es ift die Welle wieder um den Abftand XL — LM fortgerüdt; und 
fo bewegt fich bei dem ferneren Umlaufe der Wafferelemente die Welle immer 
weiter und weiter fort, bis jie am Ende einer vollftändigen Umdrehung eines 
Elementes in feiner Bahn ihre eigene Yänge KN durdjlaufen bat. Rad 
einer halben Umdrehung eines Waflerelementes ift, wie Fig. 984 zeigt, 


Fig. 984. 





die Stelle eines Wellenberges ein Wellenthal und an die des legte 
ein Wellenberg gelommen. Diejes ortichreiten der Welle beiteht natürke 
in feiner befonderen Bewegung des Waflers, fondern nur in einem For— 
rüden einer und derfelben Bewegungsphafe, z. B. in dem Fortrücken dei 
Wellengipfels I (Fig. 983) nad) O, Pu. ſ. w. Es ift erfichtlich, dag bei 
diefer Bewegung alle in dem vorderen Theile ACE der Welle (Fig. 9: 
gelegenen Elemente wie B, C, D im Steigen begriffen find, während ®: 
in dem hinteren Theile Z@ der Welle befindlichen Elemente, wie E, G, 3. 
eine niedergehende Bewegung haben. Kennt man die Unlaufgzeit d einer 
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Wafferelementes und bie Länge AJ = 5 einer Welle, fo kann man die 
Hortpflanzungsgefchwindigfeit derfelben durd) die Formel c — n 


berechnen. 

Die Höhe einer Welle, oder die Summe von der Höhe eines Wellen- 
berges und ber Tiefe eines Wellenthales ift der verticalen Are 2b der Ellipfe 
gleich, in welcher die Wafferelemente an der Oberfläche umlaufen; die Ränge 
C@ des Wellenthales übertrifft die halbe Wellenlänge um die horizontale 
Are 20 jener Ellipfe, und die des Wellenberges ift natürlich um fo viel 
fürzer ald die halbe Länge der ganzen Welle. Hiernach wäre der Quer: 
ſchnitt eines Wellenthales größer als der eines Wellenberges; da dies aber 
wegen ber Unveränberlichfeit des Waflervolumens nicht möglich ift, fo müſſen 
die Mittelpunfte der elliptiichen Bahnen noch etwas über dem Niveau des 
ruhigen Waſſerſpiegels ftehen. 


Weber's Versuche. Nach Weber's Verſuchen ift die Bahn, in welcher 
fich jedes Wafferelement an der Oberfläche einer Welle bewegt, eine wenig 
gedrüdte Ellipfe, nad) Emy follen hingegen bei den Meereswellen die Wafler- 
elemente aufrechtſtehende Ellipfen durdjlaufen. Mit der Tiefe der Elemente 
unter der Oberfläche nehmen beide Axen ihrer elliptifchen Bahnen ab, jedoch, 
bejonders nad; Weber, bie verticalen Aren mehr als die horizontalen Aren. 
Nac der Tiefe zu fcheint ein Fortichreiten der Wellen nicht ftattzufinden: 
fenkrecht unter einander befindliche Wafferelemente befinden fih, den Beob⸗ 
adjtungen der Gebrüder Weber zufolge, gleichzeitig in einer und derfelben 
Bewegungsphafe, wogegen die in einer horizontalen Linie liegenden Elemente 
eine ftetige Folge der Bewegungsphafen bilden. Aus den erwähnten Beob- 
achtungen geht ferner noch hervor, daß die Umlaufszeit eines Elementes, 
oder die Zeit, innerhalb welcher eine Welle um ihre eigene Länge fortjchreitet, 
vorzüglich von dem Verhältniffe der beiden Bahnaren abhängt; je größer das 
Berhältnig der horizontalen Are 2a zur verticalen Are 25 der Bahn ift, 
defto größer iſt auch die Umlaufszeit. ‘Die tiefer liegenden Waflertheile 
durchlaufen ferner ihre Bahnen in kürzerer Zeit, als die in der Oberfläche, 
woraus wieder gefolgert werden muß, daß aud) die Wellenlängen nad) dem 
Boden zu abnehmen. 


Die Fortpflanzungsgefchwindigfeit ce = 7 einer Welle hängt, da die Um- 


laufszeit € mit dem Verhältniſſe — wächſt, nicht allein von der Längens, 


fondern auch von der Höhe b ab. Wenn eine Welle zwijchen parallelen 
Wänden, z. B. in einem Canale, fortfchreitet, jo bleibt ihre Breite unver⸗ 
ändert; es nimmt aber ihre Höhe b allmälig ab und ihre Länge allmälig fo 
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zu, daß in der Kortpflanzungsgejchwindigfeit nur diejenige Veränderung em» 
tritt, welche aus der Reibung des Waffers an den Wänden refultirt. Wenn 
hingegen eine Welle quf Feiner Seite in ihrem Fortjchreiten gehindert wird, 
und diefelbe einen in fich felbft zurücklaufenden Wall bildet, fo vergrößert ſich 
ihre Länge und Breite zugleid), und zwar auf Unkoſten ihrer Höhe, und ſie 
wird allmälig jo flah, daß fie in Furzer Zeit von dem Auge nicht mehr 
wahrgenommen werben kann. ft eine folche Welle anfangs nicht freie 
förmig, fo nähert fie fich wenigftens der Kreisgeftalt immer mehr und mehr, 
je weiter fie fortfchreitet. Nach den Weber'ſchen Berjuchen fol die Höhe in 
arithmetijcher Progreffion abnehmen, wenn die Welle in geometrifcher Pro: 
greffion fortfchreite. Die Geſchwindigkeit des Fortichreitens einer jolchen 
Welle nimmt allmältg ab, je weiter diefelbe fortfchreitet. Wenn umgekehrt 
eine Welle von außen nad) innen fortfchreitet, und fi) dabei immer mehr 
und mehr zujammenzieht, fo nimmt diefelbe an Höhe und Länge, fowie aud) 
an Geſchwindigkeit, allmälig zu. 

Es findet hiernad; ein großer Unterfchied zwifchen den Waſſerwellen und 
den Schallwellen ftatt. Während bei diefen Wellen die Yortpflauzunge- 
geſchwindigkeit nur von der Elafticität und Dichtigfeit des Diediums abhängt, 
{ft diefelbe bei jenen Wellen nur eine Function der Wellenhöhe und Wellen⸗ 
länge. Wenn die Wellenbewegung des Waflers durch eine faft momentan 
wirkende Kraft, 3. B. durch Eintauchen und ſchnelles Herausziehen einer 
feften Körpers aus dem Wafler, veranlagt wird, fo befchreiben die Waſſer⸗ 
elemente immer Heiner und Heiner werdende elliptifche Bahnen, oder vielmehr 
im Ganzen fi immer mehr und mehr zufammenziehende Spirallinien, und 
es fallen hierbei auch die Umdrehungszeiten immer Heiner und kleiner aus. 
Diefem Bewegungsverhältniffe ift die Entftehung einer ganzen Reihe immer 
Heiner und Keiner ausfallender Wellen beizumeſſen. Bei deu weiteren ort: 
jchreiten werden die folgenden Wellen von den vorhergehenden immer mehr 
und mehr verftärkt, während die vorderfte Welle ſich in kurzer Zeit fo jehr 
verflacht, daß fie von dem Auge nicht mehr wahrgenommen wird. Dieſes 
Zufammenfließen der Wellen verurfacht die Entjtehung Heiner Wellenſyſteme, 
welche befonders auf den Vorderflächen der Hauptwellen zahnfürmig auftreten. 
Dieſe Heineren Wellen oder Zähne fchreiten, nad) Poiſſon und Cauchy 
gleihförmig befchleunigt fort. 


Hagen’s Versuche. Nach den neueften Forſchungen des Herrn Geh. 
Oberbauraths Hagen*) befchreiben die Waffertheile bei Wellen über einem 


*) ſ. ©. Hagen, Handbuch der Waflerbaufunft, III. Theil, Seeufer und 
Hafenbau, 1. Band, ebenſo auch die Abhandlung deſſelben Verfaſſers: „Ueber 
Wellen auf Gewäſſern von gleihmäßiger Tiefe“, in den Abhandlungen der Königl 
Alademie der Wiſſenſchaften zu Berlin, 1861. 
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fehr tiefen Grunde ſämmtlich Freisförmige Bahnen mit durchweg con- 
ftanter Winkelgefchwindigkeit. Der Durchmeſſer diefer Bahnen nimmt 
von der Oberfläche nad) dem Grunde hin nad) einem beftimmten Gefege ab 
und würde in unendlicher Tiefe gleich Null ausfallen. Alle im Zuftande 
der Ruhe im gleicher Tiefe unter der Oberfläche befindlichen Waſſertheilchen 
bejchreiben gleich große freisförmige Bahnen, doch find die Stellungen diefer 
Theilchen oder ihre Phaſen verfchieden, fo nämlich, daß jedes Theilchen von 
dent durch den Mittelpunkt feiner Bahn gehenden Lothe um einen größeren 
Gentriwinfel abfteht, als das in der Richtung der fortfchreitenden Wellen- 
bewegung folgende Theilchen. Die fännmtlichen, urfprünglid) in einer Hori- 
zontalebene ltegenden Theilchen find daher in jedem Augenblicke während der 
Wellenbewegung in einer Fläche gelegen, deren Durchſchnitt mit einer verticalen 
Ebene eine Cykloide und zwar eine geſtreckte Cykloide iſt. In Figur 985 (a.f. ©.) 
ftellen ao aı a2... ag die Yagen einzelner auf einander folgender Punkte der ur- 
fprünglid) horizontalen Oberfläche vor. Die entjprechende Verbindungslinie 
diefer Tagen macht die Form der Wellenoberfläche deutlich, und es ift erficht- 
lid, daß die gefammte Höhe der Welle, d. h. der Verticalabitand eines höchſten 
Gipfeld a, von dem tiefften Gipfel a, gleich dem Durchmeſſer 2r ber 
Kreisbahn ift, welche jedes Theilchen der Oberfläche befchreibtt. benfo - 
bewegen ſich ſämmtliche Theilchen b einer urſprünglich horizontalen Ebene, 
welche um eine gewiſſe Tiefe unter dev Oberfläche gelegen ift, in Kreifen von 
dem Halbmefjer E, deffen Größe von diefer Tiefe abhängig ift, und es bildet 
der Verlauf der verfchiedenen Yagen bo di da . . . ds ebenfalls eine geftrecte 
Gykloide, für welche der geſamnite Abftand zwifchen Berg und Thal gleich 
dem Turchnieffer 20 der zugehörigen Kreisbahn iſt. Je tiefer man nad) 
dem Orunde vorfchreitet, defto Eleiner wird E und defto mehr nähert ſich die 
geftredte Cyfloide einer Geraden. Tenft man jic dem Abhängigfeitsgejege 
zwifchen dem Bahnhalbmeſſer E und der Höhenlage eines Waſſertheilchens 
eutiprechend die Halbmeffer und Wellenlinien aud) oberhalb der Wafjerober: 
fläche fortgefegt, fo fommt man auf eine Ebene oberhalb der Oberfläche, flir 
welche der Halbmeſſer o der zugehörigen Kreisbahnen fo groß ift, daß aus 
der geftredften Cyfloide eine gemeine Cykloide wird, d. h. es iſt der Halb- 
meſſer R diefer Bahn did) die Beziehung 2 Ar — 1 gegeben, unter 2 die 
ganze Fänge der Welle verftanden. In Figur 985 ift diefe Cykloide in 
Co C1 cC2 ... Cg dargeftelt. In der Wirklichkeit erjcheint diefe Fläche niemals 
als wirkliche Waſſeroberfläche, letere bleibt vielmehr, wie au a, @2 . . . Gy 
darftellt, immer beträchtlich darunter zurück, indem die Wellenberge ftets ab- 
gerundete Kuppen a, und feine ſcharfen Epigen wie c, bilden. Man hat 
fic) die Cykloide co cı €... nur als einen ideellen Wellenducchichnitt zu 
denken, auf welchen die Theorie geführt hat. 

Da alle Waflerelemente ihre verfchiedenen Kreisbahnen mit conftanter 
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Winkelgeſchwindigkeit durchlaufen, fo vollführen fie auch ſämmtlich in gleicher 
Zeit einen vollen Umlauf, woraus folgt, daß alle diejenigen Waſſeriheilchen 
in denfelben Phaſen ihrer Bewegung fich befinden, welche wie a, du... ., abi... 
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im Zuſtande ber Ruhe vertical unter einander befindlic, waren. ‘Denkt man 
fi) im Zuſtande der Ruhe einen foldhen verticalen Waflerfaben, und feien 
A,B... einzelne Punkte deflelben, fo nimmt derſelbe nad) eingetretener 
Wellenbewegung eine um fein Yußende ſchwankende Bewegung an, indem er 
jucceffive alle die Lagen einnimmt, welche in der Figur durch db, ao Co, 
bi a1 Cı, da cz ... bezeichnet find. 

Man kann diefe Bewegung des Waflerfadens etwa vergleichen mit der- 
jenigen von Öetreibehalmen, welche unter dem Einfluffe des Windes ebenfalls 
um ihre Wurzelenden hin und her ſchwanken und dadurch in der That auf 
der Oberfläche des Kornfeldes die befannte, der Wellenbewegung analoge 
Erfcheinung hervorrufen. Der Unterſchied beiteht hauptſächlich darin, daß, 
während die Getreidehalme ihre Länge beibehalten, die Waflerfäden ihre ur- 
fpritngliche Fänge CA.BO bald verlängern auf diejenige c, a0, do O, bald 
verfürzen zu derjenigen c4 a, b. O. Mitdiefer Verlängerung und Verkürzung 
ift natürlich eine entjprechende Verdünnung, bezw. Verdickung ber prismatifch 
gedachten Waſſerfäden verbunden, welche aud) aus der Figur und befonders 
in der Nähe der Oberfläche erfichtlich ift. Dan erkennt dies nämlich daraus, 
daß die in gleichen Abftänden gedachten verticalen Waflerfäden in der Nähe 
der Wellenberge fich dichter an einander fchmiegen, während fie in der Nähe 
der Thäler bei db, a, c, größere Abftände von einander zeigen. Die Be⸗ 
wegungsrichtungen der einzelnen Wafjertheilchen find durch die eingezeichneten 
Pfeile erfichtlich gemacht, und ift daraus Leicht zu erkennen, daß die den vor⸗ 
deren Theil der Welle zwiſchen a, und a, bildenden Wafferelemente eine fteigende, 
die den hinteren Theilzwifchen a, und a, bildenden Elemente eine niedergehende 
Bewegung haben. Daraus erflärt ſich denn auch der die Wellenbewegung 
befördernde Einfluß, welchen ein in der Richtung des Yortichreitend der 
Wellen wehender Wind ausübt. Denkt man denjelben etiwa in der Rich— 
tung des Pfeils W einfallend, fo wird er die Waflerelemente auf dem hinteren 
Wellentheile a, a, in ihrer abwärtögerichteten Bewegung verftärken, während 
die das Vorbertheil a; a, bildenden auffteigenden Elemente nicht in diefer 
Bewegung behindert werben, da fie durch den Gipfel, weſenilich geſchützt find. 

Da fänmtliche Theile ihre Kreisbahn in derſelben Zeit vollbringen, fo 
folgt weiter, daß die Wellenlänge *) in allen Tiefen diejelbe fein muß, was 
auch deswegen fehr wahrjcheinlich ift, weil bei Annahme verfchiebener Wellen- 
längen jedenfalls die Theilchen wegen ihrer verfchiedenen Geſchwindigkeiten 
großen Reibungswiderftänden gegen einander ausgeſetzt wären, und dies mit 


*) Wenn nad den Weber’fichen Verſuchen die Wellenlänge nad unten Bin 
ab⸗ und die Umlaufsgeihwindigkeit zunimmt, jo liegt der Grund davon wohl in 
der Einwirkung des Bodens, welcher bei der geringen Xiefe, bei welcher die Ber: 
juche angeftellt wurden, jehr beträchtlich fein mußte; wogegen die Hagen'ſche 
Theorie eine unendlich große Tiefe vorausjegt. 
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der Wahrnehmung nicht im Einklang ftände, daß bei fehr großen Tiefen der 
Wellenſchlag noch lange anhält, nachdem der erzeugende Sturm vorüber ift. 

Die Berhältniffe diefer Wellenbewegung find nah) der Hagen'ſchen 
Theorie durch folgende Formeln ausgebrüdt: 

Bezeichnet Z, wie ſchon oben erwähnt, den Halbmeſſer der Kreisbahn, ın 
welcher fich die Theilchen in der Horizontalebene durd) C bewegen würden, 
wobei diefe Fläche im Durchichnitt eine gemeine Cykloide Co Cı Cı - - - c. 
werden würde (vorausgejegt, daß dies möglich wäre), jo Hat man die Länge 
der Welle: 


I=2Rr, 
und die Fortpflanzungsgefchwindigfeit derjelben : 
| | ya 
29R * 


Hieraus folgt die Periode der Welle oder die Zeit, in welcher eine” volle 
Welle an einem feften Punkte vorüberläuft: 


l 2R Vz! 
i= — — 7 — — — ⸗˖ 
c 9 9 


Die Winkelgeſchwindigkeit, mit welcher die einzelnen Waſſertheilchen ihre 
Kreisbahnen befchreiben, ift für alle Theile conftant : 


WW ze. 


R 


Der Halbmeffer E der Kreisbahn irgend eines Elementes d, welches in 
der Ruhelage in B und um CB — y unter der gedadjten Ebene C liegt, 
welcher der Halbmeſſer Z entipricht, ergiebt ſich zu: 


oe = Re R, 
worin e die Grundzahl des natürlichen Logarithmenſyſtems bedeutet. Um: 
gekehrt hat man daher die Tiefe unter C: 


y= R Log.nat. > 


Anmerkung. Die Höhe der Wellen auf dem Meere ift von jehr vielen Um: 
jtänden abhängig, jo namentli von der Waflertiefe und Größe des Meeres, wie 
von der Dauer und Heftigfeit des Sturmed. Die größten, von Scoresby ge 
meflenen Wellen hatten durchſchnittlich 26, zumeilen bis 30 Fuß Höhe bei 534 ut 
Länge. Das Verhältniß der Höhe 20 zur Länge I ift ebenfalls jehr verfchieden. 
Hagen giebt dafür die Zahlen 1, bis Y,, an. 


Beilpiel. Wenn die Höhe einer Welle zu 5 Meter und ihre Länge ! zu 
80 Meter gemejjen wurde, jo ergiebt fi) R zu: 


R= Bi — 12,73 Meter. 
2n 
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Die Höhe derjenigen Ebene, welcher diefer Halbmeſſer, alfo die gemeine Eyfloide, 
entipricht, über der Oberfläche des Waſſers im Ruhezuſtande ergiebt ſich alsdann, 
da für die Oberflähe e — 2,5 Meter ift, durd: 


1273 53 * 
a 21,72 Meter. 


Für die Punkte, die um 20, reſp. 50 Meter unter der Wafleroberfläche , aljo 
un 41,72 reip. 71,72 Meter unter der mehrgedachten Ebene liegen, ergeben ich 





y=R. Log.nat. 7 —= 12,73 . Log. nat. 


v 
nun die Halbmeſſer o1 und eg der kreisförmigen Bahnen durch e = Re Ru: 


12,73 
1 = m >= 0,480 Meter, und 


12,73 
02 = 65.634 — 0,045 Meter. 


Man erkennt hieraus, wie jchnell die Schwingungskreiſe der Wafjertheilden mit 
der Tiefe abnehmen. | 

Bei Wellen von geringer conftanter Tiefe find dagegen, wie aud) ſchon 
Scott Ruffell angegeben Hat, die horizontalen Bewegungen der über 
einander befindlichen Wailertheile gleich groß; es behält daher der anfangs 
verticale Waſſerfaden bei der Wellenbewegung feine verticale Stellung, ver: 
ändert dagegen hierbei feine Länge und Dide. Die einzelnen Waſſertheilchen 
beichreiben Hier gefchloffene Gurven von gleichem horizontalen, und von einem 
veränderlichen, mit der Tiefe allmälig abnehmenden verticalen Durchmeffer ; 
diefelben find jedoch nun unter der Vorausfegung, daß die Wellenhöhe gegen 
die Wafjertiefe unendlich Hein ift, Ellipfen. 

Dei endlicher Tiefe des Waffers und großer Welleuhöhe find die Geſetze 
der Wellenbewegung ſehr complicirt. 


Interferenz der Wasserwellen. Wenn fid) zwei Wafferwellen $. 30. 
durchkreuzen, fo treten im Allgemeinen dieſelben Erjcheinungen ein, wie 
bei den Luft und anderen Wellen; es fegt auch hier jede Welle nach dem 
Zufammentreffen ihre Bewegung fort, als wenn es gar nicht ftattgefunden 
hätte; nur findet, nad) Weber's Beobachtungen, ein Heiner Zeitverluft ftatt, 
fo daß eine Welle ein wenig mehr Zeit braucht, einen gewifjen Weg zu 
durchlaufen, wenn fie durch eine andere Welle Hindurchgeht, als wenn fie 
frei fortfchreitet. Kommen zwei Wellenberge zufammen; jo entjteht 
ein faft doppelt fo hoher Berg, und ebenfo geben zwei Wellenthäler bei 
ihrem Aufammentreffen ein faſt doppelt jo tiefes Thal, als bei einer ein- 
fachen Welle. Die Weber’fchen Verfuche führen auf das Verhältniß 1: 1,79 
zwifchen den Berghöhen der einfachen und der ‘Doppelwelle. Bei der Inter- 
ferenz oder dem Zuſammenkommen eines Wellenberges mit einem Wellen- 
thale heben fich beide gegenfeitig auf uud es bleibt die betreffende Stelle im 
Niveau des ruhigen Mafferfpiegels. Was die Bahnen der einzelnen Waffer- 
elemente anlangt, fo gehen diefe bei dem Zuſammentreffen von zwei gleichen 
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Wellen in gerade Yinien über, die im Berggipfel vertical, entfernt von dem: 
ſelben aber fchief, jedoch fo ftehen, daß fie fich oben gegen den Gipfel neigen. 

Wenn ferner eine Wafjerwelle gegen eine fefte Wand anftögt, fo wird 
fie von derfelben jo zurüdgeworfen, als wenn fie von einen Drte herfäm, 
der eben fo weit hinter der Wand abfteht, ald der Ausgangspunlt der Vale 
vor derfelben, und es geht die zurlidgeworfene Welle ebenfo durch die an- 
fommende hindurch wie zwei fich freuzende Wellen überhaupt. 

In Figur 986, I., II. bis V., find die Erſcheinungen, welche ſich beim 
Zurüdwerfen einer Welle ABCDE durch eine feſte Wand, MN darbieten, 


Fig. 986. 





vor Augen geführt. In I. kommt eben der Wellendberg CDE an der 
Wand MN an, und es beginnt das Reflectiren in Form einer umgekehrt 
laufenden Welle C, D, Ei; in IL. ift der Gipfel D des Wellenberges an der 
Wand angefommen, und es hat fi mit demſelben die Hälfte D, Fi des zu— 
rüdgeworfenen Wellenberges vereinigt, folglich entfteht ein halber Wellenberg 
C@ von faft doppelter Höhe. Im III. erreicht eben erſt das Wellenthel 
ABC die fefte Wand, während der zurlidgeworfene Wellenberg CD; Ei 
über demjelben hinweggeht; es tritt daher eine Interferenz ein, wobei di 
Welle einen Augenblid lang ganz verſchwindet. Im IV. trifft die Thaliohle 
B der anfommenden Welle mit der Thalſohle B, Ast zurückgeworfenen Tele 
an der Wand zufammen, e8 bildet ſich folglic, ein halbes Thal A S von be 
doppelten Tiefe. In V. ift endlid) die anlommende Welle ABCDEwb 
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fändig durd) die Wand MN zurüidgeworfen, und dadurd) in die umgefehrt 
laufende Welle A, Bı Cı Dı E, verwandelt worden. 

Die Bahnen der. Waflerelemente erleiden durch den Anftoß an die fefte 
Wand diefelben Veränderungen, wie bei dem Durchfreuzen zweier Wellen; 
es wird auch hier in der Nähe der Wand der horizontale Theil diefer Ber 
wegung immer mehr und mehr aufgehoben, und’ dagegen der verticale Com⸗ 
ponent mehr und mehr verftärkt, fo daß nahe an der Wand diefe Bahn in 
eine verticale und entfernter davon in eine ſchiefe Yinie übergeht. Stößt die 
Welle ſchief gegen eine feite Wand, fo wird fie, wie jeder elaſtiſche Körper, 
unter demfelben Winkel zurückgeworfen, unter welchem fie auftrifft. 

Indeß befteht doch ein wejentlicher Unterſchied zwifchen ben Erfcheinungen 
ber Reflerion von Wafjerwellen und der Zurückwerfung fefter Körper. Denkt 
man fih nämlich einen elaftifchen Körper, etwa eine Kugel, gegen eine fefte 
Wand ftoßend, fo wird der in ber Bemwegungsrichtung vorderfte Punkt der 
Kugel, welcher zuerft den Stoß empfängt, beim Zurückprallen der Kugel der 
hinterfte Punkt werden, und die Kugel geht, wenn nicht etwa eine Drehung 
eintritt, in derfelben Lage zurüd, in welcher ſie ankam: Bei der Waſſerwelle 
hingegen findet eine Umkehr in der Yage von Wellenberg und Wellenthal 
ftatt, denn wenn, wie aus Figur 986 erſichtlich, die Welle (in I.) fo an- 
fommt, daß ihr Wellenberg vorangeht, fo geht beim Zurüdprallen (in V.) 
ebenfalls ihr Wellenberg wieder voran. Es hat alfo bei dem Abprallen der 
Welle an der feften Wand gleichzeitig eine Bertaufchung in der Yage von 
Berg und Thal ftattgefunden, was man fich fo vorftellen Tann, al® ob 
Wellenberg und Wellenthal bei der Reflexion durch einander durchgingen. 

Trifft die Welle nur theilweife gegen ein Hinderniß, fo treten die Er- 
fcheinungen der fogenannten Inflerion ein, wobei ſich neue Wellen um die 
äußerften Enden diefer Hindernifje herum bilden, und unter Anderem z. B. 
zur Entftehung von Wirbeln Veranlaffung geben. 

Endlich entftehen die ftehenden Wellen des Waflers, wie die einer Saite 
oder eines anderen feften Körpers, wenn ſich zwei gleich lange Wellen kreuzen, 
deren Ausgangspunfte um da8 1-, 3=, 5=, 7= ... fache des Viertels einer 
Wellenlänge von einander abftehen. Es fi ABCDEFGH, fig. 987 1. 
und II. (a. f. ©.), die eine und A, Bi Cı Dı Eı Fı Gi Hi die andere Welle. 
Sn den Punkten X, L, M, N, wo beide Wellenzüge von der Mittellinie gleich 
weit abftehen, ſich alfo die Bewegungen aufheben, bilden ſich feite Inter- 
ferenzpuntte, dagegen über und umter den Punkten O, P, Q, R, wo fid) 
beide Wellenlinien jchneiden und daher die Wege verboppeln, entjtehen ab- 
wechſelnd Berggipfel und Thalſohlen. Durch ein Kreuzen mehrerer aus 
verfchiedenen Richtungen anfommenden Wellenzüge entftehen die unter dem 
Namen der Sturzfeen oder Teifuns befannten Wellen von außerorbent- 


licher Höhe. 
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Anmerkung. Den vollftändigften Unterricht über die Wellenbewegung ertheilt 
folgendes Werk: Wellenlehre, auf Experimente gegründet, u. ſ. w., von den 
Brüdern €. H. Weber und W. Weber, Leipzig 1825. Einen guten Auszug 
hiervon findet man in dem Lehrbuche der mechaniſchen Naturlehre von Auguſt. 


Fig. 987. 





Auch ift hierüber nachzuleſen: Müller's Lehrbud der Phyſik und Meteorologie. 
Bd. I. Die Abhandlungen über die Wellen von Laplace, Zagrange, Flau: 
gergues, Gerftner und Poiſſon findet man in dem Weber'ſchen Werte 
jehr vollftändig mitgetheilt und fritifirt. Ueber Cauchy's „Wellen-Theorie* un: 
Bidone’8 ‚Verſuche“ findet man Ausführlieres in Gehler's phyſikaliſchem 
MWörterbude, Art. Wellen. Emy's „Wellen : Theorie” ift unter dem Titel: 
„Weber die Bewegung der Wellen und über den Bau anı Meere und im Werre‘ 
von Wiejenfeld überjegt und 1839 in Wien erjchienen. Die Schriften voz 
Hagen find oben $. 29 citirt worden. Auch handelt Airy von der Theorie der 
Waflerwellen im Wrtifel Tides and Waves der Encyclopaedia metropoli- 
tana, Vol. V. 


DI. Die Elemente der grapbifhen Statik. 


Graphische Methoden überhaupt. Bei den Entwidelungen te 
porftehenden Abfchnitte ift im Allgemeinen ein analytiſches Verfahren ei: 
gehalten worden, indem aus den gegebenen, durd) Zahlen ausgedrüd::r 
Größen mittelft der befannten Rechnungsoperationen der Arithmetit dr 
gejuchten Größen gefunden wurden. Diefem rechnerifchen Berjahren te: 











g. 31.] Die Elemente der graphifchen Statik. 1251 


eine andere zeichnerifche oder graphifche Diethode gegenüber, welche aus ben 
gegebenen, durch Linien dargeftellten Größen nad) ben Regeln der Geometrie 
die gejuchten Größen gleichfalls in Form von Finien conftruirt. Beide Wege 
führen natürlich zu demfelben Refultate, nur ift in den verfchiedenen Fällen 
bald der eine, bald der andere der kürzere und bequemere, daher vorzuziehenbe. 
Zur Erläuterung mag ein einfaches Beifpiel dienen: Wenn von einem redjt- 
winfeligen Dreiecke die Maße der Katheten gegeben find, fo findet man das 
Maß der Hypotenufe durch Rechnung, wenn man die Duadratwurzel aus 
der Summe der Quadrate ber Katheten zieht. Zu demſelben Refultate 


wird man natürlich gelangen, wenn man nad) einem beftimmten Maßftabe 


die Kathetenlängen auf den Schenteln eines rechten Winfeld vom Scheitel 
aus aufträgt und die Ränge der Verbindungslinie der beiden Endpunfte mit 
demjelben Mapftabe mißt. Wenn nun zwar in dieſem Beifpiele die Aus⸗ 
führung der Zeichnung mindeftens ebenfo viel Zeit erfordern dürfte, als die 
erfterwähnte Rechnung, fo ift doch in dem Falle das graphifche Verfahren 
das kürzere, wo ohnehin das betreffende Dreieck gezeichnet werben muß, und 
daher bie ganze Operation nur auf das Abgreifen einer Ränge mit dem 
Zirkel Hinausfänft. Diefes einfache Beispiel läßt daher ſchon erkennen, wie 
die graphifchen Methoden fir den Conftructeur in vielen Fällen bejondere 
Bequemlichkeiten darbieten, indem fie ihn der Ausführung von das Con- 
ftruiren immer ftörenden analytifhen Rechnungen überheben. Hierbei iſt 
die große Anjchaulichkeit von befonderem Werthe, welche mit dem gras 
phifchen Verfahren immer verbunden ift, indem das durch die Zeichnung 
erlangte Refultat als räumliches Gebilde ohne Weiteres dem Auge ſich dar⸗ 
bietet, wogegen der auf algebraifhem Wege gefundenen Zahl eine folche 
Unmittelbarkeit der Erfcheinung nicht innewohnt. Bedenkt man ferner, daß 
das Zeichenbrett die eigentliche Heimftätte für die Wirkſamkeit des Ingenieurs 
ift, welcher in Folge defien mit graphifchen Methoden meift vertrauter fein 
wird als mit analytischen, fo ift die Beliebtheit erflärlich, welche die erfteren 
fi) in der neueren Zeit unter den Ingenieuren erworben haben. 

Da das graphifche Verfahren fi nur mit Linien befchäftigt, jo ift es 
zunächft erforderlich, die Größen, mit benen operirt werben joll, durch Linien, 
am einfachften durch gerade Linien darzuftellen. Man kann alle Größen, 
Längen, Flächen, Körper, Kräfte, Momente u. |. w. ihrem Werthe nach durch 
gerade Linien von beftimmter Länge (Streden) barftellen, wenn man bie 
Einheit der betreffenden Größe (Meter, Quadratmeter, Cubikmeter, Kilo- 
gramm, Meterfilogramm u. |. w.) durch eine gewiſſe Längeneinheit fich dar- 
geftellt denkt und der repräfentivenden Strecke fo viele folder Yängeneinheiten 
giebt, als die darzuftellende Größe Wertheinheiten enthält. Handelt es ſich 
dabei nur um die abfolute Größe oder die Anzahl von Einheiten, fo kommt 
auch nur die abjolute Ränge der Strede in Betracht. Vielfach aber find zur 
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Beſtimmung von Größen die abfoluten Werthe allein nicht ausreichend; «& 
ift dabei oft, wie 3. B. bei Wegen, Kräften, Gejchwindigfeiten u. |. w., aud) 
deren Richtung und Page näher zu beflimmen. Gerade für jolche Fälle ift 
eine Darftellung durch Streden meift viel geeigneter als durch Zahlen, weil 
eine Strede fowohl eine Größe, wie aud) eine Richtung und Lage reprü: 
fentiren kann. Handelt e8 fi) 3. B. um bie Darftellung einer Kraft, io 
erfordert deren zweifellofe Feſtſtellung vermittelft Zahlen, außer der Beitun- 
mung ihrer Größe (n Kilogramm), die Angabe ihrer Richtung, etwa durd 
Angabe der Winkel (a, 6, y), weldye fie mit drei feften Coordinatenaren 
bildet, ferner die Beftimmung ihrer Yage durch Angabe der Ordinaten (a, b, c) 
eines ihrer Punkte und endlich noch die Angabe des Sinnes, in welchem fie 
wirkt, d. h. ob in der betreffenden Richtung von dem gegebenen Punkte nad) 
der einen oder anderen Seite bin. Bet der Beltimmung der Kraft durd) 
eine Strede hat man, um über die Kraft jeden Zweifel auszufchließen, nur 
nöthig, an den Punkt, Durch welchen die Kraft hindurchgehen ſoll, die Strede 
von der erforderlichen Größe parallel mit der Richtungslinie der Kraft und 
in dem Sinne ber legteren anzutragen. Gerade dieſe einfache Darftellungs- 
weife von Kräften durch Streden hat dem graphifchen Verfahren im der 
Statik, die es ausſchließlich mit Kräften zu thun hat, eine jo vortheilhafte 
Anwendbarkeit gegeben und zu derjenigen Art der Behandlung ber Statif 
geführt, welche unter dem Namen der graphiſchen Statif oder Grapho— 
ftatit*) befannt geworden ift. 

Bei der graphifchen Auflöfung von Aufgaben der Statik fommen gewiſſe 
geometrifche Conftructionen fehr Häufig vor, welche den Rechnungen des 
Addirens, Multiplicirens u. |. w. bei analytifchen Auflöfungen entfpredgen. 
Ebenfo wie zur Ausführung der Ießteren die bezliglichen Operationen der 
Arithmetik befannt fein miflen, fo ift zur graphifchen Töfung eine Kenntuif 
der ent|prechenden geometrifchen Conftructionen erforderlid. Dieſelben fin 
zwar nur Anmendungen befannter, meift einfacher Tehrfäge der Geomerrir, 
doc) jollen des Zufammenhangs und leichteren Berftändnifies halber und zur 
Bermeibung fteter Wiederholungen in den folgenden Paragraphen die haupt: 
ſächlichſten Conftructionen angeführt werben. 


Addition und Subtraction von Strecken. Wenn zwei oder 
mehrere Größen ganz beliebiger, aber unter fid) gleicher Art durch vi: 
Streden a1, @, As, Big. 988, gegeben find, und es fi nur um die ab: 


*) Als Begründer der graphiſchen Statit muß 8. Eulmann, Profeſſor t- 
Ingenieurwifjenihaft am eidgenöſſiſchen Polytechnikum zu Zürich, genannt wertt-. 
defjen Werk: „Die graphiiche Statit“, Zürich 1866, auch der vorliegenden Best: 
beitung im Wejentliden zu Grunde gelegen hat. Die Bezeihnung Grapheitct ’ 
rührt von Reuleaur ber, f. deilen „Conftructeur*, 3. Aufl., 1869. 
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foluten Werthe oder um die Anzahl von Einheiten derjelben handelt, (wenn 
die Größen z. B. Zeiten darftellen), fo ift eine Addirung der Streden durch 
bloßes Aneinanderreihen derjelben in richtiger Yänge in einer beliebigen 


Fig. 988. geraden Linie zu bewirken, und man erhält als 
y Summe der Streden a,, as, a, die Ränge 03, 
— —— d. h. ſo viele Einheiten der betrachteten Größen, 
— als in den einzelnen Strecken zuſammen Längen⸗ 


——7g einheiten nad) dem der Zeichnung zu Grunde 
gelegten Maßſtabe enthalten find. 

Wenn jedod) die darzuftellenden Größen, 3. B. Weggrößen, durch die 
Streden nicht nur ihrem abfoluten Werthe, fondern auch ihrer Richtung und 
ihrem Sinne nad) dargeftellt find, fo befteht das Addiren zwar auch in einen 
Aneinanderfügen der einzelnen Streden, fo jedoch, daß hierbei die Richtung 
und der Sinn jeder Strede unverändert beibehalten wird. Sollen 3.2. die 
nit Gy, Qy, Qz . . . as bezeichneten Streden, Fig. 989, welche etwa die Wege 


Fig. 989. eines Punktes der Größe 
und Richtung nad) dar- 
84 jtelen, und in denen 


der Sinn durd bie 

Pfeilfpigen angezeigt fein 

as möge, addirt werden, ſo 

/ fann die Addition da⸗ 

’ 36 durch bewirkt werden, 

fa N daß man von dem be- 

fiebigen Punkte O aus 

die den Strecken pa- 

rallelen und gleich lan⸗ 

gen Geraden 01 # a, 12#%, 23 #a,... anträgt. Als Re 

fultat diefer graphifchen Addition ift dann die Strede 06 anzuſehen, welche 

den Anfangspunft O diejes Yinienzuges mit dem Endpunkte 6 deſſelben ver- 

bindet. Bon der Kichtigfeit diejes Verfahrens überzeugt man fi) leicht, 

wenn man eine Strede überhaupt als den Weg eines Punktes anfieht und 

nun nad) dent Parallelogramm der Bewegungen ($. 32) zunächſt zwei 

Streden, etwa a, und a,, zufammenfegt. Dan erhält dann in der Dia⸗ 

gonale 02 des aus a, und a, conftruirten Parallelogramms 0122’ diefelbe 

Linie, welche nad) der angegebenen: Kegel durd; Anfügen von a, an a, un. 

mittelbar fich ergiebt. Wenn die erhaltene Summe 02 der Streden a, 

und aa in derjelben Weife mit a, durd) ein Parallelogramm zuſammengeſetzt 

wird, fo erhält man als Summe von 02 und az, d. h. als Summe von 

A, Ga und az, ebenfo diefelbe Strede O3, wie durch directes Anfiigen der 
Streden a), as und a, an einander, u. f. w. 
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Man erfleht hieraus, dag nicht nur O 6 die Summe der Stredena,,@,, 03 -..@ 
vorjtellt, fondern dag man in O2 die Summe von a, und as, in O3 die 
Summe von a,, a; und a, erhält, u. ſ. w.; ferner, daß die Strede 13 die 
Summe von az und as, fowie, daß 2 5 die Summe der Streden a,, a, und a; 
repräfentirt. Weberhaupt läßt fich allgemein fagen, daß jede Diagonale 
in dem entftandenen Stredenzuge der Größe und Richtung nad) 
als Summe aller derjenigen Streden angejehen werden muß, 
welche von diefer Diagonale unterfpanut werden. Der Sinn einer 
folhen Diagonale ift mit demjenigen des von ihr unterfpannten Streden- 
zuges übereinftinnmend zu wählen, jo daß derjenige Eckpunkt (2), von welchem 
die erfte der addirten Streden (23) ausgeht, als Anfangspunft, und der 
jenige Eckpunkt (5), in welchem die legte Strede (45) endigt, als Endpuntt 
der Diagonale anzujehen ift. 

Bei diefer Addition iſt die Keihenfolge, in welcher die einzelnen Strecken 
aneinandergereiät werden, gleichgültig, ebenfo wie die Reihenfolge der Sum- 
manben beim Addiren von Zahlen gleichgültig if. Man überzeugt fich ohne 
MWeiteres durch die Figur, daß eine Vertaufchung von a, und a,, d. h. eine 
Antragung erft der Strede a, im Punkte O und darauf folgende Anfügung 
von a, an az zwar zu dem geänderten Stredenzuge 02’ 1’, aber zu derfelben 
Summe 01’ oder 02 führt. ine gleiche Betrachtung läßt ſich bei irgend 
welcher Veränderung in der Reihenfolge der Streden anftellen. 

Unter den in Fig. 989 gegebenen Streden find zwei unter fi) parallel, 
nämlich a; und a,; e8 find in Folge deilen die entfprechenden Seiten bes 
Stredenzuges 23 und 45 ebenfall® parallel. Bertaufcht man nun a, mit a,, 
d. 5. fügt man an die Strede 23 diejenige 35’ H# a, und darauf 5’4’ Ha, 
an, fo nimmt der Stredenzug den Berlauf 01235’4’6. Durch die Addition 
der beiden parallelen und entgegengejegten Streden a, und a, hat man bier 
die Summe 25’ erhalten, deren Abfolutwerth gleich der Differenz der Werthe 
von a; und a, ift. Die Addition der Strede a, zu der entgegengefegt gerichteten 
a; bringt daher denfelben Effect hervor, wie in der Arithmetik die Addition 
einer negativen Größe zu einer pofitiven. Da nun die Addition einer nega⸗ 
tiven Größe gleichbedeutend ift mit der Subtraction eben derfelben pofitiven 
Größe, jo darf man auch hier die Strede 2 5’ als die Differenz der Strede a, 
und der entgegengejetten Strede — a; anfehen, und es folgt daher für bie 
graphifche Subtraction die Regel, daß man zur Ausführung der Subtrac- 
tion einer Strede diejelbe mit entgegengefegt genommenem 
Sinne zu addiren habe. Hierdurch tft die Ausführung einer Subtractien 
auf eine Addition zurückgeführt. 

Sol 3. B. die Strede a, von der Strede a,, Fig. 990, fubtrahirt werden, 
jo addire man zu der Strede O1, welde parallef und gleih a, ift, dic 
Strede 12, welche mit a, gleiche Größe und Richtung, aber entgegengefegten 
Sinn hat, und man erhält in O2 die Differenz der Streden a, und a, 
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Wenn der durch eine Addition erhaltene Stredenzug von folder Beſchaffen⸗ 
Big. 990. heit ift, daß der Endpunkt der letzten 
Strede mit dem Anfangspımlte der erften 


NY BA zufammenfällt, wenn aljo der Stredenzug 


ein geſchloſſenes Polygon darftelt, fo ift 
> die Summe aller Streden gleich Null. 


Graphische Multiplication und Division. Es liegt im Begriffe 
der Multiplication, daß man eine Größe irgendwelcher Art (Ränge, Fläche 
Kraft...) nur mit einer unbenannten oder Verhältnißzahl multipliciren 
fann, und iſt dann das erhaltene Reſultat wieder von derjelben Art (Ränge, 
Fläche, Kraft... .) wie der Multiplicand. Es hat an fid) feinen Sinn, zu 
fagen, man multiplicire 3. B. zwei Linien mit einander, und wenn dies doc) 
gefchieht, wenn z. B. der Ausdrud ganz gebräuchlich ift, der Inhalt eines 
Rechteckes fer gleich dem Producte aus Grundlinie und Höhe, fo hat man 
den Ausdrud folgendermaßen zu verftehen: Wenn man als Einheit fir den 
Flächeninhalt des Rechtes dasjenige Quadrat annimmt (Ouadratmeter), 
deffen Seite gleich derjenigen Längeneinheit ift (Meter), mit welcher die 
Rechteckſeiten gemefjen werden, jo giebt da8 Product ab aus den Maßen 
a und d der Seiten die Anzahl der iu dem Rechtede enthaltenen Flächen⸗ 
einheiten an. Das Maß einer Seite ift aber nur die Verhältnißzahl zweier 
Yängen, nämlich der Rechtedfeite und der Tängeneinheit, fo daß man hier 
unter dem Probucte der beiden Seiten nur das zweier abftracter Zahlen 
a und b zu verftehen hat, indem man dabei nur ftillichweigend die erwähnte 
Flächeneinheit hinzudenkt. Man kann auch Übrigens die eine Seite, deren 
Maß a ift, als NRepräfentanten von a Flächeneinheiten denken, entfprechend 
einem rechteckigen Streifen von der Länge a und ber Höhe 1, und man 
erhält dann den Inhalt des Rechteckes durch jo viele folcher Streifen, als 
die andere Seite b Einheiten enthält; es ift daher in diefem Falle unter ab 
das Product einer Flächengröße a, die durch eine Tinte dargeftellt ift, mit 


b Meter 
einer Verhältnißzahl I Die verftehen. 





In gleicher Art hat man ſich den Zuſammenhang zu denfen, wenn in ber 
Folge ſchlechtweg von der Multiplication zweier Streden a und b die Rebe 
ift, von denen die eine 3. B. eine Ränge a Meter, die andere eine Kraft 
d Kilogramm vorftellt. Man hat hier ala Einheit des Productes 1 Meter» 
filogramm , d. h. das Moment einer Kraft von 1 Kilogramm, deren Arm 
1 Meter beträgt, anzunehmen, und fann ſich die Multiplication entweder fo 
denken, daß die durch eine Strede a dargeftellte Größe a Meterkilogramm 


d Kilogramm OR 
N ⏑ — d 
nit der Verhältnißzahl T Rilogra multiplicirt werde, oder daß eine durch 
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die Strede d dargeftellte Größe d Meterkilogramm fo oft genommen werk, 


a a Meter 
als die Verhältnißzahl — 


Unter Berückſichtigung des Vorſtehenden kann jede Multiplication zweier 
Strecken a und b ſehr leicht ausgeführt werden, wenn man den Ausdrud 





angiebt. 


b ” v ‘ * 
ı=a- conftruiren kann, indem man darin nur c gleich 1 zu jegen 


braudht, um ab zu erhalten. Schreibt man obige Gleichung als Proportion 
z:a=b:c, 


fo erfennt man fofort, daß die gegebenen drei Streden und die geſuchte als 
zwei Paar entiprechende Zeiten in ähnlichen Dreieden aufgefaßt werden 
können, und ift mit NRüdficht hierauf die Conjtruction leicht auszuführen. 


In den Figuren 991 bis 994 iſt der Ausdruck x = “ in verfchiedener Art 


mit Hülfe ähnlicher Dreiede conftruirt, indem in allen Figuren DEII BC 
gezogen wurde. Dffenbar gilt für jänumntliche Figuren die Broportion 


z:a=b:c, 


worin der Beweis für die Nichtigkeit der Conftruction enthalten iſt. Tie 
Löſung der Aufgabe kann natürlid) noch in mancherlei anderer Weiſe geſchehen, 
indem alle diejenigen geometrifchen Conftructionen benugt werden können. 
Fig. 991. welche zu ähnlichen Dreiecken führen. 
j ‚Im der Praxis find oftmals einzelne 
Strecken in der Zeichnung ſchon auf- 
getragen, und es empfiehlt ſich ix 
jolhen Fällen, diefelbe zu benutzen. 
wozu man natürlich unter den vx- 
ſchiedenen Methoden die geeigneitie 
auszuwählen hat. Beitinnmte Regela 
Figs. 992. laſſen ſich hierfür natürlich) nicht an: 
geben; einige Hebung führt hier in 
deffen jehr bald zum Ziele. Xi: 
Anhalt für das Auftragen der Strede: 
und zur Vermeidung von Verwechſe 
lungen fann man bemerfen, daß, wie 
aud aus den Figuren 991 bie 994 
erfichtlich ift, die zu multipficirenden 
Vactoren a und b niemals Seiten deffelben Dreieds und auch niemals 
gleichliegende Seiten der bAden Dreiede fein dürfen. Gleiches Takt 
ſich natürlich auch in Bezichung zu x und c behaupten. 
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ab, 
Durch die angegebenen Conftructionen von = ift auch ohne Weiteres die 


Darftellung des Productes ab gegeben, denn man hat nur nöthig, für diefen 
Tall c gleich der Einheit des Maßſtabes zu machen, nach welchen die Figur 
gezeichnet ift. 

Macht man ferner d gleich der Einheit, jo erhält man in derfelben Weife 


in x den Ausdrud =, und es find natürlich für die Divifion alle diejenigen 


Methoden brauchbar, welche für die Multiplication dienen, da ja die Divifion 
Fig. 993. immer al® eine Multiplication mit 
3 dem reciprofen Werthe des Diviſors 
angejehen werden kann. Einer be: 
jonderen Betrachtung bedarf aber noch 
die Bezeichnung der Einheit, welche 
den Quotienten zweier Streden ges 
geben werden muß. Wenn der Dis 
vilor eine abftracte Verhältnißzahl iſt, 
fo ftelt der Quotient ebenſolche Ein» 
heiten vor, wie der Dividendus, wie 
ja audy bei der Wultiplication einer 
Strede mit einer Berhältnißzahl an 
dem Charakter der Größe, welche der 
andere Factor vorftellt, nichts geän- 
dert wird. Wenn jedoch der Diviſor 
eine benannte Größe ift, d. h. wenn 
derfelbe eine Anzahl von Einheiten einer beftimmten Art vorftellt, jo erfordert 
es immer eine Prüfung, welcher Art die Einheiten find, die durch die als 
Duotient erhaltene Strede dargeftellt werden. Dies wird jedoch in feinem 
Falle Schwierig zu enticheiden fein. Stellen 3. B. beide Streden, die des 
Diviford wie des Dividenden, gleichartige Größen vor, fo ift der Quotient 
immer als abftracte oder Berhältnißzahl aufzufaflen. Ebenſo ergiebt fich 
der Quotient als YTänge, wenn der Dividend eine Fläche und der Divifor 
eine Yänge bedeutet, oder wenn der Dividend ein Moment und der Divifor 
eine Kraft ift. In gleicher Weife wird man natürlich für den Quotienten 
eine Kraft erhalten, wenn der Dividend ein Moment und der Divifor eine 
länge vorftellt *). 








*) Unter Moment ift hier ein ſtatiſches Moment verftanden (Kraft mal Länge ) 
ftelt der Dividend ein Trägheitsmoment vor, jo muß der Divifor eine Fläche 
jein, wenn als Quotient eine Kraft refultiren ſoll; und wäre der Divifor eine 
Länge, jo würde der Quotient ein ſtatiſches Moment repräfentiren, 
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8.34. Graphisches Potenziren. Die nte Potenz a* einer Strede a ent: 
fteht durch na — Imaliges Multipliciren der Baſis a mit fich ſelbſt und 

Fig. 995. kann daher in der im vorigen 

" Paragraphen angegebenen 

4 Art gefchehen. Dan fexe, 
um zunüchſt @? zu zeichnen, 
in den Ausdrucke 2 für c 


t die Einheit und ba, um 

madje(entfprechend den inden 

Do Viguren 991 und 992 au- 
17 gegebenen Conftructionen) 
in den Figuren 995 und 996 
auf den Schenkeln des betiebigen Winkels BAC:AB= AC= am 
AE=—=1. Zieht man nun Ca; || EB, fo ift Aa, = a?. Um dieſe 
Strede Aa, mit a zu multipliciren, hat man jegt noch AD — 1 zu machen, 
und von az aus die Parallele aa, mit DC zu ziehen, fo erhält man in 
Aa, offenbar den Werth für a?, denn 8 it Aa: Am = AC: AD 


oder Aa; = ———— = — — a3, In derſelben Art liefert die 


Linie a30., welche parallel mit ZB gezogen wird, in Aa, den Werth für 
atun.f.w. Es ift natürlich, daß in dem Falle (fig. 995), wo a > 1 ifl, 

ig. 996. die fteigenden Potenzen grö- 
Ber und größer werden, die 
Schnittpunkte az a; @ ... 
fid) daher von dem Scheitel 
A mehr und mehr entiernen, 
während in dem Yalle der 
Vigur 996, wo a < I if, 
die wachjenden Potenzen von 
a ſich mehr und mehr ver- 
Fleinern und fich in dem⸗ 
felben Maße der Null nä- 
bern, ohne fie jemals zu erreichen, wie die Schnittpunfte as, a, a.... fi 
dem Scheitel A nähern, mit welchem fie aber auch niemals zuſammen⸗ 
fallen. 

Die beiden Geraden BE und D C, mit welchen die Teitftrahlen as a;, a, a5... 
parallel find, bilden mit den beiden Schenkeln AB und AC ein Ami⸗ 
parallelogramm, d. h. fie bilden mit AB und AC bei D und E, reſp. bei 
B und C gleiche Winkel. Man kann daher die Regel zum BPotenziren 
folgendermaßen faflen. Nachdem man zwifchen den Schenkeln eines belie⸗ 
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bigen Winkel die beiden dem Verhältniſſe - reſp. entſprechenden Anti⸗ 


parallelen BE und DO feſtgeſtellt hat, ziehe man von dem Endpunkte einer 
Strede glei) der Grundzahl a abwechſelnd Parallelen mit den gedachten 
beiden Antiparallelen von einem Schenkel zum anderen. 

In dem BVorftehenden find durch die zwifchen den Schenfeln AB und 40 
gezogenen antiparallelen Transverſalen nur die pofitiven Potenzen von a, 
alfo a2, a?, at... . bejtimmt worden, indem der Antiparallelenzug von C 
aus nur nad) der einen Seite geflihrt wurde. Sept nıan jedoch in demfelben 
Sinne den Zug von C aus aud) nad) der anderen Seite fort, fo erhält man, 
wie aus der Figur ohne Weiteres erfichtlich ift, auch die negativen Potenzen 
von a. Zieht man nämlich zuerft von C aus eine Parallele mit DC, jo 
fällt diefelbe mit DO zuſammen, und man erhält in der Strede AD —= 1 
ben Werth für a. Hierauf liefert die Antiparallele Da_, in ber Strede 


Aa_, den Werth für ! = 2, denn es verhält ſich: 
da: AD= AE.: AB; d. h. es iſt Au_ı =... 
Ebenſo liefert die Antiparallele a_ı a_, in der Strede Aa_s den Werth 
für a? — uff Da der Wintel BAC gang willturlich gewaähit 


2 


werden kann, fo darf bezliglich der Winfel bei C und D nod) eine Annahme 
gemacht werden. Für das praftifche Zeichnen thut man gut, die Winfel bei 
E in Fig. 995, reſp. bei B in Fig. 996 als Rechte anzunehmen. Um dies 
zu erreichen, hat man nur nöthig, in Z rejp. B ein Loth auf dem Schentel 
AE reſp. AB zu errichten und von A aus mit der Zirkelöffnung gleich) 
a bei B (ig. 995) refp. gleich Eins bei E (Fig. 996) in diefes Loth einzu- 
fchneiden. 

Durch die Antiparallelen entftehen zwifchen den Schenfeln des Winkels 
BAC eine Reihe von Dreieden, von denen leicht erfichtlich ift, daß alle 
diejenigen unter einander ähnlich find, welche den Scheitel A umd die beiden 
Endpunfte einer antiparallelen Strede zu Eckpunkten haben, alfo z. B. die 
Dreiede ADC, ACa,, Aazaz u. |. w. Hieraus folgt, daß aud) das 
Verhältniß zwifchen zwei auf einander folgenden Transverſalen gleich a if. 
Bezeichnet 3. B. t die Länge der Strede OD, fo folgt die Strede Ca, zu 
t . a aus ber Proportion Ca; : AC=DC:AD, dr Cu, =a.t. 

Da ferner auch alle diejenigen ‘Dreiede unter ſich ähnlich find, welche wie 
C Das, Q (as, A309 4, ... durch je einen Abfchnitt auf den Schenteln des 
Winkels BAC und zwei Antiparallelen gebildet werden, fo ftehen auch die 
betreffenden, auf einander folgenden Abjchnitte in dem Berhältniffe 1: @ zu 
einander. Bezeichnet man z. B. den Abjchnitt Da, mit w, jo folgt aus 
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Ca : Da = Cu: DC 
der Abfchnitt: 


$. 35. Graphisches Radiciren. Um die Duabratiwurzel aus einer Siredt 
zu ziehen, kann man ſich der Eigenfchaft eines rechtwinkeligen Treidt - 
dienen, vermöge welcher dafjelbe durch die Höhe zur Hypotenuſe in zwei mer 

fi) und mit dem Urdreiecke ähnliche Dreiecke zerlegt wird. Demzufolge at 

Fig. 997. man in Big. 997: DB?—= AB.Bi 

und in Fig. 998: AD? — AB. Al. 
Trägt man deshalb zwei Streden AB= 1 
und BC — b hinter einander auf der % 


a + b einen Halbfreis, fo hat man in der 
?othe BD zwiſchen dem Halbkreiſe und da 
Bafis das Maß für Vab. 

Ebenſo folgt die Konftruction in Fig. 998 jofort; man made AC = 
AB = b, zeichne den Halbfreis über a, ziehe das Roth BD und finde u 
AD die Strede für Va. 

Man kann auch nad Fig. 999 über a — db einen Halbfreis beichreite 
und erhält nad) einem bekannten Yehrfage der Geometrie in der tangentialt 
Strede AD den Werth fir Vad. 

Fig. 998. 


nD .-” _— m. 





⸗ — 
IN \ 
Re | \ 
h.B 5 





Handelt es fich nicht darum, die Wurzel aus dem Producte zweier Sit? 
a und b, fondern aus einer Strede @ zu finden, fo ift in vorſtehenden C 
ftructionen b gleich der Maßeinheit zu nehmen. 

Wenn es ſich darımı handelt, eine andere als die Quadratwurzel aus ar: 
Strede zu finden, fo ift die Conftruction nicht fo einfah. Culmann © 


wendet hierzu die logarithmiſche Spirale als Hülfscurve, und es kann dirk“ 


nicht nur zum graphifchen Wurzelausziehen, fondern auch zum graphiide 
Multipliciren, Dividiren und Potenziren gebraucht werden, fo daß fie gewi't 
maßen die Logarithinentafeln erfegt, wie ſich aus Yolgendem ergeben w- 





raden AC (Fig. 997) an und jchlägt über 
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Man trage in Fig. 1000 auf den Schenkeln des Winkels Z’ AM’ von 
4 aus AD=1und AC= a auf und ziehe nad) Anweifung von $. 34 
zur Ausführung der Botenzirung die Antiparallelen DC, CE, E F',F'@' x. 

- Fig. 1000. 





nach außen, ſowie De’, ef, f'J ... nad) innen. Hierauf trage man den 
Winkel DAC wiederholt nad) beiden Richtungen im Kreife herum bei A 
an, da DAC.-= CAE=EAF...—=DAe, eAf, fAg... wir, 
und made ndih AE—= AE, AF= AF, AG = AQ..., fowie 
Ace Ace, Af=Af,Ag= Ag... Hierdurd erhält man um 
den Punkt A herum eine Anzahl von Dreieden, welche ſänimtlich unter fid) 
ähnlich find, da jedes derfelben einem der zwifchen AZ’ und A M’ gelegenen, 
von A ausgehenden Dreiede congruent ift, und e8 folgt ohne Weiteres aus dem 
vorigen Paragraphen, daß die von A ausgehenden Strahlen Ag, Af, Ae, 
AD,AC, AE... die geometrifche Progreſſion . 3. 
bilden. Auch find die Winkel ACD, AEC, AFE... einander gleich, 
welche die Seiten CD, EC, FE... mit den von A ausgehenden Strahlen 
bilden. Da diefe Beziehungen ganz unabhängig von der Größe bes Winkels 


1 
a’ l,a,a?... 





‘ 
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DAC find, fo finden fie aud) noch ftatt in dem alle, wo dieſer Wintel 
unendlich Hein wird. Alsdann rüden die Punkte g, F, e, D,O,E...w 
endlich nahe zufammen, aus dem Polygon wird eine ftetige Cuwe umd bie 
Sehnen DO, CE, EF... gehen in Taugenten über, melde ſämmlich 
unter conftantem Winfel gegen den Strahl geneigt find, der von A aus nad 
ihrem Berlihrungspunfte gezogen ift. Die fo erhaltene Curve ift befanntlich 
eine logarithmiſche Spirale, welche in der analytifchen Geometrie durd die 
Gleichung dargeftellt ift: 
r —=0P, 

worin r irgend einen Leitſtrahl, z. B. AE und @ den Winkel bezeichner, 
welchen diefer Strahl mit demjenigen Strahl AD bildet, deſſen Yänge zwi 
hen Urfprung A und Curve gleich Eins iſt. Für d hat man die Beziehung 
cotg.& — log. nat. b, wenn & den conftanten Winkel bezeichnet, welchen die 
Tangente an die Curve mit dem an ihren Berlihrungspunft gezogenen Yen: 
ftrahl r bildet. 

Die obige Gleihung r = bF läßt fi) auch P — log.®r fchreiben, und 
man erfieht daraus, daß für irgend einen Leitftrahl, 3. B. AE, der Loga⸗ 
rithmus zur Örundzahl db durch den Winkel 9 gegeben ift, welchen dieſer 
Strahl mit dem Anfangsftrahle A.D bildet, welchen die Curve in der Cnt- 
feruung Eins vom Pol A fchneidet. In Folge diefer Eigenjchaft der Loga- 
rithmiſchen Spirale kann legtere dazu dienen, die Rechnungsoperationen des 
Multiplicirens, Dividirens, Potenzirens und Radicirens auszuführen. Zeien 
nämlich r, und rz zwei Leitftrahlen der Spirale und P, reſp. 9, die Wintel, 
welche fie mit dein Anfangeftrahl AD bilden (pofitiv oder negativ, je nad 
der Richtung, in welcher die Winkel von A.D aus gemefjen werden), jo findet 
man nad) den Regeln der logarithmifchen Rechnung in 9 + Ps denjenigen 
Winkel, welchem der Strahl von der Größe rı r, entipricht, während ebenio 


der Strahl, deflen Größe . beträgt, einen Winfelabftand 9 — Ps von 
2 

den Anfangeftrahle hat. Ein Strahl r wird feuer zur nten Potenz er- 

hoben, wenn man feinen Winfel p mit n multiplicirt und den dem Producte 

n ꝙ zugehörigen Leitſtrahl aufſucht, während —p denjenigen Winkel ergiett, 


defien zugehöriger Leitſtrahl gleich) Vr fl. Man erfieht hieraus, daß die 
logarithmifche Spirale innerhalb derjenigen Grenzen der Genauigkeit, welche 
die Zeichnung zuläßt, und welche in fehr vielen Fällen fir die praktiſche 
Anwendung genügend ift, al8 Erſatz der Logarithmentafeln benugt werden 
fann. 


8/27\7 
Beifpiel. Man joll (V%) mit Hülfe der logarithmiſchen Spirale be 
ſtimmen. 
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Der Leitſtrahl 3,4, nad dem Maßſtabe, defien Einheit gleich AD ift, ein: 
getragen, geht nach dem Punkte O der Curve und entipridht dem Wintel DA O = 252°, 
ebenjo wie der Leitſtrahl AN —= 1,6 dem ®Wintel DAN = 97,29 zugehört. Die 
Differenn DAU— DAN = NAO = 154,8° mit ”/, multiplicitt, liefert den 
Wintel DAP — 216,79, zu welchem ein Leitftrahfl AP — 2,87 gehört. (Die 


8,57\ 7 
logarithmiſche Rechnung liefert genauer (V&) — 2,87278.) 


Anmerkung. BPotenziren trigonometrifcher Yunctionen. Das Potenziren der 

Sig. 1001. trigonometriſchen Bunctionen führt 

ſich in der $. 34 angegebenen Weije jehr 

leiht aus, wenn man (Fig. 1001) den 

Winkel BAC=9, AC=|]|, 

BGCAAC' und UD-4 AB madt 

" und die Antiparallelen hin und ber 
jiehbt. Dan bat dann: 


AD=c082.9, AE=cos.9?... 


AB= , — — ... 
cos. ꝙ cos. ꝙꝰ 


DC=sin.g9, DH=sin.g?... 
1 





Ten.‘ 


BC=tang.y, CG =tang.gp?... 
CK= cotang.y. 





K 


Inhalt von Flächen. Der Flächeninhalt einer Figur drüdt fid) aus $. 36. 
durch das Product zweier Streden, wofür die in $. 33 (Anhang) gemachte 
allgemeine Bemerkung gilt, daß die eine Strede nur als die Verhältnißzahl 
betrachtet werden muß, welche angiebt, wie oft die Einheit des Maßſtabes 
(auch Bafis genannt) in ihr enthalten if. Das Maß fiir den gejuchten 
Flächeninhalt ift dann wieder durch eine Strede gegeben. 

Am häufigften fommt die Inhaltsbeftimmung von Dreieden in der Praxis 
vor, weil der Inhalt eines mehrjeitigen Bolygons leicht auf den des Dreieds 
zurüdgeführt werden Tann. 

Sind a und A die Maße für die Grundlinie und Höhe eines Dreieds, fo 


ift der Inhalt 2 = = defielben nach dem Tsrliheren leicht gefunden, wenn 


man die Einheit e ergänzt, alfo fchreibt: 
ah _ ah 
2e 2.1’ 

Trägt man daher in dem Dreiede ABC (Fig. 1002 a. f. ©.) auf einer 
Seite die doppelte Einheit AD — 2 ab, zieht DB und dazu parallel CE, 
jo giebt das Loth EG von dem Durdjfchnittspunfte der Parallelen mit AB 


F= oder F:a—=h:2. 
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das Maß für die Fläche F, denn es ift in den ähnlichen Dreieden AEC 
und ABD: 
EG: BH= AC: AD, oe EG=UJ=F 

Während hier die doppelte Einheit AD zur Örundlage eines Dreieds 
AED gemacht worden ijt, welches mit dem Dreicde A BC flächengleich if, 
und die Höhe EG als Maß des Inhalts fich ergeben bat, kaun man nadı 
dig. 1003 aud) die Strede EG — 2 in.dbem Dreiede A CB zwifchen die 

Fig. 1002. Sig. 1008. 





Geiten AC und CE eintragen und durch die Verbindende AE und dx 
Parallele BD ein mit Dreied ABC flädjengleices Dreied DEC co: 
firuiren, deſſen Grundlinie DC als Maß des Flächeninhaltes angejehen 
werden Fann, denn die ähnlichen Treiede DBC und AEC liefern wieker: 
DC: BH=AC:EGe DE=-U=F _ 

Endlich möge noch eine ſehr gebräuchliche und bequeme Diethode der Ir: 
baltsbeftimmung für Dreiede in Folgendem angegeben werben. 

Man fchneide mit der doppelten Baſis 
2 = BD von einer Ede B dee Trei- 
edes ABC, Fig. 1004, in die gegen: 
überliegeiwe Seite AC ein, fo if die 
Projection von AC auf eine zu BD 
jenfrechte Gerade AE das Map fir 
den Flächeninhalt de Dreiecks, denn 
es ilt: 
AABD=1%.BD.AG un 
ACBD='!1%.BD.GE, dake: 
AABC=1.BD.AE=AE 

Man nennt die Strede A E wohl die 
Untiprojection der Seite ACauf BD 


Fig. 1004. 
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Wenn es ſich um die Beftimmung des Ylächeninhalts eines beliebigen 
Polygons handelt, jo könnte man daſſelbe zwar durd) Diagonalen in einzelne 
Dreiede zerlegen und deren Inhalt nad) dem Vorigen beftimmen, doch wird 
es fich im Allgemeinen empfehlen, da8 Bolygon in befannter Weife in ein 
gleich großes Dreieck zu verwandeln und defien Flächeninhalt zu ermitteln. 

Fig. 1006. Iſt z. B. der Inhalt F 
— des Sechsecks ABCDEG 
(Fig. 1005) zu ermitteln, ſo 
kann man durch die Diagonale 
CA und bie damit parallele 
BH die Ede B eliminiren, 
indem man für das Dreied 
CB A das ebenfo große CHA 
ſetzt, und verwandelt fi bier: 
durch das Sechseck in das gleich 
große Fünfeck HCDEG. In 
derfelben Weile Tann durd) 
Ziehen der ‘Diagonalen HD 
und DG und ber damit pa- 
rallefen CI und EK eine Eliminirung der Eden C und E bewirkt werben, 
und man erhält dadurch in ZDK ein Dreied von gleicher Größe mit dem 
Sehsed ABCDEG. Macht man daher DL gleich der doppelten Einheit, 
jo giebt die Antiprojection ZM der Örundlinie IK auf DL das Maß für 
den Flächeninhalt F' des Sechsecks. In der Ausführung wird man ſich das 
Ziehen der Diagonalen und Parallelen meiftens fparen fünnen, da es fic) 
nur um die Ermittelung der Schnittpunlte I, I, K.. . handelt. 


Zusammensetzung von Kräften, die an einem Punkte an- 8. 37. 
greifen. Nach dem, was in $. 31 über die Darftellung von Kräften durch 
Streden ihrer Größe, Richtung, Lage und ihrem Sinne nad) gejagt worden, 
ift e8 num leicht, Kräfte, die an einem, Punkte angreifen, zufammenzufegen. 
Es kommt hierbei offenbar nur auf eine graphifche Addition der die Kräfte 
darftellenden Streden an. Sind P,, Pa, Pa, Pı und P,, Fig. 1006 (a. f. S), 
die zu vereinigenden Kräfte, welche ſämmtlich durch den Punkt A hindurchgehen, 
und welche als in einer Ebene liegend zu benfen find, fo kann man 
zuvörderft zwei Kräfte, etwa P, und Pr, durch das Kräfteparallelogramm 
0122’ vereinigen, indem man an einen willkürlich gewählten Punkt O die 
Streden 01 und 02’ parallel und gleich den Streden P, und P, anträgt. 
Die Diagonale 02 giebt dann offenbar der Größe und Richtung nad) die 

Reſultante der beiden Kräfte P, und P,, und ihre Lage ift dadurch beftimmt, daß 
ſie durch den Durchſchnittspunkt A der Seitenfräfte P, und Pa Hindurchgehen muß. 
Dieſe Mitteltraft 02 kann num ferner mit einer dritten Kraft P, in der- 

Weidobach' Lehrbuch der Mechanik. L 80 . 
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jelben Weife zu einer Refultante und diefe wieder mit einer folgenden Kraft 

P, zufammengejegt werden u. ſ. f., bis alle gegebenen Kräfte zu einer 

Mittelkraft vereinigt find. ‘Die fo ausgeflihrte Conftruction führt aber 

offenbar zu demjelben Kefultate, wie die in $. 32 (Anhang) angegebene Ad⸗ 

dition der Streden, und man hat daher, um beliebige auf einen Punkt wir: 

tende, in einer Ehene liegende Kräfte zufammenzujegen, dieſelben derart an 
tig. 1006. 





einander zu fügen, daß jede einzelne Kraft in dem Punkte beginnt, im welchen 
die vorhergehende aufhört. Als Refultante aller Kräfte, d. h. als Reſultat 
dieſer Addition der Streden, erhält man biejenige Strede 05, welche den 
Ausgangspunkt der eriten Kraft mit dem Endpunfte der legten Kraft ver- 
bindet, und ftellt diefe Strede die gefuchte Mittelfraft ſowohl der Größe, wie 
der Richtung und dem Sinne nad) vor; ihre Lage ift dadurch beftinmt, def 
fie durch den gemeinjchaftlichen Angriffspunft A der Seitenfräfte gehen mıf. 
Macht man daher die Strede A Pı_; parallel und gleich 05, fo hat man ia 
P,_s diejenige Kraft, welche die fämmtlichen gegebenen Kräfte P,, P,...P; 
erjegen fanı. Den aus den einzelnen Streden gebildeten fortlaufenden 
Linienzug 012345 nennt man das Kräftepolygon. 

Wie in $. 32 ergiebt fi) auch hier, daß das bei der Zuſammenſetzung 
erhaltene Refultat von der Neihenfolge, in welcher die Kräfte abdirt werden, 
unabhängig ift, und daß man aljo die Kräfte beliebig mit einander vertauſchen 
kann. Ebenſo ift e8 Mar, daß die von dem Ausgangspunkte O ausgehenden 
Diagonalen im Kräftepolygon mie 02, 03, 04 der Größe und Ridytung 
nad) die Mittelfräfte von reſp. Pı und Ps; Pı, Pa und P, und P,, P.. 
P; und P, darftellen. Wehnliches gilt Übrigens auch von jeber anderen 
Diagonale, die nicht von O ausgeht, und ftellt z. B. 13 die Rejultante ven 
Ps; und P, dar, da ja der Anfangspunft O ganz willfikrlich gewählt mar 
und man auch den Punkt 1 als folchen anjehen kann. Dan kann daher den 
Sat ausiprechen, daß jede Diagonale im Kräftepolygon der Größe 
und Richtung nad) die Mittelfraft aller derjenigen Kräfte dar: 
ftellt, welche von ihr unterfpannt werden. 

Wenn bei dent Aneinanderfügen der einzelnen Kräfte der Endpunkt der 
legten Strede mit dem Ausgangspunkte O der erften Strede zufammenfäßt 
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ſo halten ſich die Kräfte im Gleichgewichte, denn ihre Mittelkraft iſt Null. 
Das Kräftepolygon iſt dann ein geſchloſſenes und es folgt hieraus für 
das Gleichgewicht belichiger, auf einen Punkt wirkender Kräfte die Be- 
dingung, daß das Kräftepolygon ein gefchloffenes fein muß. 

Wenn das Kräftepolygon nicht geſchloſſen iſt, alfo eine Mittelkraft eriftixt, 
jo läßt fi das Gleichgewicht jederzeit dadurch herftellen, dag man den 
gegebenen Kräften Ph, Ps... Ps noch eine Kraft hinzufligt, welche der 
Größe und Richtung nad) durch die Schlußlinie des Polygons 50 (das 
Polygon im Sinne des Pfeile, d. 5. der Kräfte umfahren gedacht), ausgedrückt 
ft, denn biefe Kraft — Ps ift der Mittellraft P,_s der übrigen Kräfte 
glei) und entgegengeſetzt. Es erhellt Übrigens von ſelbſt, baß in einem 
gejchloffenen Kräftepolygon jede Seite, wie 21, als Mittelfraft aller übrigen 
erfcheint, und daß durd; irgend eine Diagonale, wie 13, ſämmtliche Kräfte 
in zwei Gruppen getheilt werben, welchen beiden Gruppen gleiche und ent- 
gegengefegte, durch die Diagonale repräfentirte Mittelfräfte entiprechen. 

Die Hier gefundenen Beziehungen gelten auch ungeändert in dem alle, 
daß die Kräfte nicht in derjelben Ebene wirken, vorauegefegt nur, daß ihre 
Richtungslinien ſämmtlich durch einen Punkt Hindurchgehen. Natürlich find 
die Kräfte dann durch ihre Projectionen in zwei verjchiedenen Ebenen zu 
geben. Die Projectionen aller Kräfte in einer Ebene gehen dann durch bie 
Brojection des gemeinfamen Angriffspunftes, und man kann von einem 
beliebigen, durch feine Projectionen gegebenen Punkte O aus das Polygon 
conftruirt denfen, welches, da es hier ein räumliches fein wird, durch feine 
Projectionen in den beiden Ebenen bargeftellt werden muß. Dieſe beiden 
PBrojectionen bes Kräftepolygons erhält man aber leicht dadurch, daß man in 
der oben erläuterten Art in jeder Ebene ein Polygon von der Projection des 
Punktes O0 aus zeichnet, deſſen Seiten den beziehentlichen Projectionen parallel 
and gleich find. Auf diefe Weife erhält man in jedem diefer Polygone in 
ver Schlußlinie die entfprechende Projection der Mittelfraft im Raume, deren 
tage natürlich durch den gemeinfchaftlichen Angriffspunft aller Kräfte gegeben ift. 

Zerlegung von Kräften. Wenn die Diagonale 02 (Fig. 1006) als 
Mittelkraft der beiden Kräfte P, und P, gefunden worben ift, fo wird man 

Fig. 1007. natürlich), wenn diefe Kraft O2 gegeben 
ift, und man fie in zwei Componenten 


® 
b 
Ce. \ nad) den Richtungen O1 und 12 zerlegt, 
a dieKräfte 2, und. P, als Componenten er- 
halten. Iſt alſo eine Kraft A P, Fig. 1007, 
->P 


} 
Ag ihrer Richtung und Größe nach gegeben und 
Br ⸗ die Aufgabe geſtellt, ſie in zwei Com⸗ 
T . 
N. ponenten nach zwei gegebenen Richtungen 
D ab und cd zu zerlegen, fo hat man nur 


80 * 
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durch die Endpunkte A und P der Kraft die Parallelen A C und CP mit diden 
Richtungen zu ziehen, um in AC und CP die gefuchten beiden Seitenträft 
auch ihrer Größe nad} zu erhalten. Man hat ſich natürlich diefe Kräfte in dem 
Angriffspunfte A der Kraft P angreifend zu denken. Man kommt übrigens 
zu demjelben Refultate, wenn man die Parallele mit cd durch A und mit ab 
durch P legt, indem man dann zur den Streden AD und DP gelangt. 
Die beiden Componenten AC und CP, in welche die gegebene Kraſt AP 
zerfällt, find vollkommen beftimmt, wenn zwei Stücke derfelben, hier ihr 
Richtungen, gegeben find. Statt deifen kann man aud) von einer der Seiten 
fräfte, 3. B. AO, die Richtung und Größe gegeben denken; es beſtimmt fd 
dann durch) die Verbindungslinie von C mit P die zweite Componente it: 
Richtung und Größe nad. Sind die beiden Componenten, in welde di 
Kraft P zerlegt werben foll, ihrer Größe nad) durch P, und P,, Fig. 1008, 
Sig. 1008. gegeben, fo find im Allgemeinen 
zwei verjchiedene Zerlegungen mic: 
(ih. Zeichnet man nämlid m 
Amt? wwuPmPR 
einen Kreisbogen, fo erhält mar 
die beiden Schnittpuntte C un), 
welche der Zerlegung von APm 
ACund CP reip. m ADım 
DP entſprechen. Die bee 
Schnittpunkte C, und D,, mer 
man erhält, wenn man um A einen Kreisbogen mit ?, und um Pm 
Kreisbogen mit P, befchreibt, Tiefen nichts Neues, da der Punkt C, a’ 
diefelbe Zerlegung führt wie C und der Punkt D, auf diefelbe wie D. 
Da man jede der beiden Kräfte AC und CP, Fig. 1009, in weldet: 
Kraft AP zerlegt werden Tann, in ähnlicher Weife wiederum zerlegen km, 
Sig. 1008, z. B. ACin AD und DC, ſowie C? 
m CE und EP, und dieſe Jerez; 
D q beliebig oft wiederholt werben kann, fo jelr 
hieraus, daß man jede Kraft, z 2. AF- 
in beliebig viele Seitenfräfte wie AD, DI. 
CE und EP zerlegen Tann, vorausgekf- 
daß dieſe Kräfte ſolche Größe und Kir 
tung haben, daß fie, von dem: 
fangspuntte A der Hauptfraft a: 
in beliebiger Reihenfolge an einander gefügt, einen Kräfte: 
ADCEP bilden, der in dem Endpunkte von P endigt. Ratid: 
find alle diefe Kräfte in A angreifend zu denken. Soll eine Kraft m » Ser 
krüfte zerlegt werben, fo Fönnen von den 2 Beitimmungsftüden beriehe 
(n Richtungen, n Orößen) alle bi8 auf zwei willkürlich angenommen mede 
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Beifpiele. 1) In Mahlmühlen bedient man fi zum Verpaden des Mehls 

in Bäffer einer Vorrichtung, wie fie in Fig. 1010 im Weſentlichen dargeftelt ift. 

Fig. 1010, Dabei wird ein Stempel E vermittelft des 

um B drehbaren Hebel AB, welchen der Ar: 

beiter bei A erfaßt und nad) ſich zieht, nad 

p ° ll p unten bewegt, indem die beiberfeitS an den 

Hebel AB bei C ſcharnierartig angeſchloſſenen 

Schienen DC bei D an einem Zapfen in 

dem Gtiele FE des Drudftempelß E an- 

greifen. Wie groß ift die Kraft, mit welcher 

der Stempel E in das Faß hineingepreßt 

wird, wenn der Arbeiter bei A mit einer Kraft 

gleih AP wirkt, und von den Reibungswider⸗ 

ftänden abgejehen wird? Durch den Bolzen C 

wird auf die Schiene DC eine Zugkraft Z 

RB übertragen, welche wegen des fharnierartigen 

Anſchluſſes bei C und D nur in der Richtung 

zZ DC wirken fann. Gleichzeitig wird der fefte 

Drebzapfen B einem gewifien Drude R unter: 

morfen. Dieſe beiden Kräfte Z und R find 

das Refultat der Kraft AP, welche letztere 

daher !al3 ihre Mittellraft angejehen werden 

kann. Da nun die Refultirende zweier Kräfte 

durch deren Schnittpunft hindurchgehen muß, 

jo folgt, daß die Richtung der Zapfentraft R 

dur denjenigen Punkt F’ hindurchgeht, in 

welchen: fidh die Richtungen CD und AP der 

j x H beiden anderen Kräfte jehneiden, d.h. BF ift 

die Richtung der Druckkraft R auf den Stüg- 

japfen B. Zerlegt man daher AP nad; den 

Richtungen FC und BF, d. h. zieht man AH || FC und PH || BF, Yo 

erhält man AH = Zund HP=R. Die Zugkraft AH = Z läßt fi nun 

nad) verticaler und horizontaler Richtung in AJ und JH zerlegen, und man erhält 

in AJ die Kraft zum Zufanmenprefien des Mehls und in JH diejenige Kraft, 

welche in den Führungen der Stange DE Reibung erzeugt. Der Bapfendrud 

‘ HP 1aßt ſich in gleicher Art in den Horizontalſchub HK, welder daS Lager bei 

B jeitlih zu verfhieben trachtet, und den Berticaldrud (nad) oben gerichtet) XP 

‚ jerlegen, welcher auf Abreißen ber Lagerbolzen wirkt. Im Banzen ift aljo die 

Kraft AP zerlegt worden in die vier Kräfte AJ, JH, HK, KP, welde an 

' einander gereibt ein Polygon AJHKP bilden, weldes bei A anfängt und 
bei P endigt. 


2) Der Ausleger AC eines Uferkrahns, Fig. 1011 a. f. S., ftügt fih in C 
mittelſt einer Rolle gegen den conifchen Fuß der Krahnjäule, deren Spurzapfen B 
den Zug der Bugflangen BA aufnimmt. Es follen die Kräfte in der Strebe AC, 
den Stangen BA, der Säule BC und dem Geftel KL, jowie die Wirkungen 
auf den Zapfen bei B und die Rollenbahn C ermittelt werden, welche durch eine 
‚bei A angehängte Laft AQ hervorgerufen werben. 

Die Kraft AQ zerlegt fi zunächſt parallel den Richtungen AC der Strebe 
und BA der Zugftangen in die auf Zerknicken wirkende Strebentraft AD und 


} 
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die Zugkraft DQ, welche ein Abreigen der Zugftangen anftrebt. Die Etreben: 
Fra AD bringt in C einen Drud auf die coniſche Rollenbahn hervor, melde, 
wenn man von der Ic 

dig. 1011. bung dafelbft abfieht, nat 

in der Rormalen CE zit 
Kegelflähe aufgenommen 
werben fann. Außerden 
wird die Strebentraft de 
möge des Geſtells KL 
eine Wirkung au mm 
Zapfen B bervorbringe, 
welche durch denſelben 
Punkt C gehen muß, a 


AD und der norsk 
Rollendrud ſich ſchneider. 
welche alſo die Richtung 
BC Haben muß. Zerlet 
man daher die Etxehe: 
kraft AD nad den Richtungen BC und EC, fo zerfällt diefelbe in die Ari: 
AF, welde das Geftel KL beaniprudgt, und FD, welche den Drud ri 
jentirt, mit weldem die Laufrolle normal gegen ihre Bahn bei C gepreht wit 

Die Kraft DQ, welde in den Zugftangen BA thätig ift, kann man inte 
Horizontalzug DJ und den Berticalzug JQ (nad) oben gerichtet) zerlegen, ur 
wenn man auch AF' und FD nad horizontaler und verticaler Richtung zerer. 
jo erhält man AG + GF für AF, ſowie HD + FH für FD. Rür: 
alfo an dem Zapfen B die Horigontalfraft AG + DJ nad rechts wirh, ik e: 
dem Fußpunkte C der Säule die ebenjo große Kraft HD nad; links mitle: 
und durch diejes Kräftepaar das auf Abbrechen der Krahnſäule wirtjame Tone: 
gegeben. 

Zur Beflimmung des auf den Zapfen B wirkenden verticalen Drudei ke: 
man, daß auf den Zapfen dur das Geftell KL, in welchem die Kraft 4! 
thätig ift, GF nad unten, und durd die Zugftangentraft DRQ die Gompene: 
IQ nad oben wirkt; e& wird daher die verticale Inanſpruchnahme des Jurie: 
B durch GF—JQ gegeben fein, welder Werth, wenn er, wie hier der Fal * 
pofitiv ausfällt, die Richtung abwärts hat, aljo einer Belaftung des Zapfen? er 
ipriht. Ein negativer Werth diefer Größe deutet auf einen nach oben geridie® 
Zug bin, und man würde einem jolden, um einem Wbftreifen des Geſtels z:- 

. oben hin vorzubeugen, durch irgend ein T- 
dig. 1012. etwa einen Stoßring am Zapfen, %ig.1012, Re 
nung tragen müflen. Der verticale Drud er 
abwärts, mit weldem der Fuß der Säule du: 
die in C wirkſame Rollentraft FD beaufsr-# 
wird, ift endlih duch FH gegeben. Wr — 
der Figur ohne Weiteres erfichtlich if, gilt *“ 
die Gleichung: 
AQ+J/QU=GF+H FH, 
v.5.:AQ=GF— JQ+ FH. 
Man erkennt hieraus, daß von der Belaftung AQ des Krahns der Fer 
@F — IQ von dem Zapfen in B getragen wird, während der Reft oder HE 








welchem die Strebenkrft | 
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don dem conifhen Anjage der Säule bei C aufgenommen wird. Wenn daher die 
Richtung DF oder CE horizontal ausfällt, d. 5. der coniſche Anjag der Säule 
in einen verticalen Eylinder übergeht, fo fällt Fin H, alfo wird FH= 0 und 
GF—JQ = AR, d. h. die ganze an dem Krahne hängende Laſt wird durd) 
den Zapfen B getragen; von C kann feine Laft aufgenommen werden. Die 
Säule wird durch diefe Kraft auf rüdwirlende Feſtigkeit beaniprudt. 

Bezeichnet M einen Punkt, deflen verticaler Abftand unter A gleid QJ ift, und 
giebt man der Normalen CE zur coniſchen Rollenbahn eine ſolche Neigung, daß die 
damit Parallele durch D nad M gerichtet ift, daß aljo F' in A/ fällt, jo beträgt der 
verticale Zapfendrud in B die Größe GM — JQ = 0; während die Rollen: 
bahn bei C den Berticaldrud MH —= 4AQ, aljo die ganze Belaftung aufzunehmen 
hat. Die Säule wird jegt nur auf Abbrechen, nicht auf Zerdrüden in Anſpruch 
genommen. 

Wenn endlich die coniſche Rollenbahn bei C und die dazu Normale CE eine 
ſolche Richtung haben, daß die durch D mit CE parallele Gerade mit der durch 
A parallel zu BC gezogenen Geraden oberhalb M fich ſchneidet, fo wird Der 
Berticaldrud auf den Zapfen B negativ, e8 wirkt daher dieje Kraft als nad 
oben gerichteter Zug auf den Zapfen und bie Säule. In diefem Falle muß man, 
um ein Mbftreifen des oberen Lager von dem Zapfen zu vermeiden, dem Bapfen 
die gehörige Geftalt geben, ihn z. B. mit einem eingedrehten Halßlager oder einer 
den Zug nad oben aufnehmenven Bruft, Fig. 1012, verjehen. 

Man kann die oben beſchriebenen Operationen als eine Zerlegung der Belaftung 
AQ in die fräfe AG +GF + FH + HD-+DJ-+JRQ anjehen, 
derart aljo, daß die von A aus aneinander gefügten Kräfte das in Q endigende 
Polygon bilden AGFHDJQ, wie durd die Bedingung der Serlegung vor: 
geſchrieben ift. 


Parallele Kräfte Wenn zwei parallele Kräfte P, und P,, Big. 1013 $. 39. 
und 1014, zu einer Mittellvaft zujammengefegt werden follen, jo geht das 
Fig. 1013. an einen beliebigen Punkt 
0 angetragene Kräfte 
polygon in eine gerade 





E Linie O12 über, und 
* co 8 iſt die Reſultante 
ı gleich der Strede 02, 
deren Größe bei gleid;- 

? gerichteten Kräften (ſ. 


dig. 1013) gleich der 
Summe und bei entgegengejegten Kräften (ſ. Fig. 1014) gleich der Differenz 
der abjoluten Werthe von P, und Pz ift. Hierdurch ift die Größe der 
Mittelkraft beftimmt, deren Richtung parallel mit den beiden Kräften fein 
muß. Ihre Lage ift nicht fo ohne Weiteres beftimmt wie die zweier fich 
ſchneidender Kräfte, ba die beiden parallelen Kräfte ſich erft in der Unend⸗ 
lichkeit ſchneiden. 
Um die Lage der Mittelfraft graphiſch zu beftimmen, kann man fid) des 
folgenden Verfahrens bedienen. Man denke fich jede ber beiden Kräfte P, 
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und P, fo in zwei Kräfte S, und R, reſp. R, und S, zerlegt, daß Ri gleich 
und entgegengefegt mit Rs if. Alsdann kann man anſtatt der beiden 
Barallelträfte P, und Ps die ihnen äquivalenten vier Kräfte Sı, Rı, R, 
und S; fegen, in welchem Falle, da AR, und Rz fich gegenjeitig aufheben, 


Fig. 1014. 
0 
In KL 
Pa 
-“D 
1 





nur die Kräfte S, und S, übrig bleiben, welche nicht parallel find. Durch 
den Durchſchnittspunkt diefer Kräfte S, und S, muß nun offenbar die 
Mitteltraft der beiden Parallelfräfte P, und P, Hindurchgehen, da fie mit 
der Mittelfraft von S, und S, identiſch ift, wodurch daher ihre Lage be- 

ftimmt wird. u 

Um die hier angedeutete Operation auszuführen, denfe man die Kraft P, 
gleich O1 in die beiden Componenten OC + C1 und ebenfo die Kraft P; 
gleich 12 in die Komponenten 1C + C2 zerlegt. Trägt man nun in 
einem beliebigen Punkte X, der Kraft P, die beiden Componenten AK, #0C 
und BK, # C1 an, verlängert BX, bis zum Durchſchnitte X, mit P, 
und trägt ebenfo von A, aus die Streden DR HF IC md ER, # (2 
an, fo heben fich die gleichen und entgegengefetten Kräfte BKı, und DE, 
auf, und es bleiben nur noch die beiden Kräfte AX, und ER, übrig, durd 
deren Durchſchnittspunkt K, wie eben nachgewiefen, bie gejuchte Mitteftraft P 
von Pı und P, gehen muß. Da diejelbe gleich der Strede O2 und parallel 
den gegebenen Kräften ift, jo ift fie vollfommen beftimmt. 

Man kann leicht aus der Achnlichkeit der Dreiede N FK uud C10, 
dig. 1013, fowie derjenigen KFK, und 210 den befannten Sag ermeilen, 
daß die fenfrecht oder fchräg gemeflenen Abftände der Mittelkraft von den 
Komponenten fi umgefehrt wie dieſe leßteren verhalten, denn man hat 
wegen jener Aehnlichfeiten: 

KF:KF=(C1:01, und 
KF:KF= 21.: C1, daher: 
KF: KFr=21l :01l=P;: Pi. 

Ebenſo findet man in Fig. 1014 die Gleichung: 

FMÆ: AMA 12: o1 P;: Pi. 

Das hier angegebene Verfahren iſt ohne Aenderung auch anwendbar, wenn 
es ſich um die Beſtimmung der Mittelkraft beliebig vieler paralleler Kräfte 
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und, wie aus dem folgenden Paragraphen fich ergeben wird, auch beliebig 
vieler nicht parallelev in einer Ebene liegender Kräfte handelt. Ebenſo läßt 
fi durdy Umkehrung des Verfahrens eine gegebene Kraft leicht in zwei zu 
ihr parallele Componenten zerlegen. Als Beifpiel fei ein auf zwei Stügen 
A und B liegender horizontaler Balken, Fig. 1015, gegeben, weldjer die 


Fig. 1015. 





Belaftungen P,, P,, Pz zu tragen habe. Man foll die Mittelfraft P und 


bie Auflagerdrude in A und B beitimmen. 

Trägt man die Kräfte P,, P, und P, von O aus zu dem Kräftepolygon 
0123 zufammen und verbindet einen beliebigen Punkt C mit 0, 1,2 und 3, fo 
wird man, wenn man DK)L#0C, Kık, || C1, A, RK, || C2 um 
ER, # C3 mad, offenbar die ſämmtlichen Kräfte Pꝛ, P, und P, durd) 
die beiden Kräfte DER #0 C und ER, # C3 erfegen können, denn die 
angegebene Conftruction läuft darauf hinaus, daß P, oder O1durh 0 C+ C1; 
ferner P, oder 12 duch 1LC—+ C2 und P, oder 23 durch 20 + C3 
erſetzt worden ift, und da hierbei O1 mit 1C und C2 mit 2 ſich aufhebt, 
fo bleiben nur O C und Os übrig. Durch den Durchſchnittspunkt X diefer 
Richtungen DK, und ER, muß daher die Mittelfraft P gleich O3 Hindurd)- 
gehen. 

Soll num diefe Rejultante in die beiden Auflagerdrude A, und R, in A 
und B zerlegt werden, fo verbinde man die Punkte Fund G, in welchen 
die durch die Auflager gehenden Berticalen von den Kraftrichtungen DK, 
und EK, geichnitten werden, und denke fich die Kraft DA, oder OC in 
eine durd) F' gehende Berticalfraft und eine andere ebenfalls durch F' gehende 
und in die Richtung FG fallende Componente zerlegt. Ebenſo zerlege man 
die Kraft EX, oder C3 in eine Berticalfraft durch @ und eine andere in 
die Richtung CF fallende Komponente. Um dies anszuführen, hat man 
- nur nöthig, durch C eine Parallele OR mit GF zu ziehen, und man erhält 
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in OR die Größe des Auflagerdrudes R, in A umd in 3 diejenige dei 
Auflagerdrudes BR, in B. Die beiden in F und G wirfenden, in die Linie 
FG hineinfallenden Componenten find nad) dem Früheren reſp. durch RC 
und CR ausgedrüdt; fie find gleich und entgegengefegt und heben ſich 
daher auf. 


Beliebige Kräfte in einer Ebene. Wenn eine beliebige Anzahl 
irgend welcher Kräfte in einer Ebene gegeben ift, fo läßt fich die Mittelkraft 
derfelben immer finden, wenn man zuerft zwei Kräfte zu einer Rejultirenden 
zufammenfeßt, die durch den Schnittpuntt der beiden Componenten geht, dieie 
Kefultirende mit einer dritten Kraft zu einer Mittelfvaft vereinigt, welde 
wieder mit einer vierten Kraft zufammengefegt wird u. ſ. f. Auf diefe Weije 
erhält man immer eine Gefanmtmittelkraft, und eine nähere Betrachtung dee 
hier angebeuteten Verfahrens zeigt, daß die Größe fowie Richtung diefer 
Reſultante unverändert bleiben müßte, wenn man ſämmtliche Kräfte unter 
Beibehaltung ihrer Größe und Richtung an einen gemeinfchaftlichen Angriffe 
punkt verfegen wollte. Nur die Lage dev Mittelfraft wird dadurd; geändet 
werden. Hieraus folgt denn, daß die Beitimmung der Größe und Kichtung 
ber gefuchten Mittelfraft in derjelben Weife mit Hllfe des Kräftepolngen? 
geichehen Tann, wie es in $. 37, Anhang, fiir Kräfte gelehrt worden ift, de 
dur) einen Punkt gehen. 

Um auch die Rage der Reſultante zu beftimmen, kann man mit Vortheil 
die im vorigen Paragraphen für parallele Kräfte angegebene Methode ar 
wenden, welche Methode überhaupt in vielen Fällen der PBraris eine icht 
fruchtbare Anwendung geftattet. 

ig. 1016. 





Seien, Fig. 1016, die Kräfte Pi, Ps - .. Pe gegeben und dafür de 
Kräftepolygon 0123456 gezeichnet. Nimmt man nun einen Puntt 
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willfürlich an und verbindet denfelben mit den Eden 0, 1, 2... bes Kräfte: 
polygons, fo kann man die Kräfte in folgender Weife zerlegt denken. Für 
P, oder O1 kann man die Kräfte 0 C + C1 fegen, ebenfo für P, oder 12 
Diejenigen 1C und O2, für P, oder 23 diejenigen 2C + C3 u. ſ. f, 
und fchließlich läßt ſich 2, oder 56 duch 5C + C6 erjegen. Es ergiebt 
fid) dann fofort, daß bei diefer Zerlegung je zwei und zwei Componenten, 
wie Ol und 1C, C2 und 2C uf. w. als gleich und entgegengefegt ge: 
richtet fich aufheben müſſen, und alfo nur die beiden Kräfte O C und C6 
übrig bleiben. Um fich hiervon zu überzeugen, trage man von irgend einem 
Punkte K, der Kraft PL die Seitenfräfte O C und C1 in den Richtungen 
K, A und KK, an; ebenfo trage man von dem Durchichnittspunfte X, 
der legteren Kraft mit P, die beiden Kräfte 1C in der Richtung K, Kı 
und C2 in der Richtung K, K, an und fahre fo fort, indem man immer 
den Durchſchnittspunkt der zulegt angetragenen Seitenfraft mit der nädhlt- 
folgenden Kraft al8 denjenigen wählt, in welchem man die Geitenkräfte dieſer 
letteren angreifend denkt. Auf diefe Weiſe erhält man einen Yinienzug oder 
ein Polhygon AK) K,K,K,K,K,B, deſſen Eden in den entiprechenden 
Kräften Liegen. Diefes Polygon hat dem BVorftehenden zufolge die Eigen- 
ſchaft, daß in jeder feiner Seiten Ki Ka, KB; ... R,K; zwei gleiche und 
entgegengejegte Kräfte wirkſam find, die fich gegenfeitig aufheben, und daß 
zwei in den äußerften Punkten X, und K, angebrachte Kräfte KK AH OC 
und K,B # C6 die ſämmtlichen gegebenen Kräfte erjegen können. 

In den Geraden Kı K,, KsK, ..., in denen gleiche und entgegengefegte 
Kräfte wirken, werden durch die legteren natürlic) Zuge oder Drudipannungen 
erzeugt, und es folgt aus dem Vorftehenden, daß man den materiellen Körper 
nebft den auf ihn wirkenden Kräften Pi, P,... Pe erfegt denken kann 
durch ein Syftem ftarrer Linien oder Stangen, welche mit den Seiten des 
Polygons Kı K, . . . Ks zufammenfallend, in den Eden durch Scharniere 
verbunden find und durch die beiden an den äußerften PBolygoneden wirkenden 
Kräfte KA H 0 C und K,B # 06 angegriffen werden. Für den Fall, 
daß in den Polygonjeiten nur Zugſpannungen hervorgerufen werden, können 
die Stangen fogar durch biegfame Organe, wie Seile oder Ketten, erſetzt 
werden, mogegen jedoch beim Auftreten von Drudkräften in einer Polygon- 
feite leßtere als ein Drudkraftorgan, alfo eine fteife Stange conftruirt fein 
muß. Mit Rücficht auf diefe Eigenthümlichkeit des Polygons K, Kz... Ks 
hat man demfelben den Namen Gelentpolygon oder Seilpolygon ge- 
geben, namentlich ift legtere Bezeichnung allgemein und auch dann gebräuchlich, 
wenn die Polygonfeiten wegen der in ihnen auftretenden Drudipannungen 
nicht durch Seile, ſondern nur durch fteife Organe ſich erfegen laſſen. Cs 
fol daher diefe Bezeichnung im Folgenden feftgehalten werden, ohne Rüdficht 
darauf, ob in den Seiten Zug⸗ oder Drudipannungen auftreten. Die Eden 
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Kı, K,.... des Seilpolygons pflegt man wohl Knoten zu nennen, die 
Seilpolygonfeiten fann man aud) kurz als Seile bezeichnen. Der Punkt C 
im Kräftepolygon, mit Hülfe deffen das Seilpolygon gezeichnet worden, heißt 
der Pol des Kräftepolygons. 


Das Seilpolygon. Nad) dem Borftehenden erhält man in jedem 
befonderen Falle das zu einem Syſteme äußerer Kräfte gehörige Seilpolygon 
einfach) dadurd), daß man von einem willfürlich zu wählenden Pole des Kräfte: 
polygons nad) defien Eden Strahlen zieht und mit diefen Strahlen parallel die 
Seilpolygonfeiten zeichnet, indem man an beliebiger Stelle das äußerfte Seil 
K, A parallel dem äußerften Strahl O0 C zieht, von dem Durchſchnittspunkte 
K, diejes Seils mit der Kraft P, eine Parallele mit dem zweiten Strahl 
C1 und von beren Durchſchnittspunkte K, mit der folgenden Kraft P, 
eine Parallele mit dem nächſten Strahle C2 zieht u. ſ. f., bis man in ber 
Parallelen mit dem legten Strahle O6 die Richtung des äußerſten Seile 
findet. Wie hieraus erfichtlich ift, kann man zu einem gegebenen Syſtem 
äußerer Kräfte auf unendlich mannicjfaltige Art das Seilpolygon zeichnen, 
denn es iſt bei diefer Konftruction nicht nur die Wahl des Pols C und 
damit die Richtung ‘der Strahlen oder Seile ins Belieben geftellt, fondern 
man hat auch volle Freiheit in der Wahl des erften Knotens K,, welcher die 
Lage des Seilpolygons beftimmt, indem eine Verſchiebung von K, auf P, 
eine Parallelverfchiebung des Seilpolygons hervorbringt. 

Hinfichtlich des Zufammenhangs des Kräftepolygons und des Seilpolygons 
kann man Folgendes bemerfen. Ebenſo wie im Sräftepolygon jede Kraft 
zwifchen zwei Strahlen gefaßt ift, ebenſo jchneiden fid) die diefen Strahlen 
parallelen Seile in einem Punkte diefer Kraft, welcdyer als ihr Angriffspunkt 
gedacht werben mag, und ebenfo wie im Kräftepolygon jeder Strahl (mit 
Ausnahme der äußerften beiden) nad) dem zweien Kräften gemeinfamen Durd;- 
ſchnitte derfelben geht, verbindet die dieſem Strahle parallele Seilpolygonfeite 
die beiden Kräfte. Ferner ftellt jeder Strahl des Kräftepolygons nicht nur der 
Kichtung, fondern auch ber Größe nad) die in den Seilen auftretenden Kräfte 
(Preffungen oder Spannungen) dar, jo zwar, daß die äußerſten Strahlen 
0 C und C6 die in den Außenfeilen X, A und K,B auftretenden Wirkungen, 
die anderen Strahlen die inneren Kräfte repräfentiren, welche in den Seilen 
auftreten. 

Db die inneren Kräfte eines Seils in demjelben Drud- oder Zug: 
fpannungen erzeugen, läßt fid) in jedem Falle jehr leicht erkennen, wenn man 
die an einem Endpunfte des Seil wirkende äußere Kraft nad den Rich⸗ 
tungen der beiden Strahlen zerlegt, welche dieſe Kraft im Kräftepolygon ein⸗ 
ſchließen. Wirkt dann die in eine Seilrichtung fallende Componente von 
dem betreffenden Knoten aus in das Seil hinein, fo wird baffelbe anf 
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Drud beanfprudit, dagegen ftellen fi) Zugfpannungen in bem Seile ein, 
jobald die in dafjelbe fallende Componente von dem Seile weg oder aus 
demfelben herans gerichtet erjcheint. Zerlegt man 3. B. die Kraft 2, 
oder 45 in K, nad) den Richtungen 4C und C5, fo haben diefe Com⸗ 
ponenten die Richtungen X, K, und K,K,, es werden fomit diefe beiden 
Seilpolygonfeiten gepreßt. Wenn man andererjeits P, oder 23 in K, nad) 
den Ricytungen 2 C und O3 zerlegt, jo findet man bie Componente in K, Ka 
nach K, hin gerichtet, während in K, K, die Komponente die Richtung K. Ky 
alfo aus dem Seil heraus hat, folglich wird K, Kz gezogen, K, K, gebrüdt. 

Denn nad) dem Borftehenden die beiden in den Außenfeilen A, A und 
Ks B auftretenden Kräfte O C und C6 das Syftem aller äußeren Kräfte 
Pı, Pr ... zu erfegen vermögen, jo muß die Refultirende diefer beiden 
Kräfte aud) identisch fein mit der Mitteltraft des ganzen Syſtems. Diefe 
Mittelfraft, deren Größe und Richtung Übrigens bereits in der Schlußlinie O6 
des Kräftepolygons gefunden iſt, muß daher auch durch den Durchſchnitts⸗ 
punkt D ber beiden Außenfeile K, A und , B hindurchgehen. Die Mittel» 
fraft des ganzen Syſtems der Kräfte P,, Ps... Ps ift daher vollkommen 
beftimmt, wern man in D eine Strede parallel und gleid) der Schlußlinie 0 6 
im Kräftepolygon anträgt. 

In derſelben Weife kann das Seilpolygon auch dazu dienen, die Mittels 
fraft einer beliebigen Anzahl von Kräften zu beftimmen, wenn bdiefelben im 
Kräftepolygon nur auf einander folgend angetragen find. Sol z. 2. die 
Mittelfraft von Pꝛ, P, und P, beftimmt werden, deren Richtung und Größe 
das Kräftepolygon durch Die Diagonale 14 ergiebt, fo hat man nur die ben 
äußerften Strahlen C1 und C4 entjprechenden Seile K, K, und K4K,, 
welche fiir die Kräfte P,, P, und P, als Außenfeile zu betrachten find, bis 
zu ihrem Ducchfchnitt Zr zu verlängern, um einen Bunkt zu erhalten, durch) 
welchen die Mittelfaft von P,, P;, Ps hindurchgeht. | 

Wenn, wie in dem Vorſtehenden mehrfach angegeben worden, die Wirkung 
aller äußeren Kräfte ſich auf die beiden in den Außenfeilen X, A und K,B 
auftretenden Componenten OC und C6 rebucirt, fo müſſen in dem alle, 
daß die äußeren Kräfte im Gteichgewichte fein jollen, auch diefe beiden Com⸗ 
ponenten fid) da8 Gleichgewicht halten. ‘Dies giebt ein Mittel an die Hand, 
um die Bedingungen des Gleichgewichts beliebiger Kräfte in der Ebene zu 
unterfuchen. ‘Die beiden in den Außenfeilen wirkenden Kräfte O C umb C6 
fönnen nur im Öleichgewichte fein, wenn fie gleich groß und in berfelben 
Geraden entgegengefegt gerichtet find. Die gleiche Größe bedingt, daß O 
und 6 gleichen Abſtand von C haben, während die entgegengejegte Richtung 
nur möglich ift, wenn C6 in CO alſo 6 in O füllt. Es ergiebt fich alfo 
auch hier fiir das Gleichgewicht die Bedingung, dag das Sräftepolygon 
geichlofien fein muß. Diefe Bedingung, welche genügend war für das Gleich⸗ 
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gewicht von Kräften, die durch denfelben Punkt gehen, ift aber in dem vor» 
liegenden Falle, wo die Kräfte willkürlich zerftreut in einer Ebene Liegen, 
nicht mehr ausreichend, wovon man ſich durch folgende Betrachtung Leicht 
überzeugt. | 

Denkt man ſich zu den Kräften Pı, Pa, Ps . . . Ps nod eine fiebente 
Kraft P, hinzugefügt, welche ber Richtung und Größe nad) durch 6 O dar- 
geftellt ift, jo jchließt fidh das Kräftepolygon und der Strahl C7 fällt mit 
CO zufammen. Zeichnet man nun aud) da8 Seilpolygon, fo behält daffelbe 
bis zum Knoten K, unverändert die urjprüngliche Form AK, KR, K,K,K;K,. 
Nun hat man aber von K, parallel mit O6 die Seite K, K, bis zum 
Durchſchnitt X, mit P, und von Kr, aus die Parallele K, F mit dem 
Strahl C7 zu ziehen. ALS Refultat aller äußeren Kräfte einſchließlich P; 
erhält man daher jegt wieder bie beiden in den Außenfeilen KA und K,F 
wirkenden Componenten, deren Größe und Sinn refp. durch O C und C7 
dargeftellt ift, die aljo als gleiche und entgegengefegt gerichtete Kräfte ein 
Gegenpaar bilden. Wollte man durch die Hinzufügung von P, gleich und 
parallel 60 in ber That das. Gfeichgewicht herftellen, jo mlißten die beiden 
Außenfeile X, F und KA nicht nur parallel fein, fondern in diefelbe 
Gerade fallen, damit die gedachten Componenten fi) aufheben. Dies tft 
aber nur dann möglich, wenn der Bunft X, in D, d. 5. in die Richtung 
von K,A fällt, oder wenn bie hinzugefügte Kraft 2, durch den Durchſchnitt 
D der beiden Außenfeile geht. Legteres ift auch ſchon daraus ohne Weiteres 
erfichtlich, daß die Hinzugefügte Kraft P, der Mittelfraft von Pı, Pa... Ps 
gleich und in derfelben Geraden entgegengejest fein, daher mit diefer aud) 
durch D gehen muß. Für diefen Fall müſſen die beiden Außenjeile X, A 
und K, F in eine Gerade DK, zufanmtenfallen; das Seilpolygon ſchließt 
fid) und es folgt daraus: 

1) damit beliebig in der Ebene zerftreut wirkende Kräfte im 
Sleihgewichte find, muß ſowohl das Kräftepolygon, wie 
auch das Seilpolygon ſich ſchließen, und 

2) wenn das Kräftepolygon beliebig in einer Ebene zerftreuter 
Kräfte jich fchliegt, das Seilpolygon aber nit, fo refultirt 
aus allen Kräften ein Gegenpaar, dejfen Kräfte in der 
erften und legten Seilpolygonjeite wirken und eine Größe 
gleich dem diejen Seilen parallelen Strahle haben. 

Wenn die Kräfte Pi, Ps, Ps. - . Ps nicht im Gleichgewichte find, fo 
Tann man daflelbe durch Einführung einer der Mittelfraft O6 gleichen und 
in derfelben Geraden entgegengefet wirkenden Kraft ftets herbeiführen. 
Anftatt nun eine diefer Mittelkraft felbft entgegengejegte Kraft einzuführen, 
kann man dafjelbe auch erreichen dur, Einführung zweier, den Componenten 
der Mittelkraft gleichen und entgegengefegten Kräfte Denkt man fi) daher 
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in den Ridjtungen der Außenfeile AK, und BK, Kräfte gleidh CO refp. 
6 C angebracht, jo muß das Gleichgewicht ebenfalls Hergeftellt fein. Dieſe 
den Komponenten OC und C6 der Mitteltraft entgegengefegten Kräfte ent- 
Iprechen offenbar den Auflagerreactionen, welche durch das Syſtem der 
Kräfte in zweien, in den Hichtungen der Außenfeile angebrachten feften 
Stigpunkten hervorgerufen werden. Sind A und B ſolche Stügpunfte, fo 
werden im vorliegenden alle, Fig. 1017, die Polygonſeiten K, A und K,B 
Big. 1017. 





Drudipannungen auögefegt fein und müßten daher als fteife Conftructions- 
glieder auögefligrt werden. Witrde man die Feftpunkte dagegen in A’ und B 
wählen, fo wilrden die Streden A’K, und B’ K, gezogen werden und fünnten 
Seile oder Ketten fein. 
Wenn man zum Pol C des Kräftepolygons, welcher ganz beliebig an» 
genommen werben Tann, eine Ede O bes Kräftepolygons, Fig. 1018, wählt, 
ig. 1018. 





fo hat das Seilpolygon AK) K, K, K K, B, welches dazu gehört, eine 
befondere intereffante Eigenfchaft, wie ſich aus Folgendem ergiebt. Zieht 
man von C aus die beiden erften Strahlen nad) O und 1, fo fhrumpft CO 
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in einen Punkt zufammen, während C1 in die Richtung der Kraft P, hinein 
fällt. Die Annahme des Pols C in der Ede O hat alfo die ſtatiſche Bebeu- 
tung, daß die Zerlegung der Kraft P, in die beiden nach dem Pol gerichteten 
Componenten hier fo vorgenonmen werden foll, daß die eine Componente 
(die in CO fallende) Null und die andere Somponente identifch mit P, 
ausfallen jol. Zeichuet man daher von einem beliebigen Knotenpunkte K, 
in der Richtung von P, die erfte und zweite Seilpolggonfeite parallel mit 
dem erften und zweiten Strahl CO und C1, fo fällt, da CO ein Puntt ift, 
alfo ihm jede beliebige Richtung beigelegt werden kann, die erfte Seilpolygon- 


ſeite ganz beliebig aus, alfo 3. ®. in der Richtung AK, liegend, während 


das zweite Seil Kı K, parallel zu P, gerichtet ift, d. 5. mit P, zujammen- 
fält. Der nächitfolgende Knoten X, liegt daher im Durchſchnittspunkte 
von P, mit P, und von diefem Knoten geht die folgende Seilpolygonjeite 
parallel mit dem Strahl C2 bis zum Durchſchnitt X, mit Pz u ſ. f. 

Es ift num nad) dem Früheren bekannt, daß die Strahlen C 2, C3, C4 |. w. 
hier als Diagonalen des Kräftepolygons der Richtung und Größe nad) die 
Mittelkräfte derjenigen Kräfte Pi, Pa, reſp. Pı, Pa» Ps, reſp. Pi, Pas Pr, 
P, u. |. w. darftellen, welche von ihnen unterfpannt werden, und es iſt aus 
der Figur ebenfalls Leicht zu erkennen, daß die mit diefen Strahlen parallelen 
Geile diefe entſprechenden Mittellräfte and) ihrer Tage nad) repräfentiren. 
Denn da die Mittelraft von P, und P, durch den Durchfchnitt ber beiden 
legteren Kräfte, d. 5. den Knoten Rz gehen muß, und mit der Diagonale C2 
parallel geht, fo muß diefe Mittelfraft in das zweite Seil K,K, hinein⸗ 
fallen. In derfelben Art folgt weiter, daß die mit C’3 parallele und gleiche 
Mittelfraft von P,, P, und P, gder die Mittelfraft von der Refultante von 
P, und P, und von P,, die durch den Durchſchnitt X, diefer Iegteren Kräfte 
hindurchgehen muß, in das folgende Seil X, A Hineinfält. Das Eeil- 
polygon hat alſo in dem Falle, wo der Pol C in einer Ede des Kräftepolygons 
angenommen wird, bie Eigenfchaft, daß von dem jener Ede entfpreden: 
den Knoten an jede einzelne Seilpolygonfeite die Lage der Re— 
fultirenden derjenigen Kräfte angiebt, welche von dem mit ihr 
parallelen Strahle unterjpannt werben. Man nennt daher diefee 
Seilpolygon auch wohl die Mittelfraftslinie. 


Kräftepaare. Sucht man in der vorbemerkten Weife die Refuftirende 
von zwei gleichen und entgegengefegten Kräften, welche nicht in berfelben 
Geraden wirken, fo ift zumächft das Kräftepolygon ein gefchloffenes, und zwar 
durch die gerade Linie 012, Fig. 1019, ausgedrüdt. Wählt man daher 
den beliebigen Bol C, und zeichnet den Strahlen CO, C1 ımb C2 paralld 
das Seilpolygon AK,K,B, fo müfjen die beiden Außenfele A X, und 
K;B immer parallel ausfallen, da die ihnen parallelen Strahlen im Krüfte: 
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polygon zufammenfallen. Nach dem Bisherigen Tann man nun ſtets bie 
fämmtlichen gegebenen Kräfte durch die in den beiden Außenfeilen wirkenden 
Kräfte erfergt denken, welche ihrer Größe nach mit dem Anfangs und End» 
ftrahl übereinftimmen, und welche alſo hier, bei geichloffenem Kräftepolygon, 
von gleicher Größe, nämlich, gleich O C reip. gleich C’2 find. 

Das urfprüngliche Kräftepaar P, P, ift alfo durch er: ar.cres ſolches 
von gleicher Drehrichtung AA, KzB erfegt worden, und es ift leicht zu 
erkennen, daß diefes neue Kräftepaar mit dem urfpritnglichen ein gleiches 
Moment hat. Macht man nämlich K,D gleih P, oder gleich O1 und 
K)\A= 00, fo fält die Berbindungslinie AD parallel C1 oder K, KR; 
aus, da die Dreiede CO1 und AK, D congruent find. In Yolge deſſen 
find die beiden zwifchen den Parallelen X, K, und AD gelegenen und auf 
der gemeinfchaftlichen Grundlinie X, K, ftehenden Dreiede AK, K, und 

Fig. 1019. DKı K; einander flädhengleid). 
Jedes diefer beiden “Dreiede 
repräfentirt aber offenbar durch 
feinen Inhalt das halbe Mos 
ment eines ber beiden Sträfte- 
paare, denn das Dreieck DR, Ka 
hat zur Grundlage DK, die 
eine Kraft des gegebenen Paare 
und zur Höhe den Arm BE deſſelben, während das Dreieck AK, A, zur 
Grundlinie die eine Kraft AK, des neuen Paars und zur Höhe den ſenk⸗ 
rechten Abftand K, F der beiden Kräfte deſſelben hat. 

Die Graphoftatit führt uns hier auf einen eigenthümlichen Ausbrud für 
das halbe‘ Moment eines Kräftepaars durd) dasjenige Dreied, deſſen 
Grundlinie die eine Kraft ift und deſſen Spitze in der anderen 
Kraft liegt. Dabei ift e8 ganz gleichgültig, wo man die Grundlinie und 
Spige in diefen Kraftrichtungen annehmen möge, denn alle zwifchen diejen 
Barallelen Liegenden Treiede von derſelben Grundlinie find flächengleich. 

In gleicher Weife wird im Folgenden unter dem ftatifchen Momente einer 
einzelnen Kraft AP, Fig. 1020, in Beziehung auf einen Punkt O das dop⸗ 

Fig. 1020. pelte Dreied APO zu verftehen fein, deſſen 
Grundlinie die Kraft P und deffen Spige 
der Momentenpuntt O if. Da man bie 
Kraft AP in ihrer Richtung beliebig verfchieben 
darf, etwa nad) A’ P’, fo kann für das Moment 
natürlich) auch daS doppelte Dreied A’ P' O geſetzt 
werden, das mit A. PO von gleicher Größe ift. 

Natuüurlich gelten die in den 88. 92 bis 96 gefundenen Beziehungen zwifchen 
ben Momenten von Kräften und Gegenpaaren auch, wern das Moment 

Weisbach's Lehrbuch der Mechauik. L 81 
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geometrifch als doppelter “Dreiedsinhalt aufgefaßt wird, insbeſoudere gilt der 
Sag, daß das Moment der Mittelfraft beliebiger Kräfte gleid 
der algebraifhen Summe der Momente der Seitenfräfte ift, und 
läßt fich dieſer Sat aus der Aehnlichkeit der Dreiecke leicht geometrifch beweilen. 
Ebenſo erficht man fofort, daß das Moment eines Kräftepaars gleichbedeutend 
ift mit der algebraifchen Summe der Momente der einzelnen Kräfte. Wählt 
Big. 1021. man nämlid) in Fig. 1021 zu dem Sräftepaare AP, 
0 und BP, ganz beliebig einen Momentenpol O, fo find 
die Momente der Kräfte AP, und BP, für dieſen 
4 E Punkt durch die doppelten Dreiecke AP, O und 
- BP,;O gegeben. Macht man ED= AP, fo ill 
I AP,O=AEDOunda DP; || EB wir, 
B Bach AEDO=A LEP,O; folglid) Hat man 
die algebraifche Summe der Momente der beiden Kräfte durd die Differenz 
der doppelten ‘Dreiede BP,O und EP,O, aljo durch das doppelte Dreied 
B P, E gegeben, d. 5. durch das Moment des Kräftepaare. Es folgt hieraus 
weiter, wie in $. 96, daß die Zufammenfegung von Kräftepaaren in einer 
Ebene einfach auf eine algebraifche Addition ihrer Momente hinausläuft. 
Hat man ein Kräftepaar P,, P,, Fig. 1022, mit einer Kraft P, zu 
vereinigen, jo zeichne man das Kräftepolygon 0123, in weldyem die beiden 
Sig. 1022. Seiten Ol und 12 aufeinander 
fallen, und man erhält in der 
Strede 03 die Reſultirende 
3 der drei Kräfte P,,P, und P;. 
Auf diefegRefultirende, welche 
mit der Kraft P, der Groͤße 
oz cC und Richtung nad) überez- 
ftimmt, hat das Kıäftepax 
in Hinficht der Größe wie der 
Richtung alfo feinen Einfluß 
ausüben Fünnen, und nur ihre Tage wird durd) das Kräftepaar beeinflußt 
Zeichnet man nämlic) für einen beliebigen Pol C’das Seilpolygon AK, K,K;B, 
jo erhält man nad) der befannten Regel im Durchſchnittspunkte D der Außen 
feile AK, und BK, einen Punkt der mit P, oder O3 parallelen Mittel 
kraft P. Die Kraft P, ift daher durch die Vereinigung mit dem Gegen: 
paare P,, Ps in Größe und Richtung nicht verändert, fondern nur paralld 
ihrer Lage um ein gewiſſes Stüd, nämlid) von K, P; nad) DP verſchoben. 
Um die Größe diefer Verfchiebung allgemein zu Fennzeichnen, hat man nei 
nur zu dergegenmwärtigen, daß das Moment der Mittelkraft P in Bezug a: 
irgend welchen Punkt gleich fein muß der algebraifchen Summe der Momer:: 
der Seitenkräfte P,, P, und P,, mit anderen Worten, das Moment der 
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Mittelfraft DP ift um da8 Moment des Kräftepaares P,, P, algebraifc) 
größer, als das Moment der Kraft P,. Man kann daher fagen: Um eine 
Kraft mit einem Öegenpaare zu vereinigen, hat man die Kraft parallel mit 
ſich felbft um fo viel zu verfchieben, dag ein Dreieck, deſſen Grundlinie die 
noch nicht verjchobene Kraft ift, und deſſen Spige in der verſchobenen Kraft 
liegt, gleich dem halben Momente des Kräftepaares if. Die Richtung ber 
Berichiebung, ob nach der einen oder anderen Seite der Kraft, ift fo vor⸗ 
zunehmen, daß die verfchobene Kraft die Ebene um einen Punkt der nod) 
nicht verjchobenen Kraft in demſelben Sinne zu drehen ftrebt, wie das 
gegebene Kräftepaar. | 

Umgekehrt folgt natürlich au), daß man jebe Kraft, z. B. DP, zerlegen 
kann in eine mit ihr parallele gleichgroße und gleichgerichtete Kraft 2, und 
ein Kräftepaar P,, Pa, deſſen Moment gleich dem doppelten Flächeninhalte 
desjenigen Dreiecks ift, welches die urjprüngliche Kraft DP zur Grundlinie 
und feine Spite in der Seitentraft P, bat, und deflen Drehungsfinn ders 
jelbe ift, in welchem die urfprüngliche Kraft die Ebene um einen Punkt der 
neuen Kraft zu drehen firebt. 

Beiſpiele. 1) Das Kräftepaar AP,, BP, Big. 1028, ſoll dur ein anderes 


erjegt werden, deſſen Kraft P, gegeben if. Dan trage die gegebene Kraft P, 
von B aus glei BP, an, zeichne dur Ber: 


Fig. 1028. bindung von A mit B und P, das halte Mo- 

ment des Kräftepaares, d. h. das Dreied BAP,, 

P, A und vermwandele dieſes Dreied in das mit ihm 
B C flächengleiche BC P,, indem man AP, zieht, dur 


P, die Parallele P, C zu P,A legt und C mit 
P, verbindet. (Es ift offenbar sCP,A gleid 
ACP,P,;, daher auch 4BAP, = 4BCP,). 


B R, 3 Legt man nun dur die Spige C die Kraft 
DP, # BP,, jo iſt daß gejudte SKräftepaar 
gefunden. 


2) Das Kräftepaar AP,, BP, ſoll durch ein anderes von gegebenem Hebel⸗ 


arm DC erjegt werden. 
Man zeichne das halbe Moment des Kräftepaares 


Gig. 1024. oder daß Dreied BP,A, Fig. 1024, trage auf der 
Höhe AC den gegebenen Arm glei CD an, ziehe 

r, A durch D parallel zu BP, bis zu E und ver- 
F. E F wandele das Dreied BP,A in das flädhengleiche 


BP,E, indem man E mit P, verbindet und 
AP, parallel zu EPy zieht. Die Strede BP, 
5 > iſt die eine Kraft des neuen Kräftepaares, deſſen 

» #5 andere Rraft auf DE als FP,# BP, an 
getragen werden muß. 


3) Wie weit wird die Kraft CP, durch Zujammenfegung mit dem Kräfte: 
paare AP,, BP, Fig. 1025, verſchoben? 
81* 
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Man zeichne das Halbe Moment des Kräftepaares in dem Dreiede AP,B, 
trage dieſes Dreied an CP, als dad Dreied A’CB’ an, und verwandele 


Fig. 1025, 4 CA'B' in das flächengleide 
4 CP;D (nad Beilpiel 1), jo 
A pP, € ' giebt die Spige D einen Punkt, 


3 burg welchen die verſchobent 
‚ KuftDP, = CP, hindurch⸗ 
D PB gehen muß; dennn e3 if 
PR Vor i 44P,B=4CP,D 
und DP', dreht die Ebene um 
einen Punkt der urſprünglichen 
Kraft, 3. B. C, nad) derjelben Richtung (umgekehrt dem Zeiger einer Uhr) wie 
da8 gegebene Kräftepaar. Natürlid kann man jederzeit die Kraft D P', nach 
CP; verjegen, wenn man das Sräftepaar AP,, BP, hinzufügt, weldes die 
Ebene in demjelben Sinne und mit gleichem Momente, wie die urjprünglide 
Kraft D P,, um einen Punkt der, verjhobenen Kraft CP, drebt. 


Reduction der Momente. Wie aus dem vorigen Paragraphen ſich 
ergiebt, handelt e8 fi) in der Statik vielfach um Zufammenfegung von Do: 
menten, welche durch Flächen, meift durch Dreiede gegeben find. Um dieſe 
Addition bequem ausführen zu können, und da die graphifche Statik der An- 
ſchaulichkeit und Ueberfichtlichfeit wegen ihre Größen überhaupt durch gerade 
Linien ausbrüdt, ift es nothmwendig, die erwähnten Momentenflächen durch 
Streden darzuftellen.. Dies ift offenbar immer möglich, wenn man die 
betreffenden Flächen ſtets in folche Rechtecke verwandelt oder ſich verwandelt 
denft, welche eine gemeinfchaftliche Grundlinie haben. Alsdann ftellen die 
den einzelnen Rechtecken zugehörigen Höhen die Momente dar, vorausgejett 
nur, daß man unter einer Einheit ber Strede, welche die Höhe darftelt, 
nicht eine Länge, fondern eine Fläche verfteht, deren Grundlinie die gemein 
Ichaftliche Bafis und deren Höhe die Längeneinheit ift. Stellt nun bei den 
Momenten, die ja als Product aus Kraft mal Länge aufgefaßt werden 
müffen, die gemeinfame Bafis nad; dem zu Grunde gelegten Maßftabe für 
die Kräfte etwa b Kilogramm dar, fo entfpricht natürlich jeder Längeneinheit 
einer Höhe (1 Meter) offenbar ein Moment von d. 1 Meterkilogramm, 
und eine Höhe, die alfo nad) dem gewählten Längenmaßflabe a Meter 
beträgt, wird ein Moment von ab Meterfilogramm darftelen. Es iii 
übrigens ganz gleichgültig, ob die Bafis und die Höhe Kräfte, reſp. Längen, 
oder umgekehrt Pängen, refp. Kräfte, darftellen, denn wenn die gemeinſchait— 
liche Bafis als Fänge von b Metern gedacht wird, und die Höhe nach dem 
Kräftemaßftabe gleich a Kilogramm ſich ergiebt, fo ift dag Moment wie 
vorher zu ab Meterkilogramm gegeben. 

Man nennt diefe Umwandlung der Momentenflähen in Rechtede ver 
gemeinfchaftliher Srundlinie die Reduction der Momente auf ein: 


gemeinjhaftliche Baſis. Es Handelt fi, daher zunächſt darum, für die | 
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Ausführung diefer Reduction auf eine gemeinfchaftliche Bafis eine bequeme 
Methode anzugeben. Die Bafis ift dabei im Allgemeinen zwar gleichgilltig, 
man wird aber immer gut thun, dafiir eine die Rechnung vereinfachende 
abgerundete Zahl (feien e8 Meter oder Kilogramme) anzunehmen. 

Denn ein Moment durch die doppelte Fläche eines Dreieds ABC, 
Fig. 1026, gegeben ift, fo hat man, um es auf eine. beftimmte Baſis zu 

Fig. 1026, reduciren, das Dreied nur in ein anderes 
B flächengleiche8 zu verwandeln, deſſen 
Grundlinie gleich) der gegebenen Baſis 
ft. Hierzu giebt e8 mancdherlei Mes 
thoden, eine der einfachſten ift folgenbe: 

Man fchneide von einer Ede A des 
Dreiecks mit der zu Grunde gelegten Baſis 
b in bie gegenüberliegende Dreiedjeite 
BC en, ſo daß AD=Db ift, und 
ziehe durch eine andere Ede C eine Parallele CE mit b, fo ift das Per⸗ 
pendifel BF von ber dritten Ede B auf dieje Parallele gleich ber Höhe eines 
Dreiecks, defien Grundlinie gleich der gegebenen Bafis ift, und deſſen In- 
halt mit dem des gegebenen Dreieds übereinſtimmt. Dies ift Leicht erfichtlic,, 
da das Dreiet ABC durch die Baſis AD in die beiben Dreiede ADB 
und? ADC zertheilt ift, welche die gemeinfchaftliche Baſis AD — b 
und zu biefer Bafis die Höhen B@ und @ F haben, das Dreied ABC ift 
daher glei, einem anderen Dreiede von der Grundlinie AD — b unb der 
Höhe BE + GF—=Ff. Stellt nun das Dreieck ABC die Hälfte von 
dem Momente einer Kraft z. B. AB um einen Punkt C dar, fo kann man 
dieſes Moment gleich dem Rechtecke aus AD—=b und BF = f, alfo gleid) 
bf jegen, und man hat nad) dem, was hinfichtlich der Reduction von Mo— 
mentenflächen auf eine gemeinfchaftliche Bafis b gefagt worden ift, in / den 
Werth des Momente. Man pflegt wohl die Strede BF als die Anti- 
projection der Grundlinie BC auf die eingetragene Bafis AD zu nennen 
(vergl. $. 36, Anhang). 

Wenn verjchiedene Kräfte A, Pı, As Ps in einer Ebene durch Strecken ihrer 
Größe und Lage nad) gegeben find, und man ſoll die Momente derjelben in Bezug 
auf einen in derfelben Ebene liegenden Drehpunft O auf eine gemeinfchaftliche 
Baſis d-rebuciren, fo kann dies am einfachften dadurch gefchehen, daß man 
jede Kraft in zmei Komponenten zerlegt, von denen die eine gleich der 
gegebenen Bafis d ift, während die andere durch den Momentenpunkt hin- 
durchgeht. Dann ift der Abftand der erften Componente von dem Momenten⸗ 
punkte offenbar das reducirte Moment. Diefe Conftruction ift aus Fig. 1027 
(a. f. ©.) leicht zu erfennen. - Man ziehe durch den Momentenmittelpuntt O 
nad) einer beliebigen Richtung eine gerade Linie D,OD, Trägt man 
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damit parallel von den Angriffspuntten A,, As, As; aus die Seitenfräfte 
A,B, = A, Bʒ = A, Bʒ — db überall nad) derfelben Richtung an, jo 
find offenbar die Verbindungslinien Bi Pı, Be Pr, Bs Ps die zweiten Com⸗ 
ponenten, in welche die Kräfte A, Pı, As Pa, As Ps zerfallen, wenn A, Bi, 
Aa Bz, As Pz die erften Componenten find. Sollen nun diefe zweiten Com: 

Sig. 1027. ponenten Bi P, ... durch den 
Momentenpuntt 0 hindurch⸗ 
gehen, ſo hat man nur die 
Angriffspunkte A,, Az, As der 
Kräfte in diejenigen Punkte 
Cı, Ca, C, verlegt zu denken, 
in welchen die von O aus zu den 
zweiten Componenten Bi Pi, 
Ba Pa, Bs P, gezogenen Pa» 
rallelen die SKraftrichtungen 
ſchneiden. Während in diefem 
Valle die gedachten zweiten 
Somponenten BP durch ben 
Momentenpunkt O hinducchgehen, aljo ihr Moment Null ift, haben die erften 
Seitenfräfte AB, welche ſämmtlich gleich ber Baſis d find, Hebelarme, die 
durch die Abftände der Angriffepunkte Ci, Ch, Cʒ von ber mit diefen Kräften 
parallel gezogenen D, O D, gegeben find. Tiefe Abftände CD, = fi; 
CD; = fr; 03 Dʒ = fs vepräfentiven daher die auf die gemeinschaftlich 
Bafis d reducirten Momente der gegebenen Kräfte um den Punkt O. Cs 
ift Übrigens aus der Figur leicht zu erkennen, daß alle diejenigen Abftände f, 
welche auf derfelben Seite der zuerft gezogenen Geraden D, OD, Liegen, 
demjelben Sinne der Drehung entiprechen, während die auf den entgegen 
geſetzten Seiten von D; OD, gelegenen Abftände entgegengefegten Drehung?: 
finn andeuten. So ftreben die Kräfte A, P, und A; P, in der Figur, deren 
Abftände fa, fs unterhalb D, OD, liegen, die Ebene um den Punkt O nad) 
rechts (entjprechend dem Zeiger einer Uhr) zu drehen, während ber Kraft 
Aı Pı, deren Abftand oberhalb der Geraden D, OD, gelegen ift, die ent: 
gegengefegte Drehungsrichtung zufommt. 





Reduction der Momente paralleler Kräfte in einer Ebene. 
Hat man es mit parallelen Kräften in einer Ebene zu thun, fo bietet das 
Geilpolygon eine befonbers einfache Methode dar, um die Momente biejer 
Kräfte um einen beliebigen Punkt der Ebene auf eine gemeinfchaftliche Bafis 
zu reduciren. Diefer Fall gewährt ein befonderes Interefle wegen feines 
häufigen Borfommens bei der Unterfucdung von Ballen und Trägern, die 
durch parallele Kräfte (Belaftungen) angegriffen werden, und deren Dimen: 
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fionen von den angreifenden Momenten abhängen. Seien in Fig. 1028 
die parallelen Kräfte Pı, Pr, Ps, Ps gegeben und aus ihnen das Kräfte 
polygon O, 1, 2, 3, 4 gezeichnet; hierauf der Pol C beliebig angenommen 

Sig. 1028. und in befannter Art das Seil 
polygon AK, K, Kz K, B con⸗ 
ſtruirt. Umdie Momente diefer 
Kräfte für irgend einen Punkt 
O zu ermitteln, fei durd) O 
eine Parallele Of, zu den 
Kräften gezogen, und man 
denke fich die Seilpolygonfeiten 
bi8 zu den Durdjichnitten 0, 
Fr Sa Ss, Ja mit diefer Pas 
rallele durch O verlängert. Es 
ift jegtleicht erfichtlich, daß jedes 
einzelne der durch die Parallele 
Of, und zwei auf einander folgende Seile gebildeten Dreiecke einem im Kräfte 
polygon gelegenen Dreiecke wegen Parallelismus der Seiten ähnlich if. So 
iſt z. B.: 





AyhK AOIC, 

und daraus folgt: 
fh :01l=K,D:CE=h:b, 

wenn man den Abftand X, D des Knotens K, von der Parallelen Of, 
mit A, und den Abfland CE des Pols C von der Kräftelinie O4 mit b 
bezeichnet. Da nun O1 gleich ber Kraft P, ift, fo kann man fur obige 
Gleichung auch fchreiben: 

S,h-b=Pı.h. 

Der rechtsfeitige Ausdrud P, . A, ift aber offenbar das Drehungsmoment 
der Kraft P, um den Punkt O, und man hat aljo diefes Drehungsmoment 
gleich dem Probucte fofı - b gefunden aus dem Abſchnitte A fı, den 
die beiden in der Kraft P, zufammenftoßenden Seile auf ber 
Parallelen OA abjchneiden in den Abftand b des Pols C von der 
Kräftelinie bes Kräftepolygons. Da diefe Beziehung fich ganz all= 
gemein für jede Kraft beweifen läßt, 3. ®. das Moment von P, fich aus- 
drüdt duch, Pp. Ms = fıfa - b, jo erhält man in diefer Weile ohne Wei⸗ 
teres bie Momente der einzelnen Kräfte als Producte, deren einer Factor b 
allen gemeinſchaftlich ift, und deren andere Factoren bie Abſchnitte der 
betreffenden Seile auf der durch den Momentenpunft O zu den Kräften 
gezogenen Parallelen bedeuten. Nimmt man daher den Abftand CE = b 
des Pols von der Kräftelinie O4 als Bafis an, fo ftellen die Abſchnitte auf 
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Of, die betreffenden rebucirten Momente der Kräfte dar, und zwar iſt in 
der Figur das Moment von P, durch fofı, das von Ps durch fı Ja, das 
von P, dur ff und das von P, durch 3/4, dargeitellt. Die beiden 
Abſchnitte fofı und fifa haben gleiche Richtung (von unten nad) oben, wenn 
man bie Nummern der f in berjelben Reihenfolge wie die der Knoten K 
annimmt) und die zugehörigen Kräfte P, und P, haben ebenfalls gleiche 
Drehungsrichtung um O (linksum, d. 5. umgekehrt wie ber Zeiger einer 
Uhr). Die beiden anderen Abſchnitte fs /s und fs /ı haben beibe bie ent- 
gegengefegte, von oben nad) unten gehende Richtung, und die ihnen zu 
gehörigen Kräfte P, und P, ftreben, die Ebene bementjprechend nad) rechts 
um den Punkt O zu drehen. Daraus erkennt man, daß bie einzelnen Ab: 
fchnitte auf Of die bezüglichen Momente nicht nur der Größe, ſondern aud) 
dem Sinne der Drehung nad, daritellen. 

Ebenfo folgt ohne Weitere® aus der Betrachtung ber Figur, daß bie 
Summe der Momente zweier oder beliebig vieler aufeinanderfolgender 
Kräfte dargeftellt wird durch denjenigen Abſchnitt auf der durch O gezogenen 
Parallelen Ofo, welcher zwifchen ben beiden Seilpolygonfeiten enthalten ift, 
zrotfchen welchen die betreffenden Kräfte P eingefchloflen find. So ſtellt 
3.8. /0 /; als Abjchnitt zwifchen den Seilen AK, und K, K, das Moment 
der Kräfte P, und P, dar, ebenfo ift in fo/s das Moment der Kräfte 
Pı, Ps und Pz und in fu fs das Moment aller Kräfte Pi, P,, P, und P, 
gegeben. Alle diefe Abjchnitte find von unten nach oben gerichtet und ent- 
ſprechen daher linksdrehenden Kräften. In der That erfennt man auch aus 
dem Seilpolygon, wie die Refultante von P,, P, nnd P,, deren Größe 
durch O3 gegeben ift, und welche in dem Durchichnittspunfte zwiſchen A Kı 
und X. Kz wirkt (diefer Durchfchnitt ift links in der Figur nicht mehr 
fichtbar), eine linke Drehung anftrebt. Daffelbe ift auch mit der durch X, 
hinducchgehenden, der Größe nad) durch O4 gegebenen Refultante der vier 
Kräfte Pı, Pa, Ps und P, der Fall. Fügt man zu den gegebenen Kräften 
P,, P:, Ps, Pı nod) eine Kraft P, gleich 40, aljo der Mittelkraft jener 
gleich) und entgegengejegt hinzu, und läßt diefelbe im ‘Durdjichnitte K, der 
Außenfeile AK, und KB angreifın, fo ift nicht nur das Kräftes, fondern 
auch das Seilpolygon gejcjloffen ; ſämmtliche Kräfte ftehen daher im leid; 
gewichte, und es ift aud) da8 Moment von P5 durch /, fo alfo gleich, aber 
von entgegengefegtem “Drehungsfinne mit dem Momente fy fs, welches ber 
Mittelkraft der vier Kräfte P,, Pr, P, und P, angehört. Die Summe aller 
Momente ift daher gleich) Null und zwar für jede beliebige Lage des Punktes O. 

Würde man die Kraft P, zwar gleich) 40 annehmen, aber nicht in K;, 
jondern etwa in K, angreifen laſſen, fo fchließt ſich das Seilpolygon wicht, 
indem. die Außenfeile X, A und K, fz jest nur parallel ausfallen, und es 
reſultirt nach 8.41, Anhang, aus der Summe aller Kräfte ein Kräftepaar, deſſen 
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reducirtes Moment (zur Bafis C E b) durch f, fr ausgedrüdt ift. Auch diefe 
Größe ift offenbar conftant, wo man aud) ben Momentenpuntt O wählen möge. 


Beispiele. Die Anwendung der im vorigen Paragraphen gezeigten $. 45. 
Methode zur Beftimmung der reducirten Momente von Barallellräften möge 
durch einige Beiſpiele erläutert werden. 

Ein auf den beiden Stügen A und B, Fig. 1029, aufruhender, horizontaler 
Balfen fei durch die beliebigen Belaftungen P,, Pa, Ps, Pı angegriffen; 
zur Beftimmung der Dimenfionen follen fir jeden beliebigen Duerjchnitt 
die Transverfalfräfte und da8 Drehungsmoment ermittelt werden. Man 

Gig. 1029. 





trage auf einer Berticalen O4 die Kräfte Pı, Pr, Pr, Pı auf und wähle zu 
diefem Kräftepolygon den Bol C in ſolchem Abftande von der Kräftelinie, 
dag CE = b gleich der Momentenbafis ift. Zeichnet man nun in befannter 
Weiſe von einem beliebigen Punkte etwa A aus das Seilpolygon AK Ka, Ks, K. Ks, 
fo erhält man in K, A bie Schlußlinie des Seilpolygons, und eine von C 
aus damit parallel gezogene Gerade CR giebt offenbar in OR und R4 bie 
Auflagerdrude, alfo in RO und 4.R die Auflagerreactionen in den Stüß- 
punkten A und B (vergl. aud) Anhang 8. 39). Denft man fid, diefe 
Reactionen RL = ROin A und RR, = AR in B als vertical aufwärts 
wirkende Kräfte hinzugefügt, fo ift der Balken im Gfleichgewichte, das Kräfte- 
polygon RO1234R ift gefchloffen und ebenfo aud) das Seilpolygon 
DARRKRK,K,K,D. 

Für irgend einen Querfhnitt, 3.8. a, beftimmt fich offenbar die Summe 
aller auf das links von a liegende Balkenſtück Aa wirkenden Kräfte Ri, 
Pı, Ps, Ps aus dem Sräftepolygon zu R3, während die Summe aller 
recht8 von a wirkenden Kräfte P, und R, durch 3 R alfa ebenfo groß, 
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aber entgegengejett fich ergiebt. Dieje Kräftefumme oder Mittelkraft 23 
von Rı, Pı, Ps und Ps geht durch den Durchjichnittspunft s der Außenfeile 
AR, und K,K, Das in dem Duerfchnitte a wirffame Drehungsmoment 
der Kräfte, welche auf den linksſeitigen Theil wirken, ift nach dem Vorigen 
durch den Abfchnitt a, az gegeben, welcher auf der durch den Punkt a ge 
zogenen Berticalen durch die beiden Außenfeile, d. h. durch die der erften 
Kraft R, vorausgehende Seilpolygonjeite AK, und die der legten Kraft P, 
nachfolgende Seilpolygonfeite X, X, abgejchnitten wird. Natürlich ift das 
Moment der auf das rechtsliegendbe Balkenſtück Ba wirkenden Kräfte P, 
und R, ebenfo groß, aber von entgegengejegtem Drehungsfinne. Um den 
größten Werth des Drehungsmomentes und damit den fogenannten gefähr- 
lichen Querſchnitt des Balkens zu beftimmen, hat man nur diejenige Stelle 
des Balkens aufzufuchen, wo die vertical gemeſſene Ordinate innerhalb des 
Seilpolygons ein Maximum wird. Zieht man alfo parallel zu AK, eine 
Berührungslinie an da8 Seilpolygon, weldje hier durch den Eckpunkt K, geht, 
jo erhält man in dem Duerfchnitte durch K, Ps das größte Bruchmoment. 
Der Bunkt, in welchem die gedachte, mit der Schlußlinie des Seilpolygons 
parallel gezogene Gerade das Seilpolygon berührt, wird im Allgemeinen 
immer in einen Knoten deflelben treffen, nur in dem alle, wo eine Seite 
des Polygons (etwa A, K,) mit der Schluglinie parallel läuft, wird in allen 
über diefer Seite des Seilpolygons gelegenen Balkenquerſchnitten das Moment 
ber äußeren Kräfte, alfo auch die Gefährlichkeit gleich groß fein. Dies it 
3. B. dann der Fall, wenn ſämmtliche Belaftungen ſymmetriſch gegen die 
Mitte des Balkens vertheilt find. 

Die Schlußlinie AK, ift in Fig. 1029 gegen den Horizontalen Balfen 
AB geneigt; der Grund davon liegt darin, daß die Höhenlage des Pols C 
im Kräftepolygon ganz willfiirlich angenommen worden iſt. Es ift aber em 
Leichtes, durch eine entiprechende Veränderung bes Pols C dem Seilpolygon 
eine ſolche Lage zu geben, daß die Schlußlinie A K, in eine vorgejchriebene 
Richtung, etwa in die horizontale Richtung AB des Balkens füllt. Zu 
dem Ende ziehe man von dem Punkte R im Kräftepolygon, welcher bie 
beiden Auflagerdrude OR und R4 beitimmt, eine Parallele RC’ zu ber für 
die Schlußlinie vorgefchriebenen Geraden, alfo etwa zu AB, und nehme auf 
diefer Linie den Pol C’ an, natürlich fo, daß der Abftand des Pols von der 
Kräftelinie unverändert gleich der Momentenbafis bleibt. Alsdann wird das 
neue Seilpolygon AK’, K',K',K’,B, welches für diefen Pol C’ gezeichnet 
wird, wie leicht zu erfehen, eine in AB hineinfallende Schlußlinie erhalten 
müſſen. 

Wenn ein Balken nicht durch in einzelnen Punkten concentrirte, ſondern 
durch auf größere Längen ſtetig vertheilte Belaſtungen angegriffen wird, ſo 
geht das Seilpolygon natürlich in eine ſtetige Curve Uber. Man kann dieſe 
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Curve näherungsweife immer leicht conftruiren, wenn man den Balken in 
eine größere Anzahl hinreichend Heiner Theile zerlegt denkt, und die auf diefe 
Theile entfallenden Belaftungen in deren Mittelpunkten reſp. Schwerpuntten 
wirfend annimmt. Man erhält auf diefe Art ebenjo mie im Vorſtehenden 
ein Seilpolygon, welches fich um fo mehr der eigentlichen Seilcurve nähert, 
je Heiner die Balfenelemente angenommen worden find. Um diefe Beſtim⸗ 
mung der auf die Balkentheile wirkenden Theillaften ebenfalls graphiſch leicht 
vornehmen zu können, kann man paflend das Belaſtungsgeſetz des Balkens 
durch eine Curve über demfelben derart ausdrücken, daß die einzelnen Or⸗ 
dinaten diefer Curve über der als Abfcifienare genommenen Balfenare die 
fpecififchen Belaftungen angeben. Dan hat dann gewiffermaßen die auf dem 
Balken liegende Laſt als die materiell zu denkende Fläche dargeftellt, welche 
zwifchen dem Balken und der Belaftungscurve enthalten ift, und deren 
Gewicht der Balken zu tragen hat. 

Eine jehr häufig bei der Berechnung von Trägern 2c. zu berüdfichtigende, 
ftetig verteilte Belaftung ift in dem Eigengewichte der Träger felbft zu 
erfennen, welches in vielen Fällen der Praxis als gleihhmäßig Über die ganze 
Baltenlänge vertheilt angenommen werden kann. Demgemäß fällt die das 
Belaftungsgejeg darftellende Belaftungscurve geradlinig und parallel zur 
Balkenaxe aus. Xheilt man nun die ganze Balfenlänge AB, Fig. 1030, 
in etwa acht gleiche Theile, conftruirt das Kräftepolygon O 8, wählt den Bol C 

j "ig. 1030. 


⸗ 
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in einem Abftande gleich der Momentenbafis b von 08 und zwar in dem 
in der Mitte von O8 auf der Kräftelinie errichteten Perpendikel, fo läßt ſich 
das Eeilpolygon AR, Rz... B zeichnen. Diefes Polygon geht in dem 
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Falle, wo man die einzelnen Balkentheile unendlich Klein annimmt, in eine 

Parabel über, deren Are durch die Berticale in der Baltenmitte gegeben ift. 

Der Beweis hierfitr ift mit Hülfe der ähnlichen Dreiecke, welche im Kräfte 

“ und Seilpolygon vorhanden find, nicht ſchwer zu führen*). Die Schluß. 
linie des Seilpolygons A B muß Hier nad) dent vorigen Paragraphen mit 
der horizontalen Balfenare zufammenfallen, weil der Bol C fo gewählt ift, 
daß die Berbindungslinie defjelben mit der Mitte 4 der Kräftelinie parallel 
den Balfen AB gerichtet ift, diefer Mittelpunkt 4 aber derjenige ift, welder 
im vorliegenden Falle die beiden gleichen Auflagerdrucke O 4 und 4 8 beftunmt. 
Nimmt man diefen Drucken gleich und entgegengefeßt die Auflagerreactionen 
in A und B glei 40 — 84, d. h. gleich der halben Belaftung an, jo iſt 
ber Balken im Gleichgewicht. 

In Betreff diefer der ftetig vertheilten Laſt entfprechenden Seilcurve gilt 
dafielbe, was bei concentrirten Kräften im Vorftehenden von dem Seilpolygon 
nachgeiwiefen worden if. Man findet 3. B. für irgend einen Querſchnitt a 
das Geſammtmoment aller äußeren Kräfte dargeftellt durch den Abfchnittaa, 
der durch a gehenden Verticalen zwiſchen der Seilcurve und ihrer Schluflinie. 
Ebenſo erhält man die in demfelben Querſchnitte = wirkende Verticalkraft 
oder die Summe aller auf einer Seite von a auf das Balfenftüd Aa wir- 

. tenden äußeren Kräfte, wenn man durch ben Schnittpunft a, eine Tangente 


2) Wählt man den vertical unter der Mitte 7 des Ballens AB, Fig. 1081, 
gelegenen Puntt O der Eurve als Goordinatenanfang, legt die Age O X vertical 


Sig. 1081. 


dur M und die Y:Are parallel mit AB, 
bezeichnet ferner J die halbe Baltenlänge 
MA und p die Belaftung pro Längenen: 
heit, jo ift im Sräftepolggen om = pl 
zu machen. Für irgend einen Punkt E der 
Seilcurve, deſſen Coordinaten ED =y 
und OD = x find, muß nad der Som 
ftruction die Tangente FF" parallel dem 
Strahl Ce des SKräftepolygons jein, für 
welchen die Kraft em — py if. Tape 
bat man auß den ähnlichen Dreieden EFE 
und eCm die Gleichung: 
EG:GF=em:mC=py:b 





oder: 
sr = zZ y2y, 
woraus dur Integration die Scheitelgleihung einer Parabel 
— 2,2 
= 95% 


Tolgt. 








a - — — wu —— —22 


8. 45.] Die Elemente der graphiſchen Statif. 1293 


an die Seilcurve legt, und mit dieſer parallel den Strahl Ca im Kräfte: 
polygon legt. Die Strede 40 ftellt dann der Richtung und Größe nad) 
die Mittelfraft der auf das Balkenſtück Aa wirkenden Kräfte dar, und zwar 
geht dieſe Mittelkraft durch den Schnittpunkt a, zwiſchen den ent|prechenden 
Außenfeilen, d. 5. der Schlußlinie A B und der Tangente aı ao. 

Wenn der Balten außer der ftetig vertheilten Laſt Q noch eine oder 
mehrere concentrirte Belaftungen wie P zu tragen hat, fo könnte man zwar 
fir P und Q gemeinichaftlich das Kräfte- und Seilpolygon conftruiren, doc) 
empfiehlt es ſich in vielen Fällen, für die concentrirten Kräfte ebenfo wie 
für die ftetig vertheilten gefondert dieje Polygone zu zeichnen. Man hat 
dann zur Ermittelung der gefammten Transverfalfräfte und Drehungs⸗ 
momente nur nöthig, die aus den einzelnen Polygonen fi) ergebenden 
Streden algebraifch zu addiven. In Fig. 1030 ift diefe Zeichnung für eine 
Kraft P gemacht, indem die Kraft P als 0’1’ aufgetragen und der Pol C’ 
in einem Abftande gleich der Momentenbafis b von diefer Linie angenommen 
ift, alfo in demfelben Abftande wie C ihn von 08 hat. Damit ferner die 
Schlußlinie diefes Polygons ebenfalls mit der Balkenaxe AB und alſo mit 
der Schlußlinie der Seilcurve der ftetigen Laſt zufammenfalle, ift O’ in 
folder Höhenlage angenommen, daß die durch C’ parallel zu A B gezogene 
Gerade CO’ ER’ die Kräftelinie 0’1’ in demfelben Verhältniſſe theilt, in welchem 
die durch P erzeugten Auflagerdrude zu einander ſtehen, oder mit anderen 
Worten, es ift 2’ fo gewählt, daß die Proportion ftattfindet: 

0R:RVY=BD:AD. 

Um dies graphifch auszuführen, hat man nur nöthig, die Strede BE 
jenfrecht zu AB gleich P oder gleich, 0’1’ zu machen und AE zu ziehen, 
dann ftellt die Größe FD offenbar den Auflagerdrud in B dar, und man 
hat daher 1’ —= DF zu machen. Nachdem in diefer Art der Pol C 
gewählt worden, conftruirt fid) das Seilpolygon für die Kraft P durch 
AK'B, und daſſelbe fchließt fi), wenn man wieder in A und B die durd) 
P veranlaßten Reactionen gleich R’O’ und 1’ RP’ zu den durch die Faft Q 
hervorgerufenen Reactionen 40 und 84 hinzufügt, jo daß man jetzt hat: 

R, =40 + RO’, und 
Rs — 84 + ’R. 

Aus der Seilcurve der ftetigen Yaft AK, K, ... B und aus dem Geil 
polygon der concentrirten Kraft AK’ B, welche beide wegen der bejonberen 
Lage der Pole C und CO’ mit den Schlußlinien AB auf einander fallen, 
ergiebt fich num die Combination AK, K, K,... BE’A. 

Die Berticallraft in irgend einem Querſchnitte @ beiteht jest aus zwei 
Theilen, und zwar erften® aus dem durch Q hervorgerufenen Antheile, welcher 
bereit8 oben zu 4 gefunden wurde, und welcher in dem Schnittpunfte a, 
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feinen Angriffspunft hat. Hierzu kommt die durd) P Hervorgerufene Kraft, 
die der Größe nach durch P — 0’ R’ oder durch die Strede AR’ 1’ dargeftellt 
ft. Der Ungriffspunft diefer Kraft liegt in dem Durchfchnittspunfte B 
der betreffenden Außenfeile AB und XB, zwiſchen denen die Kräfte R, 
und P gelegen find. Dieſe beiden Transverfalträfte 400 in a, und R’1’ 
in B laſſen fid) in befannter Art leicht zu einer einzigen Mittelkraft zu⸗ 
jammenfegen, indem man 1’a’ — 4 anträgt und zu dem Kräftepolygon 
R' 1’ und dein Pol C das Seilpoliygoen BG H conftrnirt. (Man macht 
BH| CR; B@ || O1’ und GEH || Ce.) Auf diefe Weife erhält 
man im Durdjichnittspuntte ZZ den Angriff der ganzen den Duerfchnitt a 
angreifenden Berticallraft 4x + R’1’ —= Ro’. Ferner erhält man wie 
früher für jeden Duerfchnitt a des Balkens das Moment der äußeren Kräfte 
durch den Abfchnitt a,a; — a, a + aa,, welcher zwifchen der Curve und 
dem Polygon enthalten if. Man erfieht auch, daß das Marimum bes 
Momentes jegt nicht mehr in der Mitte M des Balfens gelegen ift, ſondern 
im Allgemeinen zwiſchen dem Mittelpunfte M und dem Angriffspunfte D 
der Kraft P (in dem Falle der Figur in D felbft) ftattfindet. Es ift alſo 
der gefährliche Querſchnitt des Balkens, welcher, bei allein vorhandener gleich: 
mäßig vertheifter Belaftung, in ber Balfenmitte gelegen ift, von diefer Stelle 
aus in der Richtung nad) der Stüge A Hin verfchoben worden dadurch, daß 
über A herein die concentrirte Laft P getreten ift, und beide Punkte, der 
gefährliche Duerfchnitt umd der Angriffspumft D der Kraft P, haben fid 
bei dieſer entgegengefegten Bewegung begegnen und zufanmenfallen müſſen. 

Um diefe Verſchiebung, welche der gefährliche Querſchnitt erfährt, wenn 
die Laſt P über den Träger ſich bewegt, näher kennen zu lernen, ſei AB, 
Fig. 1032, ein Träger (etwa eines Laufkrahns), auf welchem die bewegliche 
Belaftung P in Form eines feinen Wagens, welcher die Winde trägt, verfchiebbar 
angebracht ift. Set AL, Mı N, B die dem Eigengewichte Q ded Trägers von 
der Länge J ſammt darauf ruhender Bahn entjprechende Seilcurve, welche bei 
der nahezu gleichmäßigen Bertheilung der Eigenlaft als Parabel angenommen 
werden kann. Sei ferner für eine beliebige Stellung des Windewagens, 
3. B. wenn der Schwerpunft deffelben iiber D fteht, da8 Seilpolygon 4KB 
jo gezeichnet, daß die Schlußlinie A B deilelben mit derjenigen der Seilcurve 
zufammeentrifft. Hierzu ift nur nöthig, den Bol C’ im Kräftepolygon 
CF G'B' fo zu wählen, daß die Horizontale C’ @ die Kraft FB’ in 
ſolchem Verhältniſſe theilt, daß die beiden Abfchnitte F’@’ und @’B’ die 
beiden Auflagerdrude in A und B barftellen. Zu dem Ende ift 3 F gleid) 
P gemacht und die Berbindungslinie AF gezogen, die Horizontale JG 
durch den Punkt J, in weldem diefe Berbindende von der Kraftrichtung P 
gejchnitten wird, theilt dann die Strede BF in @ berart, daß @B den 
Auflagerdrud in B und FG denjenigen in A angiebt. Macht man daher 
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BB =GBw@F = GF, fo erhält man in der Horizontalen 
durch G’ in der Entfernung @’ C gleich, der Momentenbaſis b den gefuchten 
Bol Cl’, 

Nach dem Borftehenden ftellt nun bie Strede M, M, da8 Bruchmoment 
in dem mittleren, durch M gehenden Duerfchnitte vor, während Ki K das 


ig. 1032. 





oa _ 2 a2 _ Mn m 


Moment in dem Querfchnitte D bedeutet. Wie die Yigur erkennen läßt, 
ift das Drehungsmoment in allen Balfenquerjchnitten durch die Laſt P ver- 
größert worden, und zwar in der Mitte ınn MM,, in D am meiften, nämlich 
um DE. Man fann mit dem Zirkel durch Abgreifen aud) dad Marimum 
des Moments finden, welches irgendwo zwiſchen M und D Tiegen muß. 
Diefe Stelle bed größten Moments oder der augenblidliche gefährliche Quer⸗ 
ſchnitt läßt fich aber auch in folgender Art beftimmen. 

Wenn man fid) vergegenwärtigt, daß bei einem auf relative Elaſticität in 
Anſpruch genommenen Balken das marimale Bruchmoment immer an ber 
jenigen Stelle ftattfindet, fiir welche die Transverſalkraft zu Null wird, fo 
hanzelt es ſich alfo nur um die Ermittelung dieſes Punktes. Nun kann dies 
graphifch fehr Leicht folgendermaßen gejchehen. Denkt man fich auf der 
Linie AB als Abſciſſenaxe in jedem Punkte eine Ordinate aufgetragen, 
welche der bort herrfchenden Transverjalfraft gleich ift, jo erhält ınan in der 
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Berbindung der Enbpunfte diefer Ordinaten eine graphifche Darftellung der 
Größe diefer Transverſalkraft. Zunähft hat man für die gleichförmig ver- 
theilte Laſt Q in dem Puufte A die Ordinate AH) I/, Q als Auflager⸗ 
reaction vertical aufwärts anzutragen. Im jebent, um die beliebige Länge z 
horizontal von A entfernten Trägerquerfchnitte wird diefer Drud um den 


Theil — Q vermindert fein, und man erfennt fehr leicht, daß die betreffende 


Linie der Transverſalkraft für die gleichförmig vertheilte Laft eine Gerade 
fein muß, welche von dem Punkte Z, ausgehend die Baltenare AB in der 
Mitte M durchichneidet, und die Berticale durch den Auflagerpuntt B in 


einer Entfernung BE, — < trifft. Die Drudkräfte find in der erften 


Hälfte AM des Ballens nad) oben, in der zweiten Hälfte MB nad) unten 
gerichtet, wie die Ordinaten der Linie Z, ME, aud) andeuten. Tritt nım 
die concentrirte Kraft P in dem Punkte D Hinzu, fo wird, wie ſchon oben 
angeführt, die Auflagerreaction in A um die Größe G F vergrößert, und es 
ift daher in jedem Duerfchnitte zwischen A und D die Transverfalfraft um 
diefe nach oben gerichtete Reaction GEF größer geworden al vorher. In 
dem Punkte D Hingegen fonumt zu der fo vergrößerten Transverſalkraft eine 
nad unten gerichtete Krajt P = FB Hinzu. Aus diefen beiden Aen— 
derungen folgt, daß in allen Bunften rechts von D zur Transverſalkraft eine 
nad) unten gerichtete Kraft glei FB — FG — GB hinzutritt. Macht 
man dahr ERL = GF, ferner RR | Ki und RK, = FB, 
fowie K,R; || Eı Eu, fo erhält man die Tinte, welche die Transverfalfräfte 
für die Etellung der Laſt P in dem Punkte D ergiebt. Da dieſe Linie die 
Abjeiffenare AB in O fchneibet, fo ift der Querfchnitt durch diefen Punkt O 
der gefährliche. Die Betrachtung der Figur zeigt, daß man zu demjelben 
Querſchnitte O gelangt, wer man die Abftiffenare AB um die Größe 
BG = DJ erhöht denkt, und ihren Schnittpuukt in diefer neuen Lage 
mit der Linie Z, Ey auffuht, welche die aus der gleichförmigen Belaftung 
refultivenden Transverfalfräfte darftellt. 

Dentt man ſich daher die Kraft P von A Hereintretend allmälig nad) 
der Mitte M des Balfens hin verfchoben, fo nimmt die Größe DJ, welche 
nad) dem Borigen bie Auflagerreaction in B barftellt, allmälig von Null 
bis Y, P zu, und man findet für jede Stellung der Yaft P den zugehörigen 
gefährlichen Ouerfchnitt, wenn man von dem Punkte J, in welchem bie 
Kraftrichtung von P die Linie AF jchneibet, eine Horizontale bis zum 
Schnitt mit der Linie Z, Z, zieht, welche die Transverjalfräfte der gleich: 
förmigen Belaftung darſtellt. Man erfennt daher leicht, daß der gefährliche 
Duerfchnitt, welcher in M fich befindet, während die Kraft P noch über A 
fteht, bei einer Bewegung der legteren nad) dem Zräger herein biefer Kraft 


Pd 
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entgegengeht, 3. B. nad) O gekommen ift, wenn die Kraft über D fteht, und 
daß die Kraft P und der gefährliche Querſchnitt fich in dem Punkte Z begegnen, 
m welchem bie Gerade E, F, ber Transverfaltraft und die Linie AF fid) 
ſchneiden. Rückt die Kraft P weiter bis zur Mitte MM des Ballens vor, fo 
fallt während diefer Bewegung der gefährliche Querſchnitt immer mit der 
Kraft P zufammen. Man erkennt dies daraus, daß die Linie der gefammten 
Zransverfalfraft R, X, K, R, in diefem Falle immer mit ihrem verticalen 
Theile K, Kz die Abfciffenare AB durchfchneidet, daher ſtets in dem durch 
K, K, ober bie Kraftrichtung gegebenen Duerfchnitte die Trausverfaltraft 
Null, alfo das Bruchmoment ein Marimum if. Wenn die Kraft P nod) 
weiter über die Mitte A des Trägers nad) B hin fortfchreitet, fo begleitet 
ber gefährliche Querſchnitt die Kraft bis zu einem Punkte N, welcher von 
der Mitte M diefelbe Entfernung hat wie Z, und wenn bie Kraft über 
diefen Punkt N Hinaus fich weiter bewegt, fo kehrt der gefährliche Quer⸗ 
fhnitt von N nad) der Mitte M zurück, wo er in dem Momente ankommt, 
in welchem die Kraft P den Stützpunkt B erreicht. Bei einer einfachen 
Ueberführung der concentrirten Laſt P von A nad) B macht fomit der 
gefährliche Querſchnitt eine Dscillation von der Mitte M nad) L, zurück 
über M nad) N und wieder zurüd nad) M. 

Aus den vorftehenden Beifpielen ergiebt fich zur Genlige, daß die An⸗ 
wendung graphiſcher Methoden in vielen Fällen, beſonders, wo es ſich, wie 
in der Feſtigkeitslehre, um parallele Kräfte handelt, ſehr einfach zu den 
gewunſchten Reſultaten führt. Beſonders fruchtbar erweiſen ſich dieſe Me⸗ 
thoden für die Berechnung der Dimenfionen von Gitter⸗- oder Fachwerks⸗ 
trägern für Brlden, Dächer ꝛc., worüber im zweiten Theile das Nähere. 


Graphische Schwerpunktsbestimmung. ‘Der Schwerpuntt einer $. 46. 
materiellen Fläche als der Mittelpunkt der parallelen Schwerfräfte aller 
einzelnen Elemente diefer Fläche läßt fi) mit Hilfe bes Seilpolygons leicht 
beftimmen. Zerlegt man nämlich die gegebene materielle Figur in ihre 
Elemente, deren Schwerpuntte man kennt, und zeichnet hierfür das Kräfte 
polygon und das Seilpolygon, jo geben die äußerften Seilpolygonfeiten in 
ihrem Durchſchnittspunkte (nad) 8. 41, Anhang) einen Punkt, durch welchen 
die Mittelfraft fänmtlicher parallelen Schwerkräfte Hindurchgeht. Zieht man 
daher durch diefen Durchſchnitt eine Parallele zu jenen Kräften, fo liegt in 
diefer der Schwerpunkt. Kann man num noch eine andere, ben Schwer⸗ 
punkt enthaltende Richtung, wie etwa die Synmetrieare bei einer ſymme⸗ 
trifchen Figur, angeben, fo findet man natürlich den Schmwerpunft der Fläche 
in dem Durchſchnittspunkte diefer beiden Richtungen. Dan muß in ſolchem 
Falle, um in Wirklichkeit einen Schnittpunkt zu erhalten, die Richtung der 
Schwerkräfte oder mit anderen Worten die Tage der gegebenen Figur ſo 
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annehmen, daß die Schwerkräfte nicht zu der Symmetrieare parallel 
find. 

Wenn die Figur indeffen eine Symmetrieare nicht befigt, fo erfordert die 
Beſtimmung des Schwerpunkts eine zweimalige Verzeichnung des Seil⸗ 
polygons flir zwei verfchiedene Richtungen der Schwerfräfte, d. h. für zwei 
verfchiedene Stellungen der betreffenden Figur gegen die verticale Richtung. 

Beifpiele. 1) Sol der Schwerpunkt der Figur abedefgh, sig. 1033, 
beftimmt werden, fo zerlege man dieſe Figur in bie Rechtede £/gh, abki 
und .eked, deren Schwerpunfte in den reſp. Mitten A,, As, As liegen. 


Fig. 1083. 





Nimmt man in diefen Punkten die den Flächenräumen jener Kechtede pro- 
portionalen Kräfte oder Streden Aı Pı, AsPs, As Ps vertical abwärts 
gerichtet an, conftruirt das zugehörige Kräftepolygon C0123 unb daraus 
das Seilpolyggon BK, K, A, D, fo erhält man in der Verticalen SK durch 
den Schnittpunft X der äußerften-Seile DK, und BKL eine Linie, welche 
durch den gefuchten Schwerpunkt Hindurchgehen muß. Denkt man fi num- 
mehr die Figur um einen beliebigen Winkel, etwa um 90° gedreht und 
"wiederholt diefelbe Conftruction für diefe neue Lage, fo erhält man eine 
zweite Mittelfvaftölinie, die in ihrem Durchichnitte mit der erften den ge- 
ſuchten Schwerpunkt liefert. Um indeſſen nicht die Figur gänzlich von 
Neuem zeichnen zu müſſen, darf man annehmen, die Kräfte Pı, Pr, Pr 
wirkten in unveränderter Größe nad) einer anderen Richtung, aber immer 
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parallel zu einander, etwa horizontal, und feien diefelben durch A, Pi, As P's 
und Az P’s dargeftellt. Um das Seilpolygon hierfür zu zeichnen, fan man 
das fchon vorhandene Kräftepolygon CO 123 benugen, wenn man nur ben 
Geiten des Seilpolygons Richtungen giebt, welche mit den bezitglichen 
Strahlen denfelben Winkel einfchließen, um welchen man die Kraftrichtungen 
gedreht gebacht hat, aljo wenn man hier, wo biefer Winkel zu 90° an 
genommen wurde, die Seilpolygonfeiten ſenkrecht zu den Strahlen zieht 
(B'K', L 00; K'ıK, 1 c1, KK, l 02 md K,D L 03). 
Das neue Seilpolygon B’K’, K',K',D liefert dann in der durch den 
Durchſchnitt A’ der Außenfeile B’K’, und D’K’, gezogenen Horizontalen 
K’ S eine Linie, die durch den Schwerpunkt geht, welcher folglich im Durch⸗ 
jchnitte S der Geraden XS und K’S liegt. 


2) Es ſei bei dem in Fig. 1034 (a. f. S.) abgebildeten, auf einer Drehfcheibe 
ftehenden Krahn As P, das Gewicht der Drehicheibe ſammt Rädern, A, Pi 
das der hinteren Spannftangen G As, As P, da8 der Traverje Az, As Pi 
das der Doppelitrebe Az A;, As Ps das Gewicht des Strebenfußlagers, 
ferner A, P, das Gewicht der vorderen Spannftangen, A, Pr dasjenige der 
Hauptftreben A; A; und endlich A, P; die durch den Tlafchenzug bei As 
und die angehängte Laſt dargeftellte Belaftung. Es mögen dieſe ſämmt⸗ 
lichen Kräfte in der verticalen Symmetrieebene des Krahns angenommen 
werden, indem man ſich immer die Gewichte je zweier, ſymmetriſch zu dieſer 
Ebene angeordneten Organe (Streben, Spannftangen zc.) vereinigt denkt. 
Zeichnet man zu dem Kräftepolygon C0O12... 8 das zugehörige Seil- 
polygon BK ,. K, ... K;D, fo erhält man m dem Durchſchnitte K der 
Außenfeile BE, nnd DR, einen Punkt, durch welchen die Mittelkraft des 
ganzen Syſtems KPı-s hindurchgeht. Da diefe Kraft die Horizontale HF 
außerhalb der Stügen trifft, jo wird der Krahn nicht ohne Weiteres ftabil 
fein, und man muß jein Umfippen durch ein auf der anderen Seite anzu- 
bringendes Gegengewicht verhüten. Es fragt ſich nun, wie groß das Gegen- 
gewicht A, Po, deflen Schwerpunkt über A, Tiegen fol, gewählt werben 
müſſe, damit zu gehöriger Stabilität der Drud des ganzen Syſtems bie 
horizontale Stützfläche in einem Punkte Z treffe, der um ein gewifles Stüd 
(etwa 1/; Meter) von der Stügfchiene unter F' nad) innen gelegen ift? 


Es muß, damit legteres ftattfinde, offenbar die Mittelfraft von A, P, 
und von KPı_s durch E Hinducchgehen, alfo muß die Berticale in Z den 
Schnittpunkt A’ treffen, in welchem die nunmehrigen äußerften Seilpolygon- 
feiten ſich ſchneiden. Während einerfeitS DA, letzte Seilpolygonſeite 
geblieben ift, kommt andererfeit3 durch bie Hinzufligung des Öegengewicht8 A, Pr 
zu den vorhandenen Geilpolygonfeiten noch eine neue hinzu. Den betrefs 
fenden Knotenpunkt K, erhält man in dem Durchſchnitte der neuen Kraft 
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As P, mit der bisherigen erften Seilpolygonfeite ZB X, und man findet daher 
nach der joeben angeftellten Betrachtung die Richtung des neuen Außenfeils 
in der Berbindumgslinie X, K'. Zieht man hiermit parallel im Kräfte: 
polygon den Strahl C9, fo erhält man in der Strede 90 die auf dem zu 
Grunde gelegten Kräftemaßftabe abzugreifende Größe des Gegengewichtes. 


Tig. 1034. 





Es ift ebenfalls ohne Weiteres erfichtlih, daß die Mittelfraft des un- 
belafteten Krahns in die Verticale hineinfallen muß, welche durch den Schnitt- 
punkt (X) der Seilpolygonfeite B’ KR, und K,K, hindurchgeht. Für den 
Val, dag man da8 Gegengewicht außerhalb der Stügbahn jenfeits HZ an- 
gebracht hätte, wie e8 bei gewiſſen Eifenbahn» oder Rollkrahnen zu geſchehen 
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pflegt, wäre diefer Punkt (ZH) aufzufuchen, um die Conftruction auf ihre 
Stabilität aud) im unbelafteten Zuftande zu prüfen. Fiele die Verticale 
durch (X) jenfeits der Stügbahn in AI, fo müßte in ſolchem alle das betrefs 
fende Gegengewicht näher nad) ZI hereingerüdt und dafür natürlich ent- 
ſprechend größer angenommen werben. 


Den ausführlicfien Unterricht in der graphiſchen Statit findet man in dem 
Werke: „Die graphiſche Statil, von 8. Culmann (1866)*, welddem das Ber: 
dienft zulommt, diefe Disciplin zuerft als beſondere Wiſſenſchaft behandelt zu 
baben. Als beſonders empfehlenswerth für das Studium müfjen ebenfalls die 
„Elemente der graphifhen Statik, von 3. Bauſchinger (1871)" hervorgehoben 
werden. Ueber die Anwendung graphiicher Methoden beim Rechnen kann man 
nadjlefen: „Cousinery, Le calcul par le trait (1838). 





Alphbabetifhes Sachregiſter. 


Die angeführten Ziffern geben die Seitenzahl an. 


A. 
Abbrechen, 438 


Abdrücken, Abſcheeren (Widerſtand deſ⸗ 


ſelben), 380. 545. 
Aberration des Sternenlichtes, 135. 
Abhängigvariable, 1. 
Abhang, 1105. 
Abſciſſen, 2 
Apfciffenacceleration,' 129. 
Abſcifſengeſchwindigkeit, 128. 
Abjolute Elafticität und Feſtigleit, 879. 
828. 
Abweichung (Deviation), 676. 
Acceleration, 80. 85. 102. 
Addition, graphiſche, 1252. 
Adhäſionskraft, 148. 902. 
Adhäfionsplatten, 903. 
Aerodynamik, Aöroftatif, 150. 
Aeußere Kräfte, 661. 
Aggregatzuſtaͤnde, 147. 
Aichen, Aichmaß, 1126. 
d'Alembert'ſches Princip, 662. 854. 


Anfangsgeſchwindigkeit, 80. 759. 1286. 


Angriffspunft, 148. 179. 


Anſatzgerinne, kurze (Ausflug durch), 


996. 998. 


Anfagröhren, coniſch convergente, 1009. 


Anfagröhren, coniſch divergente, 1009. 


Anjagröhren, kurze (Ausfluß durch), 1000. 


1007. 1038. 


Anfagröhren, kurze conifche, 1009. 1041. 


Anfagröhren, kurze innere, 1008. 

Anjagröhren, kurze jchiefe, 1005. 

Unlagröbren, lange, 1011. 

Anſchwellungen der Slüfle, 1123. 

Antifrictionszapfen, 354. 

Antiparallele 1259. 

Antiprojection, 1264. 

Unziehungsgefege, magnetifche, 1206. 

Aräometer, Sentwagen, 898. 

Arbeit der Eentrifugaltraft, 726. 

Arbeit der comprimirten Luft, 926, 1085. 

Arbeit der Reibung, 314. 840. 

Arbeit der Trägheit, 157. 685. 

Arbeit der Wärme, 1085. 

Arbeit einer Kraft, mechaniſche Arbeit, 
153. 174. 197. 1160. 

Arbeitseinheit, 154. 

Arbeitsmodul der Elafticität und Feftig- 
feit, 392. 413. 587. 654. 

Arbeitsftabilität, 264. 

Arbeitäverluft, 795. 969. 1031. 

Arhimedes’ Princip, 897 

Aiymptote, 17. 19. 20. 39. 49. 

Atmojphäre, Atmofphärendrud, 917. 

Attractiondgejeg, 95. 

Atwood'ſche Fallmaſchine, 715. 


Aufhängepunkt, 243. 782. 


Auftrieb, 881. 941. 

Ausdehnung der Luft, 928. 

Ausdehnung durch Wärme, 937. 

Ausdehnung, elaſtiſche und permanente, 
881. 394. 

Ausdehnungscoefficient 937. 





Alphabetifches Sachregifter. 


Ausdehnungsverſuche, 409. 

Ausflug aus bewegten Gefäßen, 965. 

Ausflußcoefficient des Waſſers, 972. 

Auflußcoefficienten der Luft, 1094. 

Ausflug der Luft aus Gefäßen, 1081. 
1089. 1091. 

Ausfluß des bewegten Waflers, 990. 

Ausfluß des Waflers aus Gefäßen, 944. 

Ausflußgeihwindigleit, 945. 

Ausflußmenge, Ausflußquantum, 944. 
972. 1088. 


Ausflugmündung, Ausflußöffnung, 945. 


Ausflug unter veränderlidem Drude, 
1059. 1102. 

Ausflug unter Wafler, 951. 

Ausflug verſchiedener Flüffigleiten, 949. 
1079. 


Ausflug, voller, 1001. 1088. 
Ausſchlag, Ausſchlagswinkel, 767. 
Are eines Kräftepaares, 192. 

Are, freie, 740. 752. 

Are, Umdrehungsare, 192. 248. 680. 
Are, neutrale, 422. 

Ürendrud, 247. 748. 


B. 


Balken, 427. 433. 448. 450. 453. 458. 
472. 

Balken, geipannte, 624. 

Balten, hohle, 444. 528. 

Balliftit, 116, 1188. 

Balliftiiches Pendel, 816. 

Barometer, 916. 

Barometriſches Höhenmeffen, 931. 

Barpcentriiche Methode, 233. 

Becher, hydrometrifcher, 1136. 

Befeſtigungsarten, 241. 

Beharrungsvermögen, Xrägbeit, 141. 

Beharrungszuftand des fließenden 
Waſſers, 1107. 

Berührungßlinie, 7. 

Beichleunigung, 80. 659. 675. 885. 

Beihleunigung der Schwere, 85. 143. 

Bette, Flußbette, 1105. 

Bewegung, abjolut, relativ, 77. 132. 
659. 673. 

Bewegung, beichleunigt, verzögert, 78. 
1059. 

Bewegung der Luft in Röhren, 1100. 
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Bewezung des Waflers in Flußbeiten ıc. 
1105. 1115. 1119. 

Bewegung des Wafjers in Röhren, 1011. 

Bewegung, einfahe und zufammen: 
geiegte, 104. 

Bewegung, gerablinige und krumm⸗ 
linige, 78. 

Dewegung, gleihförmige und ungleich⸗ 
förmige, 78. 1116. 

Bewegung in wiberfiehenden Mitteln, 
1185. 

Bemwegungsarten, 77. 680. 

Bewegungshinderniſſe, 1232. 

Bewegungälehre, 77. 

Bewegungsmoment, 789. 

Bemegungsphajen, 1215. 

Biegungselafticität und Feſtigkeit, 380. 
421. 437. 512. 542. 624. 

Biegungsfedern, 638. 656. 

Biegungsmoment, 424. 439. 

Binomialfunction, 25. 

Binomiſche Reihe, 25. 

Blattfedern, 639. 642. 

Bodendrud, 859. 

Boſchung, 263. 871. 1111. 

Brachyſtochronismus, 777. 

Brechungsquerſchnitt, 531. 

Bricolmintel 1044. 

Brigg’iches Logarithmenſyſtem, 33. 

Bruchpunkt, Bruchquerſchnitt, 468. 

Brunnenzoll, 1133. 


C. 


Calotte, 708. 

Gapillarität, 902, 

Gataracte, 1024, 

Gentralellipjoid, 691. 

Gentralftoß, 786. 788. 
Gentrifugalfraft, 679. 722. 730. 
Sentrifugaltraft des Waflers, 856, 
Gentripetaltraft 679. 724. 
&inematit, 137. 

Eohäfion, 375. 902. 
Cohãſionskraft, 148. 
Gommunicirende Röhren, 861. 901. 
Somponenten, 107. 160. 
Gompreifion, 393. 

Goncavität, 7. 23. 
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Coniſche Röhren, 1020. ’ 

Gonftante Yactoren, 9. 29. 

Eonftante Glieder, 9. 29. 

Gonftante Größen, 1. 9. 

Eonftante Kraft, 151. 

Gontraction, Eontractionscoefficient, 968. 
970. 1094. 

Sontraction, volllommene und unvoll⸗ 
fommene, 988. 1006. 1035. 


Gontraction, vollfländige und unvoll- 


ftändige (partielle), 985 
Contractionsſcala, 984. 
Contrahirte Waflerftrablen, AM. 
Gonverität, 7. 23. 
Goordinaten, 2. 
Eofinus: und Eotangensfunction, 39. 
Eurven, convexe, concave, 7. 12. 22. 
Cycloide, Cycloidenpendel, 773. 


D. 


Dampf, Dichtigkeit deſſelben, 939. 

Dampf, Erpanfivfraft deſſelben, 8 

Depreſſion und Elevation, 906. 

Dichtigkeit der Körper, 146. 

Dichtigkeit (mittlere) der Erde, 1201. 

Dichtigkeit der Luft, 988. 

Dihtigkeit des Waflerdampfes, 939. 

Differenzial, 6. 

Differenzialverhältnig, Differenzialguo- 
tient, 7. 

Directiondkraft der Magnetnadel, 1208. 

Divifion, graphifche, 1255. 

Drehllappe, 1050. 

Drehpunkt, 249. 

Drehſchraubenfedern, 647- 

Drehung, 198. 199. 539. 

Drehungselafticität und Feftigfeit, 381. 
578. 584. 

Drehungshalbmefler, 694. 725. 

Drehungsmoment, 578. 685. 1204. 

Drehmage, 1202. 

Drofielventil, 1050. 

Drud der Luft, 916. 929. 

Drudfeftigfeit, 375. 

Drudhöhe, 860. 945. 953. 1032. 

Drud, hydrauliſcher, hydrodynamiſcher, 
952, 
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Drud, bydroftatifcher, 846. 861. 
Drud im Wafler, 848. . 

Drud, ſpecifiſcher, 324. 

Drud und Zug, 139. 375. 616. 629. 
Druck⸗, Bertical-, Horizontal«, 870. 
Durchbiegung, Ginbiegung, 519. 
Dynamit, 138. 659. 


E. 


Ebene, ſchiefe oder geneigte, 268. 270. 
746. 


Einfallsloth, Einfallswinkel, 806. 
Einheit der mechaniſchen Arbeit, 164 
Einrammen, 824. 

Elafticität, 148. 375. 916. 1195. 
Elafticitätögrenze, 376. 3883. 
Elafticitätgmodul, 384. 550. 1220. 
Elaſtiſche Linie, 428. 468. 577. 
Elaftiſch⸗flüſſige Körper, 147. 845. 
Elektriſche Käfte, 148. 

Elemente, 6. 

Elevationsmwinfel, 117. 

Ellipje, 13. 280. 297. 542. 706. 
Ellipfoid, 691. 709. 

Elliptiſche Bewegung, 1236. 
Elongation, 767. 1217. 
Emporfteigen, ſenkrechtes, 88. 
Endgeſchwindigkeit, 80. 
Erbmagnetismus, 1204. 1209. 
Evolute, 57. 

Erentriiher Drud und Zug, 616. 
Excentriſcher Stoß. 786. 819. 
Erpanfivfraft der Luft, 916. 937. 
Erpanfivfraft des Waflerdampfes, 3. 
Erponentialcurven, 33. 
Erponentialfunction, 31. 


®. 


N 


Fall oder allen der Körper, 3. 85. 


756. 777. 
Fallmaſchine von Atwood, 715. 
Fallwintel, Neigungsmwintel, 315. 756. 


Federn, Federdynamometer, 638. 653. 


802. 





Alphabetiiches Sachregifter. 


Tederfraft, 148. 

Federungsarbeit, 639. 656. 

Feſtigkeit, 377. 

Teftigleitsmodul, 388. 438. 509. 516. 

Fläche, krumme, 5. 

Fliehkraft, 724. 

Fließende Waſſer, 1105. 

Flügelrad, hhdrometriſcher Flügel, 1142. 

Flüffigkeiten, flüſſige Körper, 147. 845. 

Flußbetten, 1105. 

Fortpflanzungsgeſchwindigkeit, 
1216. 1218. 1241. 

Fortrollen, 720. 

Fortſchreitende Bewegung, 680. 1211. 

Frictionsräder, 340. 716. 

Fuͤllen und Leeren dos Schleuſen, 1074. 

Functionen, 1. 


1213. 


G. 


Gay-Luſſac'ſches Gele, 937. 

Safe, Zuftarten, 916. 

Gasmeſſer, Gasuhr, 1173. - 

Gefälle, 1029. 1105. 

Gefäßbarometer, 916. 

Gefäßmanometer, 920. 

Gelentpolygon, 1275. 

Geoſtatik, Geodynamik, Geomechanik, 149. 

Geſchmeidig, 377. 

Geſchwindigkeit, 78. 

Geſchwindigkeit des fließenden Waſſers, 
1106. 

Geſchwindigkeit des Schalles, 1218. 

Geſchwindigkeit, mittlere, 98.959. 1106. 
1108. 

Geſchwindigkeit, virtuelle, 174.198. 201. 

Geſchwindigkeitscoefficient, 968. 1094. 

Geſchwindigkeitshöhe, 87. 953. 

Geſchwindigkeitsveränderung, plößliche, 
1033. 

Geſetz von Mariotte, 922. 

Gefeg von Gay-Luſſac, 937. 

Gewidt, abfolutes, 139. 144. 

Gewicht, jpecififches oder eigenthüm⸗ 
liches, 144. 895. 

Gewichteinheit, 140. 

Sleihförmige Bewegung, 78. 99. 
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Gleichförmig bejchleunigte, gleihförmig 
verzögerte Bewegung, 80. 81. 83. 84. 

Gleichförmig veränderte Bewegung, 79. 
100. . 

Gleichgewicht, 138. 242. 248. 331. 834. 
916. 

Gleichgewichtsarten, 243. 259. 

Gleichheit der Kräfte, 139. 

Gramm, Kilogramm, 141. 

@leiten, 310. 756. 761. 

Graphiſche Darftellung, 2, 3. 99. 

Graphoftatit, 1250. 

Größen, conftante und variabele, 1. 

Grundbette, 1105. 

Guldiniſche Negel, 233. 236. 857. 


9. 


Haarröhrchen, 912. 

Hähne, 355. 1049. 1134. 

Härte, 377. 796. 

Halszapfen, 351. 

Hauptaren, 689. 741. 

Hebel, Hebelarten, 249. 348. 

Hebelarm, 181. 

Hebermanometer, 919. 

Herabgleiten, 761. 

Herabrollen, 763. 

Horizontal: und Berticaldrud, 870. 874. 
881. 

Hoyer, Rammbär, 824. 

Hydrodynamik, Hydroftatit, 149. 944, 

Hydraulit, 149. 

Hyrrometer, Hydrometrie, 1126. 1136. 
1139. 

Hydrometrifches Flügelrad, 1142. 

Hydrometriſches Pendel, 1149. 

Hyperbel, 19. 48. 

Hyperboliſche Logarithmen, 32. 49. 

Hydroftatiicde Wage, 896. 


I 


Indifferentes Gleichgewicht, 243. 260. 
Inflexion der Wellen, 1249. 
Infleriond- oder Wendepunft, 22. 
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Innere Kräfte, 660. 

Interferenz der Wellen, 1224. 1247. 
Antegral, Integraltehnung, 28 
Integralformeln, 29. 

Sintenfität einer Kraft, 149. 
Intenfität des Erbmagnetismus, 1211. 
Snterpolation, 70. 

Iſochronismus, 757. 775. 777. 


8. 


Kammzapfen, 351. 

Kegelventile, 1054. 

Keil, 273. 332. 533. 

Kettenbrüde, 2. 

Kettenlinie, gemeine, 291. 

Rettenreibung, 363. 366. 

Stlappenventile, 1049. 1054. 

Klofteraewölbe, 285. 

$niehebel, 251. 

Knieröhren, 1043. 

Senoten, 277. 1276. 

Körnerfpigen, 353. 

Körper, materielle oder phyſiſche, 137. 

Körper, ftarre, biegjame und elaftifche, 
276. 

Körper von gleihem Widerftande, 398, 
536. 608. 

Kraft, Kräfte, 187. 188. 148. 195. 

Kraft, lebendige, 160. 

Kräftepaar, 187. 470. 

Kräftepolygon, 1266. 

Kräftemaß, 142. 

Kraftmoment, 181. 

Kraftrichtung, 148. 

Kreis, 2. 

Kreisbogen, Schwerpunft defjelben. 205. 

Kreisfunctionen, 38. 

Kreijel, 726. 

Kreispendel, 766. 


Kropfröhren, gefrämmte Röhren, 1045. 


Krümmungshalbmeſſer, 
kreis, 56. 124. 425. 
Krümmungsmittelpunft, 57. 


Krümmungs⸗ 


Krummlinige Bewegung, 123. 128. 176. 
Kugel, 217. 228. 697. 701. 708. 722. 


763. 887. 1067. 
Kurbel, 98. 
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8. 


Zabiles Gleichgewicht, 244. 259. 

Länge einer Welle, 1213. 

Längenſchwingungen, 1195. 1211. 

Raft, 250. 303. 

Lebendige Kraft, Princip derjelben, 160. 
664. 666. 1120. 

Leeren der Ausflußgefäße, 1059. 

Lesbros' Verfuche, 99. 

Reiftung, Arbeit einer Kraft, 153. 

Reiftung der Gentrifugalfraft, 726. 

Leiſtungsvermögen des fließenden Waſ—⸗ 
ſers, 945. 

Linie, elaſtiſche, 428. 431. 

Linie, gerade, 17. 

Linien, frumme, 2. 

Logarithmen, 32. 

Logarithmiſche Yunctionen, 31. 35. 

Logarithmiſche Reihen, 36. 

Luft, Ausflug derjelben, 1079. 108. 
1089. 

Zuftballon, 942. 

Luft, Dichtigkeit derjelben, 938. 

Zuft, Luſtdruck, 916. 

Zuftmanometer, 940. 

Ruftpumpe, 934. 

Luftſchichten, 929. 


M. 


Mac Laurin's Reihe, 25. 
Magnetismus, 1204. 

Magnetiihe Kraft, 148. 1205. 
Magnetnadel, 1203. 

Manometer, 916. 918. 
Mariotte’iches Gejek, 3. 5. 92. 
Maſſe, 142. 659. 

Maflenmoment, 685. 


. Materie, 140. 


Materieller Punkt, 151. 659. 

Materielles Pendel, 779. 

Marimal: und Mininal- Gontraction, 
982. 

Maximal⸗- und? Minimal-Spannungen. 
568. 
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Marimum und Minimum, 21. 

Mechanik, 137. 

Mechaniſche Arbeit, 153. 172. 174. 197. 
340. 432. 

Metacentrum, 891. 

Methode der Tleinften Quadrate, 64. 

Mittel, arithmetifches, 66. 

Mittelkraft, 164. 

Mitteltraftslinie, 1280. 

Mittelpunft der Mafje, 202. 

Mittelpuntt des Schwunges, 779. 

Mittelpunft des Stoßes, 750. 865. 

Mittelpunkt des Wafjerdrudes, 863. 

Mittelpunkt paralleler Kräfte, 193. 

Modul der Elafticität und Feſtigkeit, 
384. 550. 1220. 

Modul der Logarithmen, 33. 

Molecularwirkungen, 902. 

Molecule, Moleculartraft, 148. 902. 

Moment eines Kräftepaares, 187. 

Momentenbafis, 1284. 

Moment, magnetiiches, 1208. 1210. 

Moment paralleler Kräfte, 195. 

Moment, Reduction defielben, 1284. 

Moment, ftatisches oder Kraftmonient, 
181. 

Moment, Trägheitsmoment, 685. 

Multiplication, graphiiche, 12585. 

Mundftüde, Ein- und Ausmündungs⸗ 
ftüd, 963. 1022. 1028. 

Mündung in der dünnen Wand, 970. 
1080. 1094. 

Miündungen, rectanguläre,. 957. 976. 
990. 994. 

Mustelkraft, animaliihe Kraft, 148. 


- 


N. 


Naturgeſetze, 3. 

Natürliche Logarithmen, 32. 49. 
Naturlehre, 137. 

Neil'ſche Parabel, 16. 54. 
Neutrale Faſerſchicht (Are), 422. 561. 
Nicholſon'ſche Senkwage, 725. 
Nietung, 550. 

Niveauflächen 667. 

Normale, 56. 

Normalacceleration, 125. 129. 723. 
Normaltraft, 176. 728. 
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O. 


Obelisk, Ausfluß aus demſelben, 1068. 
Obelist, Schwerpunkt deſſelben, 226. 
Oberfläche des Waſſers, 8562. 
Obſervatorium, hydrauliſches, 1145. 
Obturatoren, 1049. 

Del, Ausfluß defielben, 1079. 
Ordinaten, 2. 

Ordinatenacceleration, 129. 
Ordinatengeſchwindigkeit, 128. 

Ort, 77. 138. 

Oſcillation, 767. 1192. 


P. 


Parabel, 3. 56. 112. 288. 301. 537. 706. 

Paraboliihe Bewegung, 113, 123. 

Paraboloid, 122. 705. 856. 

Barallelepiped der Geſchwindigkeiten, 110. 

Parallelkräfte, 186. 

Barallelogramm der Xccelerationen, 111. 

Barallelogramm der Bewegungen, 105. 

Varallelogramm der Geſchwindigkeiten, 
107. 

Barallelogrammı der Kräfte, 163. 

Baralleltafeln, 910. 

Barameter, 17. 

Pendel, balliſtiſches, 816. 

Pendel, einfaches mathematiſches und 
materielles, 766. 779. 

Pendel, hydrometriiches, 1149. 

Bendellinje, 706. 

Pendelſchlag, 767. 

Periode, periodifche Bewegung‘, 78. 98. 

Pfahle, Einrammen berjelben, 824. 

Pfund, Zolpfund, Neupfund, 141. 

Vhoronomie, 77. 137. 

Phoronometriſche Formeln, 94. 

Piezometer, 920. 1029. 

Pitot'ſche Röhre, 1148. 

Pneumatik, 148. 

Bol des KHräftepolygons, 1276. 

Polyeder, Schwerpunft derjelben, 223. 

Boncelet’jche Ausflugmündungen, 976. 

Poncelet's Theorem, 345. 

Botenzfundion (vr), 12. 
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Botenziren, graphiiches, 1258. 
Potenzreihe, natürliche, 32. 

Product, Differenzial defielben, 10. 
Princip des gleiden Drudes, 846. 
Profil, Längen: und Querprofil, 1108. 
Progreſſive Bewegung, 197. 

Prony's Waflermeßmethode, 1132. 
Profaphie und Synaphie, 908. 


D, 


Quadratur der Eurven, 47. 

Quedfilber, Ausfluß defielben, 1079. 

Querprofil der fließenden Wafler, 1105. 
1110. 

Querſchwingungen, 1198. 1225. 1227. 

Querſchnitt, ſchwacher, gefährlicher, 583. 

Querſchnittsveränderungen, plößliche, 
1031. 

Quotient $, 62. 

Dotient, Differenzial defielben, 11. 


R. 


Radwelle, 302. 806. 710, 

Radiciren, graphiſches, 1260. 

Rammbär, Rammklotz, 824. 

Reaction des ausfließenden Waflers, 
1152. 

Reactiondrad, 1165. 

Rectification der Eurven, 54. 

Reduction der Biegungsmomente, 439. 

. Reduction der Maſſen, 686. 

Reduction der Trägheitsmomente, 688. 

Reduction einer Kraft, 249. 

Rebuctionsformel, 45. 

Reflexionswinkel, Austrittswintel, 805. 

Reibung, Reibungswiberftand, 309. 321. 
557. 761. 1011. 

Reibung auf der ſchiefen Ebene, 325. 

Neibungsarten, 310. 

Reibungscoefficient, 818.  ' 

Reibungscoefficient der Luft in Röhren, 
1099. 

Meibungscoefficient des Wafler in 
Flüflen, 1116. 

Reibungscoefficient des Waſſers in 
Röhren, 1012. 

Reibungsgejege, 312. 


Alphabetiſches 


Sachregiſter. 


Reibungskegel, 315. 
Reibungsverſuche, 816. 321. 
Reibungswage, 319. 
Reibungswiderſtandshöhe, 1012. 
Reibungs⸗ oder Ruhewinkel, 315. 


Relative Elaſticität und Feſtigkeit, 380. 


832. 

Relativer Ort, relative Bewegung, 132. 
133. 673 

Rejultirende Kraft, Mittellraft, 160. 

Reverfionäpenbel, 783. 

Rheometer, 1150. 

Rippen, 529. 

Nöhren- und Keflelftärlen, 877. 

Nöhrenleitungen, 1022. 1036. 

Röſche, 1105. 

Rollen, feſte und lofe, Kraft und Leits 
rolle, 302. 373. 716. 

Rollen der Körper, 720. 768. 

Rotationsfläen und Notationskörper. 
231. 233. 708. 742. 

Rückwirkende Elafticität und Feſtigkeit, 
880. 

Ruhe, abjolute, relative, 77. 

Ruhepunkt, Stügpunft, 249. 


* 


S. 


Saiten, Schwingungen geſpannter, 1225. 

Säulen, Tragkraft derjelben, 605. 

Schallgeſchwindigkeit, 1218. 

Schaukeln oder Wiegen, 784 

Schieber, Schubventile, 1049. 

Schiefe Ebene, 270. 325. 756. 768. 

Schiefwinkelige Eoordinaten, 47. 

Schleuſen, 1074. 

Schmieren, 310. 

Schneiden und Spiten, 356. 

Schraubenfedern, 652. 

Schubelafticität und eftigleit, 380. 545. 
672. 

Schubkraft, 427. 561. 

Schwerebene, Schwerlinie, 202. 

Schwerkraft, 85. 137. 148. 756. 

Schwerpunft, 202. 668. 

Scähwerpunftsbeflimmungen, 203. 1297. 

Schwimmen, Schwimmtiefe, 884. 836. 
894. 





Alphabetiſches Sachregifter. 


Schwimmer, Schwimmlugel, 1139. 

Schwimmſtab, 1140. 

Schwingung, ſchwingende Bewegung, 
766. 1192. 1211. 

Schwingungen elaftifher Stäbe, 1227. 


Schwingungen der Magnetnadel, 1205. 


Schwingungen der Saiten, 1226. 

Schwingungen des Waflers, 1234. 

Schwingungsamplitube, 1212. 

Schwingungsbogen, Schwingungsweite, 
767. 1193. 

Schwingungsgeſetz, 92. 

Schwingungshindernig, 1232. 

Schwingungsknoten, 1228. 

Schwingungspunlt, 779. 865. 

Schwingungszeit, Schwingungsdauer, 
767. 769. 1193. 1219. 

Schwungkraft, 724. 

Seilcurve, 1291. 

Seilmafdine, 276. 

Seilpolygon, 281. 1275. 

Seilreibung, 361. 

Seitendrud des Waflers, 862. 

Seitengeſchwindigkeiten, 107. 

Seitenträfte, 164. 

Sentwagen, 898. 

Sicherheitämodul, 3%. 

Simpſon'ſche Regel, 49. 229. 

Sinußfunction, 38. 

Sinujoide, 39. 

Sohle, 11085. 

Sondirftange, Sondirkette, 1141. 

Spannttaft, 916. 

Spannung, 277. 384. 568. 905. 

Spannung, Horizontal: und Bertical-, 
282. 

Specifiſches (eigenthümliches) Gewicht, 
144. 895. 


Specifiſches Volumen, 144. 

Sphäroid, 229. 702. 

Spirale, logarithmiſche, 1260. 
Spitzapfen, 352. 

Springende Waflerftrahlen, 120. 1024. 
Spröde, 377. 


Stab, Schwingungen eine Stabes, 1227. 


Stabiles Gleichgewicht, 243. 259. 

Stabilität, Standfähigteit, 243. 259. 
262. 264. 

Stabilität ſchwimmender Körper, 890. 

Statit, 138. 150. 179. 
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Stehende Schwingungen, 1211. 1222. 
1224. | 

Stehender Zapfen, 351. 

Steifigleit der Seile und Ketten, 366. 

Steifigfeitswiderftand der Hanf: und 
Drabtieile, 369. 

Steighöhe, Yallhöhe, 88. 1026. 

Stereometer, 931. 

Stift, Reibung defjelben, 351. 

Stoß, verſchiedene Arten des Stoßes, 
786 


Stoß, elaftiicher, 787. 7%. 

Stoß, gerader, 787. 

Stoß, unvollkommen elaſtiſcher, 787. 800. 

Stoß, ſchiefer, 787. 802. 1162. 

Stoß det Waſſers, 1156. 1161. 1164. 
1179. 

Stoß der Luft, 1181. 

Stoßfeftigleit, 828. 832. 836. 839. 

Stoflinie, 786. 

Stoßpunft, 815. 

Stofreibung, 806. 

Stoßzeit, 787. 

Stromgeſchwindigkeitsſcala, 1108. 

Stromquadrant, 1149. 

Stromftrih, Stromrinne, 1106. 

Stükpuntt, 244. 

Subnormale, 56. 

Subtangente, 8. 34. 290. 

Subtraction, graphiſche, 1252. 

Symmetrieebene, Symmetrieaxe, 204. 


693. 
Symmetriide Körper, 204. 
T. 


Tachometer, 1150. 


Tangente, Tangentenwinkel, 7. 15. 129. 
Tangentialacceleration, 126. 129. 670. 
Tangentialebene, 8. 

Tangensfunction, Tangentoide, 39. 
Tangentialgeſchwindigkeit, 114. 
Tangentialfraft, 176. 

Taucherglocke, 926. 

Tautohronismus, 777. 

Teichdämme, 870. 

Teichgerinne, 1006. 1071. 

Temperatur, 937. 

Torfion, 578. 629. 

Xorfiongfedern, 638, 649. 656. 
Torfionsfeftigfeit, 381. 578. 836. 
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Torfiongmoment, 578. 

Torfionspendel, Torfionsihwingungen, 
1200. 

Torfionsmwintel, 578. 

Tractorie, Zuglinie, 355. 

Träger, 513. 

Trägbeit, 141. 174. 

Trögheitshalbmefler, 693. 

Trägheitshauptaxe, 689. 741. 

Zrägheitsfraft, 148. 157. 

Trägheitsinoment, 439. 630. 683. 694. 

Tragkraft, Tragvermögen, 388. 438. 
572. 

Tragmodul, 888. 506. 516. 

Tragmoment, 523. 

Trigonometriſche Functionen, 38. 

Trigonometriſche Linien, 40. 

Trigonometriſche Reihen, 43. 

Tropfbar flüſfige Körper, 147. 


u. 


Ueberdruck, 919. 

Ueberfall, Wandeinſchnitt, 958. 981. 
992. 1068. 

Umdrehungsaxe, 192. 241. 745. 

Umdrehungsebene, 242. 

Umbdrehungsträftepaar, 629. 

Umdrehungszeit, 725. 

Umbüllungscurve, 122. 

Ungleiförmige Bewegung, 78. 89. 100. 

Ungleicgförmige Bewegung des fließen- 
den Waflers, 1119. 

Unvollkommen elaſtiſche Körper, 876. 

Urvariable, 1. 


FIR 


Bacuunmeter, 919. 

Bariable, veränderlide Größen, 1. 

Bentile, 916. 920. 1053. 

Verſchiebungswinkel, 586. 

Verſuchsapparat, hydrauliſcher, 1076. 

Vibrationsintenfität, 1193. 

Virtuelle Geſchwindigkeit, 174. 198. 201. 
271. 

Vollkommen elaſtiſche Körper, 376. 

Vollkommen flüſſige Körper, 845. 


Alphabetiſches Sachregiſter. 


Volumen, 140. 
Volumenometer, 932. 


W. 


Wage, hydroſtatiſche, 996. 

Wahres Gewicht, 941. 

Wälzendes Pendel, 784. 

Wälzende Reibung 311. 358. 

Wärme, 937. 

Wärmekraft, 148. 

Wandeinſchnitt, Ueberfall, 958. 1063. 

Wafler, Ausfluß deflelben, 944. 

Waflerdämpfe, 9. 939. 

Waflerdrud, bydroftatiicher, 863. 

Waflerdrud, hydrauliſcher, 952. 

Waſſermenge, Waſſerquantum, 944. 

Waſſermeßapparat, 1127. 

Waſſermeſſer, Waſſeruhr, 1170. 

Waſſerſpiegel, Oberfläche des Waſſers, 
852. 905. 908. 

Waſſerſtand in communicirenden Röhren, 
861. 901. 

Waſſerſtrahl, 945. 970. 

Woaflerftrahlen , jpringende, 120. 1021. 

Waflerwellen, 12839. 

Waflerzoll, 1133. 

Weich, 377. 

Wellen, 1211. 1218. 

Wellenberg, Wellentbal, 1210. 

MWellenhöhe, Wellenlänge, 1213. 1241. 

Mendepuntt, 22. 

Miderftand des Waflers, 1179. 

Widerftände, 138. 309. 

MWiderftandscoefficient, 1003. 1032. 

MWiderftandshöhe, 1004. 

Wintelacceleration, 684. 

Winkelgeſchwindigkeit, 684. 725. 

Wintelhebel, 249. 

Wirkung einer Kraft, 137. 138. 

Wirkung und Gegenwirkung, 149.256. 
661. 786. 

Woltmann’iher Flügel, Ylügelrad, 
1142. 

Wurfbewegung um Iuftleeren Raume, 117. 

Wurfbewegung in der Luft, 1188. 

MWurfhöhe, Wurfiweite, 117. 

Wurflinie, 1189. 





Alphabetiſches Sachregiſter. 


X. 


Ximenes, Waſſerfahne, 1150. 


Z. 


Zahlenreihe, natürliche, 27. 

Zapfen, 305. 311. 350. 

BZapfenreibung, 311. 319. 336. 340. 

Zerdrückungsfeſtigkeit, 358. 380. 418. 

Zertnidungsfeitigfeit, 589. 

Zerlegung und Zujammenfegung der 
Geſchwindigkeiten und Accelerationen, 
108. 109. 111. 
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Zerlegung und Zufammenfegung der 
Kräfte, 160. 166. 182. 

Zerlegung und Zuſammenſetzung der 
Kträftepaare, 189, 191. 

Zug, 189. 375. 618. 

Zujammendrüdung, elaftiide und per- 
manente, 381. ' 

Zujammengejegte Ausflußgefäße, 1056. 

Zufammengejegte Bewegungen, 104. 

Zufammengejegte Elafticität und Feſtig⸗ 
feit, 379. 612. 

Zujammengejegte Functionen, 59. 

Zu: und Abflug, 946. 1071. 


- Beridtigungen. 
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